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Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist die motorseitig erregten Schwingungen an der Getriebeaufhdngung
direkt am Quertrédger, in einem vordefinierten Drehzahlband, durch einen Active Vibra-
tion Control (AVC) Ansatz zu unterdriicken. Die Motorschwingungen (Stérungen) be-
stehen maBgeblich aus der Motorziindfrequenz sowie deren Oberwellen. Uber das Motor-
steuergerdt kann die Motordrehzahl direkt abgegriffen werden, die dann als variierender
Parameter fiir die Echtzeitaktualisierung des LPV-H-Reglers zur Verfiigung steht. Als
zeitdiskretes Stormodell kann folglich ein Multisinus mit einer Grundfrequenz (erste Mo-
torordnung) sowie deren harmonischen Vielfachen angesetzt werden. Allerdings wird fiir
jede Frequenz des Stormodells jeweils ein variierender Parameter benotigt. Bei einer hohen
Anzahl an Frequenzen im Stérmodell und infolgedessen der gleichen Anzahl an variieren-
den Parametern nimmt die Dimension des zu losenden Optimierungsproblems stark zu
und die Reglersynthese wird immer komplexer. Dieses Problem gilt es zu losen.

Dafiir werden zwei neue Parameterreduktionsmethoden entwickelt. Es besteht eine Abhén-
gigkeit zwischen der Anzahl an Frequenzen und der Anzahl an variierenden Parametern,
hervorgerufen durch die nichtlineare Kosinusfunktion im zeitdiskreten Zustandsraummo-
dell der Storung. Diese Abhéngigkeit wird durch entsprechende Approximationen aufgeho-
ben. Hinsichtlich der Umsetzung dieser Methoden wird das Stérmodell in eine polytope/li-
near-fraktionale LPV-Form gebracht und dann der entsprechende Ansatz angewandst.
Methode 1: Beim Erstellen des polytopen LPV-Stérmodells wird die Kosinusfunktion
durch eine ganzrationale Polynomfunktion approximiert. Es wird darauf geachtet, dass nur
quadratische beziehungsweise biquadratische Variablen bei der Approximation benotigt
werden und sich die Anzahl an Variablen auf ein Minimum reduziert. Dadurch lasst sich
ein LPV-Stormodell mit beliebig vielen Frequenzen (abhéngig von einer Grundfrequenz
fo) aus zwei variierenden Parametern aufstellen.

Methode 2: Aufgrund der linear-fraktionalen Form des entstehenden Stérmodells kommt
man bei diesem Ansatz mit nur einem variierenden Parameter aus. Es wird nicht die
Kosinusfunktion, sondern das komplette Modell fiir jede Frequenz einzeln approximiert
und anschlieBend zusammengefasst. Dadurch umgeht man die Abhéngigkeit von einem
variierenden Parameter pro Frequenz und man kann ein Stormodell mit beliebig vielen
Frequenzen und nur einem variierenden Parameter aufstellen.

Beide Ansitze werden vorab in der Simulation getestet. Dabei wird auf die Komple-
xitdt des Optimierungsproblems fiir die Reglersynthese eingegangen und einander ge-
geniibergestellt. AnschlieBend werden die AVC-Anséitze am KFZ umgesetzt und erprobt.
Fiir die Bewertung sowie die Tauglichkeit der Ansédtze in der praktischen Anwendung
sollten die vorgegebenen Frequenzen im spezifizierten Motordrehzahlbereich unterdriickt
respektive abgeschwicht werden. Der linear-fraktionale Ansatz reduziert am KFZ, bei
aktiviertem Regler, die Schwingungen am Quertriger um 50 Prozent.



Abstract

The goal of this work is to reduce the vibrations excited by the combustion engine at
the gear hanger on the cross member with an Active Vibration Control (AVC) approach
in a predefined range of engine speed. The engine vibrations (disturbances) consist of
the ignition frequency plus their harmonics. The engine speed can directly be picked by
the engine control unit and then used as the varying parameter for the real time update
of the LPV H,, controller. Accordingly, a multisine with a fundamental frequency (first
engine frequency) plus their harmonics can be used as the discrete-time disturbance mo-
del. However, each frequency of the disturbance model requires a varying parameter. In
a disturbance model with a large number of frequencies with accordingly the same large
number of varying parameters the dimension of the optimization problem rises intensely
and hence the synthesis of the controller becomes more and more complex. This problem
is about to be solved.

Therefor two new methods for reducing the parameters are developed. A dependancy
between the number of frequencies and the number of varying parameters exists, which
is caused by the nonlinear cosine function in the discrete-time state space model of the
disturbance. This dependency is cancelled by approximating the cosine function and ge-
nerating a disturbance model in a polytopic or linear fractional form.

Method 1: By generating the polytopic LPV disturbance model the cosine function is
approximated by a polynomial function. Under the condition that the number of variables
should be reduced to a minimum within the approximation, therefore only quadratic or
quartic variables are used. Finally, a LPV disturbance model with numerous possible fre-
quencies (dependent of the fundamental frequency fj) can be generated with two varying
parameters.

Method 2: Due to the linear fractional form of the resulting disturbance model only
one varying parameter is required for this approach. The whole model is approximated
for each frequency separately and merged together to one model without approximating
the cosine function. Thus, the dependancy of one varying parameter for each frequency is
avoided and a disturbance model with a random number of frequencies can be generated
with one varying parameter.

Both approaches are tested in the simulation in advance. Thereby the complexity of the
optimization problem for synthesizing the controller is considered and compared. After-
wards these approaches are tested at the motor vehicle. The predefined frequencies should
be reduced or attenuated in the specified range of engine speed in order to evaluate the
approaches with regard to the practical realization. The linear fractional approach reduces
the vibrations at the cross member of the motor vehicle up to 50 per cent if the contoller
is activated.
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1 Einleitung

In den letzten 20 Jahren stieg in der Automobilindustrie die Nachfrage nach mehr Si-
cherheit, mehr Komfort sowie mehr Effizienz progressiv an. Aufgrund des technologischen
Fortschritts verfiigen die elektronischen Steuergeréte (engl.: Electronic Control Unit, kurz
ECU) iiber immer mehr Speicherkapazitdat und Rechenleistung. Diese Tatsache ermog-
licht den Entwicklern immer komplexere Systeme zu entwickeln, die einen hohen Rechen-
/Speicheraufwand beziiglich der Steuerung oder Regelung erfordern.

Hauptbestandteil eines herkémmlichen Kraftfahrzeugs (KFZ) ist die Verbrennungskraft-
maschine (VKM). Die VKM erzeugt Verbrennungsgeréusche sowie Schwingungen, die di-
rekt {iber die Motorlager oder indirekt iiber das Getriebe ins Chassis und somit in die Ka-
rosserie/Innenraum emittiert werden. Standard-Motorlager sind passive Systeme, tragen
zum einen die statische Last der VKM, zum anderen miissen sie die auftretenden Schwin-
gungen von der Karosserie isolieren. Beim Auslegen dieser Lager wird immer ein Kompro-
miss zwischen ausreichender Dampfung sowie guter Isolation der Motor-/Getriebeeinheit
vom Chassis eingegangen. Anforderungen an den Komfort bleiben hierbei, infolge von
Sicherheitsaspekten oder Leistungskriterien, oft auf der Strecke.

Hier kommen die aktiven Systeme zur Gerdusch- und Schwingungskompensation (engl.:
Active Noise and Vibration Control Systems, kurz ANC/AVC-Systems) ins Spiel, die die
Schallentwicklung und somit den Fahrkomfort deutlich verbessern kénnen. Ziel dieser Sy-
steme ist es, die Storsignale (Gerdusche oder Schwingungen) zu detektieren und entspre-
chend mit {iberlagerten Signalen durch Lautsprecher oder Massenschwinger zu beseitigen.
Dabei wird das aus der Physik bekannte Prinzip der destruktiven Interferenz angewendet,
siehe hierzu Tipler und Mosca (2015, S.455ff, Kap.12) sowie Lueg (1936). Zwei Schallwel-
len gleicher Frequenz und gleicher Amplitude eliminieren sich durch Uberlagerung, wobei
die Wellen eine Phasendifferenz von A¢ = m = 180° zueinander aufweisen.

Einen zusammenfassenden Uberblick zu ANC/AVC, in Bezug auf praktische Anwendun-
gen mit adaptiven Steuerungs- und Regelungsanséitzen, findet man in Kuo und Morgan
(1999), Crocker (2007), Elliott (2008) sowie Svaricek u. a. (2010, S.303f) und den darin
enthaltenen Referenzen. Bei den Steuerungsstrategien werden mittels dem Least-Mean-
Square (LMS)-Algorithmus, siche hierzu Paulo (2013, S.79, Kap.3), die Koeffizienten eines
Finite Impulse Response (FIR)-Filter, gemafl Schiiller (2008, S.420, Ab.5.6.6), adaptiv
angepasst und damit das Gegenschallsignal generiert, siche Morgan (1980). Das Adap-
tionsverhalten bei Storgroflenaufschaltungen ist bereits zu Recht in praktischen AVC-
Anwendungen erprobt worden, jedoch muss hinsichtlich der Konvergenzgeschwindigkeit,
der Schrittweitenanpassung und der Stabilitdt anwendungsspezifisch Applikationsaufwand
betrieben werden.
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1.1 Problemstellung und Beitrag der Arbeit

Die oben erwéhnte Problematik, dass bei adaptiven Algorithmen die Steuerungs-/Regel-
strategien von externen Signalen oder Messungen abhéingen, macht eine Vorabbetrachtung
der Stabilitét fiir den geschlossenen Regelkreis bei schnellen Anderungen der Fithrungsgro-
Be oder des Adaptionssignals schwierig beziehungsweise sogar unmoglich, aufgezeigt in
Svaricek u. a. (2010, S.304f). Regelungstechnische Ansitze, die bei der Reglersynthese
Stabilitdt garantieren, Giitekriterien erfiillen und durch ein Messsignal in Echtzeit ak-
tualisiert werden konnen, sind Stand der gegenwértigen Forschung. Diese theoretischen
Ansétze benotigen bei der praktischen Umsetzung leistungsstarke Prozessoren und hohe
Rechenkapazitit, was bei den heutigen ECUs gegeben ist. Somit konnen auch komplexere
Ansétze praktisch realisiert werden.

Dazu zihlen die linear parameter-variierenden (LPV) Ansétze, die in Kombination mit
der H,.-Theorie die Regelungsaufgabe in ein Optimierungsproblem, in Form von Ma-
trixungleichungen (engl.: Linear Matriz Inequalities, kurz LMIs), umwandeln und somit
effizient gelost werden konnen, siehe hierzu Gahinet und Apkarian (1993, 1994) , Gahinet
(1996), Apkarian und Gahinet (1995), Boyd u. a. (1994), Wu (1995), Scherer u. a. (1997),
De Oliveira u. a. (1999) sowie Scherer und Weiland (2000). Diese Ansétze sind modell-
basierte Reglersynthese-Verfahren, die bei erfolgreicher Synthese Stabilidt im Sinne von
Ljapunow fiir den geschlossenen Regelkreis sowie eine obere Schranke fiir die induzierte
Systemverstarkung garantieren. Eine Zusammenfassung von den moglichen Varianten und
Einsatzgebieten findet man in Hoffmann und Werner (2015).

Ziel dieser Arbeit, aufgrund der genannten Eigenschaften von LPV-H-Ansétzen, ist die
praktische Umsetzung eines theoretischen LPV-H.-Verfahrens fiir die Anwendung Active
Vibration Control an einem realen KFZ. Im Zuge dessen sollen die motorseitig erregten
Schwingungen an der Getriebeauthédngung direkt am Quertréger in einem vordefinierten
Drehzahlband unterdriickt werden. Als Versuchsfahrzeug dient dabei ein Audi A4 TDI
mit vier Zylindern. Die Motorschwingungen (Stérungen) bestehen maBgeblich aus der Mo-
torziindfrequenz, das entspricht bei einer VKM mit dieser Zylinderanzahl der zweiten Mo-
torordnung, sowie deren Oberwellen. Uber das Motorsteuergerit kann die Motordrehzahl
(das heifit die Motordrehfrequenz oder auch erste Motorordnung) direkt abgegriffen wer-
den, die dann als variierender Parameter fiir die Echtzeitaktualisierung des LPV-Reglers
zur Verfiigung steht. Als zeitdiskretes Stormodell kann demnach ein Multisinus mit einer
Grundfrequenz (erste Motorordnung) sowie deren harmonischen Vielfachen angesetzt wer-
den. Allerdings wird fiir jede Frequenz des Stérmodells jeweils ein variierender Parameter
bendétigt. Bei einer hohen Anzahl an Frequenzen im Stérmodell und infolgedessen der
gleichen Anzahl an variierenden Parametern nimmt die Dimension des zu losenden Opti-
mierungsproblems stark zu und die Reglersynthese wird immer komplexer. Die Losbarkeit
des Optimierungsproblems und somit das Finden eines LPV-Reglers fiir ein Stérmodell
mit einer Anzahl an Frequenzen grofler als drei ist dadurch maflgeblich beeintréichtigt.
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Dieses Problem gilt es zu losen. Dafiir werden zwei neue Parameterreduktionsmethoden
entwickelt. Es besteht eine Abhéngigkeit zwischen der Anzahl an Frequenzen und der
Anzahl an variierenden Parametern. Diese Abhéngigkeit wird durch entsprechende Ap-
proximationen aufgehoben.

Hinsichtlich der Umsetzung dieser Methoden wird das Stérmodell in eine polytope/linear-
fraktionale LPV-Form gebracht und darauf der entsprechende Ansatz angewandt. Das
zeitdiskrete Zustandsraummodell der Stérung enthélt eine nichtlineare Kosinusfunktion.
Aufgrund dieser nichtlinearen Funktion besteht eine Abhéngigkeit zwischen dem vari-
ierenden Parameter und der Frequenz, sodass pro Frequenz ein variierender Parameter
benotigt wird. Die origindren Beitrage dieser Arbeit gliedern sich folgendermafien:

e Polytoper LPV-Ansatz (siche Abschnitt 3)

Bei der Modellierung des polytopen LPV-Stérmodells wird die Kosinusfunktion
durch eine ganzrationale Polynomfunktion approximiert. Es wird darauf geachtet,
dass nur quadratische beziehungsweise biquadratische Variablen bei der Approxima-
tion benotigt werden und sich die Anzahl an Variablen auf ein Minimum reduziert.
Dadurch ldsst sich ein LPV-Stormodell mit beliebig vielen Frequenzen (abhingig
von einer Grundfrequenz fy) aus zwei varilerenden Parametern aufstellen. Diese
Neuerung der Approximation der Kosinusfunktion und folglich eine Reduktion auf
zwei variierende Parameter wurde bereits in Fiiger u. a. (2012, 2013) verdffentlicht
und ist mehrfach zitiert worden.

e Linear-fraktionaler LPV-Ansatz (siche Abschnitt 4)

Aufgrund der linear-fraktionalen Form des entstehenden Stérmodells kommt man
bei diesem Ansatz mit nur einem variierenden Parameter aus. Es wird nicht die Ko-
sinusfunktion, sondern das komplette Modell fiir jede Frequenz einzeln approximiert
und anschliefend zusammengefasst. Dadurch umgeht man die Abhéngigkeit von ei-
nem variierenden Parameter pro Frequenz. Diese Reduktion auf einen variierenden
Parameter fiir beliebig viele Frequenzen wurde noch nicht veroffentlicht und ist eine
Neuerung.

e Simulation und Erprobung der LPV-Ansitze am KFZ (siche Abschnitt 5 und 6)
Beide Ansétze werden vorab in der Simulation getestet. Dabei wird auf die Komple-
xitdt des Optimierungsproblems fiir die Reglersynthese eingegangen und einander
gegeniibergestellt. Des Weiteren werden die Ansétze als AVC-Anwendung am KFZ
erprobt. Hierfiir wird das KFZ mit Sensoren, einem aktiven Tilger sowie dem Rapid
Control Prototyping System der Fa. dSPACE ausgeriistet. Aufgrund der Parame-
terreduktion konnen fiir den polytopen sowie den linear-fraktionalen Ansatz meh-
rere Frequenzen im Stérmodell vorgegeben und dafiir die passenden LPV-Regler
berechnet werden. Bei der Erprobung variiert die Motordrehzahl in einem definier-
ten Drehzahlband, der LPV-Regler wird aktiviert und die Beschleunigungssignale
werden per ControlDesk aufgenommen. Fiir die Bewertung sowie die Tauglichkeit
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der Ansétze in der praktischen Anwendung sollten die vorgegebenen Frequenzen im
spezifizierten Motordrehzahlbereich unterdriickt respektive abgeschwéicht werden.

Beide LPV-Ansitze sind modellbasierte Reglersyntheseverfahren. Das Regelstreckenmo-
dell wird durch Identifikation ermittelt, deshalb werden ausschliellich zeitdiskrete H .-
Methoden angewandt.

1.2 Stand der Technik

Mitte der neunziger Jahre wurde der Forschungsschwerpunkt ANC/AVC auf praktische
Anwendungen in der Automobilbranche ausgeweitet. Die Fa. ContiTech Vibration Control
GmbH hat Prototypen eines AVC-Systems an Versuchsfahrzeugen getestet und deutliche
Komfortverbesserungen in Bezug auf Gerdausch- und Vibrationsentwicklung erzielt, siehe
hierzu Svaricek u. a. (2010, S.304) mit Verweis auf die darin aufgefithrten Referenzen. Des
Weiteren hat Honda ein ANC-System, siehe Inoue u. a. (2004), sowie ein AVC-System, sie-
he Matsuoka u. a. (2004), mit dem Ziel entwickelt, bei Zylinderabschaltung die zusétzlich
im Fahrgastinnenraum entstehenden Geréusche zu reduzieren. Dabei wurde die Motor-
drehzahl als Referenzsignal fiir die adaptive Steuerung verwendet.

Ein Regelungskonzept in Form eines StorgroBenbeobachters wurde als AVC-System am
KFZ von Kowalczyk u. a. (2004) sowie Bohn u. a. (2004) erprobt. Fiir jede vorgege-
bene Frequenz des Stormodells wird ein Beobachter berechnet und die entsprechende
Riickfiihrverstarkung drehzahlabhéingig aufgeschaltet. Eine Stabilitdtsgarantie zwischen
den Umschaltungen ist jedoch nicht gegeben. Anhand eines Mehrkorpersystems (VKM,
Getriebe, Hilfsrahmen sowie passive und aktive Lager) sind in Olsson (2005) adaptive
Steuerungen, Beobachteransitze mit H,-Auslegungskriterien und LPV-Modellierung von
nichtlinearen Systemdynamiken in der virtuellen Umgebung getestet worden. Des Weite-
ren sind in Paschedag (2008) adaptive StorgroBenaufschaltungen sowie Regelungen an ei-
nem Priifstand einer Motoraufhdngung entwickelt, implementiert und erprobt worden. Fiir
ein Kanalsystem wurden in Zhang (1999) adaptive Steuerungen sowie nicht-adaptive Re-
gelungen (H,.-Entwurfsmethoden) hinsichtlich Schallddmpfung entwickelt und die D&mp-
fungseigenschaften experimentell erprobt. Eine Zusammenfassung von ANC-Anwendungen
sind darin detailliert aufgefiihrt.

Die praktische Umsetzung von LPV-H.-Ansitzen als ANC/AVC-Anwendung in Kopfhor-
ern oder an einem flexiblen Balken wurde in Ballesteros und Bohn (2011a, 2011b) durch-
gefiithrt. Dabei wird der linear-fraktionale (LF) LPV-Ansatz angewandt und bis zu zwei
vorgegebene Frequenzen unterdriickt. Eine Erweiterung dieses LF-Ansatzes auf sechs Fre-
quenzen ist in Shu u. a. (2011) gegeben. Ein zusammenfassender Uberblick zum LF-LPV-
Ansatz, mit der praktischen Anwendung ANC im Kopfhorer und AVC am Balken, ist in
Ballesteros u. a. (2012) gegeben. Hingegen findet in Heins u. a. (2011) der polytope LPV-
Ansatz mit Zustandsriickfithrung fiir LPV-Systeme Verwendung. Entsprechende Erweite-



1.2 Stand der Technik 5

rungen mit einem zeitvarianten Stérmodell und zeitvariierenden Frequenzen sind in Heins
u. a. (2012) aufgefiihrt. In Shu u. a. (2013) wird die Regelgrole iiber ein Ausgangsfilter
zuriickgefithrt, wodurch im Vergleich zu einem Zustandsbeobachter ein LPV-Regler mit
reduzierter Ordnung entsteht. Eine Vereinfachung der polytopen Menge zu einem Dreieck
in Kombination mit dem Ausgangsfilter erfolgt in Ballesteros u. a. (2013). Als weitere
praktische Anwendung dieser LPV-Ansiitze wurde in Ballesteros u. a. (2014a, 2014b) ein
AVC-System am KFZ erprobt. Dafiir ist das Versuchsfahrzeug mit aktiven Tilgern direkt
an den zwei Motorlagern ausgeriistet worden. Mit dem polytopen LPV-Ansatz und der
Vereinfachung, Darstellung des Polytops durch ein Dreieck, konnten durch eine Umschalt-
strategie mehrere Frequenzen in einem Motordrehzahlband unterdriickt werden.

H,-Synthesemethoden konnen instabile Regler optimieren, vor allem wenn das Stormodell
Pole auf der jw-Achse aufweist. In der Simulation ist der geschlossene Regelkreis mit
dem instabilen Regler stabil und erfiillt die Auslegungskriterien. Bei der experimentellen
Durchfiithrung tritt jedoch an der physikalischen Regelstrecke oftmals instabiles Verhalten
auf. Grund dafiir sind Diskretisierungs- sowie Quantisierungsfehler, die zu numerischen
Problemen fiithren. In den Beitrdgen Witte u. a. (2010), Balini u. a. (2011), Péni u. a.
(2014) sowie Zhou und Doyle (1998) wird diese Tatsache diskutiert.

Das Ausloschen von harmonischen Stérungen durch eine Regelung, basierend auf dem
internen Modellprinzip (engl.: Internal Model Principle, kurz IMP), oder durch einen ad-
aptiven Steuerungsansatz (engl.: Adaptive Feedforward Cancellation, kurz AFC) wurde im
Beitrag von Bodson u. a. (1994) einander gegeniibergestellt. Eine Erweiterung dazu wurde
mit einer indirekten/direkten Methode zur Unterdriickung von sinusférmigen Stérungen
mit unbekannter Frequenz von Bodson und Douglas (1997) vorgestellt. Bei der indirekten
Methode wird mit einem adaptiven Kerbfilter (engl.: Notch Filter) die Frequenz geschétzt
und unterdriickt, wohingegen bei der direkten Methode die Schitzwerte fiir die Frequenz
sowie fiir die Amplitude durch ein Fehlersignal aktualisiert werden. Diese Methoden wur-
den an einer ANC-Anwendung (Mikrofon als Aufnehmer und Lautsprecher als Aktor)
erprobt, siche hierzu Bodson u. a. (2001). In Bodson (2001) sind die genannten Methoden
mit zeitkontinuierlichen Algorithmen fiir den zeitdiskreten Fall erweitert worden.

Bei einem weiteren Ansatz, siche Marino u. a. (2003), wird eine additive sinusférmige
Storung mit unbekannten Parametern durch einen (Ausgangs-)Riickkopplungskompen-
sator (engl.: Output Feedback Compensator) unterdriickt. In diesem Beitrag ist die Storung
durch ein Exosystem dritter Ordnung modelliert worden. Der Bias, die Phase, die konstan-
te Amplitude sowie die Frequenz (mit unterer und oberer Schranke) sind nicht bekannt.
Durch einen Beobachter werden die Unbekannten geschétzt und durch ein entsprechendes
Regelgesetz riickgekoppelt. Anhand des Beispiels aus Bodson und Douglas (1997) wird
durch Simulationsergebnisse die Kompensationsmethode verifiziert. Eine Erweiterung des
IMP-Ansatzes fiir unbekannte periodische Stérungen wurde in Brown und Zhang (2004)
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entwickelt. Die zeitvarianten Reglerzustéinde des internen Modells werden im stationédren

Zustand in den zeitinvarianten Variablen Amplitude sowie Stirfrequenz abgebildet.

1.3 Gliederung der Arbeit

Die Arbeit ist folgendermaflen geliedert:

e In Abschnitt 2 wird das Stormodell detailliert entwickelt. Ausgehend von einem
schwingungsfiahigen System zweiter Ordnung ohne Dampfung wird fiir den zeitkonti-
nuierlichen sowie fiir den zeitdiskreten Fall ein zeitinvariantes Zustandsraummodell
einer harmonischen Schwingung entworfen. Jedes dieser Modelle ist Single-Input
Single-Output (SISO). Aus diesen Modellen entsteht ein zeitdiskretes Stérmodell
einer Sinusschwingung, das in den weiteren Ausfithrungen verwendet wird.

Im darauffolgenden Abschnitt 3 wird die erste Methode zur Parameterreduktion
vorgestellt. Dabei garantiert der polytope LPV-Ansatz bei der Reglerberechnung
Stabilitdt im Sinne von Ljapunow sowie ein Giitemafl an den geschlossenen Re-
gelkreis in Form des H.-Kriteriums. Nachdem zuerst auf die einschliagige Theorie
zur Reglersynthese fiir polytope Systeme eingegangen wird, schlieft sich im Fol-
genden die Vorstellung der Kosinusapproximation im Stormodell an. Durch diese
Approximation kann die Darstellung beliebig vieler Frequenzen mit zwei variieren-
den Parametern erreicht werden. Im Anschluss wird daraufhin die verallgemeinerte
polytope Strecke aufgestellt.

Abschnitt 4 befasst sich mit der zweiten Parameterreduktionsmethode fiir linear-
fraktionale Systeme. Zuvor finden alle dazu notwendigen theoretischen Grundlagen
Erwédhnung. Anschlieend wird das Stérmodell in eine LF-Form gebracht und das
Modell vollstandig approximiert. Daraus ergibt sich eine Aufhebung der Abhéngigkeit
ein variierender Parameter pro Frequenz und es wird nur noch ein variierender Pa-
rameter fiir beliebig viele Frequenzen im Stormodell benétigt. Zuletzt folgt die Auf-
stellung der fiir die Reglersynthese relevanten verallgemeinerten Strecke in LF-Form.

In Abschnitt 5 werden beide Ansitze in der Simulation getestet und validiert.
Anhand des Modells einer Drosselklappe wird der polytope dem linear-fraktionalen
Ansatz gegeniibergestellt. Hauptaugenmerke liegen dabei auf der Berechnung der
LPV-Regler, der Komplexitidt des resultierenden Optimierungsproblems sowie der
Erfiilllung der Auslegungskriterien.

Die Ergebnisse der Erprobung des AVC-Systems am KFZ unter Verwendung der
Ansétze mit Parameterreduktion werden in Abschnitt 6 gezeigt. Dafiir wird das
KFZ mit Messtechnik ausgestattet, das Regelstreckenmodell identifiziert und geméfl
der beiden Ansitze ein entsprechender LPV-Regler berechnet und erprobt. Anhand
der Spektrogramme von Messungen der Beschleunigungen am Quertrager kénnen
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eindeutige Aussagen beziiglich der Verbesserung des Fahrkomforts in vordefinierten
Motordrehzahlbereichen getroffen werden.

e Den Abschluss dieser Arbeit bildet Abschnitt 7 mit einer Zusammenfassung der
erhaltenen Ergebnisse sowie einem Ausblick.
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2 Stormodell

Diese Arbeit befasst sich mit der Entwicklung und Erprobung eines regelungstechnischen
AVC-Ansatzes am KFZ. Hierfiir stehen generell zwei Moglichkeiten zur Wahl, eine Steue-
rung oder eine Regelung. Allgemein lésst sich die Struktur einer adaptiven Steuerung fol-
gendermaflen darstellen, siche Abbildung 2.1. Die motorseitig erzeugten Schwingungen,

P Primarpfad 2(t)

r(t ée!t! |
P

L o Fiter P Sekundsinpfad Y

/

Abbildung 2.1: Struktur einer adaptiven Steuerung: Referenzsignal r(t), durch den
Primérpfad erzeugte Stérung z(t), vom adaptiven Filter generierte Stellgrofie u(t), durch
den Sekundérpfad erzeugtes Kompensationssignal y(¢) sowie das Fehlersignal e(t)

hier r(t), werden iiber das Getriebe, den Quertriager sowie das Chassis (Primérpfad) in den
Fahrgastinnenraum emittiert. Dies entspricht der Storung z(t). Abhédngig vom Fehlersignal
e(t) werden die Parameter des Filters adaptiert und eine entsprechende Stellgrofie u(t) fur
den Massenschwinger /Lautsprecher (Sekundérpfad) generiert. Das erzeugte Kompensati-
onssignal y(t) eliminiert bestenfalls die Storung. Adaptive Steuerungen sind hinsichtlich
Stabilitat und Konvergenzverhalten kritisch zu betrachten, deshalb werden im Weiteren
Regelungen verfolgt. In Abbildung 2.2 ist die Struktur einer Regelung mit adaptivem
Regler sowie einem integrierten Stérmodell dargestellt. Die Stérung z(¢) wird durch das
Stormodell generiert, wobei das Referenzsignal r(t) der Motordrehzahl entspricht. Dieses
Signal wird zusétzlich zur Adaption des Reglers verwendet. Im Sekundérpfad wird durch
die StellgroBe u(t) das Kompensationssignal erzeugt. Aufgrund der Sollwertregelung zu
Null wird das Fehlersignal e(t) negativ zuriickgefiihrt und dem Regler iibergeben. Ziel
der Regelung ist, durch Uberlagerung von Stérsignal z(t) und generiertem Kompensati-
onssignal y(t), eine Fehlerdifferenz e(t) gleich Null zu erreichen und somit die Stérung
vollstdndig zu eliminieren.

In den folgenden Abschnitten 3 und 4 werden zur Reglersynthese modellbasierte Ver-
fahren angewendet. Dafiir ist es notwendig, fiir jede Komponente des geschlossenen Re-
gelkreises ein einfaches Modell zu erstellen. In diesem Abschnitt wird das Stérmodell
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Regler AELP Sekundarpfad y(t)

Abbildung 2.2: Struktur einer adaptiven Regelung mit Sollwertregelung zu Null: Refe-
renzsignal r(t), durch das Stérmodell erzeugte Storung z(t), adaptiver Regler mit Stell-
groBe u(t), durch den Sekundérpfad erzeugtes Kompensationssignal y(t) sowie das Feh-
lersignal e(t)

entwickelt. Die Storung ist bei dieser AVC-Anwendung von harmonischer Natur und es
besteht eine Korrelation mit der Motordrehzahl des Kraftfahrzeugs. Ausgehend von der
Motordrehzahl mit der Einheit [1/min] erhdlt man durch die Umrechnung in [1/s] die

Motordrehfrequenz
1 1 1 min
| = R Db 2.1
fMOT [S] nyor 60 [mm S 1 ) ( )

die der 1. Motorordnung entspricht. Da es sich beim Verbrennungsmotor um einen Vier-
taktmotor handelt, durchlduft jeder Zylinder vier Arbeitstakte. Diese vier Takte sind fiir
einen Zylinder in Abbildung 2.3 schematisch dargestellt, siehe hierzu Borgeest (2010,
S.42, Abb.4-2). Jeder Arbeitstakt wird in 180° Kurbelwellenwinkel durchlaufen, sodass
der komplette Viertaktprozess 720° Kurbelwellenwinkel (zwei Umdrehungen) benétigt.
Beim ersten Takt (Ansaugen) steht der Kolben am oberen Totpunkt (OT), das Ein-
lassventil (EV) ist offen und das Auslassventil (AV) geschlossen. Der Kolben bewegt sich
Richtung unteren Totpunkt (UT). Im Zylinder entsteht eine RaumvergréBerung und so-
mit eine Druckdifferenz, sodass iiber das offene EV der Zylinder befiillt werden kann.
Beim zweiten Takt (Verdichten) sind das EV sowie das AV geschlossen. Durch die
Aufwértsbewegung des Kolbens zum OT wird das Gemisch verdichtet. Im dritten Takt
(Arbeiten) wird das Gemisch geziindet und der Kolben Richtung UT gedriickt, wobei
mechanische Arbeit verrichtet wird. Im vierten Takt (Ausstoflen) 6ffnet das AV und die
verbrannten Abgase werden durch die Aufwértsbewegung des Kolbens aus dem Zylinder
gedriickt.
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EV AV EV AV EV, AV
....... J 5 S S T R T
- ?
* l———] O ==
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ 0 o ur
1.Takt 2. Takt 3. Takt 4. Takt
Ansaugen Verdichten Arbeiten AusstoRRen

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung der Arbeitstakte eines Viertaktmotors bezo-
gen auf einen Zylinder: Einlassventil (EV), Auslassventil (AV), oberer Totpunkt (OT)
sowie unterer Totpunkt (UT)

Wiéhrend des Viertaktprozesses (zwei Kurbelwellenumdrehungen) ziindet der Zylinder nur
einmal, somit ergibt sich die Zylinderziindfrequenz/Ziindordnung zu

1 11
[ 22, lg} = fmor - 3 {g] ; (2.2)
die der 0, 5te Motorordnung entspricht. Daraus folgt die Motorziindfrequenz
1 1
fZ]uOT g - fZZyl : NZyl g (23)

fiir einen Motor mit Nz, Zylindern, wie in Zeller (2012, S.264) beschrieben. Demzufolge
ist bei einem Vierzylindermotor die zweite Motorordnung dominierend.

Die motorseitig erzeugten Schwingungen, iibertragen durch das Getriebe, den Quertriger
sowie das Chassis, lassen sich vereinfacht als iiberlagerte Schwingung, bestehend aus ei-
ner harmonischen Grundschwingung plus deren Oberwellen, modellieren. Im Detail ist
diese Annahme nicht korrekt, da aufgrund von Materialeigenschaften einzelner Bautei-
le die Schwingungen frequenzverédndert im Kraftfahrzeug emittiert werden. Abhéngig von
der Position der Schwingungsdetektion fehlen Oberwellen beziehungsweise sind diese nicht
mehr ganzzahlig. Nichtsdestotrotz wird zur Vereinfachung fiir die Stérung eine diberlagerte
Schwingung aus harmonischen Einzelschwingungen angenommen und dementsprechend
modelliert.

2.1 Zeitkontinuierliches Modell einer harmonischen Schwingung

Ein harmonisches Signal mit einer Frequenz lésst sich am einfachsten durch einen Oszil-
lator, ein System zweiter Ordnung ohne Dampfung, modellieren. Die dazugehorige all-



2.1 Zeitkontinuierliches Modell einer harmonischen Schwingung 11

gemeine Ubertragungsfunktion eines schwingungsfihigen Systems zweiter Ordnung ist in
Lutz und Wendt (2003, S.112) aufgefiihrt und lautet

2
Kprowg

G =
PTQ(S) ) +2DPT2WOS _l_wg

(2.4)

mit der Verstiarkung Kpro, der Dampfungskonstanten Dpro, der Eigenkreisfrequenz des
ungedampften Systems wg = 27 f und der Frequenz f. Mit den Annahmen Kp7po = 1 und
Dprs = 0 ergibt sich folgendes ungedampftes System

2
Wo

Gpra,,(5) = O
0

(2.5)

mit einem konjugiert komplexen Polpaar bei s = +jwy, was dem gesuchten Modell des
Ostzillators entspricht.

Dieses Modell Gl. (2.5) kann durch eine Zustandstransformation, geméf Lutz und Wendt
(2003, S.606), in Regelungsnormalform und somit in ein zeitinvariantes Zustandsraummo-
dell iiberfithrt werden. Mit einer weiteren Zustandstransformation, siehe hierzu Skogestad
und Postlethwaite (2001, S.513, GL.A.21 und S.515, G1.A.25), wird die Systemmatrix in
Diagonalform gebracht und ist somit aus numerischer Sicht besser konditioniert. Das re-
sultierende zeitinvariante Zustandsraummodell ist gegeben durch

) 0  wo
x(t) = x(t 1| u(t
0= x| 1]
——— Wo
ApT2yn bprg
y(t) = [wd 0]x(), (2.6)
N——
C£T2un

mit dem Zustandsvektor x € R?, dem Eingang u € R, dem Ausgang y € R sowie den
Systemmatrizen Aprs,. € R**2 bprs,. € R? und cpra,, € R2 Dabei bleibt das konju-
giert komplexe Polpaar bei s = +jwy unveréndert, wie in Kinney und de Callafon (2006,

S.4788f, Abschnitt I1.B, G1.2 und GI.3) beschrieben.

Fiir den zeitvarianten Fall (mit verénderlicher Grundfrequenz) wird in Kinney und de Cal-
lafon (2006, S.4790, Abschnitt II1.C) das zeitvariante Zustandsraummodell fiir den Os-
zillator Gl. (2.6) mit dem zeitabhéngigen Frequenzanteil hergeleitet. Die entsprechenden
Zustandsraummodelle fiir den zeitvarianten Fall sind in Kinney und de Callafon (2006,
S.4790, GL.11 und GI.12) angegeben.

In diesem Unterabschnitt wurde das zeitkontinuierliche Modell einer harmonischen Schwin-



12 2 Stormodell

gung, ein Oszillator Gl. (2.6), fiir den zeitinvarianten Fall hergeleitet und auf den zeit-
varianten Fall verwiesen. Da das Modell der Regelstrecke fiir die praktische Anwendung
lediglich in zeitdiskreter Form vorliegt und die theoretischen Ansétze dementsprechend
den zeitdiskreten Fall betrachten, wird im Folgenden das zeitdiskrete Modell einer har-
monischen Schwingung entwickelt.

2.2 Zeitdiskretes Modell einer harmonischen Schwingung

In Anbetracht der praktischen Realisierung und Umsetzung auf einem Digitalrechner /-
prozessor wird von einer idealen Abtastung und einem Halteglied nullter Ordnung ausge-
gangen.

2.2.1 Zeitdiskretes Modell einer Sinusschwingung (systembasierter Ansatz)

Die Herleitung des zeitdiskreten Modells fiir den invarianten Fall ldsst sich kurzerhand mit
Hilfe der Gleichungen aus Lunze (2008, S.438, G1.11.22) und Unbehauen (2007, S.171),
angewandt auf das zeitinvariante Zustandsraummodell Gl. (2.6), durchfiihren. Die dafir
benétigte Transitionsmatrix ®(t) = e! berechnet sich durch die inverse Laplacetransfor-
mation, sieche Unbehauen (2007, S.12, G1.1.3.5), zu

D)=L {(sI-A)"'}. (2.7)

Das invariante, zeitdiskrete Zustandsraummodell einer ungeddmpften Schwingung hat
somit folgende Form

1 — cos(woT)
cos(weT')  sin(wyT w?
x(k+1) = (wT)  sinfwnT) x(k) + 0 w (k)

—sin(woT) cos(weT) sin(woT")

‘ ~ ’ .
APTzdis N j /
bpr24;
y (k)= [w2 0] x(k), (2.8)

~——
CgTzdis

mit dem Zustandsvektor x € R?, dem Eingang u € R, dem Ausgang y € R sowie den
Systemmatrizen Apra,,, € R**?, bpra,,, € R?, cpra,, € R? und der Abtastzeit T'.

Dieses zeitdiskrete Modell Gl. (2.8) ist, aufgrund der nichtlinearen Sinus- und Kosinus-
funktionen in den Systemmatrixeintrigen, fiir die kommenden Ausfithrungen und deren
Zweck nicht von Nutzen. Die nichtlinearen Funktionen erschweren das Erstellen eines ein-
fachen LPV-Modells mit geringer Anzahl an variierenden Parametern.

Es wurde ein zeitdiskretes Modell erstellt, das als Ausgangsgrofie eine Sinusschwingung
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generiert. Im Folgenden wird auf Basis des zu erzielenden Sinussignals das zeitdiskrete
Modell entwickelt und somit eine signalbasierte Modellierung durchgefiihrt.

2.2.2 Zeitdiskretes Modell einer Sinusschwingung (signalbasierter Ansatz)

Ausgangspunkt ist das Zeitsignal einer sinusférmigen Schwingung
y(t) = Asin (27 ft + ¢) (2.9)

mit der Amplitude A, der konstanten Frequenz f und dem Winkel ¢. Mit Hilfe des Ad-
ditionstheorem, siehe hierzu Hackbusch u. a. (1996, S.56), kann die Sinusfunktion des
Zeitsignals in eine Summe zerlegt werden, somit erhélt man

y(t) = Asin (27 ft + ¢) = Asin (27 ft) cos (¢) +Asin (¢) cos (27 ft)
—— ——

C1 Cc2

= Acy sin (27 ft) + Acy cos (27 ft) . (2.10)

Diskretisiert man dieses Zeitsignal zu dquidistanten Abtastschritten ¢ = (kKT = k), ergibt
sich die Zahlenfolge

y(kT) = Acy sin (2nfkT) + Acycos (2mfET) . (2.11)

Mit der Annahme die Zahlenfolge Gl. (2.11) ist die Gewichtsfolge y(kT") = g(kT') * u(kT)
auf den Einheitsimpuls u(kT) = 6(kT) und der z-Transformierten fiir die Zahlenfolgen,
siche hierzu Unbehauen (2007, S.112 und S.114), erhélt man die z-Ubertragungsfunktion

zsin(2w fT) 22—z cos(2mfT)
. Acy 22—2zcos(2m fT)+1 + Acy 22—2zcos(2m fT)+1

1

a4 la? sin (27 fT) + c3 (22 — zcos (27 fT))
[ 22 —2zcos (2mfT) + 1 }

(2.12)

4 27y sin (27 fT) + ¢ (1 — 27 cos (27 fT))
{ 1 —2z712cos 2nfT) + 272 1

fir die Gewichtsfolge Gl. (2.11). Beidseitiges Ausmultiplizieren von Gl. (2.12) ergibt

Y (2) [1=2"2cos 2nfT) + 2% =U(2) A ca+ 27 (c1sin (27 fT) — co cos (27 fT))] .
(2.13)
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Wendet man auf Gl. (2.13) den Rechtsverschiebungssatz nach Unbehauen (2007, G1.2.3.10
und S.117f) an, erhédlt man folgende Differenzengleichung

y(k) —2cos 2nfT)y(k—1)+y(k—2) =
Acou (k) + A(cysin (2nfT) — cocos 2nfT))u(k—1) . (2.14)

Wihlt man die ZustandsgréBen nach Unbehauen (2007, S.165, G1.2.6.3), so kann Gl. (2.14)
in das invariante, zeitdiskrete Zustandsraummodell

0 1 0
Xak D) = | 1y g s (QWfT)] Xa(k) + M ta (k)
) e ’ e

ya (k) = [~Aco A(cisin (27 fT) + ¢ cos (27 fT))] xa(k) + éf?/ud (k) (2.15)

Vv
T dgq
d

in Regelungsnormalform tiberfiihrt werden, siehe hierzu Unbehauen (2007, S.165ff, G1.2.6.5
und G1.2.6.6). Mit den Annahmen A =1 und ¢ = 0 vereinfacht sich Gl. (2.15) zu

Xa(k+1) = —01 2 cos (127TfT):| Xa(k) + {ﬂ ta ()
) A; ” o
ya (k) = [0 sin (27 fT)lxd(k:). (2.16)

Das Modell besitzt ein konjugiert komplexes Polpaar bei
219 = cos (2 fT) &+ jsin (27 fT) , (2.17)

das durch eine beliebige Wahl des Eingangs- bzw. Ausgangsvektors unverindert bleibt.
Die Frequenz f geht iiber die nichtlineare Kosinusfunktion in die Systemmatrix Gl. (2.16)
im Matrixelement (2, 2) ein. Im Vergleich zum Modell mit Gl. (2.8) ist lediglich ein nicht-
lineares Matrixelement vorhanden, sodass keine Frequenzabhéngigkeiten zwischen den
Zustandsgrofien bestehen.

2.2.3 Zeitdiskretes Stormodell einer iiberlagerten Schwingung mit L Fre-
quenzen (Multisinus)

Bisher wurden in diesem Abschnitt nur Modelle fiir eine harmonische Schwingung mit
einer einzigen Frequenz aufgestellt. Im Folgenden wird wieder der Fall einer iiberlagerten
Schwingung (Multisinus) mit mehreren Frequenzen als Storung betrachtet. Die Stérung
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besteht aus einer Welle mit Grundfrequenz plus deren Oberwellen. Grundlage ist das Mo-
dell Gl (2.16), jedoch wird der Ausgangsvektor auf €} = [1 0] skaliert. Die Pole des
Modells bleiben dabei unverandert, einzig die Verstarkung wird angehoben und der Pha-
senwinkel vergréflert. Fiir das Stormodell ist ausschliefllich das konjugiert komplexe Pol-
paar (die Systemmatrix bleibt dabei unverdndert) entscheidend. Durch Parallelschaltung
(beziehungsweise Uberlagerung) von [ = 1,2,..., L dieser monofrequenten Sinusmodelle
erhélt man das zeitdiskrete Stormodell eines Multisinus

xp(k +1) = Ap (fi) xp(k) + bpup (k)
yp(k) = chxp(k), I=1,...,L (2.18)

mit den Systemmatrizen

"0 . -
0 0
(—1 2 cos (27rfl:1T)>
Ap (fi) = 0 0 :
0 1
0 0
i (—1 2 cos (27Tfl:LT)>_
by
bp=|:|, ch=[ch - & (2.19)

und maximal L Frequenzen. Die Dimension der Systemmatrix Ap(f;) € R?*? ergibt sich
aus der Anzahl an Frequenzen | = 1,..., L. Dieses Stérmodell Gl. (2.18) und Gl. (2.19)
wird fiir den Fall einer iiberlagerten Schwingung aus harmonischen Einzelschwingungen
in den néchsten Abschnitten verwendet und entsprechend erweitert.

Diese hergeleiteten zeitdiskreten Stormodelle, Gl. (2.16) fiir eine Frequenz und Gl. (2.18)
fiir L Frequenzen, sind jeweils zeitinvariant und beriicksichtigen somit keine zeitvariie-
renden Frequenzen. Bei der Modellierung dieser Modelle wurde eine konstante Frequenz
angenommen, jedoch wird beim polytopen LPV-Ansatz Abschnitt 3 und dem linear-
fraktionalen LPV-Ansatz Abschnitt 4 eine zeitvariierende Frequenz betrachtet. Somit
miissten die Systemmatrizen entsprechend angepasst, beziehungsweise ein zeitvariantes
Modell auf Basis von Gl. (2.8) erstellt werden. Der zeitvariierende Frequenzanteil fiir den
zeitkontinuierlichen Fall

a(t) == we(t)t + ¢, (2.20)
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siehe hierzu Kinney und de Callafon (2006, S.4790, Abschnitt II1.C), sowie dessen zeitliche
Ableitung

%a(t) = wp(t) +wo(t)t, (2.21)

entspricht im Zeitdiskreten folgendem

Aak+1)=ak+1)—ak) =
=wo(k+1)(k+1) — wo(k)(k) = wo(k + 1) + Awo(k + 1)(k) (2.22)

und ist nicht konstant. In jedem Abtastschritt 7" &ndert sich die Eigenfrequenz wo(k + 1)
um Awg(k + 1)(k).

Ungeachtet dessen wird, in Bezug auf den praktischen Hintergrund der Stérung, davon
ausgegangen, dass die variierende Frequenz fy(k) der Motordrehfrequenz fyor(k) aus Gl
(2.1) entspricht und somit

wo(k) = 2 fo(k) = 27 fmor (k) (2.23)

gilt. Mit der Annahme, dass im Abtastschritt 7' die Motordrehzahl anndhernd konstant
ist und somit

Aalk+1) = wo(k+ 1)+ Aw(k + 1) (k) (2.24)
T

gilt, behalten die Stormodelle Gl. (2.16) und Gl. (2.18) mit langsam variierender Fre-
quenz ihre Giiltigkeit. Aus Gl. (2.1) ist sofort ersichtlich, dass 60 [U/min] = 1 [Hz]
entsprechen. Ein Sprung in der Motordrehzahl nyor von 60 [U/min] in einem einzigen
Abtastschritt ist bei der praktischen Anwendung nicht relevant. Daraus ldsst sich folgern,
dass man die invarianten, zeitdiskreten Modelle (mit einer Sinusschwingung Gl. (2.16)
und aus iiberlagerten Sinusschwingungen Gl. (2.18)) ohne Weiteres fiir die LPV-Ansitze
verwenden kann. Bei schnellen Frequenzédnderungen in der Stérung, muss in der Anwen-
dung beziehungsweise in Vorabsimulationen getestet werden, ob alle Performance- sowie
Stabilitatskriterien erfiillt sind. Diese Modelle werden ebenso in den Beitrdgen Bohn u. a.
(2004), Ballesteros und Bohn (2011a, 2011b) , Shu u. a. (2011, 2013) sowie Duarte u. a.
(2013) verwendet und haben sich in praktischen Anwendungen bewéhrt.

2.2.4 Zeitdiskretes Stormodell fiir die numerische Reglerberechnung

Fiir die praktische Anwendung wird mittels Optimierungsalgorithmen der Regler nu-
merisch berechnet. Die im Stormodell spezifizierten Frequenzen, konkret die Pole des
Stormodells, tauchen wieder als Pole im Regler auf und entsprechen somit den Nullstellen
in der Storiibertragungsfunktion. Wie aus Gl. (2.17) ersichtlich wird, liegen die Pole des
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Stormodells fiir eine Sinusschwingung auf dem Einheitskreis. Das bedeutet, dass diese
vorgegebenen Frequenzen im Frequenzgang eine unendliche Verstarkung aufweisen. Null-
stellen mit unendlicher Verstdarkung, also Unstetigkeitsstellen, sind fiir die numerische
Berechnung des Reglers nicht zuldssig. Der Algorithmus ist nicht durchfithrbar und die
numerische Berechnung bricht ab.

Aufgrund dessen miissen fiir die Reglerberechnung die Pole des Stérmodells in den Ein-
heitskreis, wie in Heins u. a. (2011, S.132, Ab.5.1) angegeben, verschoben werden. Dadurch
wird verhindert, dass eine unendliche Verstarkung an den Frequenzen der Reglerpole auf-
tritt. Aus dem monofrequenten Stérmodell Gl. (2.16) folgt die Zustandsraumdarstellung
fiir das angepasste Stormodell

0 1 0
Xa(k+1) = \—(1 —€) 2cos (QWfT)le(k) * L} ta (k)
Ar Dy
ya (k) = [1 0] xa(k), (2.25)
——

T
Cd€

mit € < 1, aber grofler Null. Entsprechend ergibt sich fiir das multifrequente Stérmodell
Gl. (2.18) die Zustandsraumdarstellung

Ade (flzl) 0 0 bde
xp(k+1) = 0 0 xp(k)+ | ¢+ | up (k)
0 0 Aq(fi=r) bg,
N vV v
Ap(fi) bp,
yp(k) = [ch -+ <& ]xp(k), l=1,...,L. (2.26)
ok,

In diesem Abschnitt wurde ein zeitkontinuierliches sowie ein zeitdiskretes Stormodell fiir
eine harmonische Schwingung (ein Oszillator) hergeleitet. Aus diesen Ergebnissen wurde
ein invariantes, zeitdiskretes Stormodell einer Sinusschwingung entwickelt und aus nu-
merischen Griinden entsprechend angepasst. Dieses Modell wurde erweitert und durch
Parallelschaltung ein Stormodell aus beliebig vielen iiberlagerten harmonischen Einzel-
schwingungen erstellt, das in den weiteren Abschnitten fiir die Reglersynthese verwendet
wird.
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3 Polytoper LPV-Ansatz mit zwei Parametern

In diesem Abschnitt wird der polytope, lineare parameter-variierende (LPV) Ansatz zur
Reglerberechnung vorgestellt. Regelstrecken mit Parametern, die in einem Intervall mit
unterer und oberer Schranke variieren, konnen so formuliert werden, dass die Werte der
variierenden Parameter in einem Polytop mit p Ecken liegen. Fiir diese Strecken kann
ein entsprechender LPV-Regler nach dem H..-Kriterium ausgelegt werden. Mit jedem
variierenden Parameter wéchst das Polytop um zwei Ecken an. Abhéngig von der Art der
Anwendung hat die Strecke eine grole Anzahl an variierenden Parametern und somit auch
an Ecken. Da die Komplexitét bei der Reglerberechnung mit der Anzahl der Ecken steigt
und dadurch die Wahrscheinlichkeit fiir das Finden einer numerischen Losung sinkt, ist
man bestrebt, die Parameteranzahl so gering wie moglich zu halten. Im Folgenden wird
eine Methode fiir die praktische Anwendung Aktive Schwingungskompensation harmoni-
scher Schwingungen vorgestellt, bei der nur zwei variierende Parameter, unabhéngig von
der eigentlichen Parameteranzahl, benotigt werden. Anfangs werden die theoretischen
Grundlagen zur LPV-Reglerberechnung erldutert. Anschliefend wird die Methode zur
Parameterreduktion detailliert hergeleitet und die parameterreduzierte LPV-Regelstrecke
mit zwei variierenden Parametern aufgestellt.

3.1 Theoretische Grundlagen des polytopen Ansatzes

Zuerst werden die zwei grundlegenden Definitionen der Hs- und der H..-Norm aufgefiihrt,
geltend fiir Systeme mit der Ubertragungsfunktion G(s), die keine Pole auf der Ima-
gindrachse (Realteile der Pole < 0) aufweisen und fiir die der Zéhlergrad m kleiner oder
gleich dem Nennergrad n (m < n) gilt.

Die Ho-Norm fiir zeitkontinuierliche Systeme, siehe Maciejowski (1989, S.99, G1.3.68),
ist definiert als

1 [ . .
G ()2 = \/g/ tr(G(jw)GT(—jw))dw, (3.1)
mit tr(M) fiir die Spur der Matrix M, siehe hierzu Hackbusch u. a. (1996, S.638).

Des Weiteren lautet die Definition fiir die H,.-Norm, siehe Maciejowski (1989, S.99,
G1.3.69),

1G($)lloo = sup 7(G(5w)) (3.2)

mit (M), dem maximalen Singuldrwert der Matrix M, sieche hierzu Hackbusch u. a.
(1996, S.1118).
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Hingegen wird fiir zeitdiskrete Systeme die H,.-Norm, geméfi Packard (1994, S.80), durch

IG(2)lloo := sup G(G(e’)) = sup 5(G(2)) (3.3)

$€[0,27) |z[>1

definiert. Im Frequenzgang, im Falle eines Eingroflensystems (SISO), entspricht die H-
Norm der maximalen Amplitude iiber allen Frequenzen.

Die H,-Norm ist im eigentlichen Sinne keine Systemnorm, wie in Gl. (3.1) bis Gl. (3.3)
definiert, sondern eine induzierte Signal-2-Norm. Demzufolge kann die H,,-Norm fiir den
zeitdiskreten Fall auch als induzierte £o-NNorm

Iyl W Voo ¥ (k)y(k)

|Glsc = sup =s =
wro [ullz w0 /S0 g uT (K)u(k)

definiert werden, siehe hierzu Stoorvogel u. a. (1994, S.1936), mit der Signal-2-Norm des
Energieeingangssignals ||ul|2 und des Energicausgangssignals ||y||2. Fiir eine induzierte

(3.4)

Lo-Systemverstirkung von |G|l < 7 ergibt sich durch Gl. (3.4) folgende Ungleichung

|G]|oe = sup \/ZZO:O y? (k)y(k) <. (3.5)

w0 /Sy T (Ryu(k)

Im folgenden Unterabschnitt wird die Beschrankung der L,-Systemverstarkung, ausge-
driickt in Form des H.-Kriteriums GIl. (3.5), in eine algebraische Riccati-Ungleichung
(engl.: Algebraic Riccati Inequality, kurz ARI) umgewandelt und dann in eine lineare
Matrixungleichung (engl.: Linear Matriz Inequality, kurz LMI) tiberfithrt. Die allgemeine
Form einer LMI ist gegeben durch

Mipmi(V) = Mimio + Z ViMimi; > 0, (3.6)

i=1

sieche Boyd u. a. (1994, S.7, Gl1.2.1), mit den Entscheidungsvariablen v; € R und den

symmetrischen Matrizen Myy;, = M . € R™" fiir i =0 ... m.

Imi;

3.1.1 Ljapunow-Stabilitit in Kombination mit dem H. -Kriterium fiir zeit-
diskrete Systeme

Das autonome, zeitdiskrete System in Zustandsraumdarstellung

x(k+1) = Ax(k), x(k =0) = xo, u(k)=0, (3.7)
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mit dem Zustandsvektor x € R™ und der Systemmatrix A, ist stabil im Sinne von Ljapu-
now, wenn die Ungleichung

ATPA -P <0 (3.8)

erfiillt ist. Darin ist P = PT > 0, mit P € R"*", die symmetrische und positiv defini-
te Ljapunow-Matrix der quadratischen Funktion V(x(k)) = x” (k)Px(k), siche Anhang
(Stabilitét), angewandt auf zeitdiskrete Systeme.

Gegeben ist das lineare zeitdiskrete System (SISO), siche De Oliveira u. a. (2002, S.666,
Gl.1 und GI.2),

x(k+1) = Ax(k) + bu(k)
y(k) = c"x(k) + du(k) (3.9)

mit dem Zustandsvektor x € R", den entsprechenden Systemmatrizen A € R"*", b € R",
c € R" und d € R, dem Eingang u sowie dem Ausgang y. Mit Hilfe des Bounded Real
Lemma (BRL) lasst sich das Hoo-Kriterium Gl. (3.5) kombiniert mit Stabilitdt im Sinne
von Ljapunow in Form einer Matrizenungleichung darstellen.

Lemma 1: BRL (Gahinet und Apkarian, 1994, S.432, Lemma 5.1)
Betrachtet wird eine zeitdiskrete Ubertragungsfunktion T(z) mit (nicht zwingend) Mini-
malrealisierung T'(z) = D + C(zI — A)™'B. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) |D + C(2I — A)"'Blloo < 1 und A ist stabil im zeitdiskreten Sinn (|\i(A)] < 1),

(i)

cCT! D

T invertierbar

TAT! TB]
<1,

inf Omax [

(iii)

ATXA -X ATXB (of)
es existiert ein X = XT > 0,s0dass | BTXA BTXB-1 DT| <0,
C D -1

(i)

X! A B o0
AT -X T
es existiert ein X = XT > 0, sodass BT 0 _OI S)T <0.

0 C D -1
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Wendet man Lemma 1 (Aussage iv) auf das zeitdiskrete SISO-System Gl. (3.9) mit dem
H-Kriterium GI. (3.5) an, erhélt man folgende Matrixungleichung

-P' A b O
AT P 0 c
b? 0 — d

0 ' d —~

<0, (3.10)

siche hierzu Apkarian u. a. (1994, S.857, GL1.3.2), mit der Ljapunow-Matrix X = P.
Die Matrixungleichung Gl. (3.10) hat, aufgrund der inversen Ljapunow-Matrix P~! im
Eintrag (1, 1), keine lineare Matrixform, siehe Gl. (3.6). Multipliziert man Gl. (3.10) mit
der negativen Einheitsmatrix entsprechender Dimension und ersetzt die inverse Ljapunow-
Matrix durch die Variable P = P2, ergibt sich die Matrixungleichung

P A b O
AT P! 0 ¢
>0 (3.11)
b’ 0 ~ d
0 cI' d v

mit positiven Diagonaleintragen, an die positive Definitheit gefordert wird. Durch Finden
einer Losung fiir die Matrixungleichung Gl. (3.11) in der Variablen P, mit der Bedingung
P = P7T > 0, erhilt man den Nachweis fiir das SISO-System Gl. (3.9), dass es stabil im
Sinne von Ljapunow ist und die Lo-Systemverstarkung kleiner v betrigt, sieche Lemma
1 (BRL). Da es sich hier um keine LMI handelt, ist das Finden einer Losung zum einem
schwierig und zum anderen nicht mit Standardmethoden durchfiihrbar.

3.1.2 Erweitertes H.-Kriterium mit polytoper Systemunsicherheit

Im néchsten Schritt wird die Matrixungleichung GI. (3.11) in eine LMI umgewandelt,
sodass LMI-Solver zum Losen des Optimierungsproblems verwendet werden kénnen und
durch das erweiterte H..-Kriterium eine weniger konservative Losung gefunden wird. Hier-
zu fithrt man die Hilfsmatrix G € R"*" ein, beschrieben in De Oliveira u. a. (1999, 2002),
und erweitert somit durch den gewonnenen Freiheitsgrad den moglichen Losungsbereich.
In Bezug auf das BRL aus dem vorherigen Unterabschnitt wird die Matrixungleichung
Gl. (3.11) links- und rechtsseitig mit G multipliziert

I 0 ooO|[P A bo][rT o 00O
0 GT 0 ol |[AT P1 0 c¢c| |0 G 0 O
>0 (3.12)
0 0 10/|b" 0 ~ dl|o 0 10
0 0 0 1]|0 ¢ d~y][00 0 1
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und man erhélt

P AG b 0
GTAT GTP'G 0 GTc
. 1
s 0 . d >0 (3.13)
0 c'G  d o~

Die Multiplikation zwischen Hilfsmatrix G und Ljapunow-Matrix P! im Matrixelement
(2,2) wird durch die Beziehung G"P'G > G+ G” — P ersetzt, siehe hierzu De Oliveira
u. a. (2002, Theorem 2 mit Beweis). Man erhélt einen linearen Zusammenhang (keine
inverse Matrix mehr vorhanden) und es entsteht somit die erweiterte LMI

P AG b 0
GTAT G+GT—-P 0 GTc
. 14
0 c'G d

Die erhaltene Losung fiir die Hilfsvariablen P und G, aus der LMI GL. (3.14), ist weniger
konservativ und erfiillt das vorab definierte Stabilitats- und H,-Kriterium.

Alle bisher erhaltenen Ergebnisse lassen sich ohne Weiteres auf Systeme mit variieren-
den Parametern erweitern, abgeleitet von Scherer und Weiland (2000, S.130ff, Ab.5.1.1
und Ab. 5.1.2).

Gegeben ist das zeitvariante, parameter-variierende System

x(k +1) = A(0(k))x(k) + b(0(k))u(k)
y(k) = " (0(k))x(k) + d(0(k) Ju(k) (3.15)

in einer polytopen Darstellung mit den Systemmatrizen

4 0,(k)d, (3.16)

die affin vom Parameter 6 abhéingig sind. Die Parameter variieren in dem Polytop mit p
Ecken. Fasst man die einzelnen Matrizen durch

S(0(k)) = (3.17)
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zusammen, so ergibt sich fiir das polytope System folgende parameterabhéingige Form
S(0(k)) =So+ 01(k)S1+ ...+ 0,(k)Sp . (3.18)
Daraus entsteht das polytope, parameter-variierende Objekt
p
S(0(k) = > 0 (0(k)S: (319
i=1
sodass mit der Funktion o; : R — [0,1] und > 7, a;(0(k)) = 1 fiir jedes 6(k) € R eine

konvexe Kombination von S; Einzelobjekten besteht. Des Weiteren gehoren die S; zu der
konvexen Hiille

S(8(k)) € conv(Sy,...,Sp), O(k) e R (3.20)
mit
S, = {Af Z} Vi=1,...,p. (3.21)

Fiir jede Ecke p gibt es in der konvexen Hiille ein LTI-System mit konstanten Systemma-
trizen A;, b;, ¢! und d; entsprechender Dimension, siche Abbildung 3.1.

Abbildung 3.1: Polytop mit p Ecken in der konvexen Hiille

In Anlehnung an Gl. (3.14) gilt fiir ein parameter-variierendes, polytopes System GI.
(3.15) die Hoo-Norm |G| < 7y, wenn folgende LMI

GTAT G+GT-P;, 0 GT¢
t ! ! ,=1,... 22

0 cI'G di v

S
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erfiillt wird, siehe hierzu De Oliveira u. a. (2002, Theorem 4 mit Beweis), sowie mit einer
quadratischen Ljapunow-Funktion mit parameter-variierender Ljapunow-Matrix

P(0(k)) = Z ai(8(k))P; (3.23)

aus der konvexen Hiille

P(O(k)) € conv(Py,...,P,),  6(k)€R (3.24)

alle symmetrischen Matrizen P, = f’ZT = Pi_1 > 0 fiiri=1,...,p und die Hilfsmatrix G
existieren. Das bedeutet, dass nicht eine Ljapunow-Matrix fiir alle Ecken existieren muss,
sondern fiir jede Ecke eine separate Ljapunow-Matrix gesucht wird. Das erleichtert das
Finden einer Losung, indem der Losungsbereich erweitert wird und folglich das Verfahren
an Konservativitit verliert.

3.1.3 Berechnung eines H,-Reglers fiir polytope LPV-Systeme

In diesem Unterabschnitt wird ein LPV-Regler fiir das System Gl. (3.25) entwickelt, der
zum einen Stabilitdt im Sinne von Ljapunow garantiert und zum anderen die entspre-
chenden H..-Kriterien, sieche Unterabschnitt 3.1.2, erfiillt.

Gegeben ist die lineare parameter-variierende, zeitdiskrete Strecke in Zustandsraumdar-
stellung

2(k) = 1 (0(k))xp (k) + dii (0(k))w(k) + dizux (k)
yp<k') = CgXP(k) + dglw(k) (325)

mit dem Zustandsvektor xp € R”, den Systemmatrizen Ap(6(k)) € R™*", by(6(k)) € R™,
bs € R", c1(0(k)) € R, ¢ € R™, d11(0(k)) € R, di2 € R, dy; € R, dem Eingang uyx € R
(Reglerausgang), dem exogenen Eingang w € R, dem Ausgang yp € R (Messgroe, Reg-
lereingang) sowie dem exogenen Ausgang z € R.

Der dazugehorige dynamische LPV-Regler hat folgende Zustandsraumdarstellung

xk(k +1) = Ak (0(k))xk (k) + bk (0(k))yp(k)
ug (k) = e (0(k))xk (k) + dk (0(k))yp(k) (3.26)

mit xx € RF, Ag(0(k)) € Rk bk (0(k)) € RF, ck(0(k)) € R* und dg(0(k)) € R.
Der geschlossene LPV-Regelkreis ist im Blockschaltbild Abbildung 3.2 dargestellt. Der
Zusammenschlufl zwischen Regler und Strecke zum geschlossenen Regelkreis ergibt folgen-
des zusammengefasstes System, in Anlehnung an De Oliveira u. a. (2002, S.671, LTI-Fall
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W(z) > Z(z) >
U GP(Z,G) Y
k(2) > p(2)

Ck(z0) |€——

Abbildung 3.2: Blockschaltbild des geschlossenen LPV-Regelkreises: Strecke Gp(z,0)
mit polytoper Unsicherheit § mit den Eingéingen Uk (2) (Reglerausgang) und W (z) (exo-
gener Eingang), den Ausgingen Yp(z) (Reglereingang) und Z(z) (exogener Ausgang)
sowie LPV-Regler Gk(z,0)

G1.31 und G1.32),

Xa(k +1) = Aa(0(k))xa(k) + be(0(k))w(k)
2(k) = cq(0(k))xa (k) + du(0(k))w(k) (3.27)

mit dem zusammengefassten Zustandsvektor, siehe hierzu De Oliveira u. a. (2002, S.671,
G1.30),

xea(k) = {;‘Zim € R (3.28)

sowie den zusammengefassten Systemmatrizen, in Anlehnung an De Oliveira u. a. (2002,
S.671, LTI-Fall G1.31 und Gl1.32),

 [AR(B(k) + badic(B())cE back(6(k)
Aal0(k) = bic (0(k) ) Ax(0(k)) } ’
 Tba(0(k)) + badi (0(K))day
bcl(e(k)) T I bK(Q(k»dQl :| )

Ch(Ok)) = [c] (B(k)) + duadi (B(k))c]  diack(6()]  und

da(6(k)) == [dy(0(k)) + diadic(0(k))da] - (3.29)
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Im Weiteren wird die Ubertragungsfunktion vom exogenen Eingang W (z) zum exogenen
Ausgang Z(z) als Gy.(z,0) bezeichnet. Bildet man aus dem zusammengefassten System
Gl. (3.27)-(3.29) das parameter-variierende, polytope Objekt

k

Aa(0(k) ba(0(k)] _ 5~
da <k>>} = 2 o (O)Ma, o

Mcl(e(k» = CTI(Q(]{])) 0

cl

mit der konvexen Hiille
M (0(k)) € conv(Mey,, ..., Mq,) und 0(k) € R, (3.31)

siehe dazu Gl. (3.17)-(3.21), so lassen sich die Herleitungen aus Unterabschnitt 3.1.2
folgendermaflen erweitern. Zunéchst definiert man die erweiterte Hilfsmatrix und deren
Inverse

YT %

} e RO x(ntk) (3.32)

~ X *%
G._[ v

RO+E)x (k) G-1._
U J < ’

mit den potentiellen Optimierungsmatrizen U, V, X und Y sowie den beliebigen Matrix-
eintridgen * entsprechender Dimension, siehe hierzu De Oliveira u. a. (2002, S.671, G1.33).
Im néichsten Schritt ersetzt man die Matrizen des Systems Gl. (3.15) durch die zusammen-
gefassten Matrizen des Systems Gl. (3.27) und setzt diese in die LMI mit dem erweiterten
H-Kriterium Gl. (3.22) ein. Dies hat zur Folge, dass nichtlineare Zusammenhénge, in
Form von Multiplikationen zwischen den Reglermatrizen und der Ljapunow-Matrix (das
heifit, Multiplikationen zwischen Optimierungsvariablen), entstehen. Diese Multiplikatio-
nen zwischen den Reglermatrizen und der Ljapunow-Matrix fithren zu bilinearen Ma-
trixungleichungen (engl.: Bilinear Matriz Inequality, kurz BMI), wodurch die Losbarkeit
mit herkdmmlichen LMI-Optimierungsverfahren nicht méglich ist und somit weitere Maf3-
nahmen durchgefiihrt werden miissen. Hingegen sind Multiplikationen zwischen den Sy-
stemmatrizen, zwischen Systemmatrizen mit den Reglermatrizen oder zwischen den Sy-
stemmatrizen und der Ljapunow-Matrix unproblematisch. Mit Hilfe der Transformation,
siehe Scherer u. a. (1997) sowie De Oliveira u. a. (2002), verdndert man die Matrixvaria-
blen, was zu linearisierenden Eigenschaften in der Reglersynthese fithrt (BMIs werden zu
LMIs: Multiplikationen zwischen den Reglermatrizen und der Ljapunow-Matrix werden
aufgelost).

Mit der Transformationsmatrix, gegeben in De Oliveira u. a. (2002, S.671, G1.34),
I, Y7
T:=|" R(mHR) > (ntk) 3.33
[0 VT} © (3.33)

und den Identitdts-Transformationen, siehe hierzu De Oliveira u. a. (2002, S.671, G1.36,
G1.38 bis G1.40),
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erhédlt man die erweiterte Ljapunow-Matrix

z(6(k)) J(O(k)) e
= TTP(0(k))T (3.34)
JT(0(k)) H(O(k))

sowie die erweiterten Systemmatrizen

TTAcl(e(k))C"T )
T"bai(0(k))
cL(0(k))GT und

da(0(k)) (3.35)

fiir den geschlossenen Regelkreis. Entsprechend wird das erweitere H..-Kriterium, siehe
De Oliveira u. a. (2002), durch

TG+ GF —P(O(k)))T (3.36)

beriicksichtigt und durch links- und rechtsseitige Multiplikation mit der Transformations-
matrix Gl. (3.33) angepasst. Multipliziert man infolgedessen die LMI GI. (3.22) links- und
rechtsseitig mit T7 und T := diag[T, T, L, x, Iu;x], siehe hierzu De Oliveira u. a. (2002,
S.672), so spaltet man die bilinearen Multiplikationen zwischen den Reglermatrizen und
der Ljapunow-Matrix auf und man erhélt lineare Zusammenhénge. Aus den BMIs entste-
hen LMIs. Dabei bilden die zu optimierenden Matrizen J(6(k)) € R™*" H(#(k)) € R™*"
und Z(0(k)) € R™™ die erweiterte Ljapunow-Matrix Gl. (3.34).

Aus De Oliveira u. a. (2002, S.672, Theorem 8, LTI-Fall G1.45), Mukhtar und Herbert
(2011, S.7710, Ab.3.2), Abbas (2010, S.27f, Def.2.9) sowie Fiiger u. a. (2013, S.794, Ab.4)

resultiert folgendes Theorem zur Berechnung eines polytopen, zeitdiskreten LPV-Reglers.
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Theorem 1: Es gibt einen dynamischen LPV-Regler Gl. (3.26), sodass die Ungleichung
|Guwzlloo <y erfillt ist, genauw dann, wenn die LMI

Z; J; Ap,X+byl] Ap, +borici by, + barids 0 ]
()" H; Qi YAp, +fic; Yby, +fidy 0
(.)T (.)T X + XT — Z,L In -+ ST - Jz 0 XTCL, + lidlg
T T T T >0
(o)" (o) (o) Y+Y' —H,; 0 C1, + Caridio
(’)T (')T (')T (’)T Y dyy, + dorridia
()" (o)F (o)" (o)" (o)" gl ]
Vi=1,...,p
(3.37)

gleichzeitig gilt und die Matrizvariablen X, Y, S, ri, I, fi, Q;, J;, Hy = HY und Z; = ZT
firallei =1,...,p existieren und in der konvezen Hille Gl. (3.24) sowie Gl. (3.31) liegen.

Durch Losen der LMI Gl. (3.37) in den Matrixvariablen fir ¢ = 1,...,p, erhélt man
mit

S=YX+VU, (3.38)
gemif De Oliveira u. a. (2002, S.671, G1.37), durch eine Singular Value Decomposition
sud(VU) =S — YX, (3.39)

siehe hierzu Zhou und Doyle (1998, S.19, Ab.2.6), die Matrixvariablen V und U. Damit

lassen sich die Regler-Matrizen

CKi dKL

_ [V -VIYb| [Qi-YARX £][ U 0]
“lo | 17 ro| |—eIxu-t 1] T ol

(3.40)

nach De Oliveira u. a. (2002, S.672, G1.47), fiir jede Ecke i des Polytops berechnen. Der
dynamische LPV-Regler wird dann in Echtzeit zwischen den Ecken interpoliert und be-
sitzt dieselbe Dimension wie die Regelstrecke.

In diesem Unterabschnitt wurde die Berechnung eines LPV-Reglers fiir LPV-Systeme
hergeleitet. Sind alle Bedingungen durch die Losung des Optimierungsproblems erfiillt,
wird mit diesem Ansatz automatisch Stabilitdt im Sinne von Ljapunow fiir den geschlos-
senen Regelkreis garantiert, sieche Lemma 1 und Theorem 1. Des Weiteren ist durch
das erweiterte H,-Kriterium, vom exogenen Eingang w zum exogenen Ausgang z, eine
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Lo-Systemverstiarkung kleiner v, siehe Gl. (3.5), gegeben.

3.2 Stormodell mit Kosinusapproximation

Im Folgenden wird die hergeleitete Theorie auf das praktische Problem dieser Arbeit an-
gewandt. Dabei beschrankt sich der Ansatz auf LPV-Systeme der Form wie Gl. (3.25).
Ob die variierenden Parameter direkt in der Regelstrecke oder im Stérmodell auftreten ist
nicht entscheidend, letztendlich muss einzig die Kombination aus Strecke, Stérmodell und
Gewichtungsfilter die Form aus Gl. (3.25) aufweisen. Im Weiteren ist das Stérmodell in
der LPV-Form. Aus Gl. (3.40) erhdlt man dann die entsprechenden LTI-Reglermatrizen
fiir jede Ecke des Polytops und somit den LPV-Regler.

Das Stormodell besteht, wie schon in den Unterabschnitten 2.2.2 und 2.2.3 herge-
leitet, aus iiberlagerten harmonischen Schwingungen mit einer Grundwelle (mit Frequenz
fo) und deren Oberwellen. Fiir eine monofrequente Schwingung gilt das Modell

0 1 0
Xalk+1)=1_, 2008(27rfT)] Xa(k) + H ta (k)
ya (k) =[1 0] xa(k). (3.41)
—

In diesem Modell entspricht die Frequenz f der Kosinusfunktion dem zeitabhéngigen,
variierenden Parameter. Das bedeutet, dass fiir eine Frequenz ein variierender Parameter
benotigt wird. Da in der Praxis ein Multisinus mit mehreren Frequenzen als Stérung
vorkommt, wird das Modell Gl. (2.18)-(2.19) als Stérmodell verwendet. Betrachtet man
davon die Systemmatrix

— O 1 ]
(—1 2 cos (27sz:1T>> ’ ’
Ap (f) = 0 5 .
0 1
_ 0 (_1 2 cos (27rszT))_

mit maximal L Frequenzen, ist sofort ersichtlich, dass L zeitabhéngige, variierende Para-
meter 0;(k) mit [ = 1,..., L benotigt werden. Die nichtlineare Kosinusfunktion erlaubt kei-
nen linearen Zusammenhang zwischen den 6;(k), sodass keine vereinfachende Abhéngigkeit
untereinander besteht und fiir jede Frequenz ein Parameter verwendet werden muss.
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3.2.1 Polytopes Stormodell mit einer einzigen Frequenz

Ausgangspunkt ist das Modell mit einer Frequenz Gl. (3.41) mit der Systemmatrix Aq.
Die Frequenz f(k) dndert sich in jedem Abtastschritt k7" mit der Abtastzeit 7' und die
Kosinusfunktion wird durch den variierenden Parameter

0(k) = cos(2m f(k)T) (3.43)

ersetzt. Dabei variiert die Frequenz im Interval f € [frin, fimaz) € [0,1/(27)] und entspre-
chend der variierende Parameter im Intervall 6 € [0,,in, Omaz]. Aufgrund von Shannon’s
Sampling Theorem, siehe hierfiir Shannon (1949), entspricht f,,, der halben Abtast-
frequenz. Aus Gl. (3.41) und Gl. (3.43) ergibt sich die Systemmatrix des parameter-
variierenden Modells folgendermafien

Ra(6(k)) = {_01 , Htk’)] | (3.44)

Die Transformation der Systemmatrix aus Gl. (3.44) in eine polytope LPV-Form, siehe
Gl. (3.16), ist durch

Aa(0(k)) = Agy + 01(k)Aq, (3.45)
mit

Aq, = {—01 (ﬂ (3.46)
und

Aq, = B g} (3.47)

gegeben, siehe Heins u. a. (2011, S.133, Ab.5.2). In diesem Fall, ein variierender Parameter,
besteht das Polytop aus den zwei Eckpunkten

0, =cos(2r f1,,T),
0, = cos(2n f1,,,.T), (3.48)

die durch eine Gerade miteinander verbunden sind. Aufgrund des Abtasttheorems und
der monoton abfallenden Kosinusfunktion im Intervall [0, 7], gilt 0 < 27 fy (k)T < = fur
den variierenden Parameter 6, (k) € [6,, 6;], siche hierzu Heins u. a. (2011, S.133, Ab.5.2).
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3.2.2 Polytopes Stormodell mit beliebig vielen Frequenzen

Im néchsten Schritt werden die erhaltenen Resultate auf das Multisinus-Stormodell Gl.
(2.18) mit bis zu L Frequenzen angewandt. Das Modell ergibt sich durch eine Parallelschal-
tung von L monofrequenten Modellen, eines fiir jede Frequenz. In jedem monofrequenten
Einzelmodell ist eine Kosinusfunktion enthalten, die jeweils durch einen variierenden Pa-
rameter

0,(k) = cos(2n fi(K)T), l=1,...,L (3.49)
ersetzt wird. Daraus resultiert folgende Systemmatrix

o 1 _
(—1 2&(@) 0 0

0 )

in Diagonalform. Die Transformation der Systemmatrix aus Gl. (3.50) in eine polytope
LPV-Form, siehe Gl. (3.45), ist durch

Ap(0(k)) = Ap, + 61 (k)Ap, + ...+ 0.(k)Ap, (3.51)

mit

Ap, = 0 : : (3.52)

i 0 (0 O) 0 :
Ap, = 00/, (3.53)
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und

0 o -
0 0
(0 0)1

0 0

Ap, = : 0 (0 o) : (3.54)
00/,

/000
o ... ( )
0 2),

gegeben. In diesem Fall, L variierende Parameter, besteht die L-dimensionale Parameter-

box
©=[6,,01] x...x[0,,0;] (3.55)

aus 2F Eckpunkten, die miteinander zu einem Polytop verbunden sind, siehe hierfiir Heins
u. a. (2011, S.133, Ab.5.2). Daraus ist sofort ersichtlich, dass sich mit jeder zusétzlichen
Frequenz, also mit jedem zusétzlichen variierenden Parameter, die Anzahl der Ecken des
Polytops um zwei erhoht. Dies wiederum verdoppelt die Anzahl der gleichzeitig zu be-
rechnenden LMIs, siehe Optimierungsproblem Gl. (3.37) aus Theorem 1. Das Finden
einer Losung in Form einer positiv definiten Ljapunow-Matrix, sodass alle Bedingungen
an die Matrizen erfiillt werden, ist fiir das gegebene Problem bei einer so grolen Anzahl
an Optimierungsvariablen immer schwierig beziehungsweise sogar unmoglich.

Aus diesem Grund ist es wichtig einen Ansatz zu entwickeln, der das Problem der hohen
Anzahl an variierenden Parametern 6., ...,6; 16st und die Abhéngigkeit ein variierender
Parameter pro Frequenz aufhebt.

3.2.3 Reduktion der variierenden Parameter im Stormodell

Im Folgenden wird eine neuartige Methode vorgestellt, die dieses Problem der bis zu 6, va-
riierenden Parameter 16st, verdffentlicht in Fiiger u. a. (2012, 2013). Die Problematik liegt
in der nichtlinearen Kosinusfunktion, die keinen linearen Zusammenhang beziehungsweise
keine Kombination zwischen den variierenden Parametern zulésst. Ist es jedoch moglich,
die Kosinusfunktion durch eine Funktion so zu approximieren, dass die Frequenzen und
somit der variierende Parameter linear eingeht, wird die Abhéngigkeit ein variierender
Parameter pro Frequenz umgangen. Wie schon anfangs erwéhnt, besteht die auftretende
Storung aus einer Grundfrequenz fy, und deren Harmonischen. Basierend auf dieser Tat-
sache ist es moglich, jede beliebige Frequenz aus der Multiplikation der Grundfrequenz f
mit einem Faktor v € R, darzustellen. Bei dieser Art von Stérung handelt es sich dann



3.2 Stormodell mit Kosinusapproximation 33

um halb-/ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz. Ersetzt man

filk)=vifo(k), (3.56)
erhélt man den verédnderten variierenden Parameter

0,(k) = cos(2mv, fo(K)T) (3.57)

siehe hierzu Fiiger u. a. (2012) sowie Fiiger u. a. (2013, S.792, GL.5). Approximiert man
im néchsten Schritt mit der Methode der Kleinsten Quadrate, gemafl Papageorgiou u. a.
(2012), fiir iiberbestimmte lineare Gleichungssysteme die Kosinusfunktion durch ein Po-
lynom, ergibt sich folgende Funktion

cos(-) & F(k1, ..., Ky) = Co+ C1hL + Cokg + ..+ Cyhy (3.58)

siehe hierzu Fiiger u. a. (2013, S.792), mit den zu bestimmenden Parameterkonstanten
Co,--.,C, und den Variablen ki, ..., k,. Die Variablen r, kénnen dabei beliebig (z.B.
K1 =, kg = 2%, k3 = 23 oder Ky = 2%, Ky = 2, k3 = 2°) gewihlt werden.

Das iiberbestimmte Gleichungssytem in Matrixschreibweise ist gegeben durch

1 K -+ Ry cos(-)
Co .
| ], (3.59)
Co :
1 K Ky |~~~ cos(+)

»<
<

mit X € R™*" ¢ € R"” und y € R™. Durch Losen der Matrixgleichung in der Variablen
c, lassen sich die Parameterkonstanten mit MATLAB, der Fa. MathWorks®, durch die
linksseitige Matrixdivision ¢ = X \ y bestimmen. Dabei wird bei der Durchfiihrung intern
eine QR-Zerlegung, gegeben in Hackbusch u. a. (1996, S.1112), durchgefiihrt.

Fiir die Berechnung der approximierten Funktion F' ist die Wahl der Variablen &, ent-
scheidend. Die Kosinusfunktion ist eine gerade Funktion, sodass ausschliellich Terme mit
geraden Potenzen notwendig sind. Dabei ist entscheidend, dass der Funktionswert der Ko-
sinusfunktion cos(27 fT') fiir das spezifizierte Frequenzintervall f € [0,500] Hz zwischen
[—1, 1] liegt. Dies entspricht bei 7' =1 ms dem Intervall [0, 7].
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Hierfiir wurden die folgenden Approximationsfunktionen

Fi(f) = cor +ciy nfT)? (3.60)
N——

Fz(f) = Cpg + C12 (27TfT)2 “+cCoo (27TfT)4 (361)
—— ——

Fg(f) = Cp3 + C13 (27TfT)2 +C23 (27TfT)4 +633 (27TfT)6 (362)

F4(f) = Cp4 + C14 (27TfT)2 +CQ4 (27TfT)4 +034 (27TfT)6 +C44 (27TfT)8 (363)
—— N—— —— N——

zum Vergleich aufgestellt. Fiir jede Funktion wurde mit MATLAB der Parametervektor ¢
im Frequenzintervall f € [0,500] Hz mit 7" = 1 ms berechnet. In Tabelle 3.1 sind drei Re-
ferenzwerte fiir die Approximationsgiite der Kosinusfunktion aufgefiihrt. Im Detail ist in
Spalte eins der minimale Fehler, in Spalte zwei der maximale Fehler und in Spalte drei der
durchschnittliche Fehler der quadratischen Differenz zwischen der approximierten Funk-
tion F' und der Kosinusfunktion aufgelistet. In Tabelle 3.2 sind die dafiir berechneten

MIN[(F — cos(+))?] | MAX[(F — cos(+))?] | @ [(F — cos(+))?]
F 1.39x10712 2.70x107! 3.80x 1072
Fy 9.24x10~1 3.90x1073 3.37x107*
s 6.49x 10719 1.22x107° 7.62x1077
Fy 3.92x 1072 1.27x1078 6.32x 10710

Tabelle 3.1: Spalte 1 der minimale Fehler, Spalte 2 der maximale Fehler und Spalte
3 der durchschnittliche Fehler der quadratischen Differenz zwischen der approximierten
Funktion F' und der Kosinusfunktion fiir das Frequenzintervall f € [0,500] Hz und 7' =1
ms

Koeffizienten ¢ der einzelnen Funktionen F' fiir das Frequenzintervall f € [0,500] Hz und
T = 1 ms aufgefiihrt. Des Weiteren ist der Vergleich zwischen der Kosinusfunktion und
den verschiedenen Approximationsfunktionen sowie deren Approximationsfehler in Ab-
bildung 3.3 dargestellt. Der obere Graph zeigt die Funktionsverldufe {iber dem Intervall
[0, 7], wohingegen der quadratische Approximationsfehler im unteren Graphen dargestellt
wird.

Aus den Ergebnissen ist ersichtlich, dass mit den Funktionen F3, F3 und Fj im vorge-
gebenen Frequenzintervall sehr genaue Approximationen erreicht werden. Mit dem Hin-
tergrund, dass die Anzahl der variierenden Parameter reduziert werden soll, ist es nahe-
liegend die Funktion F, im weiteren Verlauf der Arbeit zu verwenden.
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Co G C2 C3 Cq
F1 ] 0.7599 | —0.2309 / / /
E5 1 0.9783 | —0.4522 | 0.0261 / /
F3 11 0.9989 | —0.4962 | 0.0395 | —0.00099 J/
Fy )1 0.9999 | —0.4998 | 0.0415 | —0.0013 | 0.000019

Tabelle 3.2: Koeffizienten ¢ der Polynomfunktionen F' fiir das Frequenzintervall

f€10,500] Hz und "= 1 ms

cos ()

— - — Approximation F2 ||
— — — Approximation F3
— - — Approximation F4

Kosinusfunktion |
Approximation F1

pi/2

Fehler F1

— - — FehlerF2
— — — Fehler F3
— - — FehlerF4|]

I

Il
pi/2

Abbildung 3.3: Oberer Graph: Kosinusfunktion (rot dick), Approximationsfunktion Fj
(cyan gestrichelt), F, (magenta punkt-gestrichelt), F3 (schwarz gestrichelt) und Fy (blau
punkt-gestrichelt) iiber dem Intervall [0, 7] mit 7" = 1 ms; Unterer Graph: Verlauf des
quadratischen Fehlers, Differenz zwischen der approximierten Funktion F' und der Kosi-
nusfunktion, von den Approximationsfunktionen F' (Farben wie oben) iiber dem Intervall

[0,7] mit "= 1 ms

Die Funktion Fy ergibt sich lediglich aus der Summe der zwei Variablen x; und ky. Ver-
kleinert man das Frequenzintervall f € [60,300] Hz, bei gleichbleibender Abtastzeit 7' = 1
ms, erhéilt man eine genauere Approximationsgiite fiir die Funktion F,, im Vergleich zum
Frequenzintervall f € [0,500] Hz, sieche Tabelle 3.3. Der Vergleich der Koeffizienten c
fiir diese Frequenzintervalle ist in Tabelle 3.4 dargestellt.
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MIN[(F — cos(+))?] | MAX[(F — cos(+))?] | @ [(F — cos(+))?]

9.24x1071° 3.90x1073 3.37x107*
4.29%x 10717 8.99x 1076 8.47x1077

F2[0,500]Hz

F2[60,300]Hz

Tabelle 3.3: Spalte 1 der minimale Fehler, Spalte 2 der maximale Fehler und Spalte 3
der durchschnittliche Fehler der quadratischen Differenz, zwischen der Funktion F5 und
der Kosinusfunktion, fiir das Frequenzintervall f € [0,500] Hz und f € [60,300] Hz mit
T =1ms

Co2 C12 C22

oy ooy || 0:9783 | —0.4522 | 0.0261
0.9971 | —0.4907 | 0.0348

2160,300] H =

Tabelle 3.4: Vergleich der Koeffizienten ¢ von F; fiir das Frequenzintervall f € [0, 500]
Hz und f € [60,300] Hz mit 7" =1 ms

Die Storfrequenzen der praktischen Anwendung liegen in diesem verkleinerten Frequenz-
bereich, sodass die Approximationsgiite der Funktion F5 ausreichend ist.

Mit dieser Methode, Kosinusapproximation durch die Funktion F3, erhdlt man mit GI.
(3.57) folgenden Zusammenhang

cos (2 fo(k)T) ~ cog + c1ov? (27 fo(k)T)? + coov (27 fo (K)T)* (3.64)

und daraus die zwel variierenden Parameter

- (i8] R

gegeben in Fiiger u. a. (2013, S.792, G1.7). Die Abhéngigkeit ein variierender Parame-
ter pro Frequenz wurde aufgehoben und es besteht jetzt die Moglichkeit, beliebig viele
Frequenzen mit zwei variierenden Parametern Gl. (3.65) darzustellen. Dementsprechend
lautet die Systemmatrix fiir das Stérmodell mit einer Frequenz folgendermaflen

_ 0 1

Aq(0(k))i=1 = : (3.66)
-1 2(602 + 1/1261291(]{3) + V%CQQQQ(I{:))

siehe hierzu Fiiger u. a. (2013, S.792, G1.6). Das erklérte Ziel, eine Stérung (Multisinus mit

L Frequenzen) mit einer geringen Anzahl an variierenden Parametern zu modellieren, ist

durch Parallelschaltung der Einzelmodelle mit der Systemmatrix Gl. (3.66) realisierbar.
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Es konnen durch den Parameter v; bis zu L beliebige Frequenzen eingestellt werden, die
nur von der Grundfrequenz f, abhéngen. Das komplette Stormodell des Multisinus mit L
Frequenzen lautet

XD(]{? + 1) = AD(Q(k))lXD(k) + bDuD(k)
yp(k) = chxp(k), (3.67)

mit den Systemmatrizen

ch=[(10) - (10)] (3.68)

und Ap (0(k)), € R**? bp € R¥ sowie cp € R?, gegeben in Fiiger u. a. (2013, S.792,
G1.8 und G1.9). Mit diesem Ansatz reduziert sich die polytope Parameterbox

© = [6,,01] x [0,,05] (3.69)

von 2% Eckpunkten auf ein Quadrat mit lediglich vier Eckpunktkombinationen. Somit
miissen nur vier LMIs gleichzeitig gelost werden, unabhéngig von der Anzahl an Fre-
quenzen, was das Finden einer numerischen Losung durch Anwendung von Theorem 1
zunehmend erleichtert. Diese Reduktionsmethode auf zwei variierende Parameter wurde
von Ballesteros u. a. (2013) sowie Shu u. a. (2013) aufgegriffen und auf das zeitdiskrete
Stormodell Gl. (2.8) angewandt.

3.3 Verallgemeinerte Strecke mit polytopem LPV-Stormodell

Die verallgemeinerte LPV-Regelstrecke ldsst sich geméfl den Anforderungen an die prakti-
sche Anwendung entsprechend aufstellen. Sie besteht aus dem in Unterabschnitt 3.2.3
entwickelten LPV-Stormodell Gy p(z,0), der eigentlichen Regelstrecke Gp(z) und dem
Gewichtungsfilter Gy g(z) mit dem Regelfehler als Eingang. Das dazugehorige Block-
schaltbild ist in Abbildung 3.4 dargestellt. Hierbei ist der Gewichtungsfilter Gy s(2)
entweder als ein PT;-Glied mit der z-Ubertragungsfunktion

() G =) = () (= 1)

z —ewsT

Gws,(2) = (3.70)
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Abbildung 3.4: Verallgemeinerte LPV-Strecke Ggp(z,0) bestehend aus dem LPV-
Stormodell Gwp(z,0) mit Yp(z) als Eingangsstorung (durchgezogene Linie) oder als
Ausgangsstorung (gestrichelte Linie), der Regelstrecke Gp(z) und dem Sensitivitéts-
gewichtungsfilter Gy s(z)

oder als ein PDT;-Glied mit der z-Ubertragungsfunktion

Y (2 — e AwsT) _ (Mup—Awp ) (,
G = 2 )~ (M) G- (3.71)

z — e—AwBT

ausgefithrt. Beim Filter Gys, (2) wird durch die Konstante (1/M) < 1 die waagrech-
te Asymptote fiir Frequenzen gegen Null bestimmt. wg entspricht der Frequenz an der
Stelle, wo sich der Betrag um 3 [dB] zur waagrechten Asymptote verringert. Hingegen
werden beim Filter Gyg,(z), mit Tiefpasscharakteristik, die waagrechten Asymptoten
durch die Konstante (1/A) > 1 fiir Frequenzen gegen Null sowie durch die Konstante
(1/M) < 1 fiir Frequenzen gegen Unendlich sperzifiziert. wp entspricht der minimalen
Bandbreite an der die Asymptote durch den Wendepunkt die Null-dB-Linie schneidet.
Diese z-Ubertragungsfunktionen berechnen sich aus den herkémmlichen, kontinuierlichen
Laplace-Ubertragungsfunktionen fiir ein PT}- oder PDT}-Glied, siche hierzu Skogestad
und Postlethwaite (2001, S.58), durch Anwendung eines Halteglieds nullter Ordnung und
anschlieBender idealer Abtastung, siche Unbehauen (2007, S.121, G1.2.4.18). Der Betrag
des inversen Gewichtungsfilter

1

S0 < G sGw)]

Yw (3.72)
entspricht, je nach Auslegung des Filters, einer oberen beziehungsweise einer unteren
Schranke bezogen auf die Sensitivititsfunktion S(z) =1/(1+Gk(z)Gp(z)), von R(z) —
E(z), siche Skogestad und Postlethwaite (2001, S.22 und S.57, G1.2.70). In dieser Arbeit

wird bei der praktischen Umsetzung das Filter (Tiefpass) durch die Inversion als obere
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Schranke fiir die Sensitivitatsfunktion mit der H.-Bedingung
[Gws(2)S(2)]le <1, (3.73)

siehe Skogestad und Postlethwaite (2001, S.56ff, G1.2.71), verwendet. Das Modell der Re-
gelstrecke Gp(z) erhdlt man durch Identifikation der praktischen Anwendung. Die verall-
gemeinerte LPV-Regelstrecke in Zustandsraumdarstellung hat schliefflich folgende Form

XGP(]C + 1) = AGP (Q(k))xc,p(k;) + BGPuGP (k)
yep (k) = Cagpxgp(k) + Degpuce (k) (3.74)

mit dem zusammengefassten Zustandsvektor

st(k')
XGP(]C) = XP<I{Z) s (375)
xp (k)

dem Eingangsvektor

ucp (k) = [ijfflj)] (3.76)

und dem Ausgangsvektor

var() = | 201 (3.77)

Fiir den Fall yp als Eingangsstorung ergeben sich die Systemmatrizen folgendermafien

[aws —bwsch —bwsdpch] [—bwsdpdp —bwsdp]
Agp(0(k))=| O Ap bpch , Bap = bpdp bp ;
| 0 0 Ap (0(k)), | | bp 0 |
[cws —dwsch —dwsdpeh] [ —dwsdpdp —dwsdp]
Cep = . ; , Dgp =
i 0 Cp deD ] L deD dp ]
(3.78)

und mit dem zusammengefassten Zustandsvektor

st(k)
XGP(k’) = XD(kZ)
(F)

XP]'C

(3.79)
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fiir den Fall yp als Ausgangsstorung erhélt man die Systemmatrizen

[aws —bwsch —bwsch —bwsdp —bwsdp
Agp(0(k)) = 0 Ap (Q(k))l 0 , Bgp = bp 0 ,
| 0 0 Ap 0 bp
& —dysct  —dygch —dwsdp —dwsd
Cep = WS wsCp wSsCp Dep = wSsap wsap (3.:50)
i 0 C% Cg dD dp

Die Dimension der Systemmatrix Agp(0(k)) € RU++20)x (147420 it polytoper Unsicher-
heit ergibt sich aus der Addition der Dimensionen des Gewichtungsfilters, der Strecke und
des Stormodells. Da das identifizierte Modell der Regelstrecke sowie das Stérmodell keine
Systeme mit Durchgriff sind, also dp = dp = 0, erhélt man fiir yp als Eingangsstorung
folgende vereinfachten Systemmatrizen

[aws —bwsch 0 0 0
AGP(Q(]C)) = 0 AP pr% s EGP = 0 bp s
|0 0 Ap (0(k)), bp 0
- [cws —dwsch 0] 0 0
Cep = = 3.81
GP K oL O] , Dagp {0 0} ( )
und fiir den Fall mit yp als Ausgangsstorung
_CLWS —bwsc% —bwscg 0 0
Acp(0(k) = | 0 Ap(8(k)), 0 ,Bep=|bp 0],
| 0 0 AP 0 bP
- ¢ —dwscE  —dysch -
Cgp = i WTS P WTS "l Dap = [0 0} : (3.82)
0 Ch cp 0 0

In diesem Abschnitt wurde die verallgemeinerte LPV-Regelstrecke aufgestellt. Aus den
vereinfachten Systemmatrizen Gl. (3.81)-(3.82) wird sofort ersichtlich, dass die polyto-
pe Unsicherheit nur in der Matrix Agp(A(k)) auftritt und die Eingangs-/Ausgangsma-
trix konstant bleibt. Die variierenden Parameter im Stormodell wurden fiir beliebig viele
Frequenzen auf zwei begrenzt und beziiglich der Reglerberechnung sind beide Fille, yp
als Eingangsstorung sowie als Ausgangsstorung, im Aufstellen der LPV-Strecke betrach-
tet worden. Diese verallgemeinerte LPV-Strecke mit polytopem Stérmodell und yp als
Eingangsstorung wird in Abschnitt 5 und 6 zur Reglerberechnung verwendet.
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4 Linear-fraktionaler LPV-Ansatz mit einem Para-
meter

Wie bereits im vorangehenden Abschnitt beschrieben ist das Stérmodell Gl. (2.18) mit
L Frequenzen fiir die praktische Anwendung nur mit Einschrankungen zu gebrauchen.
Fiir eine groflere Anzahl an Frequenzen L > 3 ist das Modell ungeeignet. Deshalb wurde
mit der Kosinusapproximation eine Methode entwickelt, mit der die Anzahl an variie-
renden Parametern (einer pro Frequenz) auf zwei reduziert werden konnte. Bringt man
das Stormodell durch die Lineare Fraktionale Transformation (LFT), siehe hierzu Doyle
u. a. (1991, S.1227, G1.2.2 und Gl.2.3), in eine LF-Form, kann das Stérmodell mit be-
liebig vielen Frequenzen mit nur einem variierenden Parameter aufgestellt werden. Bei
diesem zweiten Ansatz werden die Modellunsicherheiten in einem separaten Parameter-
block gebiindelt, der mit der Strecke durch eine Riickfiihrschleife verbunden ist.

Anfangs werden alle notwendigen Grundlagen zum LF-Ansatz aufgefithrt sowie die allge-
meine Reglerberechnung hergeleitet. Im Anschluss wird die neue Methode vorgestellt, bei
der nur ein variierender Parameter fiir das Stérmodell mit L Frequenzen notwendig ist.

4.1 Theoretische Grundlagen des linear-fraktionalen Ansatzes

Die theoretischen Grundlagen fiir den linear-fraktionalen Ansatz basieren auf den Grund-
lagen des polytopen Ansatzes, wobei Stabilitdt im Sinne von Ljapunow in Kombination
mit dem H,-Kriterium zusétzlich iiber das Projection Lemma, geméfl Scherer und Wei-
land (2000, S.108, Ab.4.5.2), bestimmt wird. Des Weiteren wird der linear-fraktionale
Ansatz fiir den geschlossenen Regelkreis detailliert beschrieben und der entsprechende
LPV-Regler hergeleitet.

4.1.1 Stabilitidt in Kombination mit dem H,.-Kriterium fiir den geschlossenen
Regelkreis

Gegeben ist die lineare, zeitdiskrete Strecke ohne variierende Parameter in Zustands-
raumdarstellung, siehe hierzu Gl. (3.25) ohne variierende Parameter sowie Gahinet und
Apkarian (1994, S.4, G1.2.3),

Xp(l{' + 1) = APXP<k) + blw(k:) + bzuK(l{?)
Z(k?) = C{XP(]{?) + dnw(k‘) + dlguK(kJ)
’yp<k?) = CgXP(k) + d21w<]§]) (41)

mit dem Zustandsvektor xp € R", den Systemmatrizen Ap € R"*" b; € R", by € R,
c1 € R" ¢y € R", dyy € R, djs € R, dyy € R, dem Eingang ux € R (Reglerausgang),
dem exogenen Eingang w € R, dem Ausgang yp € R (Messgroflie, Reglereingang) so-
wie dem exogenen Ausgang z € R. Es gilt die notwendige und hinreichende Annahme,
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siche Gahinet und Apkarian (1994, S.5, A1), dass das System (Ap, ba, c2) stabilisierbar
und ermittelbar ist. Das heifit, dass alle instabilen Eigenwerte zum einen steuerbar und
zum anderen beobachtbar sind, siehe hierzu Lunze (2008, S.114). Des Weiteren wird der
dynamische Regler, siche Gl. (3.26) ohne variierende Parameter,

xk(k +1) = Axxk (k) + bxyp(k)
ug (k) = cixk (k) + dgyp(k) (4.2)

mit xx € R*¥, Ax € R¥** bg € R¥, cx € R* und dx € R eingefiihrt. Der Zusam-
menschluss zwischen Strecke und Regler zum geschlossenen Regelkreis ergibt folgendes
zusammengefasstes System

Xc1<]€ + 1) = Achcl(k) + bclw(k:)
2(k) = chxa(k) + dgw(k) (4.3)

mit Zustandsvektor

xa(k) == L’;‘ig] € R (4.4)

und den zusammengesetzen Systemmatrizen, gemédfl Gahinet und Apkarian (1994, S.5,
G1.2.8 und Gl1.2.9),

Ay — , 4.
! {0 Ok} " {Ik 0} [Cﬂ dK] Lg 0] (4.5)
—_———— ———————
A B K C
b, 0 b| [Ax bk 0
b — , 1.
=lol+ln o)l L) 19
—~—~— ——— ——— N ——
bo B K dox

Ax b 0 I
= [cT 0]+[0 dy) [ci’{ dﬂ [Cg (f] und (47)
7 ar, \“K,_/\ﬁf_/
C
Ax b 0
do = di + [0 dys] {c;{ d:j |:d21:| : (4.8)
—— K

df, Y ~
K d21
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Verwendet man wie im Unterabschnitt 3.1.1 eine quadratische Ljapunow-Funktion mit
Ljapunow-Matrix P = PT = X' > 0 und wendet das H,.-Kriterium ||Gy.||o < v auf
den geschlossenen Regelkreis Gl. (4.3) an, ergibt sich durch das Bounded-Real-Lemma,
siche Lemma 1, folgende Matrixungleichung

X! Aaq bg 0
AZ] _Xcl 0 Cecl
. <0, (4.9)
bcl 0 _fy dcl
0 cl  dy -7

mit der erweiterten Ljapunow-Matrix X > 0 in RFF*+K) gjehe hierzu Gahinet und
Apkarian (1994, S.12). Diese Matrixungleichung enthélt im Eintrag (1,1) die inverse Ma-
trix X' und ist somit keine LMI. Mit Hilfe des Projection Lemma (PL) wird aus der
Matrixungleichung Gl. (4.9) eine LMI.

Lemma 2: PL (Gahinet und Apkarian, 1994, S.426, Lemma 3.1)

Bei einer symmetrischen Matriz ¥ € R™*™ und zweir Matrizen P, Q mat Spaltendimen-
sion m wird das Problem betrachtet eine Matrix ® entsprechender Dimension zu finden,
sodass

¥+ PTO'Q+ QTP < 0 (4.10)

gilt. Mit Wp, Wq werden jegliche Matrizen bezeichnet, deren Spalten Basen der Nullrdume
P und Q bilden. Gl. (4.10) ist in © dann und nur dann losbar, wenn

{Wgwwp <0 (411)

WETWq < 0

gilt.

Setzt man die Gl. (4.5)-(4.8) in Gl. (4.9) ein, ergibt sich die dquivalente Schreibweise
U+ K '®, + PIKP, <0, (4.12)

siehe hierfiir Gahinet und Apkarian (1994, S.12, G1.5.1),
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und in Matrixschreibweise

X3! Ay by 0
A(j; _Xcl 0 Co

_l’_
boT 0 - dn
L 0 C’g d11 —’}/_
T
O(ntk)x (k1)
éT A%; CK BT a
+ - [ Okt ) x(ntk)  Ort1)x 12| +
d§1 bﬂ i (k+1) (+l (k+1)x1
—— @,
| Oixern) | KT
o]
_ 5 -
O(rmyxk+1) | |Ax bk -~
+ T |:O(k+l)x(n+k) C do; 0(k+1)x1 <0.
01x(k+1) cx dg -
- —_—— o,
di | K
o}

(4.13)

Die LMI GI. (4.10) beziehungsweise Gl. (4.13) ist in der Matrixvariablen K losbar, wenn
geméfl dem Projection Lemma, siche Lemma 2, folgende Bedingungen

WL Wy, <0
(4.14)

WL ¥Wy, <0

erfiillt sind. Hierbei sind die Spalten der Matrizen Wg, und W e, die Basen der Nullrdume
N(®1) und N (®,), siehe Hackbusch u. a. (1996, S.672, G1.2.50). Aus der Matrixunglei-
chung Gl. (4.9), mit nichtlinearem Eintrag (1, 1) (inverse Matrixvariable), wurde die LMI
Gl. (4.10) respektive Gl. (4.13) in der zu loésenden Matrixvariablen K.
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4.1.2 Linear-fraktionaler Ansatz fiir den geschlossenen Regelkreis
Die Linear Fractional Transformation (LFT) ist folgendermaflen definiert.

Definition: LFTs (Doyle u. a., 1991, S.1227, Ab.2.1)
Nimmt man an M st eine komplexe Matriz unterteilt in

Mll M12

M =
[le M,

1 € Clrp)x(@r+2) (4.15)

und lisst Dy C CT*Pr ynd Dy C C2*P2 sein, dann werden die linear-fraktionalen Trans-
formationen (LFTs) als die Abbildungen:

Fi(M, o) : Dy — CPr*0 Fu(M, @) : Dy — CP2X®

Fi(M, A)) := My; + M Ay(T— Mg A)) "My, (4.16)
.Fu(M, Au) = M22 + MglAu(I — MllAu>71M12 . (417)

definiert. Dabei ist die Fxistenz der Inversen notwendig, sodass die LF'Ts eindeutig defi-
niert sind.

Die Bezeichnung linear-fraktional ergibt sich aus dem linearen, inversen Term in GI.
(4.16) und GIl. (4.17). In Rahmen dieser Arbeit sind die Unsicherheiten (in Form von
variierenden Parametern) im Block A zusammengefasst. Zur Veranschaulichung ist die

A

A

s M +——> @ —>» M —

\ 4

A

A

Abbildung 4.1: Untere LF-Transformation links und obere LF-Transformation rechts

untere (links) sowie die obere (rechts) LF-Transformation in Abbildung 4.1 dargestellt,
siehe hierzu Doyle u. a. (1991, S.1227, Abb. unten links).

Aus dem zeitabhingigen Parametervektor 6(k) = [61(k) -+ 6,(k)] € RP mit den
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1t =1,...,p varilerenden Parametern ergibt sich die zeitabhéngige Parameterdiagonal-
matrix
01 (k)1 0
Ok) = (4.18)
0 0, (k)L

aus der Menge der Unsicherheiten
A :={O(k): 6;(k) e R}, (4.19)

gemif Apkarian und Gahinet (1995, S.854, G1.2.2 und G1.2.3), mit der Dimension r; > 1,
wenn 6;(k) wiederholt wird. Die daraus resultierende LFT-Struktur fiir den geschlossenen

We(2) o |le Zo(z)
L »
W& p G —2E
UK (Z) YP (Z)
<—
Wo(a) | Ok Zo(z)
6 |e——

Abbildung 4.2: Blockschaltbild des geschlossenen LPV-Regelkreises: LPV-Strecke in der
oberen LF-Form F,(Gp(z),®) und LPV-Regler in der unteren LF-Form F;(Gk(z),©®)
mit dem exogenen Eingang W (z) und dem exogenen Ausgang Z(z)

Regelkreis mit parameter-variierender Unsicherheit, siehe Abbildung 4.2 sowie Apkarian
und Gahinet (1995, S.855, Abb.la), erhédlt man aus der unteren LFT von Strecke und
Regler

Fa(Gp(2), Gk(2), ©) = Fi(F.(Gp(2), ), Fi(Gk(2), 0)). (4.20)

Dabei ist die Strecke durch die obere LFT F,(Gp(z), ®) und der Regler durch die untere
LFT F(Gk(z),®) jeweils in LPV-Form gebracht worden.
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Im Folgenden ist die LPV-Strecke

Wy(z) = ©Zy(2) (4.21)
mit der Streckeniibertragungsmatrix Gp(z) sowie der LPV-Regler

o) = laeml aed] 7o)

N J/

Gk ()
Wo(2) = ©Zy(2) (4.22)

mit Regleriibertragungsmatrix Gk (z) gegeben, siehe hierzu Apkarian und Gahinet (1995,
S.854, G1.2.4 und Gl.2.5 sowie S.855, Abb.1a, G1.2.8 und G1.2.9).

4.1.3 Berechnung eines H,-LPV-Reglers

In diesem Unterabschnitt wird ein LPV-Regler F;(Gk(z), ®) entwickelt, der zum einen
den geschlossenen Regelkreis stabilisiert und zum anderen die Bedingung 2070 < 1 fiir
alle Parametertrajektorien 6(k) erfiillt. Hinzukommend soll fiir die £o-Systemverstirkung
des geschlossenen LPV-Regelkreises

max HFcl(GPaGK7®)||oo <7 (423)

1®lo<1/vy

gelten, gegeben in Apkarian und Gahinet (1995, S.855, G1.2.10). Um dieses Problem mit
Hilfe des Small Gain Theorem, siehe Zhou und Doyle (1998, S.137ff, Ab.8.2), fiir ein
System mit Unsicherheit aus der Menge A zu 16sen, wird die Menge der positiv definiten
Normierungen

€a={L>0:LO =0OL,VO € A} e R"™*" (4.24)

mit r = > 7 r; eingefiihrt, siche hierzu Apkarian und Gahinet (1995, S.855, G1.2.13).
Diese Menge £ besitzt die folgenden Figenschaften, gegeben in Apkarian und Gahinet
(1995, S.856):

PZ) I. € £a.
PQ)LGSA:>LT€2A.

P3)L€£A :>L_1€2A.
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Pj) Ly € €A, Ly € £ = L1L,0 = OL; Ly, VO € A.
P5) L4 ist eine konveze Untermenge von R™".

Dies hat zur Folge, dass das BRL, siche Lemma 1, entsprechend angepasst werden muss.
Im nachfolgenden Scaled Bounded Real Lemma wird die Parameterstruktur A sowie die
Menge £ mit den Skalierungen beriicksichtigt.

Lemma 3: Scaled BRL (Apkarian und Gahinet, 1995, S.856, Lemma 3.2)

Betrachtet wird eine Parameterstruktur A, die zugehdrige Menge der Normierungen £a,
definiert in Gl. (4.24), und eine quadratische, zeitdiskrete Ubertragungsfunktion T(z) mit
der Realisierung T'(z) = D + C(2I — A)~'B. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) A ist stabil und es existiert ein L € £a, sodass
|ILY2(D+C(2I - A)"'B)L™2|| < 7.

(i1) Es existieren positiv definite Losungen X und L € £ fiir die Matrizungleichung
-X1 A B 0
AT X 0 ct
BT 0 —L D7
0 C D L

<0.

Fiir den geschlossenen LPV-Regelkreis Gl. (4.20) ergibt sich die Strecke in Zustandsraum-
darstellung

xp(k + 1) = Apxp(k) + Bowy(k) + byw(k) + baug (k)
zy(k) = Coxp (k) + Dyowo (k) + dorw (k) + dpaux (k)
2(k) = clxp (k) + diywe(k) + diyjw(k) + digug (k)
yp(k) = caxp (k) + dgywo(k) + darw(k)
wy(k) = Ozy(k) (4.25)

) ) 4 b, yp(k) + Bk, Wo(k)

) = ¢k, X (k) + di, yp(k) + di, Wo(k)

) = Ck,xk (k) + dk,,yr(k) + Dk,, Wo(k)

wy(k) = ©Zzy(k), (4.26)

mit Bk, € R**" und Dg,, € R"™".
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Formt man den geschlossenen LPV-Regelkreis Gl. (4.20) entsprechend um

= ® 0
siche hierzu Apkarian und Gahinet (1995, S.855, Abb.1b, Gl.2.12), und erweitert die
Matrizen Gl. (4.5)-(4.8), gilt das Projection Lemma, siche Lemma 2, sowie das Scaled
Bounded Real Lemma, siche Lemma 3, fiir die LPV-Struktur Gl. (4.27).

Setzt man die erweiterten Matrizen, siche Apkarian und Gahinet (1995, S.859, G1.6.2
und G1.6.3), in die Gl. (4.5)-(4.8) ein, ergeben sich die folgenden Matrizen

) Ap 0] [0 by O x P B 10k
A‘”:[o ok]+llk 0 oer] o i i | s 0 2
y— ~ ” [Cx, dlffl Dk, | 0 Brxk
K C
. 0 B, by] [0 by o7|% P Brof Ok 00
Ba=| " +Lk . kaj k. di, dh || 0 dl, dal.
N (O dw, Druf [T 0 0]

o 0 dy 0| |Ck, dk,, Dk, | |0 O

(4.30)

Oxr O 0 0xe 0 L] [Ax bk, Bk, | [0, 0 0
Da=| 0 Dy dp|+| 0 dpp O |k, di, dk, 0 d%, dy
R 0 dj, du J 0 diz O R Ck, dk,, Dk, \ I, 0 O

fiir den geschlossenen Regelkreis.
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Daraus berechnet sich der LPV-Regler Gl. (4.26) folgendermafien

Schritt 1: Losen der Matrixungleichungen Gl. (4.32) in den Variablen R, S, Ls, J3
und ~y

[ApRAL — R ApRCT ApRc; By, b,
C@RA% —’7J3 + CQRCg CQRCI Dgg dgl
NE | cIRAL cIRC} —y+clRey dl, du|Nr<O,
Bg Dge dlg —’7L3 0
i b{ dgl dll 0 —’7_
[AZSAp — S ALSB, AZLSb, Cl ¢ ]
BISAp —~L3 + BZSBy B7Sb, D}, di
NZ| bIsAp bT'SBy —y+bl'Sb; dl, dn|Ns<O,
Co Dys doy —vJs 0
i C{ d{e d11 0 —’7_
R I, Ls; I
> L J > 4.32
_In S _07 3€2A7 3€£A7 |:I7- J3:|_07 ( 3)
mit den Nullrdumen
NR - N ([bg dgz dlg ler 0]) s
Ns=N([c} di, dun 0ixr 0]), (4.33)

siehe hierfiir Apkarian und Gahinet (1995, S.857, Theorem 4.2 und S.858, Theorem 5.1).
Die erste sowie die zweite Matrixungleichung ist aufgrund der Multiplikationen zwischen
den Optimierungsvariablen «Js sowie 7Lz im Eintrag (2,2) und (4, 4) jeweils eine BMI.
Deshalb wird die £o-Systemverstarkung auf v = 1 gesetzt und aus den BMIs werden LMIs.

Schritt 2: Berechnen der Matrizen M, N € R"** durch
MN” =1, — RS (4.34)

mit Hilfe der Singular Value Decomposition (SVD), siehe hierzu Zhou und Doyle (1998,
S.19, Ab.2.6).
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Schritt 3: Berechnen der erweiterten Ljapunow-Matrix

1

S I,][I, R
xa-[ 5 B ) 439

mit den erhaltenen Matrizen M und N, geméafi Apkarian und Gahinet (1995, S.859, G1.6.4
und GL.6.5).

Schritt 4: Festlegen der Matrizen L; € £A und Ly, kommutativ mit der Menge A,
Li L» _ * K

sodass L := {Lg L3] >0 und L7 = L JJ'

Die Matrizen L und J kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gleich der Einheits-

matrix gesetzt werden, sieche Apkarian und Gahinet (1995, S.857f).

Schritt 5: Berechnen der Reglermatrix K durch Lésen der LMI

siche Gl. (4.12)-(4.14), mit den erweiterten Matrizen Gl. (4.28)-(4.31) fiir den geschlosse-
nen Regelkreis.

Der resultierende dynamische LPV-Regler mit der Regler-Matrix K aus Gl. (4.36) stabi-
lisiert den geschlossenen Regelkreis und erfiillt die H.-Spezifikation Gl. (4.23) mit v = 1.

4.2 Stormodell in LF-Form

Die Anwendung der Theorie aus dem vorhergehenden Unterabschnitt auf das praktische
Problem ist nicht eins zu eins umsetzbar. Wie schon in Unterabschnitt 3.2.3 beschrie-
ben, besteht beim Modellieren der Stérung immer die Abhéngigkeit, ein variierender Pa-
rameter pro Frequenz, die durch die Kosinusapproximation Gl. (3.64) aufgehoben wurde.
Beim LF-Ansatz variieren die verénderlichen Streckenparameter nicht in einem Polytop,
sondern sind in der Menge mit Unsicherheiten, siehe Gl. (4.19), zusammengefasst und
durch einen separaten Block Gl. (4.18) tiber die LFT-Struktur mit der Strecke verschal-
ten. In diesem Block ©® besteht weiterhin die Abhéngigkeit ein variierender Parameter
pro Frequenz. Im Folgenden wird ein neuer Ansatz hergeleitet, der die Abhéngigkeit ein
variierender Parameter pro Frequenz authebt und zu einer Parameterreduktion mit nur
einem variierenden Parameter fiihrt.
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4.2.1 LF-Transformation des monofrequenten Stérmodells

Im ersten Schritt transformiert man das monofrequente Stormodell Gl. (3.41) mit einem
variierenden Parameter und der Systemmatrix

Aa(0(k)) = {—01 2 cos 10(1{:))} (4:37)

in die obere LF-Form, siche Abbildung 4.1 (rechts). Man startet mit dem allgemeinen
zeitdiskreten System in Zustandsraumdarstellung

w(k) = O(k)z(k) (4.38)

mit dem Zustandsvektor xp € R?, dem Eingang up € R, dem Ausgang yp € R, dem
exogenen Eingang w € R? dem exogenen Ausgang z € R? sowie den Systemmatrizen
entsprechender Dimension. Mit der Annahme d;o, = dng = 0 und dy,, = 0 vereinfacht
sich das System folgendermafien

xp(k + 1) = Apxp(k) + Bi,w(k) + baup(k) (4.39)
z(k) = C1,xp (k) + D11, w(k) (4.40)
yp(k) = c5_xp(k) (4.41)
w(k) = O(k)z(k) (4.42)

Setzt man Gl. (4.42) in die Ausgangsgleichung Gl. (4.40) ein und 16st nach z(k) auf ergibt
sich

2(k) = (I, — D11, ©(k)) "' Ciyxp (k). (4.43)

Ersetzt man in der Zustandsgleichung Gl. (4.39) den Eingang w(k) durch Gl. (4.42) und
darin den Ausgang z(k) durch Gl. (4.43), erhdlt man die umgeformte Zustandsgleichung

xp(k+1) = [Ap + By, ©(k)(Ty — D11, ©(k)) ' Cp] xp(k) + bagup (k). (4.44)

- >

Mp (£(k))

Die Ausgangsgleichung Gl. (4.41) bleibt unveréndert, welche in Kombination mit der
umgeformten Zustandsgleichung Gl. (4.44) das LF-Zustandsraummodell

XD(]{? + 1) = MD(fU{Z))XD(/{?) + bQD’U,D(kJ)
yp(k) = c5_xp(k) (4.45)
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des Systems Gl. (4.38) bildet.

4.2.2 Kosinusfunktion in LF-Form

Im néchsten Schritt fordert man, dass das Modell aus Gl. (4.45) mit dem monofrequenten
Stormodell Gl. (3.41) mit der Systemmatrix aus Gl. (4.37)

0 1 0
Xd(k+1) = |:_1 9 cos (9(/{})>:| Xd(k)+ [1:| (% (k))
~ — ~—~
Aa(0(k)) bq
ya (k) =[1 0] xa(k) (4.46)
T

iibereinstimmen soll. Daraus resultiert die Forderung

|

xp(k+1) =xak+1)  und  yp(k) = ya(k) (4.47)

und man erhélt direkt den Eingangsvektor

by, = ba = m (4.48)

sowie den Ausgangsvektor

cy, =Cq=[1 0]. (4.49)
Hingegen ergibt sich fiir die Systemmatrix Mp(£(k)) folgende linear-fraktionale Matrix-
gleichung

[Ap + B1,©(k)(I, — Dipy©(k) 'Crp] = | Ll (4.50)

> — 22 |1 2cos(6(k))
Mbp (§(k)) ~ —~ d
Aq(0(k))
Definiert man fiir Mp(£(k)) folgende Struktur
—mD mp -1
M k)):= H 2 =Ap +B1,0(k)(I, — D1;,0(k)) Cy, =
(e(h) s = |10 M0 | A+ Biy ORI - DuspO) 'Ca,
M, (§(k))

_ apq, a012:| + [mlDu mlDlz ] (451)

LAD21 Dy, Mip,, mlDQQ(g(k))
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ergeben sich aus der Forderung Gl. (4.50) die skalaren Eintrage der Matrix Mp(£(k))

mp,, = ap,, +Mmip =0 (4.52)
Mpy, = apy, +my, | =1 (4.53)
My = apyy + My, = —1 (4.54)
My (E(K)) = apy, + muy, (E(K)) = 2 cos(9(k)) (4.55)

entsprechend. Nimmt man fir my, = mi, = mi, =0 an, erhdlt man die Matrizen

Ap = {_01 a;j (4.56)
und
M, (€(1)) = [8 . O(g(k))]. (1.57)

Zerlegt man die Matrix

My, (£(k)) = B1,©(k)(Iy — D13,0(k)) 'Cy, =

-1

|biny, by, [g(k) 01 {1 0}_ i1, diy, [g(k;) 0}
bip, bip, | L O &R0 1] |di,, di,, ¢(k)
N———

0
N N — | ~Y—— . ~
Bip, (k) I Di1p O(k)
Can ClDl2
ClDzl ClD22
——————
Cip

b1D21 leQQ dHDzl dllDQQ
| M~ ~ ~- |

Bip I Di1p Cip

- -1

bi, b1, L —dun, &Kk) —du, &(k) Cip,, Cip

— 11 12 k 11 12 11 12 4‘58
[leQI b1D22] 5( ) _dllDzlg(k) L= d11D22§(k) ( )
S—— B S———

Bip

_ [leu b1D12] f(k’) |:(1) (1):| _ [dllDu d11D12] f(k’) lclpu ClD12] —
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in ihre Untermatrizen und fordert, dass nur der Matrixeintrag (2,2) # 0 ist, siche Gl
(4.57), resultiert daraus die linear-fraktionale Matrixgleichung

0 0 | 1—du,, k) —du,, &(k) o Cip,,
b1D21 lezz _d11D21§<k) 1_d11D22€(k) 0 ClD22

D Cip

r {0 0
= [o - <§<k>>] - (459

B:

Aus GI. (4.59) ergeben sich die skalaren Matrixeintréige by, = b1, = 0 der Matrix By,

sowie ¢1, = ¢1,, = 0 der Matrix Cy,. Schlussendlich ergibt sich fiir die Kosinusfunktion
die LF-Form

szz(f(k)) = ap,, + Mip,, (f(k‘)) =

1- d11D11£(k) _d11D12€(k> ]_1 [Cle] =

= Dy, F [b1D21 leQQ_/] f(k) [ _d11D21£(/€) 1— d11D22£<k)

by

CID22

——

ClD

= 2cos(0(k)) . (4.60)

D

Die nichtlineare Kosinusfunktion lédsst keine Trennung zwischen der Anzahl an Frequenzen
und den dafiir notwendigen variierenden Parametern zu. Mit dieser Methode, die Kosinus-
funktion in LF-Form GI. (4.60) darzustellen, wurde diese Abhéngigkeit ein variierender
Parameter pro Frequenz aufgehoben und man kann durch

o[ 2]l |

beliebig viele Frequenzen mit nur einem variierenden Parameter (k) darstellen.

4.2.3 Parameterbestimmung der LF-Kosinusfunktion

Im letzten Schritt geht es um die Bestimmung der Parameter der Matrixeintrédge von
Mp,y, (€(k)), sodass Gl. (4.60) erfiillt wird. Wie schon in Unterabschnitt 3.2 beschrieben,
ist der zeitverdnderliche Term des variierenden Parameters 0(k) = (27 fo(k)T), bezogen
auf eine Frequenz, die Grundfrequenz fy(k). Die Optimierungsparameter fiir mp,,(£(k))
erhélt man durch Losen des quadratischen Minimierungsproblems

min |2 cos(0(k)) — (ap,, + may,, (ER))I3 . (4.62)
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mit dem Parametervektor
V= [aD22 b1D21 b1D22 dHDu d11D12 d11D21 dHDzz chm C1D22 (463)

und 0(k) € [Omin, Omaz) = [(27 [0, T), (27 fo,,..T)]. Durch Gl. (4.62) bestimmt man im
Frequenzinterval fy € [fo,...; fo,...] die LF-Kosinusapproximation, abhéngig von der Wahl
des Parameters &.

Vorab ist es notwendig, eine Normierung des variierenden Parameters auf das Intervall
[—1, 1] vorzunehmen, siehe Unterabschnitt 4.1.3. Dafiir wihlt man folgenden linearen
Ansatz, gegeben in Ballesteros und Bohn (2011a, S.1341, GL5),

Fom(§(k)) = o + BE(F) (4.64)
und mit der Bedingung &(k) € [Emins $max) = [—1, 1], ergibt sich fiir

Fnom(gmin) =-1,
From(&maz) = +1 (4.65)

das lineare Gleichungssystem
1 gmzn « —1
_ ‘ 4.66
s el )1 (4
——N =
A X b
Durch invertieren der Matrix A und auflésen nach dem Parametervektor x, erhélt man
a _(gmaac‘i‘fmin)
X = A—lb — — gma:c_gmin (467)
B 2
gma:c_gmin

und aus Gl. (4.64) wird

Fuom(€() = (Tt ol )y (2w, (168)

fma:r - fmzn émaz - £mzn

Entscheidend ist, die LF-Kosinusfunktion Gl. (4.60) in den vorgegebenen Frequenzin-
tervallen mit der Abtastzeit T" bestmoglich zu approximieren. Durch die Wahl des variie-
renden Parameters £ konnen unterschiedlich genaue Approximationen erzielt werden.
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Fiir diesen Fall wurden die folgenden vier Varianten

E=0=2nfT) mit Omin = 27fo,..T) s Omaz = 27 f0,...7T), (4.69)

E=0=02rfoT)*  mit  Opin = 27f0,.T),  Omax = 27f0,..T)%,  (4.70)

E=0=0rfoT)>  mit  Opin = 21fo,. 7)) Omaw = 27fo,.. T),  (4.71)

E=0=02nfe)*  mit  Opin= 27fo,. 7)) Omaw = 27fo,. 1), (4.72)
ausgewahlt. Somit ergeben sich fir das Minimierungsproblem Gl. (4.62) mit Gl. (4.68)
folgende Giitefunktionen

Fi(fo) = 2cos(2m foT') — (apy, + mip, (From(0)) (4.73)

Fy(fo) = 2cos(2m foT') — (apy, + map,, (From(6)) (4.74)

F3(fo) = 2cos(27 foT) — (aps, + may (Fuom(0)) (4.75)

Fy(fo) = 2cos(2m foT) — (ap,, +may, (From(6)), (4.76)
fir fo € [fo,.i,s fomas)- Das Minimierungsproblem

min || £l  mit  i=1,2,34 (4.77)

kann mit der MATLAB-Funktion ,, fminsearch(fun,z0,options)*, der Fa. MathWorks®,
jeweils in den Parametervariablen v aus Gl. (4.63) gelost werden. Hierfiir gibt man die
Giitefunktion Fj, die Parameterstartwerte sowie die Optimierungstoleranzen vor und der
Algorithmus sucht mit Hilfe des nichtlinearen Nelder-Mead- Verfahren, siche Nelder und
Mead (1965), das lokale Minimum. Dies wurde fiir die Funktionen F) bis Fj jeweils in
dem Frequenzintervall fy € [0,250] Hz mit T = 1 ms durchgefiihrt. In Tabelle 4.1 sind
im vorgegebenen Frequenzintervall fiir die vier Funktionen der minimale, der maximale
sowie der durchschnittliche quadratische Fehler zwischen der Kosinusfunktion und der
approximierten LF-Kosinusfunktion aufgelistet.

MIN[(F — 2cos(+))?] | MAX[(F —2cos(+))?] | @ [(F — 2cos(-))?]
F 1.22x10717 1.65x1077 8.15x1078
F 8.51x10716 1.14x10°7 5.67x1078
Fy 1.02x 1013 5.59%x10° 2.76x 10~
Fy 3.09x10713 3.89x10~4 1.94x10~*

Tabelle 4.1: Spalte 1 der minimale Fehler, Spalte 2 der maximale Fehler und Spalte
3 der durchschnittliche Fehler der quadratischen Differenz, zwischen der approximierten
Funktion F' und der Kosinusfunktion, firr das Frequenzintervall fo € [0,250] Hz und T' = 1
ms
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Die berechneten Werte des Parametervektors v aus Gl. (4.63) im besagten Frequenzin-
tervall sind fiir die vier Funktionen in Tabelle 4.2 aufgefiihrt. Hinzukommend ist in

v F Fy F; Fy

ap,, | 1.4142 | 0.8884 | 0.6316 | 0.4783

le21 —1.1537 | —0.7429 | —0.4198 | —0.4996

by 1.0141 0.7914 1.2730 0.7248

Da2

diy —0.0460 | 0.3154 0.6913 0.7128
D11

diy —1.1496 | —0.9611 | —0.4039 | —0.4296
D12

d11D21 0.0591 | —0.0225 | —0.5158 | —0.1158

d11D22 —0.4521 | 0.0233 | —1.2304 | 0.4775

0.1890 1.2628 | —0.0824 | —0.5131

—0.1448 | 0.2994 | —0.7132 | —1.2626

ClDlQ

ClDzz

Tabelle 4.2: Berechneter Parametervektor v fiir die Funktionen F; bis F, im Frequenz-
intervall fy € [0,250] Hz und 7" =1 ms

Abbildung 4.3 der Vergleich zwischen der Kosinusfunktion und den verschiedenen Ap-
proximationsfunktionen sowie deren Approximationsfehler dargestellt. Der obere Graph
zeigt die Funktionsverlaufe iiber dem Intervall [0, /2], wohingegen der quadratische Ap-
proximationsfehler im unteren Graphen dargestellt ist.

Aus Tabelle 4.1 ist ersichtlich, dass mit den Funktionen F; und F, im vorgegebenen
Frequenzintervall sehr genaue Approximationen erzielt werden. Die Giitefunktion Fy» mit
0 = (27 foT)? liefert die genaueste Approximation. VergroBert man das Frequenzintervall
fo € [0,100] Hz jeweils um 100 Hz, bei gleichbleibender Abtastzeit T'= 1 ms, erhélt man
naherungsweise die Grenze fiir das maximal mogliche Approximationsintervall, siche Ta-
belle 4.3. Das komplette Intervall [0,500] Hz kann mit dieser Kosinusapproximation in
LF-Form nicht approximiert werden. Die Grundfrequenz fy = 500 Hz entspricht bei einer
Abtastzeit von T' = 1 ms der Eigenkreisfrequenz wy = 27 foT' = 7, sodass der Kosinus den
Wert Null annimmt und dann das Vorzeichen wechselt. Das maximal mogliche Approxi-
mationsintervall betrégt [0,499] Hz, siehe letzte Zeile der Tabelle 4.3. In der praktischen
Anwendung liegen die Storfrequenzen in einem kompletten Frequenzintervall von 350 Hz,
sodass die Approximationsgiite der Funktion F, problemlos ausreicht.
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2 Kosinusfunktion -
— LF-Approximation F1
. — + — LF-Approximation F2
\,/ — — — LF-Approximation F3
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Abbildung 4.3: Oberer Graph: Kosinusfunktion (rot dick), Approximationsfunktion Fj
(cyan gestrichelt), F, (magenta punkt-gestrichelt), F3 (schwarz gestrichelt) und Fy (blau
punkt-gestrichelt) iiber dem Intervall [0, 7/2] mit 7" = 1 ms; Unterer Graph: Verlauf des
quadratischen Fehlers, Differenz zwischen der approximierten Funktion F' und der Kosi-
nusfunktion, von den Approximationsfunktionen F' (Farben wie oben) iiber dem Intervall
[0,7/2] mit "= 1 ms

MIN[(F — 2cos(+))?] | MAX[(F —2cos())?] | @ [(F — 2cos(+))?]
Fay oo 2.21x1071 5.49%x10712 2.74x10712
Fay poorm. 8.92x107 3.84x107° 1.91x107?
Fag oo 1.12x1077 1.17x1076 5.80x 1077
Fag ooy 8.97x10719 2.30x10710 1.15x 10710
Fay oo 1.50x 1032 4.0 2.0
Fay oo 6.04x1077 1.92x1078 9.57x 1077

Tabelle 4.3: Spalte 1 der minimale Fehler, Spalte 2 der maximale Fehler und Spalte
3 der durchschnittliche Fehler der quadratischen Differenz, zwischen der approximierten
Funktion F, und der Kosinusfunktion, fiir das Frequenzintervall fy € [0,100] Hz, f, €
[0,200] Hz, fo € [0,300] Hz, fo € [0,400] Hz, f, € [0,500] Hz und fy € [0,499] Hz mit

T =1ms
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Im Folgenden ist das monofrequente Stérmodell in LF-Form mit den approximierten
Modellparametern v gegeben durch

w(k) = O(k)z(k) (4.78)

01 0 0 0
AD: ~ :|7 BIDZ~ 7 ]7 b2D:|::|7

__1 Dy, _b11:>21 b1D22 1
C — 0 ClDlz D — CgllDu ({11D12
1p 0 ¢ ; 11p d d )
L Ipyy L Hpyy b,y

cap = [1 0] (4.79)

und dem variierenden Parameter £(k) = 0(k) = (27 fo(k)T)2. Daraus resultiert die Unsi-
cherheitsmatrix

mit dem normierten variierenden Parameter

Onom (k) = <_(~§m‘” +~émi”>> + (#) o(k). (4.81)

Qmax - emin max ~ Hmin

Alle skalaren Eintrége der Systemmatrizen Gl. (4.79) mit hochgestellter (*) stehen hier
fiir einen, durch die MATLAB-Funktion ,, fminsearch*, numerisch bestimmten Parameter.

4.2.4 LF-Stormodell mit L beliebigen Frequenzen und einem variierenden
Parameter

Ausgehend vom monofrequenten Modell Gl. (4.78)-(4.81) und dem variierenden Parameter

0(k) lasst sich ohne weiteres das Stormodell fiur beliebig viele Frequenzen L aufstellen.
Zunéchst fasst man die Systemmatrizen Gl. (4.79) zu der Matrix

Ap By, bz,
Mg=|Ci, D, O |, (4.82)
cs, O 0
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mit der Dimension Mg € R3*® zusammen. Diese Matrix enthilt den kompletten Pa-
rametersatz fiir das monofrequente LPV-Stormodell in LF-Form mit der Grundfrequenz
fo € [forins fopa,)- Fihrt man wie in Gl. (3.56) den Parameter v, € Ry ein, sodass je-
de zeitverdnderliche Frequenz fi(k) = v, fo(k) in Abhéngigkeit von der Grundfrequenz
fo(k) eingestellt werden kann, ergibt sich fiir jede Frequenz fi(k) im Frequenzintervall
fo € [fo,.is fon..) eine Giitefunktion

F,(fo) = 2cos(2my foT) — <aD22z + Mip,, (From(0)) - (4.83)

Durch Losen des Minimierungsproblems Gl. (4.77) mit der Giitefunktion Gl. (4.83) erhalt
man fiir jede Frequenz f;, mit [ = 1,..., L, jeweils einen Parametersatz Myq. Fasst man
diese L Parametersitze zu der Matrix

AD1:1 0 B1D1=1 0 b2D ]
0 ADZ*L 0 1p,_, b2D
MDZ - ClDl:1 0 D11D1:1 0
: 0
0 Cip,_, 0 Diip, |
(&, o ) 0 0 |

zusammen und erweitert entsprechend die Unsicherheitsmatrix

©._.(k) 0 0 (Bnom (F)I2),_, 0
Oy(k) = 0 0 = ' =
0 0 O_.(k 0 (Bnom (K)T2),_,
= Opom(k) | I I=1,...,L, (4.85)

erhalt man das LPV-Stormodell

xp(k+1)] | A Bioy bao | g k)
z(k) = |Cip, D11, O w(k)
yp(k) \ egD 0 0 up(k)

Mo,

w(k) = ©,(k)z(k) [=1,....L (4.86)



62 4 Linear-fraktionaler LPV-Ansatz mit einem Parameter

fiir eine Storung aus iiberlagerten Sinusschwingungen (Multisinus). Das LPV-Modell be-
steht aus L Sinusschwingungen (Uberlagerung harmonischer Einzelschwingungen) und
nur einem variierenden Parameter 6,,,,,(k) = o + B0(k), siche Gl. (4.64) und Gl. (4.70).

lfo

skalieren/normieren
|
|
\ 4
W x Z
D [ 5 le26
I,
| G4(2,0)1=1
; >
i °
| [ ]
UD!Z!: ([
| —>
i Gd(Z,@)1=L
>
GD(Z,é)l

Abbildung 4.4: LFT Stérmodell Gp(z, ©); in der oberen LF-Form mit maximal L Fre-
quenzen, bestehend aus den monofrequenten Einzelmodellen Gy(z, ®); sowie dem Block
O, = OomIa, siehe Gl. (4.85), mit einem variierenden Parameter 6,0,

Zusammenfassend: Man entscheidet sich fiir L Frequenzen, die durch Multiplikation des
Parameters v, mit der Grundfrequenz fy eingestellt werden. Anschlieend 16st man das
Minimierungsproblem Gl. (4.77) mit der Giitefunktion Gl. (4.83) fiir das Frequenzinter-
vall fo € [fo,.is foma.) und erhélt pro Frequenz jeweils einen Parametersatz Mg. Diese L
Parametersitze fasst man zur Matrix Mp, zusammen und passt die Unsicherheitsmatrix
él(k:) € R**% entsprechend an. Daraus resultiert das LPV-Stérmodell eines Multisinus
in LF-Form, siche Abbildung 4.4, mit einem variierenden Parameter énom.
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4.3 Verallgemeinerte LPV-Strecke in LF-Form

In diesem Unterabschnitt wird die verallgemeinerte Regelstrecke detailliert beschrieben.
Sie besteht aus dem hergeleiteten LPV-Stormodell Gl. (4.86), der oberen LF-Transformati-
on F,(Gwp(z),®) mit der Unsicherheit ® = ©; GL (4.85), aus der eigentlichen Regel-
strecke Gp(z) und dem Gewichtungsfilter Gy g(z) mit dem Regelfehler als Eingang. Das
dazugehorige Blockschaltbild ist in Abbildung 4.5 dargestellt.

e <
we | e v i
R(Z)=0 i > GWS(Z) 1 Z(Z)'
§ Cor(2) §
Ux() ,é o G L Yo(a),,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 4.5: Verallgemeinerte LPV-Strecke aus der oberen LF-Transformation
F.(Ggp(z),®) bestehend aus dem Stérmodell Gy p(z) in LF-Form und dem durch
Riickfiihrschleife verbundenen Parameterblock ©, mit Yp(z) als Eingangsstorung (durch-
gezogene Linie) oder als Ausgangsstorung (gestrichelte Linie), der Regelstrecke G p(2)
sowie dem Sensitivitdtsgewichtungsfilter Gy s(z)

Zur Wahl beziehungsweise Auslegung des Gewichtungsfilters wird hier auf die Ausfithrungen
aus Unterabschnitt 3.3 sowie Gl. (3.70) und Gl. (3.71) verwiesen. Das Modell der Re-
gelstrecke G p(z) erhilt man durch Identifikation der Strecke der praktischen Anwendung.
Darauf wird in Abschnitt 5 und Abschnitt 6 niher eingegangen.

Die verallgemeinerte LPV-Regelstrecke in LF-Form hat folgende Zustandsraumdarstel-
lung

XGP(k‘ + 1) = AGPlXGP(k) + BGPluGP(k)
yer(k) = Cgp,xgp(k) + Dgp,uge (k)
wo(k) = ©(k)zo(k) (4.87)
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mit dem zusammengefassten Zustandsvektor

xp (k)
xgp (k) = [xws(k)| (4.88)
Xp(k’)

dem Eingangsvektor

W@(k))
ugp(k) = | w(k) (4.89)
ur (k)

sowie dem Ausgangsvektor

z9(k)

vaep(k) = | z(k) (4.90)
yp(k)

fir = 1,..., L Frequenzen. Fiir den Fall yp als Eingangsstorung haben die Systemma-

trizen folgende Form

Ap, 0 0 Bi,, bz, 0
Agp, = | —bwsdpC}, aws —bwscp| , Bap,= | 0 0 —bwsdp| ,
bPEgD 0 Ap 0 0 bp
[ élDl 0 0 ﬁllDz 0 0
Cgp, = |—dwsdpC} cws —dwsch| , Dap, = 0 0 —dwsdp (4.91)
dpel 0 b 0 0 dp

und fiir den Fall yp als Ausgangsstorung erhélt man

Ap, 0 0 Bi,, bz, 0
Agp, = |—bws€i, aws —bwscp| , Bap,=| 0 0 —bwsdp| ,
| 0 0 Ap 0 o0 bp
[ élDl 0 0 ﬁllnl 0 0
Cgp, = |—dws€l, cws —dwscp| , Dap, = 0 0 —bwsgdp| . (4.92)
EgD 0 ch 0 0 dp

Die Dimension der Systemmatrix Agp, € REHIHFMX2HI41) aroibt sich aus der Addition
der Dimension des Stormodells, der Strecke und des Gewichtungsfilters. Da das identifi-
zierte Modell der Regelstrecke ein System ohne Durchgriff ist, also dp = 0, erhélt man
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fiir yp als Eingangsstorung folgende vereinfachten Systemmatrizen

[ ADZ 0 0 B]-Dl B2D 0
Agp, = 0 aws —bwsch|,Bap,=| 0 o 0],
|bpc;, O Ap 0 0 bp
_élDl 0 0 ]511131 00
éGPz = 0 cws —dwsch]| , ﬁGPl = 0 0 0] . (4.93)
| 0 0 ch 0 0 0

und fiir den Fall yp als Ausgangsstorung die Systemmatrizen

Ap, 0 0 Bi,, bz, 0
Agp, = | ~bws€ aws —bwsch| , Bap,=| 0 0o 0],
| 0 0 Ap 0 0 bp
[ é1Dl 0 0 ﬁllDl 00
Cep, = |—dwse, cws —dwsch| , Dep,=| 0 0 0 (4.94)
a0 b 0 00

In diesem Unterabschnitt wurde die verallgemeinerte LPV-Regelstrecke in LF-Form her-
geleitet. Das darin erhaltene Stormodell in LF-Form bendétigt nur einen variierenden Pa-
rameter, siche Gl. (4.85), fiir beliebig viele Frequenzen. Es wurden beide Falle yp als Ein-
gangsstorung sowie als Ausgangsstorung aufgefiihrt. Diese verallgemeinerte LPV-Strecke
in LF-Form mit yp als Eingangsstorung wird in Abschnitt 5 und 6 zur Reglerberechnung
verwendet.
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5 Verifikation der LPV-Ansatze in der Simulation

Fiir die praktische Umsetzung des AVC-Ansatzes am KFZ ist es notwendig, die zwei neu
entwickelten Methoden der Parameterreduktion, sieche Abschnitt 3 und 4, vorab in der
Simulation zu testen und einander gegeniiberzustellen. Es handelt sich um modellbasierte
Reglerentwurfsverfahren mit dem grundlegenden Ziel, eine Stérung aus iiberlagerten har-
monischen Schwingungen bestmoglich zu unterdriicken.

Zu Demonstrationszwecken wird das Modell einer elektronischen Drosselklappe als Re-
gelstrecke in der Simulation verwendet. Die Drosselklappe ist im Saugrohr des Verbren-
nungsmotors verbaut und regelt durch das Offnen oder Schlieflen einer Klappe, wie viel
Luftmasse in die Zylinder gefiihrt wird.

5.1 Modell der Drosselklappe als Regelstrecke

Vereinfacht kann die elektronische Drosselklappe durch ein lineares I'T}-Modell

Gpr(s) = aUdk(s? - (Tfoi 1)s (5-1)

beschrieben werden, siche hierzu Alt (2011, S.45, GL4.15). Das Modell gilt nur ober-
halb der Notluftposition. Es treten keine Reibungseffekte auf und der Einfluss der Zug-
feder ist im Vergleich mit der Induktionswirkung gering. Eingangsgréfle ist die Spannung
U [V] des Elektromotors und Ausgangsgrofie ist der Offnungswinkel ag; [%] der Klappe.
Die Parameterwerte fiir die Verstarkung Kpgx = 64,1[%/Vs] und fiir die Zeitkonstan-
te Tpx = 16 [ms] erhidlt man durch Identifikation der realen Drosselklappe, wie in Alt
(2011, S.46f, Abb.4.5, G1.4.16 und G1.4.17) durchgefiihrt. Es wird angenommen, dass die
Drosselklappe unbestromt ist und in der Notluftposition ay, verharrt. Aufgrund einer auf-
tretenden Stérung (Uberlagerung harmonischer Schwingungen) schwingt die Klappe um
diesen Offnungswinkel a;,. Diese Schwingung soll unterdriickt und somit der Relativwin-
kel Aagr = agr — g, zu Null geregelt werden.

Die zeitdiskrete Ubertragungsfunktion der Drosselklappe

Gpi(z) = aar(z) _ Kpi <(_TDK(Z ~+7) <Z _ e‘:;f;{) + Tox(z — 1>2>

U(z) (z—1) <z—efm>

(5.2)

erhélt man durch Anwendung eines Halteglieds nullter Ordnung auf Gl. (5.1) und an-
schlieBender idealer Abtastung, beschrieben in Unbehauen (2007, S.121, G1.2.4.18).
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5.2 Polytoper LPV-Ansatz in der Simulation

In Abschnitt 3 wurde der polytope LPV-Ansatz mit einer Parameterreduktion auf
zwei variierende Parameter vorgestellt. Dieser Ansatz wird im Folgenden in der Simu-
lation anhand des Drosselklappenmodells Gl. (5.2) getestet. Bei der polytopen LPV-
Reglerberechnung erhélt man fiir jede Ecke des Polytops einen LTI-Regler. Aus diesen
LTI-Reglern wird in Echtzeit ein LPV-Regler interpoliert. Im Weiteren wird detailliert
auf die Implementierung der Interpolation des LPV-Reglers eingegangen.

5.2.1 Implementierung des polytopen LPV-Reglers

Der polytope LPV-Regler wird in Echtzeit, abhéngig von 6(k), durch eine Linearkombi-
nation aus den LTI-Reglern K;, siche Gl. (3.40), fiir jede Ecke des Polytops

K(0(k)) = Zai(é’(k))Ki (5.3)

iai(e(k)) =1, a; : R —[0,1] (5.4)

siche Gl. (3.19) mit 0(k) € [Omin,Omaz), in jedem Abtastschritt neu berechnet. Dabei
entspricht p = 2P der Anzahl an Ecken und p der Anzahl an variierenden Parametern.
Vorab wird Offline fiir jede Ecke ein LTI-Regler geméafi Gl. (3.40) berechnet. Die Online-
Interpolation des Reglers zwischen den Ecken wird im Folgenden erldutert:

Fall 1: Ein variierender Parameter p = 1

6

Kl%i 52 Kg >
Ql K(Gl) 61

Abbildung 5.1: Ein variierender Parameter 6;: Polytop (Strecke) mit den zwei Ecken 6,
und 6,

In Abbildung 5.1 ist qualitativ das Polytop (eine Strecke) fiir einen einzigen variierenden
Parameter dargestellt. Es besteht aus den zwei Ecken 6, und 6, fiir die jeweils ein dyna-
mischer LTI-Regler, mit den zusammengefassten Reglermatrizen K; und Kj, berechnet
wird. Die entsprechende Reglerkonfiguration, abhédngig vom variierenden Parameter 61,



68 5 Verifikation der LPV-Ansétze in der Simulation

ergibt sich durch Interpolation von
2
K(0) =) oK, (5.5)
i=1

zwischen den zwei LTI-Reglern an den Eckpunkten K; = K(6,) und Ky = K(6;). Gemif
Gl. (5.4) erhélt man

91 = @1@1 + &2@1 (56)

und somit aq, as durch die Bedingungen

2
» =1, 0<o; <1. (5.7)

i=1
Aus Abbildung 5.1 lassen sich die Teilstrecken s; und s; folgendermaflen

81291_61, 82:1—31291_91 (58)
01— 06, 01— 0,

bestimmen. Diese sind jeweils auf die gesamte Streckenléinge 6, — 6, normiert. Schlussend-
lich ergibt sich der variierende Parameter aus der Summe

= sy 0,4+ s 0, (5.9)
~~~ ~~~
a1 g

mit o = sy und ap = 7.

Betrachtet wird im Folgenden der vorhandene Fall mit der Parameterreduktion auf zwei
variierende Parameter #; und 65 aus Abschnitt 3.

Fall 2: Zwei variierende Parameter p = 2

Das Polytop besteht aus vier Eckpunkten (einem Quadrat) und die Reglerinterpolation
wird geméafl Gl. (5.3) folgendermafien

4
K(61,0,) = Z oK;  mit K: =K(0,,6,), Kz2=XK(b,,0),
i—1

Ks =K(01,0,), K4=K(0,0,) (5.10)
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durchgefiihrt. Der Parameter § = (6, 605) ergibt sich aus der Linearkombination der Eck-
punkte

0= = - - — A1
[92] “ [QJ o [92] T [QJ T [92] (51D
mit den unbekannten Faktoren «;. Diese unterliegen den Bedingungen

D
dai=1, 0<o<I, (5.12)
=1

siche Gl. (5.4). Aus Abbildung 5.2 lassen sich die Teilstrecken s; bis s, wie folgt

K4

Abbildung 5.2: Zwei variierende Parameter #; und fy: Polytop (Quadrat) mit den vier
ECkpunkten (Q17Q2)7 (Qlu 02)7 (017Q2) und (017 02)

el_Ql 51_‘91

S1 = = s 82:1—51:_ s
01— 6, 01— 0,

SgZQQ_QQ, 84:1—53292_92 (513)
02 — 0, 02 — 0,

bestimmen. In Anlehnung an den Fall mit einem Parameter und p = 1, erhélt man die
«; aus dem Produkt der gegeniiberliegenden Teilstrecken, bezogen auf den betreffenden
Eckpunkt.

Zum Beispiel Eckpunkt (6,,0,): Die gegeniiberliegende Strecke zu 8, in 61-Richtung ist
so und zu 0, in O2-Richtung entsprechend s4. Das Produkt aus sss4 entspricht dann dem
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Faktor . Fiir die anderen Eckpunkte erfolgt die Bestimmung der o; analog gemdafl der
gleichen Vorgehensweise.

Daraus resultiert der variierende Parametervektor 6 folgendermafien
o) o] e ) e ] e
= = 598 + 8983 |= | + 818 + 8183 |- | , 5.14
{02} 24{Q2 253,13, 154 0, 15313, ( )
(e %1 [e D) ag [e%1
mit den Faktoren «;.
Der LPV-Regler Gl. (5.10) wird entsprechend implementiert, indem fiir jeden Eckpunkt

zunachst in Echtzeit das Produkt o;K; gebildet und dann in jedem Abtastschritt die
Summation der Produkte durchgefiihrt wird.

5.2.2 Simulationskonfiguration der verallgemeinerten Strecke

Die verallgemeinerte Strecke, siche Abbildung 3.4, besteht aus den Ubertragungsfunk-
tionen:

e Drosselklappe als Regelstrecke Gl. (5.2), mit 7" =1 ms

64.1((—0.016(z — 1) + 0.001) (z — e~%625) 4 0.016(z — 1)2)
(z — 1) (z — 0:0625)

Gpr(z) = (5.15)

e Sensitivitatsgewichtungsfilter PT}-Glied Gl. (3.70), mit M = 0.1, wp = 2710 [rad/sec]
und 7" = 1 ms

= =) e o

e Stormodell Gwp(z,0) Gl (3.67)
— Grundfrequenz f, = [20,30] Hz
— V=1 = 1.0 Vi—3 = 1.5 V=3 = 2.0 V=4 = 2.5 V=5 = 3.0
Vi—¢ — 3.5 V=7 = 4.0 V=8 = 4.5 Vi—g = 5.0 V=10 = 5.5

Aus dieser Konfiguration entsteht das polytope Zustandsraummodell fiir die verallge-
meinerte Strecke Gl. (3.74) mit den Systemmatrizen Gl. (3.81). Die verallgemeinerte
Strecke hat die Ordnung 23 und setzt sich aus den Ordnungen der Teilstrecken zusam-
men. Die Drosselklappe hat Ordnung 2, das Gewichtungsfilter Ordnung 1 und das poly-
tope Stormodell die Ordnung 2x 10 (2 Ordnungen pro Frequenz). Mit diesem Modell fiir
die verallgemeinerte Strecke werden die vier dynamischen LTI-Regler, siehe Gl. (3.40),
fiir jede Ecke des Polytops berechnet. Dem Ansatz entsprechend hat jeder Regler die
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gleiche Ordnung wie die Strecke, also 23. Betrachtet man jede Ecke des Polytops ein-
zeln und schlieit jeweils den Regelkreis mit dem dazugehorigen LTT-Regler, konnen vier
Stortibertragungsfunktionen Gz, (z) = Yp(2)/Yp(z) fir i = 1,...,4 aufgestellt werden.
Anhand dieser lassen sich Stabilitdtsaussagen treffen sowie die Auslegungskriterien iiber-
priifen.

An der vierten Ecke, mit § = (61,0,), werden die Stabilitits-/Auslegungskriterien im
Detail erlautert. Zunéchst zu den Bedingungen, die an die Storiibertragungsfunktion ge-
stellt werden. Die Pole von Gz, (2) miissen bei einem stabilen Regelkreis alle innerhalb des
Einheitskreises liegen. Des Weiteren sollten bei einer exakten Storfrequenzenunterdiickung
die Pole des Stormodells Gy p(z) durch die Nullstellen von Gz, (z) kompensiert werden. In
Abbildung 5.3 ist das Pol-/ Nullstellendiagramm der Storiibertragungsfunktion Gz, (2)
sowie das Poldiagramm vom Stérmodell Gy, p(z) dargestellt. Im oberen Diagramm ist klar

o 1F | ISP (SN E———— — P T T ]
2 ~-T T " ©x050
S 05F - ¥ x )&Q%
<|E y
5 oF B x ] x ;@) .
c ~
] : : o x 589
-~ xg ®

E -—— 0 _ _ - T

_1’ | 1 | 1 | = — - T T T | | | | .

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8

1 T T T T
() T e ® -5 — = — _ _
@ x —® % 8_"‘)?&-—;@_;_
S 05f @—ﬁ\@
< R-e
< Oor oé@) .
c
%_057 x@_ﬂ_@_-«é”é
£ _x_g--X-@& xe -~
- _ *"T& | | | | |

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Real-Achse

Abbildung 5.3: Pol-/Nullstellendiagramm (Polytoper Ansatz): Im oberen Dia-
gramm sind die Nullstellen (blaue Kreise) sowie die Pole (schwarze Kreuze) der
Stortibertragungsfunktion Gz, (z), die Pole des Stérmodells Gy p(z) (rote Kreuze) und der
Einheitskreis (schwarz gestrichelt) dargestellt; Vergroferung des Real-Achsenabschnitts
von 0.45 bis 1.05 im unteren Diagramm

zu erkennen, dass alle Pole von Gz, (z) (schwarze Kreuze) innerhalb des Einheitskreises
(schwarz gestrichelte Linie) liegen. Das bedeutet, dass der geschlossene Regelkreis, fiir die-
se Ecke des Polytops, stabil ist. Die 10 vorgegebenen Frequenzen des Stormodells sind im
vergroferten Real-Achsenabschnitt, siche Abbildung 5.3 Diagramm unten, in Form von
konjugiert komplexen Polpaaren (rote Kreuze) auf dem Einheitskreis klar zu erkennen. Sie
werden zu circa 99 % durch die Nullstellen von Gz, (z) (blaue Kreise) kompensiert. Das
bedeutet, dass Storungen mit diesen spezifizierten Frequenzen, die auf die Regelstrecke
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wirken, durch den Regler nahezu komplett unterdriickt werden. Somit sind die Anforde-
rungen an den Regler in Bezug auf die Auslegungskriterien erfiillt. Hier wurde nur die
vierte Ecke betrachtet, die anderen Ecken erfiillen ebenfalls diese Kriterien. Die optimier-
ten LTI-Regler an den vier Ecken sind jeweils stabil. In Tabelle 5.1 sind die Betrédge der
LTI-Reglerpole fiir jede Ecke aufgefiihrt (stabile Pole, wenn |z;| < 1,7 =1,...,23). Bei
der H..-Regleroptimierung wird nach dem besten Regler gesucht, der den geschlossenen
Regelkreis stabilisiert und die vorab definierten Kriterien erfiillt. Da kann es vorkommen,
dass der Regler (beziehungsweise einzelne LTI-Regler an den Ecken) instabil ist und Pole
auBerhalb des Einheitskreises (beim zeitdiskreten Fall) liegen. In den Beitragen von Zhou
und Doyle (1998), Witte u. a. (2010), Balini u. a. (2011) sowie Péni u. a. (2014) wird
diese Tatsache diskutiert. Eine weitere Moglichkeit wére, wie in Ballesteros u. a. (2014a,
2014b) beschrieben, das Polytop mit den vier Ecken (Quadrat) auf drei Ecken (Dreieck)
zu reduzieren, die Anzahl an Optimierungsvariablen zu verringern und somit das Finden
eines stabilen Reglers zu erleichtern.

Die Echtzeitinterpolation zwischen den einzelnen LTI-Reglern fiir jede Ecke Gl. (5.10),
in Abhéngigkeit von dem variierenden Parameter 6, siehe Gl. (5.14), wurde entsprechend
implementiert.

5.2.3 Simulationsergebnisse

Simuliert werden zwei Szenarien mit MATLAB/Simulink der Fa. MathWorks®. Szenario
eins behandelt ein konstantes Frequenzsignal fiir den variierenden Parameter mit Grund-
frequenz fo = 25 Hz. Beim zweiten Szenario steigt die Grundfrequenz rampenférmig iiber
das gesamte Frequenzintervall fy € [20,30] Hz an. Die Simulationszeit betrigt 50 Se-
kunden und als Storung wird das Signal yp(fo) = Z;jo cos(2my foT'), eine Summe von
Kosinusschwingungen mit [ = 10 Frequenzen, auf die Regelstrecke (Drosselklappe) gege-
ben. Die Reglerberechnung erfolgt mit der MATLAB-Toolbox YALMIP und dem SeDuMi
1.3 solver, siehe hierzu Lofberg (2004), Sturm (1999) und Labit u. a. (2002). Es wurde ein
dynamischer LPV-Regler fiir das Grundfrequenzintervall f, € [20,30] Hz berechnet und

anschliefend beide Szenarien simuliert.

In Abbildung 5.4 sind die Simulationsergebnisse fiir das erste Szenario mit konstan-
ter Grundfrequenz dargestellt. Im Graph oben links ist die Grundfrequenz und daneben
das einseitige Amplitudenspektrum des Storsignals (Summe von Kosinusschwingungen)
mit 10 Frequenzen abgebildet. Die Grundfrequenz ist f; = 25 Hz, entsprechend multi-
pliziert mit den v, erhélt man die 10 Frequenzen 25 Hz,37.5Hz,...,137.5 Hz. Dieses
Signal wurde als Eingangsstorung auf die Regelstrecke gegeben und der offene Regelkreis
sowie der geschlossene Regelkreis mit dem LPV-Regler simuliert. Die Ergebnisse sind
in Abbildung 5.4, Graph unten links, in Form des Offnungswinkels der Drosselklappe

dargestellt. Als Vergleich ist der Drosselklappenwinkel yp, (rote Linie) fiir den offenen

oL)
Kreis und yp.,, (schwarz gestrichelte Linie) fiir den geschlossenen Regelkreis einander
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gegeniibergestellt worden. Im Graph unten rechts das dazugehorige einseitige Amplitu-
denspektrum des Streckenausgangs yp,,,, (rote Linie) und YPcr (schwarz gestrichelte
Linie). Aus den beiden unteren Graphen ist klar ersichtlich, dass der LPV-Regler alle
auftretenden Stérfrequenzen unterdriickt und somit den Offnungswinkel, trotz Stérung,
in der Notluftposition hélt.

Zudem ist in Abbildung 5.5 das Spektrogramm fiir yp,,,, (links) und yp,.,, (rechts) ein-
ander gegeniibergestellt. Das Spektrogramm wurde mit der MATLAB-Funktion ,, spectro-
gram(z,window,noverlap,nfft)* der Fa. MathWorks® erzeugt, siche hierzu Werner (2006).
Dabei stellt das Spektrogramm eine zeitvariante Frequenzverteilung mit Hilfe der Kurzzeit-
Fourier-Transformation dar. Der Betrag der komplexwertigen Funktion S(¢,w) im Qua-
drat (|S(t,w)|?) ist von der Zeit ¢ und der Frequenz w abhingig und wird farbcodiert
(hohe Energieintensitéit rot zu niedrige Energieintensitiat blau) in einem Zeit-Frequenz-
Diagramm dargestellt. Hier ist deutlich am Farbverlauf zu erkennen, dass die Energiein-
tensitédt bei den auftretenden Frequenzen ohne Ausnahme verringert und somit reduziert
wird.

Das zweite Szenario wird mit einer variierenden Grundfrequenz, im Frequenzintervall
fo € [20, 30] Hz, simuliert. Darin steigt die Grundfrequenz f, vom Minimalwert zum Ma-
ximalwert rampenformig iiber die gesamte Simulationszeit von 50 Sekunden an, siche Ab-
bildung 5.6 oben. Daraus ergibt sich als Storsignal die variierende Kosinusschwingung.
Im Vergleich zum ersten Szenario besteht dieses Signal nicht mehr aus den einzelnen Fre-
quenzen, sondern aus einem Frequenzspektrum mit Frequenzen zwischen f, . und fo,,..-
Die Simulationsergebnisse fiir den offenen Kreis sowie fiir den geschlossenen Regelkreis
mit LPV-Regler sind in Form des Offnungswinkels der Drosselklappe von der RegelgroBe
yp im unteren Graphen dargestellt. Auch bei diesem zweiten Szenario wird die Stérung,
trotz variierender Grundfrequenz fy, bis auf ein Minimum unterdriickt und der Drossel-
klappenwinkel auf Null Prozent gehalten.

Das spiegelt sich auch im Spektrogrammvergleich, siehe Abbildung 5.7, der Signale
Ypoy, (links) und yp, (rechts) wider. In beiden Diagrammen sind klar die zehn va-
riierenden Frequenzen anhand der Energieintensitéit (farbcodiert) zu erkennen, die im
geschlossenen Regelkreis deutlich reduziert werden.
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Betrag Pole Gk, (z) | Betrag Pole Gk,(2) | Betrag Pole Gk, (z) | Betrag Pole G, (z)
21| = 0.9794 21| = 0.9794 21| = 0.9794 21| = 0.9794
2] = 0.0068 2] = 0.0144 2] = 0.0007 2] = 0.0208
23] = 0.9994 23] = 0.9997 23] = 0.9976 23] = 0.9984
124 = 0.9994 24 = 0.9997 24 = 0.9976 |24 = 0.9984
25| = 0.9993 25| = 0.9986 25| = 0.9968 25| = 0.9971
26| = 0.9993 26| = 0.9986 |26 = 0.9968 2] = 0.9971
2] = 0.9978 2] = 0.9980 27| = 0.9969 27| = 0.9970
25| = 0.9978 25| = 0.9980 25| = 0.9969 25| = 0.9970
|z9| = 0.9974 |z9| = 0.9976 |z9| = 0.9972 |z9| = 0.9970
|z10| = 0.9974 |z10] = 0.9976 |z10] = 0.9972 |z10] = 0.9970
|z11| = 0.9972 |z11| = 0.9973 |z11| = 0.9973 |z11] = 0.9972
|z12] = 0.9972 |z12| = 0.9973 |212] = 0.9973 |212] = 0.9972
|213] = 0.9392 |213] = 0.9392 |213] = 0.9974 |213] = 0.9391
|214] = 0.9971 24| = 0.9972 21| = 0.9974 |214] = 0.9974
|215] = 0.9971 |215] = 0.9972 I215] = 0.9392 |215] = 0.9974
216 = 0.9975 I216] = 0.9975 |216] = 0.9975 |216] = 0.9975
21| = 0.9975 |217] = 0.9975 |210] = 0.9975 |21,] = 0.9975
|218] = 0.9974 |218] = 0.9974 |218] = 0.9975 |218] = 0.9975
|210] = 0.9974 |210] = 0.9974 |210] = 0.9975 |210] = 0.9975
|250] = 0.9973 |250] = 0.9973 |250] = 0.9975 20| = 0.9975
21| = 0.9973 21| = 0.9973 21| = 0.9975 21| = 0.9975
20| = 0.9972 20| = 0.9972 |290] = 0.9976 |290] = 0.9975
|203] = 0.9972 23] = 0.9972 |205] = 0.9976 | 25| = 0.9975

Tabelle 5.1: Betrége der Reglerpole: Regleriibertragungsfunktion Gk, (z) fiir die 1. Ecke
(01,05), Gk, (2) fiir die 2. Ecke (6, 02), G, (2) fiir die 3. Ecke (01, 6,) und Gk, () fiir die
4. Ecke (61,05)
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Abbildung 5.4: Szenario 1 (Polytoper Ansatz): Konstantes Frequenzsignal f, = 25 Hz
fiir den variierenden Parameter ,,, oben links; einseitiges Amplitudenspektrum des
Storsignals (tiberlagerte Kosinusschwingung) oben rechts; Simulationsergebnis Storsignal
auf Regelstrecke im offenen Kreis (yp(OL) rot) und im geschlossenen Regelkreis (yp(CL)
schwarz) unten links; einseitiges Amplitudenspektrum fiir den offenen Kreis (yp,,,, rot)
und fiir den geschlossenen Regelkreis (yp(CL) schwarz) unten rechts
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Abbildung 5.5: Szenario 1 (Polytoper Ansatz): Spektrogramm fiir den offenen Kreis
YPor, links und fiir den geschlossenen Regelkreis YPy, rechts; Farbskala von —150 mit
niedriger (blau) bis 0 mit hoher Energieintensitét (rot)
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Abbildung 5.6: Szenario 2 (Polytoper Ansatz): Rampenférmiges Frequenzsignal fiir den
variierenden Parameter 6., im Frequenzintervall [fo, ., fo,...] oben; Simulationsergebnis
Storsignal auf Regelstrecke im offenen Kreis (yp( or) rot) und im geschlossenen Regelkreis
(yp,op, schwarz) unten
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Abbildung 5.7: Szenario 2 (Polytoper Ansatz): Spektrogramm fiir den offenen Kreis
YPoy, links und fiir den geschlossenen Regelkreis yp ., rechts; Farbskala von —150 mit
niedriger (blau) bis 0 mit hoher Energieintensitit (rot)
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5.3 Linear-fraktionaler LPV-Ansatz in der Simulation

Wie im vorhergehenden Unterabschnitt 5.2 beschrieben, wird im Folgenden der linear-
fraktionale LPV-Ansatz mit einem variierenden Parameter aus Abschnitt 4 ebenfalls
in der Simulation, anhand des Drosselklappenmodells Gl. (5.2), getestet. Bei der linear-
fraktionalen LPV-Reglerberechnung erhélt man fiir das komplette Grundfrequenzintervall
fo € [fo,ns forma.) €inen Regler. Aufgrund der LF-Form dieses Reglers werden die Regler-
matrizen in Echtzeit, abhéngig vom variierenden Parameter, in jedem Abtastschritt neu
berechnet. Aus diesem Zusammenhang ergibt sich der linear-fraktionale LPV-Regler.

5.3.1 Implementierung des linear-fraktionalen LPV-Reglers

Der dynamische LPV-Regler Gl. (4.26) ldsst sich folgendermaflen

XK(k + 1) = AK(Qnom)XK(k) + BK( nom)yP(k)
ug (k) = CK (Onom )Xk (k) + Dk (Orom ) yp (k) (5.17)

i}

?

mit den variierenden Reglermatrizen

A; =01y - Dg,,0©) ",
Ak (Onom) = Ak + Bk,A;,  Ck,,
Bx (0nom) = bk, + By, A; dx,, ;
Ck (Orom) == ck, +dg,,As  Ck, und
Dx (Onom) = drcy, +di,, Ag dx,, (5.18)

implementieren, siehe hierzu Apkarian und Gahinet (1995, S.861, GI1.6.18). Beim LF-
Ansatz wird der variierende Parameter 6,,,, auf das Intervall [—1, 1] normiert. Folglich
entspricht

O, =0nom | Iy l=1,...,L (5.19)

der negativen Einheitsmatrix bei fy, . und der positiven Einheitsmatrix bei fy,, .. Durch
diesen Zusammenhang wird A in Echtzeit fiir jeden Abtastschritt, abhéingig von der
variierenden Grundfrequenz fy, neu berechnet und die Systemmatrizen des LPV-Reglers
fortlaufend angepasst, siehe Gl. (5.18).

5.3.2 Simulationskonfiguration der verallgemeinerten Strecke

Um beide Ansétze entsprechend miteinander vergleichen zu kénnen, wird fiir die verall-
gemeinerte Strecke, sieche Abbildung 4.5, dieselbe Simulationskonfiguration wie beim
polytopen Ansatz gewéhlt. Das Streckenmodell sowie das Sensitivitdtsgewichtungsfilter
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entsprechen dem Drosselklappenmodell aus Gl. (5.15) und dem PT;-Gewichtungsfilter
aus Gl. (5.16). Hingegen wird fiir Gwp(z) das Stérmodell in LF-Form GI. (4.86) mit

— Grundfrequenz f, = [20,30] Hz
— V=1 = 1.0 Vi—y = 1.5 V=3 = 2.0 V=4 = 2.5 V=5 = 3.0
Vi—¢ — 3.5 V=7 = 4.0 V=8 — 4.5 Vi—g = 5.0 Vi=10 — 5.5

verwendet. Im linear-fraktionalen Stérmodell werden entsprechend dieselben 10 Frequen-
zen durch die v; vorgegeben. Die verallgemeinerte Strecke, wie auch der linear-fraktionale
LPV-Regler haben jeweils eine Ordnung von 23. Bei Erhalt eines Reglers, siehe Gl. (4.32)-
(4.36), wird fiir den geschlossenen Regelkreis zum einen Stabiliéit und zum anderen eine
Lo-Systemverstarkung < 1 fiir das gesamte Frequenzintervall [fy, ., fo,...] garantiert.

Fiir die Intervallschranke fy .. ergibt sich eine Stériibertragungsfunktion Gz, . (2) =
Yp(2)/Yp(2), mit deren Hilfe die Auslegungskriterien iiberpriift werden konnen. Geméafl
Gl. (5.19) ist fiir fo = fo,,.. der normierte variierende Parameter Orom = +1 und die
Unsicherheitsmatrix entspricht dann der Einheitsmatrix Iy mit Dimension [20x20]. An
Gz,...(2) gilt die Bedingung, dass die Pole innerhalb des Einheitskreises liegen miissen und
eine Pol-/Nullstellenkiirzung der Pole des Stormodells mit den Nullstellen von G, . (2),
fiir eine hundertprozentige Storunterdriickung, stattfinden muss.

Anhand von Gz, (z), bei einer Grundfrequenz von fy_ . = 30 Hz, werden die beschrie-
benen Bedingungen tiberpriift. In Abbildung 5.8 ist das Pol-/Nullstellendiagramm der
Storiibertragungsfunktion Gz, . (z) sowie das Poldiagramm vom Stérmodell Gy p(2) dar-
gestellt. Im oberen Diagramm ist klar zu erkennen, dass alle Pole von Gy p(z) (schwarze
Kreuze) innerhalb des Einheitskreises liegen und somit ein stabiler Regelkreis garantiert
ist. Des Weiteren ist im unteren Diagramm der vergréflerte Real-Achsenabschnitt von 0.45
bis 1.05 dargestellt. Acht konjugiert komplexe Polpaare von Gy p(z) (rote Kreuze) werden
durch entsprechende Nullstellen von Gz, (2) (blaue Kreise) vollstéindig kompensiert. Die
weiteren zwei Storfrequenzen werden nicht exakt getroffen und somit auch nicht komplett
kompensiert. Beide dynamischen LTI-Regler, G, . (2) fiir fpom = —1 und Gy, (2) fiir
Onom = +1, sind stabil und besitzen nur Pole mit Betrag |zil < 1,4 =1,...,23, siehe
Tabelle 5.2.

5.3.3 Simulationsergebnisse

Im Folgenden werden die Simulationsergebnisse des linear-fraktionalen Ansatzes vorge-
stellt. Simuliert werden die zwei identischen Szenarien wie in Unterabschnit 5.2.3, je-
doch mit linear-fraktionalem LPV-Regler. Beim ersten Szenario bleibt die Grundfrequenz
des variierenden Parameters konstant bei fy = 25 Hz und beim zweiten Szenario steigt die
Grundfrequenz rampenférmig iiber das gesamte Frequenzintervall f, € [20,30] Hz an. Die
Simulationszeit betragt 50 Sekunden und als Storung wird das Signal einer iiberlagerten
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Abbildung 5.8: Pol-/Nullstellendiagramm (Linear-fraktionaler Ansatz): Im oberen
Diagramm sind die Nullstellen (blaue Kreise) sowie die Pole (schwarze Kreuze) der
Storitbertragungsfunktion Gy, (2), die Pole des Stérmodells Gwp(z) (rote Kreu-
ze) und der Einheitskreis (schwarz gestrichelt) dargestellt; VergroBerung des Real-
Achsenabschnitts von 0.45 bis 1.05 im unteren Diagramm

Kosinusschwingung yp(fo) = ﬁjo cos(2my foT) mit [ = 10 Frequenzen auf die Drossel-

klappe gegeben. Die Reglerberechnung erfolgt mit der MATLAB-Toolbox YALMIP und
dem SeDuli 1.3 solver, siche hierzu Lofberg (2004), Sturm (1999) und Labit u. a. (2002).
Es wurde ein dynamischer, linear-fraktionaler LPV-Regler fiir das Grundfrequenzintervall
fo € [20,30] Hz berechnet und anschlieBend beide Szenarien simuliert.

In Abbildung 5.9 sind die Ergebnisse des ersten Szenarios dargestellt. Im Graph oben
links ist das konstante Grundfrequenzsignal f, = 25 Hz abgebildet. Daneben das ein-
seitige Amplitudenspektrum des Storsignals, das aus der Summe von 10 harmonischen
Kosinusschwingungen besteht. Dieses Signal wurde als Eingangsstorung auf die Regel-
strecke gegeben und der offene Regelkreis sowie der geschlossene Regelkreis mit dem
linear-fraktionalen Regler simuliert. Als Vergleich ist im Graph unten links der Drossel-

klappenwinkel yp,,, ~(rote Linie) fiir den offenen Kreis und yp,,, (schwarz gestrichelte

oL
Linie) fiir den geschli)ssenen Regelkreis einander gegeniibergestellt. Im Graph unten rechts
das dazugehdrige einseitige Amplitudenspektrum des Streckenausgangs yp,, B (rote Linie)
und yp,, (schwarz gestrichelte Linie). Aus den beiden unteren Graphen ist klar ersicht-
lich, dass der linear-fraktionale Regler alle auftretenden Storfrequenzen nahezu vollstandig
unterdriickt und somit der Offnungswinkel, trotz Stérung, nur mit kleiner Amplitude um
die Notluftposition schwingt. Da jedoch keine hundertprozentige Pol-/Nullstellenkiirzung

der Storfrequenzen im geschlossenen Regelkreis auftritt, ist bei vereinzelten Frequenzen
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die Energieintensitét hoher.

Dies ist im Spektrogramm fiir den offenen Kreis (links) sowie fiir den geschlossenen Regel-
kreis (rechts), siehe Abbildung 5.10, klar zu erkennen. Die vierte Frequenz mit vy, = 2.5
sowie die siebte Frequenz mit v; = 4.0, das entspricht 62.5 und 100 Hz, weist im geschlos-
senen Regelkreis (rechts), verglichen mit den anderen Frequenzen, eine wesentlich hohere
Energieintensitéit auf. Jedoch ist auch diese Frequenz im Amplitudenspektrum, siehe Ab-
bildung 5.9 unten rechts, im Vergleich zum offenen Kreis stark reduziert worden.

Beim zweiten Szenario variiert die Grundfrequenz f; zwischen den Intervallschranken
[f0,is forae] = [20,30] Hz und die Systemmatrizen des LPV-Reglers, siehe Gl. (5.18), wer-
den in Echtzeit in jedem Abtastschritt fortlaufend angepasst. Die Simulationsergebnisse
sind in Abbildung 5.11 dargestellt. Im Graph oben ist die variierende Grundfrequenz
fo abgebildet. Die Ergebnisse fiir den Offnungswinkel der Drosselklappe im offenen Kreis
YPor, (rote Linie) sowie fiir den geschlossenen Regelkreis YPer (schwarz gestrichelte Li-
nie) mit LPV-Regler sind im Graph unten einander gegeniibergestellt. Im Spektrogramm
Abbildung 5.12 ist eine sehr gute Stérunterdriickung zu sehen, die sich fiir hohere
Frequenzen minimal verschlechtert. Dies resultiert daraus, dass nicht alle Storfrequenzen
durch eine Pol-/Nullstellenkiirzung exakt kompensiert werden, sieche Abbildung 5.8. Des
Weiteren tritt fiir Frequenzen gréer 130 Hz der Waterbed Effect, siehe hierzu Hong und
Bernstein (1998) sowie Zhou und Doyle (1998, S.98ff, Ab.6.5), in Bezug auf die Sensiti-
vitdtsfunktion auf. Am Drosselklappenwinkel im Graph unten ist deutlich zu erkennen,
dass mit fortlaufender Simulationsdauer und steigenden Storfrequenzen, die Schwingungs-
amplitude um die Notluftposition minimal ansteigt. Im Vergleich zum ungeregelten Fall,
ist das Ziel der Storunterdriickung in jeder Hinsicht erfiillt.

Der Spektrogrammvergleich fiir den offenen Kreis (links) und fiir den geschlossenen Re-
gelkreis (rechts) in Abbildung 5.12 verdeutlicht die erhaltenen Simulationsergebnisse.
Anhand der Energieintensitdten jeder monofrequenten Kosinusschwingung, ist im Ver-
gleich zwischen yp,,, und yp,,, zu erkennen, ab welcher Frequenz und zu welchem Zeit-
punkt Frequenzen unterdriickt oder verstirkt werden. Die ersten sechs Schwingungen
werden durchgehend unterdriickt, wobei die letzten vier Frequenzen der iiberlagerten Ko-
sinusschwingung ab 25 Sekunden Simulationszeit weniger stark unterdriickt werden. Dies
deckt sich mit der steigenden Offnungswinkelamplitude um die Notluftposition. Nichtsde-
stotrotz ist im geschlossenen Regelkreis mit LPV-Regler ein stabiler Regelkreis mit sehr
guter Storunterdriickung gegeben.
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Betrag Pole Gk, (2)

Betrag Pole Gk, ,,.(2)

|z1| = 0.971411154746960

|z1| = 0.971409005949518

| 25| = 0.000000019278772

| 25| = 0.000000018756999

| 23] = 0.999923076723695

| 23] = 0.999537378928730

| 24| = 0.999923076723695

| 24| = 0.999537378928730

| 25| = 0.999898176123303

| 25| = 0.999488120538156

|z6] = 0.999898176123303

| 26| = 0.999488120538156

| 27| = 0.999885873442320

|27| = 0.999700011673623

| 23] = 0.999885873442320

|2s] = 0.999700011673623

29| = 0.999817030734459

29| = 0.9997280795511862

|210| = 0.999817030734459

|210] = 0.999728079551186

|211] = 0.999698223334227

|211| = 0.999232856468627

| 212 = 0.999698223334227

|212] = 0.999232856468627

|215] = 0.998987544359954

|215] = 0.998200508100621

|z14] = 0.998987544359954

|z14] = 0.998200508100621

|215] = 0.998948054386297

|215] = 0.997954527329948

|216] = 0.998948054386297

|216] = 0.997954527329948

|z17] = 0.943618087007394

|217] = 0.950378857905549

|215] = 0.999137469231172

|z18] = 0.998925064070233

|219] = 0.999137469231172

|219] = 0.998925064070233

|z90] = 0.999763388423405

|290] = 0.999693743188033

|291| = 0.999763388423405

|291| = 0.999693743188033

|z92] = 0.999837119563144

|295] = 0.999650595726760

| 293 = 0.999837119563144

|295] = 0.999650595726760

Schranke bei fo, . (Onom =

Tabelle 5.2: Betrége der Reglerpole: Regleriibertragungsfunktion G, (2) fiir die untere
—1) und Gk,,,, (z) fir die obere Schranke bei fo, .. (0nom = +1)
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Abbildung 5.9: Szenario 1 (Linear-fraktionaler Ansatz): Konstantes Frequenzsignal
fo =25 Hz fiir den variierenden Parameter Oyom Oben links; einseitiges Amplitudenspek-
trum des Storsignals (iiberlagerte Kosinusschwingung) oben rechts; Simulationsergebnis
Storsignal auf Regelstrecke im offenen Kreis (yp( or) rot) und im geschlossenen Regelkreis
(ypc., schwarz) unten links; einseitiges Amplitudenspektrum fiir den offenen Kreis (yp,,,
rot) und fiir den geschlossenen Regelkreis (yp,.,, schwarz) unten rechts
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Abbildung 5.10: Szenario 1 (Linear-fraktionaler Ansatz): Spektrogramm fiir den offenen
Kreis yp,,,, links und fiir den geschlossenen Regelkreis yp,.,, rechts; Farbskala von —150
mit niedriger (blau) bis 0 mit hoher Energieintensitét (rot)
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Abbildung 5.11: Szenario 2 (Linear-fraktionaler Ansatz): Rampenférmiges Frequenzsi-
gnal fiir den variierenden Parameter 0,,,, im Frequenzintervall [fy  fo. ] oben; Simu-
lationsergebnis Storsignal auf Regelstrecke im offenen Kreis (yp( or) rot) und im geschlos-
senen Regelkreis (yp,.,, schwarz) unten
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Abbildung 5.12: Szenario 2 (Linear-fraktionaler Ansatz): Spektrogramm fiir den offenen
Kreis yp,,,, links und fiir den geschlossenen Regelkreis yp,.,, rechts; Farbskala von —150
mit niedriger (blau) bis 0 mit hoher Energieintensitét (rot)
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5.4 Vergleich der LPV-Ansitze

Beide Ansitze, der Polytope sowie der Linear-Fraktionale, erfiillen die Bedingung der Sta-
bilitdt im geschlossenen Regelkreis, wie auch die geforderte Storunterdriickung fiir vorab
definierte Frequenzen. Der variierende Parameter, die Grundfrequenz f;, kann sich da-
bei in einem definierten Intervall beliebig &ndern. Aufgrund der Parameterreduktion auf
zwei variierende Parameter beim polytopen Ansatz sowie auf einen variierenden Parame-
ter beim linear-fraktionalen Ansatz, hat man theoretisch die Moglichkeit beliebig viele
Frequenzen im Stérmodell Gl. (2.18) vorzugeben. In der praktischen Anwendung muss
ein Kompromiss zwischen der Anzahl an Frequenzen und dem Frequenzintervall fiir die
Grundfrequenz fy € [fo,....s fo,...] gefunden werden. Je grofier die Anzahl an Frequenzen,
desto kleiner muss das Intervall fiir f, gewéhlt werden. Dies resultiert aus der Tatsache,
dass mit jeder vorgegebenen Frequenz, das Stormodell und entsprechend die verallgemei-
nerte Strecke um zwei Ordnungen erhoht wird. Das Finden eines LPV-Reglers, der alle
Kriterien erfiillt, wird angesichts der immer gréfler werdenden Dimension schwieriger.

Die jeweiligen LPV-Regler werden mit der MATLAB-Toolbox YALMIP und dem SeDu-
Mi 1.3 solver berechnet. Beim polytopen Ansatz miissen vier LTI-Regler, einer pro Ecke,
durch gleichzeitiges Losen der LMIs gefunden werden. Dabei werden die LMIs zu einer
Einzigen zusammengefasst und mit dem Toolbox-Befehl | solvesdp(F,h,options)* in den
Optimierungsvariablen h, mit Nebenbedingungen F, gelost. Jedoch hat die zusammenge-
fasste LMI eine Matrixdimension von [94x 94| (YALMIP-Solver-Ausgabe). Zum Vergleich
muss beim linear-fraktionalen Ansatz jeweils eine LMI in R und S, siehe Gl. (4.32),
mit Matrixdimension von [64 x64] (YALMIP-Solver-Ausgabe) gelost werden. In Tabelle
5.3 sind vier interne KenngréBen des SeDuMi-Solvers (MATLAB-Ausgabe bei Befehl-
durchfithrung), bezogen auf ein Stormodell mit [ = 10 Frequenzen, fiir beide Ansétze ein-
ander gegeniibergestellt. Daraus ist klar ersichtlich, dass der polytope Ansatz, verglichen

Polytoper Ansatz | Linear-fraktionaler Ansatz
Anzahl an Gleichungen 8215 592
Ordnung 563 217
Dimension 52025 12502
Radius 1.0x10%° 1.5x10°

Tabelle 5.3: Interne Kenngroflen des SeDuMi-Solvers

mit dem linear-fraktionalen Ansatz, einen hoheren Rechenaufwand fordert. Die Anzahl
an Gleichungen ist fast 14 mal gréfler, die Ordnung ist mehr als doppelt so hoch und beim
Optimierungsradius liegen mehrere Zehnerpotenzen dazwischen. Andert sich die prakti-
sche Anwendung und steigt die Ordnung des Regelstreckenmodells, muss zwangslaufig



5.4 Vergleich der LPV-Ansiétze 85

die Ordnung des Stormodells verringert und somit die Frequenzanzahl reduziert werden.
Aufgrund der Tatsache, dass beim polytopen Ansatz fiir jede Ecke ein LTT-Regler berech-
net und dann in Echtzeit, abhéngig vom variierenden Parameter, interpoliert wird, ist die
Storunterdriickung bei diesem Ansatz im definierten Frequenzintervall fiir f effektiver
als beim linear-fraktionalen Ansatz. Problematisch ist das Finden dieser Regler, da die
Dimension mit jeder zusétzlichen Ordnung im Stérmodell oder in der Regelstrecke extrem
ansteigt. Die optimierten LTI-Regler (einer pro Ecke) fir die Regelstrecke Drosselklappe,
sieche Unterabschnitt 5.2.2 fiir vy = 1.0, v, = 1.5, ... v = 5.5, besitzen alle Pole
innerhalb des Einheitskreises, siche Tabelle 5.1, und sind somit stabil, jedoch ist das
Finden einer Losung (mit stabilen LTI-Reglern) schwierig und sehr zeitaufwéndig.

Beim linear-fraktionalen Ansatz wird lediglich ein Regler fiir den gesamten Frequenzbe-
reich berechnet, der durch die LF-Form und in Abhéngigkeit vom variierenden Parameter
durch die Unsicherheitsmatrix in Echtzeit angepasst wird und somit LPV ist. Die Di-
mension des Optimierungsproblems ist fiir diesen Fall viel geringer und somit einfacher
l6sbar, siehe zweite Spalte der Tabelle 5.3. Des Weiteren ist der LTI-Regler fiir die un-
tere Schranke (bei fy, ., = Opom = —1) sowie fiir die obere Schranke (bei fy, .= =—>
Orom = +1) ebenfalls stabil, siche Tabelle 5.2. In Bezug auf die praktische Umsetzung
ist der linear-fraktionale dem polytopen Ansatz vorzuziehen.

Zur Veranschaulichung und zur Bewertung der beiden Ansétze in Bezug auf eine prak-
tische Anwendung ist die Drosselklappe, IT)-Glied mit Systemordnung zwei, sehr gut
geeignet. Dennoch muss fiir die AVC-Anwendung am KFZ, siche Abschnitt 6, vorab
evaluiert und in der Simulation getestet werden, mit welchem Ansatz die grofftmogliche
Anzahl an Frequenzen vorgegeben und trotzdem das Optimierungsproblem zur Reglerbe-
rechnung gel6st werden kann.
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6 AVC-Erprobung am KFZ mit Messergebnissen

Ziel der praktischen Umsetzung ist die zuvor erarbeiteten sowie in der Simulation ge-
testeten theoretischen Ansétze direkt am Kraftfahrzeug zu erproben und gleichzeitig zu
verifizieren. Die vom Motor erzeugten Schwingungen werden durch das angeflanschte Ge-
triebe iiber den Quertréger in das Chassis und somit in den Fahrgastinnenraum emittiert.
Dabei bildet das Getriebe mit dem Quertréager eine starre Verbindung. Hier ist die Stel-
le an der mit einem aktiven Tilger den Schwingungen entgegengewirkt werden soll. Der
Tilger (Aktor) wird unterhalb des Quertréigers zusétzlich angeflanscht. Mit einem Sensor
werden die Vertikalbeschleunigungen detektiert, im Rapid Control Prototyping System
(RCP System) verarbeitet und eine Steuergrofie fiir den Aktor generiert, der dann die
Gegenschwingungen mit gleicher Amplitude und entgegengesetzter Phase erzeugt.

| D |
<
~
=

=~1 Getriebe [~
NN /4
Quertrager
[S] ~
Aktor J

Verstarker /

PC // Filter

dSPACE

Abbildung 6.1: Schematische Darstellung der AVC-Konfiguration am KFZ: Getriebe
angeflanscht an den Verbrennungsmotor (VKM) und starr mit dem Quertrager sowie dem
Chassis verbunden; einen zusétzlich angeflanschten aktiven Schwingungstilger unterhalb
des Quertrédgers, direkt daneben ein montierter Sensor und beide iiber eine Verstéirker-/
Filtereinheit mit dem PC verbunden

Die gesamte Active Vibration Control (AVC)-Konfiguration ist in Abbildung 6.1 sche-
matisch dargestellt. Dabei ist der aktive Tilger als elektromagnetischer Massenschwinger,
siehe hierfiir Knake-Langhorst u. a. (2006, S.2672f, Abb.6), ausgefiihrt und direkt unter-
halb des Quertriagers angeflanscht. Unmittelbar daneben ist ein Beschleunigungssensor
montiert. Aktor und Sensor sind iiber eine Verstirker-/Filtereinheit mit dem PC ver-
bunden. Mit dem Rapid Control Prototyping System der Fa. dSPACE ist es moglich,
das AVC-System in Echtzeit zu erproben. Der Regler wird in MATLAB/Simulink im-
plementiert, daraus mit Real-Time Workshop ein echtzeitfahiger C-Code erstellt und auf
die MicroAutoBox (MABX) der Fa. dSPACE geladen. Auf dieser MABX lduft der echt-
zeitfahige Code, der die Messsignale intern verarbeitet und dann gemé&fl dem Regelal-
gorithmus die Stellgrofle fiir den Aktor generiert. Ein-/Ausgangsgrofen der MABX sind
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Spannungssignale zwischen 0V — 5V am Eingang beziehungsweise 0V — 4.5V am Aus-
gang. Weitere Informationen iiber RCP Systeme, Bypassvarianten, Vorgehensweisen sowie
mogliche Hardware- und Softwarekonfigurationen sind in Abel und Bollig (2006, S.295ff,
Kap.7) sowie in Wallentowitz und Reif (2008, S.651ff, Kap.17) aufgefiihrt. Im Folgenden
ist die verwendete Software sowie die Hardware fiir die praktische AVC-Anwendung am
KFZ detailliert aufgelistet.

6.1 AVC-Systemkomponenten

Software

o The MathWorks' = MATLAB®
R2010a Version 7.10 (32Bit), R2012a Version 7.14 (64Bit)
— Stmulink
— Control System Toolbox
— Optimization Toolbox
— Real-Time Workshop
— Robust Control Toolbox
— Signal Processing Toolbox
— System Identification Toolbox
— Symbolic Math Toolbox
— YALMIP Toolbox, SeDulMi 1.3 solver

e dSPACE (Release 7.0) ControlDesk Developer Version 3.7
Hardware

e dSPACE MicroAutoBox (MABX I) DS1401/1501

e Antialiasing-Filter, Tiefpassfilter mit verdnderlicher Verstarkung und 400Hz
Eckfrequenz

e Prototyp eines Linearaktors (elektromagnetisches Prinzip), Dauerleihgabe der
ContiTech Vibration Control GmbH

e Elmo Servo Drives
VPF Analog Servo Drives VIO-15/60 (Verstérker)
VPF Analog Servo Drives VIO-STARTER (Ansteuerplatine)

e PCB PIEZOTRONICS

— ICP® Beschleunigungssensor (Modell 338C04), Messbereich +50g
— 16-Kanal Signal-Conditioner (Series 481A)
— Portabler Handshaker +1g (Modell 394C06) zur Sensorkalibrierung

e Handelsiibliches Notebook mit WIN7
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Versuchsfahrzeug

e Audi A4 1.9 TDI, Leistung 96kW, Erstzulassung 2000

6.2 Identifikation der Regelstrecke

In diesem Unterabschnitt wird die Modellbildung der AVC-Regelstrecke durchgefiihrt. Die
Reglersyntheseverfahren aus Abschnitt 3 und Abschnitt 4 sind modellbasierte Verfah-
ren, die jeweils ein Modell der Regelstrecke zur Berechnung des LPV-Reglers benétigen.
In Abbildung 6.1 ist die schematische AVC-Konfiguration dargestellt. Ziel ist es, die-
se Regelstrecke entweder physikalisch durch Differentialgleichungen zu modellieren oder
als Black-Box zu identifizieren. In diesem Fall wird aufgrund der Komplexitdat des Sy-
stems die zweite Option angewendet, sodass die Strecke als Black-Box identifiziert wird.
Wie in Abbildung 6.2 aufgezeigt, liasst sich die AVC-Konfiguration in ihrer Anord-

—  » VKM P Getriebe
A 4
Verst‘érker / > Aktor > Quertrager / »|  Sensor |f—P
Filter Chassis

Abbildung 6.2: AVC-Konfiguration am KFZ (ohne PC/dSPACE): Systemdarstellung
durch Teilsysteme

nung und entsprechender Wirkungsweise durch Einzelsysteme vereinfacht darstellen. Es
handelt sich dabei um die Teilsysteme Verbrennungskraftmaschine (VKM), Getriebe, die
Verstérker-/Filtereinheit, der Aktor (Tilger), die Quertriger-/Chassiseinheit sowie dem
Sensor. Das Filter ist als analoger Tiefpass mit einer Eckfrequenz von 400 Hz ausgefiihrt
und wird als Antialiasing-Filter fiir das analoge Beschleunigungssensorsignal verwendet.
Schwingungen, die im Teilsystem VKM erzeugt und iiber das Teilsystem Getriebe und
Chassis emittiert werden, sind die zu unterdriickenden Stérungen. Die zusétzlich hinzu-
gefiigten AVC-Komponenten sind in die Teilsysteme Verstérker-/Filtereinheit, Aktor und
Sensor unterteilt. Die gesamte Konfiguration kann man zu einem Teilsystem Stérung und
einem Teilsystem Strecke zusammenfassen und durch diese ersetzen, sieche Abbildung
6.3. Folglich besteht das Teilsystem Stirung aus den Teilsystemen VKM und Getriebe
sowie das Teilsystem Strecke aus der Verstirker-/Filtereinheit, dem Aktor, der Quer-
trager-/Chassiseinheit und dem Sensor. Dabei wirkt das Ausgangssignal aus dem Teil-
system Storung als StorgroBe auf das Teilsystem Strecke. Im letzten Schritt kann man
aus der vereinfachten Darstellung der AVC-Konfiguration den Signalflussplan in Form
eines Blockschaltbildes aufstellen. Das Blockschaltbild, sieche Abbildung 6.4, besteht
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VKM /
Getriebe

Stérung (: :)_> ngr;:Sgizr/ —p|  Sensor >

Verstarker /
»  Filter /
Aktor

Strecke

Abbildung 6.3: Zusammengefasste Darstellung der AVC-Konfiguration am KFZ: Teil-
system Stirung besteht aus den Teilsystemen VKM und Getriebe; Teilsystem Strecke
besteht aus der Verstarker-/Filtereinheit, dem Aktor, der Quertriager-/Chassiseinheit und
dem Sensor

aus dem zeitdiskreten Stoérmodell Gp(z) mit Ausgangsgrofie D(z), die als additive Ein-
gangsstorung auf das zeitdiskrete Streckenmodell Gp(z) wirkt. In diesem Fall besteht

1
Storung p ———
g (VKM / Getriebe) (Verstarker /
Filter / Aktor)
Gp(2) D(z)
U(z) U(z) Strecke Y(z)

P (Verstirker / Filter / Aktor /
Quertrager / Chassis / Sensor)

Gp(z)

Abbildung 6.4: Blockschaltbild der AVC-Konfiguration am KFZ: Stormodell Gp(z)
sowie Regelstrecke Gp(z) mit der Eingangsstorung D(z) (iiber das Getriebe emittierte
Motorschwingungen)

das Stormodell Gp(z) aus dem Teilsystem Storung (VKM/Getriebe) und dem inversen
Teilsystem von Verstirker/Filter/Aktor (lediglich einem Verstarkungsfaktor). Durch die
Annahme die StorgroBe D(z) entspricht den Motorschwingungen (Motordrehfrequenz Gl.
(2.1) und deren Oberwellen), braucht das Stérmodell G p(z) nicht identifiziert zu werden
und kann durch das Stérmodell Gl. (2.18) ersetzt werden. Im anderen Fall, Storgrofie
D(z) als additive Ausgangsstorung, siche Abbildung 6.5, besteht das Stormodell Gp(z)
aus dem Teilsystem Storung und dem Teilsystem Quertrdager/Chassis/Sensor. Dieser Fall
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N St('jrung > Quertrager /

(VKM / Getriebe) Chassis / Sensor
Cio(2) D(»)
Strecke Y
U(Z) g (Verstarker / Filter / Aktor / YP(Z) >O (Z) >
Quertrager / Chassis / Sensor)

Gp(z)

Abbildung 6.5: Blockschaltbild der AVC-Konfiguration am KFZ: Stormodell Gp(2)
sowie Regelstrecke Gp(z) mit der Ausgangsstorung D(z) (iiber das Getriebe emittierte
Motorschwingungen )

wurde beim Erstellen der verallgemeinerten Strecke fiir die Reglerberechnung nicht wei-
terverfolgt, da die zu unterdriickenden Frequenzen des Stérmodells ungeniigend getroffen
wurden.

Im Weiteren gilt es ein zeitdiskretes Modell Gp(z), bestehend aus den Teilsystemen
Verstéarker, Filter, Aktor, Quertridger, Chassis und Sensor zu identifizieren. Hierfiir wird
ein Chirp-Signal, Sinusschwingung mit ansteigender Frequenz, erzeugt und dem Aktor
als Steuergrofie vorgegeben. Im Spektrogramm (beschrieben im Unterabschnitt 5.2.3),
siche Abbildung 6.6, ist das mit der MATLAB-Funktion ,, chirp(T,F0,T1,F'1)“ erzeugte
Signal im relevanten Frequenzbereich von 10 Hz bis 490 Hz zu sehen. Der gesamte Fre-
quenzbereich von f, < 1/(2T) = 500 Hz, mit T'= 1 ms, kann folglich komplett ausgesteu-
ert werden. Bei der praktischen Durchfithrung der Messreihen hat sich gezeigt, dass durch
zu groffe Amplituden der Steuergrofie Resonanzanregungen entstehen, die die Messdaten
verfilschen und somit die Identifikation unbrauchbar machen. Deshalb wurden die Mes-
sungen nur mit einer kleinen Chirp-Amplitude durchgefiihrt. Im Frequenzbereich um die
Resonanzfrequenz des Aktors, zwischen 55 Hz und 60 Hz, konnten mit dieser Mafinah-
me Aktoranschldge (Schwingungsmasse des Aktors schlidgt ans Aktorgehduse) verhindert
und somit der Messbereich des Beschleunigungssensors iiber den gesamten Frequenzbe-
reich vollstindig ausgesteuert werden. Das Steuersignal (Chirp-Signal) gibt dSPACE in
Form eines Spannungssignals an den Verstédrker weiter, der wiederum ein entsprechen-
des Stromsignal generiert und damit den Tilger ansteuert. Es wurden mehrere Messun-
gen durchgefiihrt und dabei die analog gefilterten Beschleunigungssignale am Quertréager
aufgenommen. Aus diesen Messreihen kann mit der System Identification Toolboxr von
MATLAB eine lineare, zeitdiskrete Ubertragungsfunktion ermittelt werden.
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Abbildung 6.6: Spektrogramm des Chirp-Signals als Steuergréfie fiir den Aktor zur
Streckenidentifikation (Farbskala von blau mit niedriger zu rot mit starker Energieinten-
sitéit)

Dafiir wird die Output Error (OE)-Modellstruktur

B(q)
Y(t) = —=u(t) +e(t 6.1
(t) Flo) (t) +e(t) (6.1)
verwendet, siehe hierzu Ljung (1987, S.75, G1.4.25), mit dem Vorwértsverschiebungsopera-
tor ¢ zu jedem Abtastzeitpunkt t = ¢, = kT, k = 1,2,... und Abtastzeit 7' =1 ms. In
Abbildung 6.7 ist das Blockschaltbild der OE-Modellstruktur, gegeben in Ljung (1987,
S.76, Abb.4.3), dargestellt. Mit Hilfe des MATLAB-Befehls ,,0e(dataldent,/nb nf 1]),

Abbildung 6.7: Blockschaltbild der OE-Modellstruktur

unter Angabe der Ordnung fiir das Zé&hler-/Nennerpolynom /[nb nf], wird eine zeitdis-
krete Ubertragungsfunktion anhand der Messdaten berechnet. Die Messdaten kénnen je
nach Art des Identifikationssignals vorab geteilt werden, sodass der eine Teil zur Identi-
fikation und der andere Teil fiir die Validierung zur Verfiigung steht. Bei diesem Chirp-
Signal wurden die kompletten Messdaten zur Validierung benutzt. Mit dem MATLAB-
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Befehl ,, compare(dataVal,sys)“ wird der Normalized Root Mean Square Error (NRMSE),
sieche MATLAB-Dokumentation, als Vergleichsgrofie in Prozent errechnet. Diese Kenn-
grofle gibt an, zu wie viel Prozent der simulierte Ausgang 3(¢) mit dem Messsignal y(t)
iibereinstimmt.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, aus den gespeicherten Messreihen direkt ein konti-
nuierliches Streckenmodell Gp(s) mit der CONTSID-Toolbox fiir MATLAB, geméafl Gar-
nier und Wang (2008, Kap.1 und 9) und http://www.iris.cran.uhp-nancy.fr/contsid, zu
identifizieren und anschliefend mit dem MATLAB-Befehl , c¢2d(sys, Ts,method)“ in ein
zeitdiskretes Modell Gp(z) umzuwandeln. Die dabei verwendeten Algorithmen /Funktionen
sowie die damit verbundenen Vorteile fiir praktische Anwendungen sind in Garnier (2015)
in einem ganzheitlichen Uberblick aufgefithrt und kommen im Folgenden zur Anwendung.

Beide Identifikationsvarianten wurden auf die Messreihen angewandt und jeweils ein zeit-
diskretes Streckenmodell identifiziert. Mit der System Identification Toolbox von MAT-
LAB und der Vorgabe, eine OE-Modellstruktur G1. (6.1), ergab sich folgende Ubertragungs-
funktion

Gron(s) = 1) =
= ( —0.0037192" —0.05902272 — 1.07273 + 1.7472* 4+ 0.479427° + . ..
. —0.629527% +0.1521277 — 1.38927% — 0.1335277 +1.0147'9 ) x
(1—0.16182"" +0.6478272 — 0.244273 — 0.4442~* +0.343727° + ...
...+ 0.181627° +0.35982"" + 0.42452"° + 0.025832 "% + 0.068492 1% + . ..

. +0.0084747 )7 (6.2)

Die Ubertragungsfunktion G Py (2) besitzt eine Zéhlerpolynomordnung von zehn und eine
Nennerpolynomordnung von elf. Hierbei konnte ein NRMSE-Wert, also eine Ubereinstim-
mung zwischen dem simulierten Streckenausgang y(t) und dem Messsignal y(t), von
84.25 % erreicht werden. Mit der CONTSID-Toolbox fiir MATLAB und anschlieSendem
Umwandeln vom Kontinuierlichen ins Zeitdiskrete (MATLAB-Befehl ¢2d) wurde folgende
Ubertragungsfunktion

Y(z) _
U(z)
=(0.0023822" — 0.088632° — 0.88532° + 3.5432* — 4.0362° + . ..
o+ 1.1742% 4+ 0.52082 — 0.2231 ) x
(2% —1.9832" +2.1862° — 1.9852° + 1.4412* — 0.6342° + . ..
...+ 0.40312% — 0.2104z + 0.06895 )" (6.3)

GPCONTSID (z) -

identifiziert. Hierfiir ergab sich ein NRMSE-Wert von 82.20 % bei einer Zahler-/Nennerkon-



6.2 Identifikation der Regelstrecke 93

figuration von sieben und acht. Ein Erhéhen der Ordnungen fiir das Zahler- /Nennerpoly-
nom erbrachte bei beiden Varianten nur minimale prozentuale Verbesserungen des NRMSE-
Werts, sodass kein Mehrwert hinsichtlich Genauigkeit entstand. Beide Ubertragungsfunkti-
onen Gp,,(2) und Gp.,yrep (2) sind im Bodediagramm, sieche Abbildung 6.8, einander
gegeniibergestellt. Ab 300 [rad/s], das entspricht 47.75 Hz, sind beide Streckeniibertra-
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Abbildung 6.8: Amplitudengang (oben) und Phasengang (unten) der zeitdiskreten
Streckeniibertragungsfuntionen Gp,,(z) (griin gestrichelt) und Gp.,yrq5 (%) (blau)

gungsfunktionen im Amplitudengang nahezu identisch. Im Frequenzbereich < 300 [rad/s]
unterscheiden sich die Amplitudenverldufe in einem konstanten Versatz von ca. 5 [dB]. Das
bedeutet, die stationére Verstirkung beider identifizierten Modelle ist reell und positiv,
jedoch verschieden. Der Phasenverlauf ist iiber den gesamten Frequenzbereich [1 — 500]
Hz gleich, abgesehen von einem konstanten Phasenversatz von ca. 360°, der durch die
unterschiedliche stationére Verstirkung entsteht und sich in einem Vielfachen von + 360°
zur Phase 0° wiederspiegelt. Fiir den weiteren Verlauf, Reglersynthese bis praktische Rea-
lisierung und Erprobung, ist ein Modell Gp(z) der Strecke oberhalb der Resonanzfrequenz
des Aktors (> 60 Hz) entscheidend. Diesbeziiglich sind beide Modelle Gl. (6.2) und Gl
(6.3) fast identisch und der NRMSE-Wert liegt in diesem Frequenzbereich bei iiber 90 %.
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In diesem Unterabschnitt wurde mittels zweier Identifikationsmethoden das Streckenmo-
dell Gp,,(z) mit Ordnung elf und das Modell Gp,,yrs;p(2) mit Ordnung acht fiir die
AVC-Konfiguration mit Eingangsstorung, siche Abbildung 6.4, ermittelt.

6.3 Reglersynthese

Im Weiteren wird das Modell der Regelstrecke mit der Ubertragungsfunktion Gl. (6.3)
verwendet. Es besitzt im Vergleich zum Modell Gl. (6.2) eine um drei Ordnungen ver-
ringerte Ubertragungsfunktion, wodurch auch die Ordnung der verallgemeinerten Strecke
reduziert wird. Von Seiten der Hardware gibt es jedoch Einschrankungen in Bezug auf
die maximale Ordnung des Reglers, die in Echtzeit realisierbar ist. Die MABX I lésst
sich maximal mit einem dynamischen LPV-Regler 20ter Ordnung betreiben. Aufgrund
dessen darf die erstellte verallgemeinerte Strecke fiir die Reglersynthese eine Ordnung von
20 nicht iiberschreiten. Jede einstellbare Frequenz im Stormodell erhoht die Ordnung des
Stormodells um zwei, der Gewichtungsfilter besitzt die Ordnung eins, also lassen sich ma-
ximal fiinf Frequenzen im Stérmodell vorgeben. Dies bezieht sich auf eine Abtastzeit von
T = 1 ms. Verringert man die Abtastzeit auf T = 0.5 ms, ist lediglich ein LPV-Regler
16ter Ordnung hardwareseitig in Echtzeit realisierbar.

Beide Ansétze, der Polytope Ansatz aus Abschnitt 3 sowie der Linear-Fraktionale An-
satz aus Abschnitt 4, sind Reglersyntheseverfahren, die auf der H.,-Theorie basieren.
Eine Eigenschaft dieser Verfahren ist, dass die Ordnung der verallgemeinerten Strecke
der Ordnung des Reglers entspricht. Dariiber hinaus besitzen die optimierten H.-Regler
aufgrund von Performance-Kriterien (hier: Pole des Stormodells liegen auf dem Einheits-
kreis) héufig instabile Pole, die zu gezielten Pol-/Nullstellenkiirzungen im geschlossenen
Regelkreis fithren sollen, siehe hierzu Balini u. a. (2011). Diese instabilen Regler sind fiir
eine praktische Umsetzung ungeeignet. Die identifizierten Streckenmodelle Gl. (6.2) sowie
Gl. (6.3) sind stabil und besitzen keine Pole auf beziehungsweise aufierhalb des Einheits-
kreises. In der praktischen Umsetzung ist es nicht sinnvoll, eine stabile Strecke mit einem
instabilen Regler, der die instabilen Streckennullstellen mit instabilen Reglerpolen theo-
retisch kiirzt, zu stabilisieren. Weicht das identifizierte Modell grundlegend von der realen
Regelstrecke ab oder tritt ein Fehler auf (Sensordefekt), wiirde durch den instabilen Regler
ein instabiler Regelkreis resultieren. Unter der Voraussetzung, dass die instabilen Null-
stellen der Regelstrecke durch instabile Reglerpole in der Fiihrungsiibertragungsfunktion
Gw (z) = Y (2)/W (z) hundertprozentig gekiirzt werden konnen, tritt ein weiteres Problem
auf. In der Stelliitbertragungsfunktion Gy (z) = U(z)/W (z) von der Fiithrungsgrofie W (z)
zur Stellgrofie U(z) bleiben die instabilen Reglerpole erhalten. Gy(z) ist instabil und die
Stellgrofe U(z) wichst iiber alle Grenzen. Deshalb sollten nur stabile LPV-Regler in der
Praxis realisiert werden.

Die polytope Reglersynthese mit dem identifizierten Modell Gl. (6.3) sowie anschlieBende
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Simulationen haben gezeigt, dass kein stabiler, polytoper LPV-Regler gefunden werden
konnte und die Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises dadurch stark beeintréachtigt
wird. Prozentuale Streckenmodellénderungen (Verstiarkungs-/Poléanderungen) fiithrten in
Vorabsimulationen zu einem instabilen Verhalten des geschlossenen Regelkreises. Dies hat
zur Folge, dass im Weiteren ausschliefSlich der linear-fraktionale Ansatz weiterverfolgt, im-
plementiert und am KFZ umgesetzt wurde.

LPV-Reglersynthese mit dem linear-fraktionalen Ansatz aus Kapitel 4:

e Stormodell in LF-Form GI. (4.86) zehnter Ordnung
— Motordrehzahl nyor € [2400,3200] 1/min
* Frequenzintervall fyor = fo € [40,53.3] Hz
— 5 Storfrequenzen
x =2, =3 vy=4, vy=D5, vs;=6
Identifiziertes Modell der Regelstrecke Gl. (6.3) achter Ordnung
Gewichtungsfilter PDT; Gl. (3.71) erster Ordnung
- A=01, M=15, wp=188.5[rad/s]
Verallgemeinerte LPV-Strecke 19ter Ordnung in LF-Form (Abbildung 4.5)

— Systemmatrizen mit yp als Eingangsstorung Gl. (4.93)
Berechnen dynamischer LPV-Regler Gl. (4.26)
— Durchfiithrung Schritte 1 bis 5 Gl. (4.32)-(4.36)

Das Motordrehzahlband (2400—3200 [1/min]) sowie die 5 Storfrequenzen (v, . . ., v5) wur-
den so festgelegt, dass man im Amplitudengang der identifizierten Strecke G p,prsrp (%)
oberhalb des Aktors (erster Amplitudengipfel 370 —500 [rad/s]) liegt, siehe hierzu Abbil-
dung 6.8. (Zur Erlauterung: Untere Schranke der Grundfrequenz fy = 40 Hz multipliziert
mit v; = 2 gleich 80H z, das entspricht 502.65 [rad/s].)

Die Optimierung ergab folgende Reglermatrizen

Ak[19x19] bk, [19x1] Bk, [19x10]
K= | ck,[Ix19] dg,[1x1] d% [1x10] | | (6.4)
Cx,[10x19] dk,,[10x1] Dx,,[10x10]

aus denen mit Gl (5.18) und Gpom(fo,...) = —1 sowie Opom(fo,...) = +1 jeweils ein LTI-
Regler 19ter Ordnung fiir fy . und fo,,,. berechnet werden kann. In Abbildung 6.9 sind
die dazugehorigen Pol-/Nullstellendiagramme fiir den LTI-Regler bei fo, . (oben) und bei
fo,... (unten) dargestellt. Beide LTI-Regler sind stabil, dabei stehen die blauen Kreise
fiir die Nullstellen, die roten Kreuze fiir die Polstellen und in schwarz gestrichelt ist der
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Abbildung 6.9: Pol-/Nullstellendiagramm LTI-Regler bei f, .=~ = 40 Hz (oben) und
forma. = 53.3 Hz (unten): Nullstellen (blaue Kreise), Polstellen (rote Kreuze) und der
Einheitskreis (schwarz gestrichelt)

Einheitskreis dargestellt. In Tabelle 6.1 sind zusétzlich die Betridge der Reglerpole auf-
gefiithrt. Aus den optimierten Reglermatrizen Gl. (6.4) und den daraus entstehenden vari-

ierenden Reglermatrizen Ak (0nom), Bk (0nom), Ck (Onom) und Dk (6,0m ), siehe Gl. (5.18),
erhélt man den dynamischen LPV-Regler

XK(]{? -+ 1) = AK(enom)XK(k) —+ BK(9n0m>yp(kZ)

ug (k) = Cx(Onom)xK (k) + Dx (0rom)yp (k) (6.5)

fir Motordrehzahlen im Bereich zwischen 2400 [1/min] und 3200 [1/min|. Dieser wird
in Abhéingigkeit der Eingangsgrofien CAN-Motordrehzahl ny;or und Sensorsignal e (ne-
ben dem Aktor) in MATLAB/Simulink programmiert, mit Real-Time Workshop echt-
zeitfahiger C-Code generiert und direkt auf die MABX I geladen. Mit Hilfe von Control-
Desk steuert man anschliefend die Messungen und speichert die Messreihen ab.
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Betrag Pole Gk, (2)

Betrag Pole Gk, .. (%)

21| = 0.932246102484486

21| = 0.931839540410470

25| = 0.932246102484486

|25| = 0.931839540410470

|25] = 0.362099942192764

| 23] = 0.999894481328334

|24] = 0.999886467456245

|z4] = 0.999894481328334

|25] = 0.999886467456245

|z5] = 0.362100022211510

|z6] = 0.999558299337195

|z6] = 0.999495504346108

|27] = 0.999558299337195

|27] = 0.999495504346108

|25] = 0.999795178548152

|z5] = 0.999832225778971

|29] = 0.999795178548152

|z9] = 0.999832225778971

|210] = 0.999900348169337

|210] = 0.999898446802233

|211] = 0.999900348169337

|211] = 0.999898446802233

|212] = 0.412941414100592

|212] = 0.999884024390856

|z13] = 0.999899955672725

|z13] = 0.999884024390856

|214] = 0.999899955672725

|214] = 0.412941438893307

|215] = 0.967731540483027

|215] = 0.967747975739675

|z16] = 0.960677060969548

|216] = 0.960798702148952

|217] = 0.960677060969548

|z17] = 0.960798702148952

| 218] = 0.941167547350691

|218] = 0.941296577512918

|219] = 0.941167547350691

| 210| = 0.941296577512918

Tabelle 6.1: Betrige der Reglerpole: Regleriibertragungsfunktion G, . (2) fiir die untere
Schranke fo, . = 40 Hz und Gk, () fiir die obere Schranke bei fy, . = 53.3 Hz
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6.4 Messergebnisse AVC-Szenario am KFZ

Der komplette Messaufbau des AVC-Szenarios am KFZ, sieche Abbildung 6.1, ist schema-
tisch in Abbildung 6.10 aufgezeigt. Uber die MABX der Fa. dSPACE werden das CAN-

CAN- VKM /
Motordrehzahl Getriebe
..
Quertrager / P  Sensor >
! Chassis
v
_ Verstarker /
M»Q—» Regler »  Filter /
4 Aktor
dSPACE

Abbildung 6.10: Schematische Darstellung der einzelnen Komponenten der AVC-
Konfiguration am KFZ in einem Blockschaltbild

Motordrehzahlsignal des KFZ sowie das Sensorsignal des PCB-Beschleunigungssensors
eingelesen und entsprechend verarbeitet (roter Kasten Abbildung 6.10). Das CAN-
Signal nyor wird zur Grundfrequenz f, umgewandelt, skaliert und normiert, dies ent-
spricht dann dem normierten variierenden Parameter 6,,,,, € [—1,+1], siche Gl. (4.81).
Mit dem Beschleunigungssignal wird lediglich ein Soll-/Istvergleich durchgefiihrt. Bei ei-
ner Fiithrungsgrofie R(z) = 0 ist die Eingangsgrofie des Reglers entsprechend die negative
Einheitsriickfithrung des Beschleunigungssignals. Der Regler auf der MABX berechnet
eine Ausgangsgrofie, die dSPACE in Form eines Spannungssignals an die Verstérker-
/Filtereinheit weitergibt. Durch den Aktor wird eine Gegenschwingung produziert, die
den motorseitig erzeugten Schwingungen (emittiert durch das Getriebe) entgegenwirkt.

Im Folgenden eine Liste iiber die durchgefiihrten Testszenarien.

Testszenarien (TS) bei stehendem KFZ:

e 1.TS Annidhernd konstante Motordrehzahl bei 2690 [1/min)|

[
— Regler AN (bei 0[s]) - AUS (bei 5.6 [s]) - AN (bei 13.37[s]) - AUS (bei
21.88[s]) - AN (bei 27.67 [s]) - AUS (bei 33 03 [s])

e 2.TS Annidhernd konstante Motordrehzahl bei 3100 [1/min|

[
— Regler AN (bei 0 [s]) - AUS (bei 6.05 [s]) - AN (bei 14.98 [s]) - AUS (bei
25.18 [s])

e 3.TS Stufenférmige Erhohung der Motordrehzahl

— Regler AUS (bei 0[s]) - AN (bei 0.84[s]) - AUS (bei 5.51[s]) - AN (bei
10.91 [s]) - AUS (bei 16.05[s]) - AN (bei 19.84 [s]) - AUS (bei 25.21 [s])
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- AN (bei 30.39[s]) - AUS (bei 39.65[s]) - AN (bei 47.1 [s]) - AUS (bei
52.23[s])

e 4. TS GaspedalstoBie zwischen 2400 [1/min] und 3200 [1/min]
— Regler AN (bei 0s]) - AUS (bei 21.64 [s])- AN (bei 41.91 [s])

e 5.TS GaspedalstoBe zwischen 2400 [1/min] und 3200 [1/min] mit Uberschrei-
tung

— Regler AUS (bei 0[s]) - AN (bei 1.34 [s])- AUS (bei 39.95 [s])

Bei jedem Testszenario wurden die CAN-Motordrehzahl, die Stellgrofie des Reglers ug
sowie das Beschleunigungssignal des Sensors durch ControlDesk mitgeschnitten und auf-
gezeichnet. Aus dem Sensorbeschleunigungssignal ldsst sich mit der MATLAB-Funktion
»spectrogram(z,window,noverlap,nfft)* das Spektrogramm (wie im Unterabschnitt 5.2.3
beschrieben) dieses Signals zur besseren Anschauung erzeugen. Die folgenden Abbildun-
gen der Messergebnisse haben fiir die einzelnen Messszenarien jeweils den gleichen Aufbau.
In drei einzelnen Graphen sind von oben nach unten die CAN-Motordrehzahl, die Stell-
grofe des Reglers sowie das Sensorbeschleunigungssignal abgebildet. Beim Graph mit der
Motordrehzahl ist zusétzlich die untere (2400 [1/min]) sowie die obere Drehzahlschranke
(3200 [1/min]) in rot dargestellt. Der zweite Graph mit der Stellgrofle des LPV-Reglers
ist geméB dem dSPACE-Ausgang als Spannungssignal in [V] skaliert. Im dritten Graphen
ist das Beschleunigungssignal des Sensors neben dem Aktor in [m/s?] eine entscheidende
Kenngrofe hinsichtlich der Performance des kompletten AVC-Systems. In einer separaten
Abbildung ist zu jedem Testszenario jeweils das Spektrogramm des Beschleunigungssi-
gnals dargestellt. Durch das Spektrogramm wird das Unterdriicken einzelner Frequenzen
visuell vorteilhafter veranschaulicht. Anhand der Farbintensitét von blau (schwache Inten-
sitdt) zu rot (starke Intensitét), fiir alle Frequenzen iiber der Zeit, wird dies entsprechend
verdeutlicht.

Die Messergebnisse des 1.T'S sind in Abbildung 6.11 und Abbildung 6.12 dargestellt.
Die Motordrehzahl wird durch die Gaspedalstellung annéhernd konstant bei 2690 [1/min)|
gehalten und der Regler geméf der Reihenfolge AN - AUS - AN - AUS - AN - AUS
aktiviert oder deaktiviert. Am Beschleunigungssignal ist deutlich zu erkennen, dass bei
aktivem Regler eine Reduktion in der Beschleunigung von ca. 4 [m/s?] auf 2 [m/s?] statt-
findet. Im Spektrogramm, siche Abbildung 6.12, sind die fiinf eingestellten Ordnungen
(bei 2700 [1/min] — 90 [Hz], 135 [H 2], 180 [Hz], 225 [Hz| und 270 [Hz|) komplett unter-
driickt. Klar zu erkennen an den fiinf waagrechten Streifen (konstante Frequenz tiber der
Zeit) mit hoher Energieintensitit (rot), die bei aktiviertem Regler verschwinden. Jedoch
tritt bei aktiviertem Regler eine Frequenzverstarkung im Bereich um 150 Hz auf, dass dem
Waterbed Effect, sieche Hong und Bernstein (1998) sowie (Zhou und Doyle, 1998, S.98ff,
Ab.6.5), zuzuschreiben ist.

Erhoht man die Motordrehzahl auf 3100 [1/min], wie im 2.TS, ergibt sich das glei-
che Ergebnis, siche Abbildung 6.13. Die eingestellten fiinf Ordnungen bezogen auf die
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erhohte Motordrehzahl (bei ca. 3100 [1/min| — 104 [H z], 156 [H z], 208 [H z|, 260 [H z] und
312[Hz]) sind wieder komplett unterdriickt, sieche Spektrogramm in Abbildung 6.14.
Im 2. TS, mit der Aktivierungsreihenfolge AN - AUS - AN - AUS des Reglers, ist wie-
der eine signifikante Unterdriickung der Amplitude des Beschleunigungssignals vorhanden.

Wird die Motordrehzahl wie im 3. TS stufenformig erhoht, sieche Abbildung 6.15, erhilt
man die gleichen Ergebnisse. Bei diesem Testszenario wurde der Regler in kurzen Inter-
vallen aktiviert/deaktiviert (AUS - AN - AUS - AN - AUS- AN - AUS- AN - AUS
- AN - AUS). Langsame Drehzahlanstiege dndern nichts am Gesamtbild. Die Redukti-
onswirkung entspricht bei aktiviertem LPV-Regler weiter ca. 2 [m/s*]. Die Darstellung
des Spektrogramms, siche Abbildung 6.16, bestétigt dies visuell.

Entscheidend, hinsichtlich Stabilitdt und Performance des AVC-Ansatzes, wird es bei
den Szenarien 4. TS und 5.TS mit schnellen Motordrehzahlschwankungen zwischen 2400
[1/min] und 3200 [1/min]|. Gaspedalstofie beziehungsweise Lastwechselreaktionen fiihren
nicht zu einem instabilen Verhalten, siche Abbildung 6.17. Die Unterdriickungswirkung
bleibt weiterhin erhalten. Beim 4.T'S ist die Aktivierungsreihenfolge fiir den Regler AN -
AUS - AN. Das Beschleunigungssignal, siehe dritter Graph Abbildung 6.17, sowie das
Spektrogramm, sieche Abbildung 6.18, bestitigen die Reduktion der durch das Getriebe
emittierten Motorschwingungen. Voreingestellte Frequenzordnungen im Stérmodell wer-
den weitestgehend bis auf ein Minimum unterdriickt.

Beim 5. TS mit der Regleraktivierungsreihenfolge AUS - AN - AUS und schnelle-
ren/kiirzeren Lastwechselreaktionen verhélt sich der geschlossene Regelkreis ebenso sta-
bil, sieche Abbildung 6.19 und Abbildung 6.20. Bei aktiviertem LPV-Regler unter-
schreitet die Motordrehzahl die untere Schranke von 2400 [1/min| bei einer Messzeit von
30.97 [s]. Dies bedeutet, der variierende Parameter Orom liegt nicht mehr im vordefinier-
ten Wertebereich. Aufgrund einer Gegenkopplung beziehungsweise Beginn eines instabilen
Regelkreisverhaltens, fiihrt dies zu einem pragnanten Beschleunigungsausschlag am Sen-
sor. Die Unterschreitung des Motordrehzahlwertebereichs belauft sich zeitlich auf 0.46 [s]
und betrédgt 173 [1/min]. Aufler der kurzzeitigen Mitkopplung bleibt der Regelkreis trotz
Unterschreitung der unteren Motordrehzahlgrenze stabil und die Reduktionswirkung an-
schliefend weiter erhalten. Auch sehr schnelle kurzhubige Gaspedaldnderungen (zwischen
31.9[s] und 37.25 [s] Messzeit) verschlechtern nicht die Reduktionswirkung.

Zusammenfassend wurde in diesem Abschnitt die komplette AVC-Toolkette hardware-
sowie softwareseitig beschrieben. Des Weiteren wurde ein Modell der Regelstrecke identi-
fiziert, anhand dessen ein linear-fraktionaler LPV-Regler fiir einen vordefinierten Motor-
drehzahlbereich berechnet, implementiert und als AVC-System am KFZ erprobt wurde.
Messreihen verschiedener Testszenarien belegen bei Aktivierung des Reglers eine massive
Reduktion der emittierten Schwingungen am Quertréger.
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Abbildung 6.11: Messergebnis 1.TS (anndhernd konstante Motordrehzahl bei
2690 [1/min]) — Graph (von oben nach unten) der CAN-Motordrehzahl, der Stellgrofie

des Reglers (uyx dSPACE-Ausgang) und des Sensorbeschleunigungssignals; Regler AN -
AUS - AN - AUS- AN - AUS

2
[S(t.0)l
500 0
450
400
"~ 350
= -50
< 300
3 o ass ==y —
g 250 =
= [ ]
;l'-r: 200 | |
-100
150 | |
100 | |
50
0 = - - -150
5 10 15 20 25 30 35
Zeit [sec]

Abbildung 6.12: Messergebnis 1.TS (anndhernd konstante Motordrehzahl bei
2690 [1/min]) — Spektrogramm des Beschleunigungssignals; Regler AN - AUS - AN
- AUS - AN - AUS
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Abbildung 6.13: Messergebnis 2.TS (anndhernd konstante Motordrehzahl bei
3100 [1/min] ) — Graph (von oben nach unten) der CAN-Motordrehzahl, der Stellgréfie

des Reglers (uyx dSPACE-Ausgang) und des Sensorbeschleunigungssignals; Regler AN -
AUS - AN - AUS
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Abbildung 6.14: Messergebnis 2.TS (anndhernd konstante Motordrehzahl bei

3100 [1/min] ) — Spektrogramm des Beschleunigungssignals; Regler AN - AUS - AN -
AUS
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Abbildung 6.15: Messergebnis 3. TS (stufenformige Erhohung der Motordrehzahl) —
Graph (von oben nach unten) der CAN-Motordrehzahl, der Stellgrofie des Reglers (ux
dSPACE-Ausgang) und des Sensorbeschleunigungssignals; Regler AUS - AN - AUS -
AN - AUS- AN - AUS- AN - AUS- AN - AUS
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Abbildung 6.16: Messergebnis 3.TS (stufenférmige Erhohung der Motordrehzahl) —
Spektrogramm des Beschleunigungssignals; Regler AUS - AN - AUS - AN - AUS -
AN - AUS- AN - AUS- AN - AUS
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Abbildung 6.17: Messergebnis 4.TS (Gaspedalstofie zwischen 2400 [1/min] und
3200 [1/min]) — Graph (von oben nach unten) der CAN-Motordrehzahl, der Stellgrofie
des Reglers (ux dSPACE-Ausgang) und des Sensorbeschleunigungssignals; Regler AN -
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Abbildung 6.18: Messergebnis 4.TS (GaspedalstoBie zwischen 2400 [1/min] und
3200 [1/min]) — Spektrogramm des Beschleunigungssignals; Regler AN - AUS - AN
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Abbildung 6.19: Messergebnis 5.TS (Gaspedalstofie zwischen 2400 [1/min] und
3200 [1/min] mit Uberschreitung) — Graph (von oben nach unten) der CAN-
Motordrehzahl, der Stellgrofe des Reglers (ux dSPACE-Ausgang) und des Sensorbe-
schleunigungssignals; Regler AUS - AN - AUS
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Abbildung 6.20: Messergebnis 5.TS (Gaspedalstofie zwischen 2400[1/min] und
3200 [1/min] mit Uberschreitung) — Spektrogramm des Beschleunigungssignals; Regler
AUS - AN - AUS
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird ein regelungstechnischer LPV-Ansatz, basierend auf der
H,-Theorie, durch theoretische Neuerungen fiir die praktische Anwendung einer Aktiven
Schwingungskompensation am KFZ angepasst und erprobt. Ziel ist es, die vom Verbren-
nungsmotor des KFZ erzeugten Schwingungen, emittiert durch das Getriebe, am Quer-
trager durch ein AVC-System zu reduzieren beziechungsweise zu unterdriicken. Dabei wer-
den drei wesentliche Schwerpunkte bearbeitet. Die ersten beiden Schwerpunkte befassen
sich mit den theoretischen Neuerungen, wobei im dritten Schwerpunkt Simulationsstudi-
en, die praktische Realisierung sowie die Erprobung am KFZ im Vordergrund stehen.

Der modellbasierte LPV-Reglerentwurf erfordert ein LPV-Modell der verallgemeinerten
Strecke, bestehend aus dem Stormodell, dem Regelstreckenmodell sowie den Filtern fiir
die Performance-Kriterien. In Abschnitt 2 wird das relevante zeitdiskrete Stormodell ei-
ner iiberlagerten Schwingung aus harmonischen Einzelschwingungen hergeleitet. Auf Ba-
sis eines zeitkontinuierlichen, invarianten Modells einer harmonischen Schwingung wird
zunachst mit Hilfe von Diskretisierungsmethoden entsprechend das zeitkontinuierliche
Modell in ein Zeitdiskretes umgewandelt. Da die erzeugten Motorschwingungen zum einen
drehzahlabhéngig und zum anderen grofitenteils aus der Motordrehfrequenz plus deren
Harmonischen bestehen, wird letztlich ein zeitdiskretes, invariantes Modell einer Mul-
tisinusschwingung entwickelt, siehe Gl. (2.18)-Gl. (2.19), und im Weiteren verwendet.
Abhéngig von der Anzahl an benétigten Frequenzen wird durch eine Parallelschaltung
von Modellen einzelner Sinusschwingungen entsprechend ein Multisinusmodell erzeugt.
Ausgehend von diesem Modell ergeben sich beim Erstellen des LPV-Stormodells, mit der
Motordrehzahl/Motordrehfrequenz als variierender Parameter, die folgenden Problemstel-
lungen. Jede Frequenz im Multisinusstérmodell benttigt aufgrund der Struktur der diskre-
ten Systemmatrix, jeweils einen variierenden Parameter. Eine grofle Anzahl an Frequenzen
bedeutet eine groffle Anzahl an variierenden Parametern, dies ist beim Reglerentwurf nicht
mehr realisierbar. Dabei ist es irrelevant, ob die variierenden Parameter sich als polytope
Menge oder als Menge von Systemunsicherheiten darstellen lassen. Hierfiir wurden zwei
neuartige Methoden entwickelt, das zeitdiskrete Stérmodell eines Multisinus Gl. (2.18)
fallspezifisch so zu approximieren, dass die Abhéngigkeit ein variierender Parameter pro
Frequenz aufgehoben wird.

In Abschnitt 3 ist der polytope LPV-Fall betrachtet worden. Zunéchst sind die theo-
retischen Grundlagen sowie die Reglersynthese Gl. (3.37)-(3.40) kurz und pragnant her-
geleitet worden. Die Wertemenge des variierenden Parameters ist ein Polytop. Bei einem
Parameter bedeutet dies eine Gerade mit unterer und oberer Schranke, also zwei Ecken.
Dabei entsprechen p Frequenzen p variierenden Parametern und somit 2P Ecken. Das
Problem mit der Abhéngigkeit zwischen Frequenz und variierendem Parameter wurde
durch eine Approximation der nichtlinearen Kosinusfunktion gelost. Anstelle der Kosi-
nusfunktion kann durch eine Reihenentwicklung mit zwei Parametern, siche Gl. (3.64),
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jede Frequenz aus der Grundfrequenz multipliziert mit einem Faktor und anschlieBender
Summation erzeugt werden. Somit ist eine Reduzierung der 2P Ecken auf 22 Ecken, un-
abhéngig von der Anzahl an variierenden Parametern p, erreicht worden. Ein Stérmodell
fiir eine iiberlagerte Storung (aus harmonischen Einzelschwingungen) mit einer beliebigen
Anzahl an Frequenzen ldsst sich somit durch zwei variierende Parameter, die ein Poly-
top mit vier Ecken aufspannen, erzeugen. Die Erstellung der verallgemeinerten Strecke
ergibt sich dann geméifl der konzeptionellen Zuordnung der auftretenden Stérung auf den
Streckeneingang oder den Streckenausgang, siche hierzu Gl. (3.74)-Gl. (3.82) sowie Ab-
bildung 3.4. Bei der Reglersynthese erhilt man fiir jede Ecke einen LTI-Regler, aus
denen in Echtzeit der LPV-Regler interpoliert wird.

Beim linear-fraktionalen Ansatz ergibt sich dieselbe Problemstellung, pro Frequenz ein
variierender Parameter, jedoch wurde hierfiir eine andere Losung entwickelt, siehe Ab-
schnitt 4. Geméafl dieser Methode werden die variierenden Parameter zu einer Menge
zusammengefasst und als Streckenunsicherheit betrachtet. Das sich ergebende System mit
Unsicherheit hat eine LF-Form. Indem man das LPV-Stormodell in eine LF-Form umwan-
delt, hebt man die Abhéngigkeit ein variierender Parameter pro Frequenz auf. Dabei wird
nicht die Kosinusfunktion approximiert, sondern die Modellparameter des LF-Modells
werden, abhéngig von der Grundfrequenz, fiir jede einstellbare Frequenz durch eine Opti-
mierung berechnet. Somit ergibt sich nur ein variierender Parameter pro Frequenz, siche
Gl. (4.81), die Grundfrequenz beziehungsweise die Motordrehfrequenz. Die verallgemei-
nerte Strecke beinhaltet somit ein LPV-Stérmodell in LF-Form, das lediglich durch einen
variierenden Parameter bestimmt ist, siche Gl. (4.87)-Gl. (4.94) sowie Abbildung 4.5.
Bei der Reglersynthese erhilt man die Reglermatrizen, siche Gl. (4.36), die fiir den gesam-
ten Frequenzbereich giiltig sind und aus denen in Echtzeit der LPV-Regler Gl. (5.17)-GL
(5.18) berechnet wird.

Anhand eines einfachen praktischen Modells einer Drosselklappe wurden beide Ansétze
in MATLAB/Simulink implementiert und im 5. Abschnitt in der Simulation hinsicht-
lich der Auslegungskriterien getestet. Beide Neuerungen, polytopes LPV-Stérmodell mit
zwei variierenden Parametern sowie das LPV-Stormodell in LF-Form mit einem variieren-
den Parameter, konnten umgesetzt und durch Simulationen validiert werden. Es wurden
bei beiden Methoden jeweils zehn Frequenzen im Stérmodell vorgegeben und diese dann,
bei entsprechender Stérung, im geschlossenen Kreis unterdriickt. Bezogen auf die vorge-
gebenen Simulationskonfigurationen konnten bei der Reglersynthese folgende Kenntnisse
gewonnen werden:

e Polytoper Ansatz

— Je groBler die Ordnung der verallgemeinerten Strecke, desto schwieriger ist das
Finden eines LPV-Reglers.

— Das Finden eines stabilen LPV-Reglers ist nur mit groflem Aufwand moglich.
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e Linear-fraktionaler Ansatz

— Das Finden eines stabilen LPV-Reglers ist auch fiir verallgemeinerte Strecken
mit groferer Ordnung moglich.

— Der linear-fraktionale Ansatz hat im Vergleich zum polytopen Ansatz eine
schlechtere Regelgiite.

Im 6. Abschnitt wurde der dritte Schwerpunkt dieser Arbeit ausgefiihrt. Dabei ging es
um die praktische Umsetzung der theoretischen Ansétze in Form eines AVC-Systems am
KFZ. Das Testfahrzeug wurde mit Sensorik und Messtechnik ausgeriistet. Zum Unter-
driicken der motorseitig entstehenden Schwingungen am Querbalken wurde ein elektro-
magnetischer Massenschwinger verwendet. Die Regelstrecke wurde identifiziert und aus
den Messungen ein entsprechendes zeitdiskretes Modell erstellt. Aus den Kenntnissen der
Simulationsstudien mit der Drosselklappe und der Tatsache, dass das Regelstreckenmodell
nicht zu hundert Prozent der Realitédt entspricht, konnte lediglich der linear-fraktionale
Ansatz umgesetzt werden. Der instabile LPV-Regler vom polytopen Ansatz war am KFZ
nicht realisierbar. Messergebnisse belegen das positive Ergebnis des LF-Ansatzes. Hard-
wareseitig konnten fiinf Frequenzen im LPV-Stérmodell eingestellt werden, sodass der
echtzeitfahige C-Code des LPV-Reglers noch auf der MABX I der Fa. dSPACE lauffihig
war. Die eingestellten Frequenzen wurden im Drehzahlband von 2400 — 3200 [1/min], bei
konstanten sowie standig énderten Drehzahlen, unterdriickt. Zeitverlaufe sowie das Spek-
trogramm des Beschleunigungssignals vom Sensor am Querbalken zeigen, bei Aktivierung
des Reglers, eine deutliche Reduktion der Schwingungen von 4 [m/s?] auf 2 [m/s?]. Insge-
samt wurden fiinf verschiedene Testszenarien durchgefiihrt, alle mit demselben positiven
Ergebnis.

Es wird angemerkt, dass es von Seiten der MABX I Hardwarebeschrankungen beziiglich
der maximalen Anzahl an einstellbaren Frequenzen im LPV-Stérmodell, bei einer fixen
Regelstreckenordnung, gab. Auf der MABX I der Fa. dSPACE lief bei einer Abtastzeit
von 1 ms nur echtzeitfihiger C-Code eines LPV-Reglers mit maximal 20ter Ordnung.
Wurde die Abtastzeit halbiert, so musste die Ordnung des Reglers auf 16 reduziert wer-
den. Des Weiteren gab es Beschrankungen im LF-Ansatz, in Form des definierten Motor-
drehzahlbandes sowie der Anzahl an einstellbaren Frequenzen im Stormodell, fiir die ein
LPV-Regler optimiert werden kann. Je gréfler die Anzahl an Frequenzen im Stérmodell
und somit die Ordnung der verallgemeinerten Strecke, desto kleiner das mogliche Motor-
drehzahlband und umgekehrt.

Daraus ergeben sich folgende offene Punkte fiir weiterfithrende Arbeiten. Theoriebasiert
gibt es sowohl fiir den polytopen sowie fiir den linear-fraktionalen Ansatz keine Restrikti-
on hinsichtlich instabiler LPV-Regler durch die Optimierung. Dies gilt es auf theoretischer
Ebene detaillierter zu untersuchen und Losungen in puncto der polytopen Reglersynthese
zu erarbeiten, sodass ein stabiler, polytoper LPV-Regler optimiert wird. Eine Méglichkeit
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wére, wie in Ballesteros u. a. (2014a, 2014b) beschrieben, das Polytop (Quadrat) durch
ein Dreieck zu ersetzen. Somit miissten nur drei LTI-Regler in der Berechnung optimiert
werden, was das Finden eines stabilen LPV-Reglers vermutlich erleichtert. Im néchsten
Schritt konnte dann der stabile, polytope LPV-Regler praktisch umgesetzt und in der
AVC-Konfiguration getestet werden. Eine weitere Aufgabe, die bestehende MABX T durch
eine MABX II (leistungsstirkerer Prozessor und mehr Arbeitsspeicher) zu ersetzen und
somit die Performance des AVC-Systems zu verbessern. Momentan kénnen maximal fiinf
Frequenzen im LPV-Stérmodell vorgegeben und praktisch erprobt werden. Mit der MABX
IT kann die Anzahl an Frequenzen im Stérmodell, bei gleichbleibender Ordnung der ver-
allgemeinerten Strecke, vermutlich erhoht werden, sodass echtzeitfahiger C-Code eines
LPV-Reglers (> 20ter Ordnung) laufféhig sein wird.
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Stabilitit

Definition 1: (Einfache) Stabilitdt (Unbehauen, 2007, S.223f)

Die Ruhelage x(t) = 0 des autonomen Systems in Zustandsraumdarstellung
x(t) =fx(t)], x(0)=x%0, u(t)=0 (A.1)

heifit stabil (im Sinne von Ljapunow), wenn fiir jede reelle Zahl ¢ > 0 eine andere reelle
Zahl § = 0(€) > 0 existiert, sodass fiir alle x(0) mit

[x(0)[| < d(e) (A.2)
die Bedingung
[x(@)] <e, t>0 (A.3)

erfiillt ist. Dabei beschreibt die Euklidische Norm ||x|| des Vektors x(0) die Entfernung
des Zustandspunktes von der Ruhelage 0 und zwar durch die Linge des Zustandsvektors

Definition 2: Asymptotische Stabilitéit (Unbehauen, 2007, S.224)
Die Ruhelage x(t) = 0 des Systems geméfl Gl. (A.1) heifit asymptotisch stabil, wenn
sie stabil ist und wenn fiir alle Trajektorien x(t), die hinreichend nahe bei der Ruhelage
beginnen,

Jim [[x(#)[} =0 (A.5)
gilt. Die Gesamtheit aller Punkte des Zustandsraums, die Anfangspunkte solcher Trajekto-
rien sein konnen, die fiir £ — oo gegen die Ruhelage konvergieren, wird als Finzugsbereich

der Ruhelage bezeichnet. Umfasst der Einzugsbereich den gesamten Zustandsraum, so
heifit die Ruhelage global asymptotisch stabil.

Direkte Methode von Ljapunow (Unbehauen, 2007, S.225)

... Dies legt den Schluss nahe, dass eine stabile Ruhelage dadurch gekennzeichnet sein
muss, dass die zeitliche Anderung der Gesamtenergie des Systems in der Umgebung der
Ruhelage nie positiv wird. Gelingt es nun, die Energie als Funktion der Zustandsgrofien
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darzustellen, und fiir diese skalare Funktion V' (x) zu zeigen, dass

V(x)>0 fiir alle x#0,
=0

(x)
V(x)#0 (A.6)

<

1.
2. fiir x=0,
3.

wird, so hat man die Stabilitdt der Ruhelage ohne explizite Kenntnis der Losungen be-
wiesen.

Definitheit (Unbehauen, 2007, S.225f)
Eine Funktion V' (x) heifit positiv definit in einer Umgebung €2 des Ursprungs x = 0, falls

1. V(x)>0  fiir alle x €, x # 0
=0 fiir x=0 (A.7)

gilt. V(x) heifit positiv semidefinit in €2, wenn sie auch fiir x # 0 den Wert Null annehmen
kann, das heiffit wenn

fiir alle x € (),
fiir x=0 (A.8)

wird. Die Begriffe negativ definit und negativ semidefinit werden ganz entsprechend defi-
niert.

Funktion in quadratischer Form (Unbehauen, 2007, S.226f)
Eine wichtige Klasse positiv definiter Funktionen V' (x) hat die quadratische Form

V(x) =x"Px, (A.9)

wobei P eine symmetrische Matrix sei. Als zweidimensionales Beispiel sei die Funktion

xr
Vg, @2) = [21 2] [];H pm} { 1} = puai + 2p1o®1T2 + oo
12 P22] [T2

betrachtet. Auch wenn alle Elemente von P positiv sind, ist wegen des gemischten Pro-
dukts die Funktion nicht unbedingt positiv definit. Durch quadratische Ergénzung erhélt
man

P ? P}

12

V (21, 12) = piy (9:1 + —5132) - (p22 - ﬁwz) x5
P11 P11
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und damit als zusétzliche Bedingung

2

p
1922—L2 >0,
P11

was gleichbedeutend ist mit
detP > 0.

Eine Verallgemeinerung fiir Matrizen hherer Dimension stellt das Kriterium von Sylvester
dar:

Die quadratische Form V(x) = x?Px ist positiv definit, falls alle (,nordwestlichen®)
Hauptdeterminanten von P positiv sind.

Geniigt eine Matrix P dem Kriterium von Sylvester, so wird sie auch als positiv definit
bezeichnet.



