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Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Dissertation werden verschiedene Methoden zur Berechnung optima-
ler Rennlinien im dynamischen Grenzbereich untersucht. Dabei kommen verschiedene
Fahrzeugmodelle und Optimierungsalgorithmen zum Einsatz. Zunéchst berechnen wir
mit den verschiedenen Modellen und Algorithmen offline optimierte Trajektorien. Dar-
aufhin werden ausgewéhlte Trajektorien mit einem Versuchsfahrzeug getestet und in Zu-
sammenarbeit mit Testfahrern bewertet. Die besten Trajektorien dienen anschlieSend als
Vergleichsrennlinie fiir die Entwicklung eines vereinfachten Fahrzeugmodells, das sich zur

online-Optimierung von Rennlinien auf Rennstrecken eignet.

Fiir dieses vereinfachte Fahrzeugmodell entwickeln wir ein Optimalsteuerungsproblem, das
als Onlinebahnplanung auf einem Versuchsfahrzeug berechnet wird. Zentraler Bestandteil
des vereinfachten Fahrzeugmodells ist eine Bogenldngenparametrisierung und eine Ent-
kopplung der Berechnung von Geschwindigkeitsprofil und Trajektorie. Nach den ersten
erfolgreichen online-Testfahrten werden auch Rennlinien mit Fahrbahnhindernissen ge-
testet. Die Vorausschau der online berechneten Trajektorien ist durch die Rechenzeiten
des verwendeten Optimierers OCPID-DAE1 beschrankt.

Zur Verbesserung der Rechenzeiten wird im Rahmen dieser Arbeit ein neuer Optimierer
zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen namens O CPBASIC entwickelt. Dieser Opti-
mierer zeichnet sich durch eine geschickte Strukturausnutzung der linearen Gleichungssys-
teme aus, welche beim Losen von Optimalsteuerungsproblemen entstehen. Im Vergleich zu
namhaften Softwareroutinen zur Losung von diinn besetzten linearen Gleichungssystemen,
wie MABH7, verbessern sich die Rechenzeiten durch die Strukturausnutzung der linearen
Gleichungssysteme deutlich. Zuletzt wird der Optimierer OCPBASIC auf das vereinfach-
te Fahrzeugmodell der Onlinebahnplanung angewandt. Durch die verbesserte Rechenzeit
kénnen wir mit OCPBASIC fiir das vereinfachte Fahrzeugmodell auch Trajektorien mit

einer hoheren Vorausschau effizient berechnen.
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Motivation und Forschungsschwerpunkt

Autonomes Fahren ist derzeit, neben der Elektromobilitdt und anderer regenerativer An-
triebstechniken, einer der zentralen Forschungsschwerpunkte in der Automobilindustrie.
Das Ziel dieser Forschungen im Automobilbereich ist es, dass Fahrzeuge immer mehr
Aufgaben des Fahrers iibernehmen. Beim voll autonomen Fahren soll sogar komplett auf
Fahrereingriffe verzichtet werden konnen. Um diese Zielsetzungen zu erreichen, muss eine
Vielzahl von technischen Herausforderungen gelost werden. Diese Herausforderungen be-
ginnen bereits bei einer fehlerfreien Erkennung der Fahrzeugumgebung. Dazu benétigen
Fahrzeuge eine Ausstattung mit zahlreichen Sensorsystemen, wie GPS, Radarsensoren,
Lidar-Sensoren und Kameras. Die resultierenden Datenmengen miissen wéhrend der Fahrt
durch Rechnerhardware im Fahrzeug verarbeitet und ausgewertet werden. Das sich dar-
aus ergebende Fahrzeugumfeld wird anschlieBend an eine Bahnplanereinheit iibergeben,
welche die Umgebungsdaten bewertet und die geplante Fahrzeugtrajektorie an die Situa-
tion anpasst. Neben der Bahnplanereinheit muss auch eine Steuer- und Regelungseinheit
entwickelt werden, welche die geplante Trajektorie mit der elektromechanischen Aktua-
torik von Motor, Lenkung und Bremse umsetzt. Diese Arbeit wird sich vor allem mit der

Bahnplanung befassen.

Eine der starksten Motivationen fiir die Entwicklung des autonomen Fahrens ist die Erho-
hung der Sicherheit im StraBlenverkehr im Bezug auf Fahrfehler und Fehleinschétzungen
von Autofahrern. Dafiir sollten autonome Fahrzeuge auch in der Lage sein, in extremen
Situationen richtig zu handeln. Dementsprechend miissen die Umfelderkennung, Bahnpla-
nung, Steuer- und Regelungsalgorithmen auch im dynamischen Grenzbereich funktionie-

ren. Um an den einzelnen Bereichen fiir das autonome Fahren forschen zu kénnen, sind
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moglichst isolierte Tests der einzelnen Forschungsschwerpunkte durchzufiithren. Zur Aus-
legung der Bahnplanung, Steuer- und Regelungsalgorithmen fiir den dynamischen Grenz-
bereich, wird auf Rennstrecken zuriickgegriffen. Hier kann ein autonomes Fahrzeug, ohne
andere Verkehrsteilnehmer zu gefdhrden, im Bereich der dynamischen Grenzen fahren.
Natiirlich kann auch dabei nicht komplett auf Umweltdaten verzichtet werden. Jedoch
lassen sich Daten, wie die Fahrzeugposition, auf fest definierten Rennstrecken leichter
und genauer bereitstellen, als dies im normalen Straflenverkehr mdoglich wére. Bei der
Bahnplanung und den Steuer- und Regelungsalgorithmen miissen wir zwischen Echtzeit
und online-Algorithmen unterscheiden. Wéahrend die Steuer- und Regelungsalgorithmen
in Echtzeit benétigt werden, kann die Bahnplanung auch online erfolgen. Der Begriff
Echtzeit ist nach der DIN ISO/IEC 2382 (frither DIN 44300) definiert, welche im wesent-
lichen fordert, dass anfallende Daten sofort verarbeitet werden und die Berechnungser-
gebnisse nach einer festgelegten Zeitspanne verfiigbar sind. Anders ldsst sich der Begriff
online mit weicheren Anforderungen versehen, die wir benétigen, um fiir die Bahnpla-
nung auch iterative Algorithmen aus der Optimalsteuerung verwenden zu koénnen. Unter
einer Onlinebahnplanung verstehen wir in dieser Arbeit einen Algorithmus, der in den
meisten Féllen in einer festgelegten Zeitspanne eine optimale Trajektorie berechnen kann.
Zusétzlich muss die Bahnplanung robust genug sein, um noch wahrend des Abfahrens der
letzten zuléssigen Trajektorie eine neue Trajektorie zu generieren. Im Rahmen der in die-
ser Arbeit durchgefiihrten Fahrversuche wurde das Versuchsfahrzeug und entsprechende
Steuer- und Regelungsalgorithmen von der Forschungs- und Entwicklungsabteilung des

Projektpartners der Volkswagen AG bereitgestellt und betreut.

1.2 Stand der Technik

Wie beschrieben sind fiir diese Arbeit unter den vielen Forschungsbereichen zum autono-
men Fahren insbesondere die Bereiche Umfelderkennung, Steuer- und Regelungsalgorith-
men und Bahnplanung relevant. Zu allen drei Bereichen gibt es mehrere Forschungspro-
jekte mit verschiedensten Forschungsergebnissen.

Im Bereich der Umfelderkennung spielen vor allem Sensoren eine wichtige Rolle. Einen
Uberblick iiber die verschiedensten Sensoren, welche im Fahrzeugbereich Anwendung fin-
den gibt [26]. Erste Ergebnisse zur Umfelderkennung im Bereich des autonomen Fahrens
lassen sich bereits 1986 bis 1989 in [30], 24], 25] finden. Aufbauend auf diese Arbeiten sind
zahlreiche weitere Forschungsergebnisse entstanden. Im Bereich der Objektwahrnehmung
und Umgebungserfassung konnen die Arbeiten [56, 64] genannt werden. Weitere Ergeb-

nisse zur Objektbildung aus Sensormessdaten finden sich in [67]. Durch Objekterkennung
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gestiitzt konnen auch wie in [63] Navigationsstrategien abgeleitet werden.

Eine Arbeit zur Bahnplanung und Regelung eines Elektrofahrzeugs aulerhalb des dyna-
mischen Grenzbereichs findet sich in [65]. Die grundlegende Idee von der Kopplung Regler
und Bahnplanung ist in [65] &hnlich zum Ansatz dieser Arbeit. Eine besondere Heraus-
forderung im Bezug auf das autonome Fahren auf Rennkursen, ist die Auslegung eines
Bahnfolgereglers fiir den dynamischen Grenzbereich, welche in [53] gezeigt wird.
Aufgrund des groflen Forschungsinteresses in der Automobilindustrie gibt es einige For-
schungsprojekte und Ergebnisse zur Bahnplanung autonomer Fahrzeuge. Bereits 2009
wurde im Rahmen eines Vorldauferprojekts, eine durch Optimalsteuerung berechnete Bahn-
planung [42], durch einen Bahnfolgeregler mit einem realen Versuchsfahrzeug nachgefah-
ren. Die Berechnung der Trajektorie erfolgte dabei allerdings noch offline, somit vor der
Testfahrt. Simulierte Ergebnisse zur Bahnplanung durch Optimalsteuerung auf einem Mo-
ving Horizon lassen sich bereits in [39] 38] finden. Weitere grundlegende Untersuchungen
beziiglich Fahrdynamik und optimaler Steuerung von Fahrzeugen sind in [57, 68| zu finden.
In [46] werden separate Algorithmen zur Fahrzeuglangsfithrung und Fahrzeugquerfithrung
vorgestellt und auch in einem Versuchsfahrzeug getestet. Eine dhnliche Arbeit, die sich
mit der Generierung von Trajektorien zu zeitkritischen Verkehrsszenarien befasst ist in
[73] zu finden. Auch die Konzepte dieser Arbeit wurden durch Testfahrten mit einem
Versuchsfahrzeug validiert. Eine Methode zur schnellen Berechnung von Rennlinien im
dynamischen Grenzbereich ist in [54] beschrieben. Diese ist auch mit Fahrzeugtests und
einem Vergleich mit Testfahrern validiert. Darauf aufbauend werden auch Algorithmen
zur online-Umplanung fiir Hindernisse in [33] und [66] vorgestellt.

Weitere Forschungsergebnisse beziiglich einer Optimierung der Rundenzeiten auf Renn-
kursen sind in [55] zu finden. Auch fiir die Berechnung von Trajektorien zum Uberholen
auf Rennkursen werden in [I7] Methoden vorgestellt.

Ein weiteres Forschungsgebiet, das fiir diese Arbeit relevant ist, sind Algorithmen aus der
Optimalsteuerung. Die Grundlagen zur Optimalsteuerung sind in [2, I8, 13| [40, 4] be-
schrieben. Interessant sind allerdings insbesondere leistungsstarke, robuste und schnelle
Optimierer. Dabei spielen in der heutigen Forschung vor allem Algorithmen fiir nichtlinea-
re restringierte Optimierungsprobleme [43] (60} 35 20] eine grofie Rolle. Die Leistungsstérke
und Robustheit von Optimierern ist dabei, insbesondere von einer effizienten Implemen-
tierung, wie in [72] und [52] beschrieben abhingig. Fiir einen besseren Uberblick wurde
eine Auswahl von aktuellen Softwarepaketen zur Losung von Optimalsteuerungsproble-

men zusammengestellt.

1. FORCES PRO: [27, 28]

Ein speziell fiir nichtlineare modellpréadiktive Regelung entwickelter kommerzieller
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Optimierer, der insbesondere auf online-Lauffdhigkeit ausgelegt ist.

. FALCON.m: [61]

Eine freie Software zur Diskretisierung von Optimalsteuerungsproblemen in MAT-
LAB, die zur Implementierung, zum Losen und zur Analyse von Optimalsteue-
rungsproblemen verwendet werden kann. Zur Losung von restringierten nichtlinea-

ren diskreten Optimierungsproblemen koénnen verschiedene Optimierer, wie IPOPT
[22, [70, [7T] oder SNOPT [44] verwendet werden.

. CasADi: [3]

Eine freie Software fiir algorithmische Differenzierungsverfahren, welche zur Dis-
kretisierung und zum Losen von Optimalsteuerungsproblemen verwendet werden
kann. Zur Losung von restringierten nichtlinearen diskreten Optimierungsproblemen
konnen verschiedene Optimierer, wie IpopT [22] [70, [7T] oder SNOPT [44] verwendet

werden.

. PINS: [7, 5] 6]

Ein Optimierer zur Lésung von Optimalsteuerungsproblemen durch ein indirektes
Penalty-Verfahren. Beutet gezielt die Struktur der linearen Gleichungssysteme eines
indirekten Penalty-Verfahrens aus. Gestiitzt durch ein Softwaretool fiir Maple kann,
durch symbolische Differentialrechnung, fiir den Optimierer, passender C++ Code,

fiir verschiedenste Optimalsteuerungsprobleme, erzeugt werden.

. OCPID-DAET1: [36]

Ein Optimierer des Instituts fiir Angewandte Mathematik und Wissenschaftliches
Rechnen, der Universitdt der Bundeswehr Miinchen von Matthias Gerdts. Imple-
mentiert unter Verwendung von BFGS-Updates, Einfach- und Mehrfachschieflver-
fahren und der Losung von restringierten nichtlinearen diskreten Optimierungspro-
bleme durch ein SQP-Verfahren mit dicht besetzten Matrizen. Dieser Optimierer
wird im Rahmen dieser Arbeit in Kapitel [3] zur Losung von Optimalsteuerungspro-

blemen verwendet.

. OCPBasic: [51], 48]

Ein im Rahmen dieser Arbeit entwickelter Optimierer, welcher auf Basis einer ei-
genstandigen Implementierung eines Innere-Punkte-Verfahrens (IPBaAsic [50]) ent-
steht. Dieser Optimierer beutet gezielt die Struktur der linearen Gleichungssysteme
von diskretisierten Optimalsteuerungsproblemen aus. Eine ausfiihrliche Beschrei-

bung der Funktionsweise dieses Optimierers kann in Kapitel |4] gefunden werden.
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Im Rahmen dieser Arbeit werden die Optimierer OCPID-DAE1 und OCPBASIC zur
Losung von Optimalsteuerungsproblemen verwendet. Beide Optimierer wurden am In-
stitut fiir Angewandte Mathematik und Wissenschaftliches Rechnen der Universitét der
Bundeswehr Miinchen entwickelt. Dabei liegt das Forschungsinteresse im Vordergrund.
Da fiir beide Optimierer der gesamte Quellcode vorliegt, kann die Software gezielt fiir den

Einsatzbereich in der Onlinebahnplanung angepasst werden.

1.3 Zielsetzungen und eigene Beitrige

Ziel dieser Arbeit ist es, verschiedene Methoden und Algorithmen der Optimalsteuerung
im Hinblick auf Onlinebahnplanung zur Berechnung von Rennlinien zu untersuchen. Da-
bei sollen unterschiedlich komplexe Fahrzeugmodelle und dynamische Beschrankungen
herangezogen werden. Zunéchst wollen wir mit Hilfe von offline berechneten Trajektorien
die Qualitét der Rennlinien von einzelnen Bahnplanern durch ein Nachregeln der Bahnen
messen und im Anschluss gemeinsam mit Testfahrern bewerten. Anhand der Bewertung
einzelner Methoden und Algorithmen hinsichtlich der Qualitdt der Rennlinien, der Ro-
bustheit des Optimierers und der Lange der Rechenzeiten, wollen wir im Anschluss einen
der Ansétze auswéhlen, um eine Onlinebahnplanung zu realisieren. Diesen Algorithmus
wollen wir anschieffend fiir den Online-Betrieb auf einem Versuchsfahrzeug anpassen und
auf einer Rennstrecke testen.

Die Forschungsbeitréige, welche im Rahmen dieser Zielsetzungen entstanden sind, umfas-
sen folgende Punkte. Ein erster Beitrag ist die Parametrisierung und Weiterentwicklung
eines Optimalsteuerungsproblems fiir das Einspurmodell zur Berechnung optimaler Renn-
linien. Die Weiterentwicklung erfolgt anhand des in [42] entwickelten und beschriebenen
Optimalsteuerungsproblems. Ein weiterer Beitrag ist die Entwicklung eines Algorithmus
zu Berechnung von Rennlinien durch dynamische Programmierung. Hierzu wurde im Rah-
men Arbeit auch eine Publikation [47] veroffentlicht. Uber den Umfang von [47] hinaus
definieren wir im Rahmen dieser Arbeit auch eine modifizierte Variante des Algorithmus,
welche den Speicheraufwand reduziert. Einer der zentralen Forschungsbeitrige ist die
Entwicklung eines vereinfachten Fahrzeugmodells und die Entkopplung der Berechnung
von Trajektorien und Geschwindigkeitsprofilen. Dieser Algorithmus entspricht einem gu-
ten Kompromiss zwischen der Qualitit der Rennlinien und den benétigten Rechenzeiten.
Der wichtigste Punkt hinsichtlich der Zielsetzung dieser Arbeit ist, dass eine Onlinebahn-
planung unter Verwendung des vereinfachten Fahrzeugmodells und der Entkopplung der
Berechnung von Trajektorien und Geschwindigkeitsprofilen realisiert werden kann. Die-

se Onlinebahnplanung wird im Rahmen dieser Arbeit auch auf einem Versuchsfahrzeug
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getestet.

Ein Forschungsbeitrag, der Onlinebahnplanung beziiglich der Rechenzeiten weiter verbes-
sern soll ist die Entwicklung eines Verfahrens zur Strukturausnutzung eines Optimalsteue-
rungsproblems in einem Innere-Punkte-Verfahren. Zur grundlegenden Funktionsweise die-
ser Strukturausnutzung und des zugehorigen Verfahrens wurde im Rahmen Arbeit auch
eine Publikation [48] verdffentlicht. Um die Strukturausnutzung realisieren zu konnen wird
ein Innere-Punkte-Verfahren nach Vorbild zu IPOPT erarbeitet, welches in Form Softwa-
repakets namens IPBASIC implementiert wird. Durch eine direkte Diskretisierung von
Optimalsteuerungsproblemen und die Strukturausnutzung des zu losenden linearen Glei-
chungssystems entsteht das Optimierungspaket OCPBAsIC. OCPBASIC ist demnach eine
eigenstandige Optimierungssoftware zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen, welche
aus dieser Arbeit hervorgeht. Besonders hervorzuheben ist, dass beziiglich der Rechenzei-
ten, OCPBASIC mit Optimierern wie IPOPT mithalten beziehungsweise diese auch schla-
gen kann. Ein weiterer Vergleich erfolgt im Bezug auf das Losungsverfahren zu Losung
des linearen Gleichungssystems. Hierbei wird die Losung des linearen Gleichungssystems
mit Hilfe der Strukturausnutzung, mit der Softwareroutine MA57 aus [29] verglichen.
Die Softwareroutine MA57 dient zur Losung von diinn besetzten symmetrischen linea-
ren Gleichungssystemen. Gerade bei einer Diskretisierung mit vielen Gitterpunkten kann
die Strukturausnutzung die Softwareroutine M A57 beziiglich der Rechenzeiten deutlich
schlagen. Zuletzt wird der Optimierer OCPBASIC auch noch zur Losung des vereinfach-
ten Fahrzeugmodells, welches bei Online-Fahrversuchen verwendet wurde getestet. Durch
die verbesserten Rechenzeiten konnen mit OCPBASIC auch Rennlinien mit einer deutlich

langeren Vorausschau in einer online-fiahigen Rechenzeit berechnet werden.



Kapitel 2

Methoden der Optimierung

2.1 Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Verschiedene Klassen von Optimierungsproblemen treten in den unterschiedlichsten Diszi-
plinen, wie den Naturwissenschaften, Ingenieurwissenschaften oder auch den Wirtschafts-
wissenschaften auf. In dieser Arbeit wollen wir uns hauptséchlich mit nichtlinearen re-
stringierten Optimierungsproblemen befassen, welche sich beispielsweise aus einer direk-
ten Diskretisierung von Optimalsteuerungsproblemen ergeben. Verschiedene Algorithmen,
Methoden und Verfahren zur Losung von nichtlinearen Optimierungsproblemen werden
in [41], [43], [60], [35] und [20] vorgestellt.

2.1.1 Problemstellung

Zunichst betrachten wir eine allgemeine Problemklasse fiir endlichdimensionale Opti-
mierungsprobleme. Fiir diese Problemklasse definieren wir das restringierte nichtlineare

Optimierungsproblem:

Problem 2.1 (Restringiertes nichtlineares Optimierungsproblem (NLP))

Bestimme den Vektor der Optimierungsvariablen x € R", so dass die Zielfunktion

f(2) (2.1)
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mit f:R* - R, h: R* - RP und g : R® — R9.

Das Problem beschreibt eine allgemeine nichtlineare Optimierungsaufgabe, welche
zum Einen durch die Gleichungsnebenbedingungen ([2.2) und zum Anderen durch die
Ungleichungsnebenbedingungen beschrankt ist.

Mit diesen Nebenbedingungen lésst sich der zulédssige Bereich des nichtlinearen restrin-

gierten Optimierungsproblems durch

beschreiben. Fiir alle zulédssigen Optimierungsvariablen x € ¥ ist besonders interessant,
welche der Ungleichungsnebenbedingungen ([2.3)) aktiv sind. Deshalb fiithren wir fiir zulés-

sige Optimierungsvariablen die Menge der aktiven Ungleichungen

A(x):={ie{l,...,q}|gi(x) =0} (2.4)

ein. In der Menge A(x) werden somit alle Ungleichungen, welche durch Gleichheit g;(z) =
0 erfiillt sind als aktiv und alle anderen g;(z) < 0 als inaktiv angesehen.
Nach [40] konnen wir fiir Problem sowohl lokale als auch globale Minima definieren.

Definition 2.1 (Globales Minimum, vgl. [40])

Der Vektor € X ist genau dann ein globales Minimum, wenn
f(@) < f(z) Vo e .
Falls fiir den & € ¥ zusétzlich die Bedingung
f(z@) < f(x) Ve e X

erfiillt ist, entspricht & einem strikten globalen Minimum.

Definition 2.2 (Lokales Minimum, vgl. [40])

Der Vektor € X ist genau dann ein lokales Minimum, wenn ein ¢ > 0 mit einer

Umgebung U. (%) existiert fiur die gilt

f(#) < f(x) Vo € SNU(2).
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Falls fiir den & € ¥ zusétzlich die Bedingung
f(@) < f(x) Ve e XNU(T), v # T

erfiillt ist, entspricht 2 einem strikten lokalen Minimum.

Bemerkung 2.1. Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Optimierungsalgorithmen,
mit Ausnahme der dynamischen Programmierung, befassen sich mit der Berechnung von

lokalen Minima.

2.1.2 Notwendige Bedingungen erster Ordnung

Eine allgemeine Form fiir notwendige Bedingungen erster Ordnung in der nichtlinearen
Optimierung beschreiben die Fritz-John-Bedingungen, welche auch ohne Regularitétsbe-
dingung im Allgemeinen fiir nichtlineare restringierte Optimierungsprobleme gelten. Fiir
die Definition der Fritz-John-Bedingungen benotigen wir zunéchst eine allgemeine Form

der Lagrangefunktion
L(z, Ags An, o) = bof(x) + )\;g(x) + A\ h(z) (2.5)
von Problem [2.1] Die Gradienten Vg(z) und Vh(z) der Vektorfunktionen g(z) und h(z)

entsprechen im Folgenden der transponierten Jacobi-Matrix der jeweiligen Vektorfunkti-

on.

Satz 2.1 (Fritz-John-Bedingungen, vgl. [43])

Sei & ein lokales Minimum von Problem [2.1 Weiter seien die Funktionen f : R™ — R,
h : R" - RP und g : R® — R stetig differenzierbar. Dann existieren Lagrange-
Multiplikatoren A, € R? und A, € R? und ¢, > 0, wobei mindestens ein Lagrange-

Multiplikator # 0 sein muss, mit denen folgende Bedingungen gelten:

e Stationaritat:

VL(z, Ag, A, bo) = 6V f(2) + Vg(2)Ag + VR(Z)\, = 0.

e Komplementaritét:

v

g, firi=1,...,q,

0
)\;g(ﬁ 0.
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o Zulassigkeit:

Fiir die Fritz-John-Bedingungen ist der Fall /; = 0 besonders interessant, da hierbei die

Stationaritdt unabhéngig von der Zielfunktion erfiillt sein kann.

Abbildung 2.1: Skizze zur LICQ

Fiir den Fall ¢; = 0 betrachten wir Abbildung Die Abbildung charakterisiert mit

r = (a1, xQ)T das Optimierungsproblem
Beispiel 2.1.

min f(x) = —x1 — 21
unter den Nebenbedingungen

g(z) =2 — 2, <0

g2(x) =29 <0.

Der Gradient der Zielfunktion ist durch

und die Gradienten der Nebenbedingungen sind durch

Vai(x) = (3_‘”11) und Vga(a) = ((j)
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gegeben. Wir betrachten den Punkt # = (0,0) " hinsichtlich der Stationaritit der Lagran-
gefunktion. Im Punkt & sind die Gradienten der Nebenbedingungen Vg, (&) = —Vgo(Z) =
(0,—1)" linear abhiingig. Da der Gradient der Zielfunktion V f(#) linear unabhiingig von
den Gradienten der Nebenbedingungen ist, ergibt sich in den Fritz-John-Bedingungen der

Fall /5 = 0 und es gilt
0
(%) =0

Damit ist die Stationaritdt im Punkt 2 fiir Ay = Ay unabhéngig von der Zielfunktion

erfiillt. Hinzu kommt, dass die Lagrange-Multiplikatoren nicht eindeutig sind.

Bemerkung 2.2. Die Komplementaritit )\;g(:ﬁ) = 0 ist in &, durch g;(¢) = 0 und
g2(2) = 0 erfillt.

Um Situationen mit /5 = 0 auszuschliefen und damit die Abhéngigkeit der Stationa-
ritdt von der Zielfunktion zu gewéhrleisten, werden sogenannte Constraint Qualifications
bendtigt. Zunéchst passen wir fiir den Fall £y > 0 die Lagrangefunktion fiir das nichtlineare

restringierte Optimierungsproblem aus Problem
L(x, Mg, ) = f(x) + Ay g(x) + Ay h(2) (2.6)
an.

Bemerkung 2.3. Die Lagrangefunktion aus Formel wird zur vereinfachten Schreib-
weise analog zu Formel mit L bezeichnet. Der Unterschied in der Notation besteht

darin, dass wir das Argument g weglassen.

Fiir alle £y > 0 konnen wir die Stationaritét in den Fritz-John-Bedingungen durch /¢ teilen.
Wenn ¢, entsprechend mit den Lagrange-Multiplikatoren verrechnet wird, erhalten wir
auch die Stationaritdt der Lagrangefunktion. In Formel werden die Vektoren A\, € RY
und A\, € R? als Lagrange-Multiplikatoren bezeichnet. Hinsichtlich der Stationaritét der

Lagrangefunktion ergibt sich der Zusammenhang
Vo L(Z, Ay, An) = V(&) + Vg(2)\, + VA(Z)\, = 0.

Um den Fall ¢y = 0 auszuschlieflen, kénnen wir zusétzliche Anforderungen an unser Opti-
mierungsproblem stellen. Diese Anforderungen werden auch als Constraint Qualification

bezeichnet. Eine der meist verwendeten ist die Linear Independence Constraint Qualifi-

cation (LICQ).
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Definition 2.3 (Linear Independence Constraint Qualification (LICQ), vgl.
[43])

Sei % ein zuldssiger Punkt von Problem Die LICQ ist in Z genau dann erfiillt,

wenn die Vektoren
Vgi(2),1 € AZ) und Vhi(z),j=1,...,p,

linear unabhéngig sind.

Einer der bedeutendsten Vorteile der LICQ gegeniiber anderer Constraint Qualification
ist, dass diese auf eindeutig bestimmte Lagrange-Multiplikatoren fiihrt. Unter Forderung
einer Einhaltung der Linear Independence Constraint Qualification, kénnen wir die KKT-

Bedingungen aufstellen.

Satz 2.2 (KKT-Bedingungen (Karush-Kuhn-Tucker), vgl. [43])

Sei & ein lokales Minimum von Problem [2.1 Weiter seien die Funktionen f : R” — R,
h:R"™ — RP und g : R® — R stetig differenzierbar. Ferner erfiille  die LICQ. Damit
existieren eindeutig bestimmte Lagrange-Multiplikatoren A\, € R? und A, € R? mit

denen folgende Bedingungen gelten:
e Stationaritét:

VoL(#, Mg, An) = V(2) 4+ Vg(2) Ay + VA(E) A, = 0.

e Komplementaritét:

firi=1,...,q,

o Zuléssigkeit:

Bemerkung 2.4. Die KKT-Bedingungen beschreiben die notwendigen Optimalititsbe-

dingungen erster Ordnung. Sie werden von zahlreichen Optimierungsverfahren als Aus-
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gangspunkt zur Berechnung stationdrer Punkte verwendet. Die in den KKT-Bedingungen
definierten notwendigen Voraussetzungen werden im Folgenden immer als erfillt ange-

nommen.

2.1.3 Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung

Stationédre Punkte zeichnen sich durch die notwendigen Bedingungen erster Ordnung aus.
Um die Menge der Kandidaten fiir ein Minimum weiter einzuschrénken, kénnen die not-
wendigen Bedingungen zweiter Ordnung herangezogen werden. Da wir ein restringiertes

Optimierungsproblem behandeln, fithren wir zunéchst den kritischen Kegel

Ti(2) :={d € R"|Vg;(2)'d < 0,i € A(%), \gs = 0,
Vgi(2)Td=0,i € A(%), s > 0, (2.7)
Vhi(#)'d=0,7=1,...,p}

ein. In einem stationdren Punkt z gilt fiir alle Richtungen aus dem kritischen Kegel
d € Tp(%), dass die Richtungsableitung der Zielfunktion V f(2)"d = 0 ist. Daher miissen
fiir diese Richtungen zweite Ableitungen in Form der Hessematrix der Lagrangefunktion

beriicksichtigt werden.

Satz 2.3 (Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung, vgl. [43])

Sei Z ein lokales Minimum von Problem [2.1Jund die Funktionen f : R* = R, h: R" —
R? und ¢ : R™ — R? zweimal stetig differenzierbar. Ferner erfiille das lokale Minimum
2 die LICQ und die KKT-Bedingungen. Dann gilt:

d"V2 L(3, Ay, \p)d >0 Vd € Ti(%).

Das heifit die Hessematrix der Lagrangefunktion ist in einem lokalen Minimum 2
positiv semidefinit, fiir alle Richtungen d auf dem kritischen Kegel ({2.7)).

2.1.4 Hinreichende Bedingungen

Analog zur Kurvendiskussion in der Analysis muss bei der nichtlinearen restringierten
Optimierung zwischen notwendigen und hinreichenden Optimalitdtsbedingungen unter-
schieden werden. Die notwendigen Bedingungen gelten in jedem Optimum, was im Um-

kehrschluss aber nicht bedeutet, dass ein Punkt, der die notwendigen Bedingungen erfiillt,
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auch ein Minimum sein muss. Fiir die hinreichenden Bedingungen gilt im Gegenzug dazu,
dass ein Punkt, welcher diese Bedingung erfiillt, ein Minimum ist. Allerdings muss nicht

jedes Minimum die hinreichenden Bedingungen erfiillen.

Satz 2.4 (Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung, vgl. [43])

Erfiille der Vektor Z fiir Problem die LICQ und die KKT-Bedingungen aus Satz
2.2l Weiter seien die Funktionen f: R™ — R, h: R” — R? und ¢ : R® — R? zweimal

stetig differenzierbar und es gelte
d"V2,L(Z, Mg, An)d > 0 Vd € Ti(2).

Dann ist der Vektor & ein lokales Minimum von Problem 2.1]

2.2 SQP-Verfahren

Eines der bekanntesten Verfahren zur Losung von restringierten nichtlinearen Optimie-
rungsproblemen ist die sequentielle quadratische Programmierung, auch SQP-Verfahren
genannt. Wir beschreiben die grundlegende Funktionsweise dieses Verfahrens anhand der
Ausfithrungen von [43) 140, [41], 60}, 35].

2.2.1 Lokales SQP-Verfahren

Beim SQP-Verfahren wird das nichtlineare Optimierungsproblem mit Hilfe der Losung
einer Folge von quadratischen Optimierungsproblemen gelst. Dazu betrachten wir das
restringierte nichtlineare Optimierungsproblem aus Problem 2.1} Fiir die Lagrangefunk-
tion der KKT-Bedingungen aus

L(x, Mg An) = f(2) + Ay g(a) + Ay h(2)
definieren wir im Iterationspunkt (zy, Ay r, Anx)' die Hessematrix
Hy = Lop(xp, Mgk, A k)

Mit der Hessematrix der Lagrangefunktion konnen wir ein lokales quadratisches Teilpro-

blem zur Bestimmung einer Suchrichtung d € R"* definieren.
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Problem 2.2 (Quadratisches Optimierungsproblem des SQP-Verfahrens
(QP))

Bestimme die Suchrichtung d € R"* fiir den Zustand x; € R™ und die Lagrangemul-
tiplikatoren A\, € R? und A, ;, € RP, so dass die die Zielfunktion

1
min ~d' Hyd + V f(z;)"d

deRrz 2
minimal wird, unter den Nebenbedingungen

h(xy) + Vh(zp)'d =0
g(ax) + Vg(zr)'d <0,

mit f:R*" - R, h: R” - RP und ¢g : R" — RY.

Nach [43] handelt es sich bei Problem [2.2]um eine lokale Approximation von Problem
um den Punkt z;, € R", A\j; und Ay . Zur Bestimmung einer Suchrichtung des SQP-
Verfahrens muss jeweils das quadratische Optimierungsproblem aus Problem gelost

werden.

Lokales SQP-Verfahren

i Bestimme Startschétzung (zo, Ay 0, Ano) und setze k = 0.

ii Falls (zg, Ay x, A\px) nidherungsweise die KKT-Bedingungen aus Satz erfiillt:
Beende das Verfahren.

iii Berechne die Losung (dg, Agg41, Anp+1) fir das aus (xy, Agx, An ) resultierende

quadratische Optimierungsproblem aus Problem

iv Setze xj41 = o + dj, und k := k + 1 und gehe zuriick zu il

Ein Satz zu den lokalen Konvergenzeigenschaften dieses Verfahrens kann in [43] gefunden

werden. Die wesentlichen Aussagen dieses Satzes sind:

e Es existiert eine eindeutige Losung (djg, Agg+1, Ank+1) in jedem Iterationsschritt fir

jeden Startwert (zg, A\g0, Ano) € U aus einer lokalen Umgebung eines Minimums.
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e Das Verfahren besitzt eine lokal quadratische Konvergenzgeschwindigkeit in der Um-

gebung eines Minimums.

2.2.2 Aktive-Mengen-Verfahren fiir quadratische Optimierungs-

probleme

Zur Losung des quadratischen Optimierungsproblems aus Schritt des lokalen SQP-
Verfahrens konnen verschiedenste Verfahren angewandt werden. Im Rahmen dieser Arbeit
verwenden wir ein Aktive-Mengen-Verfahren. Das quadratische Optimierungsproblem aus
Problem hat im Allgemeinen die Form:

Problem 2.3 (Quadratisches Optimierungsproblem (QP))

1
min —x Wz +c'z
zERnz 2

unter den Nebenbedingungen

T =0 Vi=1,...,p
a; x —b; ,
<0 Vi=p+1,....,p+gq

mit der symmetrischen und positiv definiten Matrix W € R *"= und den Vektoren
ceR™ beRPYund a; € R™ fiiri=1,...,p+q.

Die Indexmenge aller Gleichungen ist durch
Z:=A{1,...,p}
definiert. Wire die Menge der aktiven Ungleichungen
A@):={ie{p+1,....p+q}t|a/&—b; =0}

fiir ein Minimum 2 bekannt, so ist das Optimierungsproblem aus Problem dquivalent

zu folgender Problemstellung.

Problem 2.4 (Quadratisches Optimierungsproblem auf aktiver Menge)
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o1
min -2 Wz +c¢'z
zERNz 2

unter den Nebenbedingungen
aj v —b; =0 Vi e TUA(%)

mit der symmetrischen und positiv definiten Matrix W € R"**"* und den Vektoren
ceR™ hbeRPIund q; e R™ fiiri=1,...,p+q.

Die Aquivalenz folgt daraus, dass die inaktiven Ungleichungen keinen Einfluss auf das Mi-
nimum 2 haben. Der Vorteil von Problem gegeniiber des urspriinglichen quadratischen
Optimierungsproblems liegt in den affinen Nebenbedingungen. Die Losung des Optimie-
rungsproblems erfolgt iiber die KKT-Bedingungen von Problem Dafiir ben6tigen wir
zunéchst die Lagrangefunktion von Problem

1
£QP (fL‘, )\) - éxTWZL' + CT]} + )\—II—U.A(i) (AIU.A(:TS):E - b) 5 (28)

mit der Matrix Azua) = [a1,.. ., 0p, ..., 04, .. " e R@+a)ne it allen i € A(&). Die
Dimension ¢’ entspricht dabei der Anzahl von aktiven Nebenbedingungen der aktiven
Menge A(Z).

Mit der Lagrangefunktion ({2.8]) von Problem ergeben sich die KKT-Bedingungen

%74 A;uA(j) T _|-c (2.9)
AzuA) 0 ATUA(2) b

in der Form eines linearen Gleichungssystems.

Bemerkung 2.5. Effiziente Losungsmethoden fiir die spezielle Struktur des linearen Glei-

chungssystems aus (2.9) sind in [{3] beschrieben.

Zusammengefasst ergibt sich: Ist die aktive Menge von Ungleichungen 4(z) bekannt, so
konnen wir das quadratische Optimierungsproblem mit Hilfe des linearen Gleichungssys-
tems 16sen.

Hinter dem Aktive-Mengen-Verfahren steht die Idee, die Menge der aktiven Ungleichungen
A(%) durch eine Menge A C J := {p+1,...,p+ ¢} zu schitzen. Mit dieser Menge A

formulieren wir ein quadratisches Hilfsproblem.
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Problem 2.5 (Quadratisches Hilfsproblem)

1
in o (z+d)" W (x5 +d) + ¢ (25 + d)

unter den Nebenbedingungen
a; d=0 VieTUA

mit der symmetrischen und positiv definiten Matrix W € R *" und den Vektoren
ceR™ und a; e R™ firi=1,...,p+q.

In Abhéngigkeit von der Losung d des Problems und den zugehoérigen Lagrangemul-
tiplikatoren \; (z eTU A) treten verschiedene Fallunterscheidungen auf, die nach [43]
folgenden Algorithmus ergeben.

Aktive-Mengen-Verfahren

i Bestimme eine fiir Problem [2.3] zuléssige Startschétzung zy, setze k = 0 und
1210 = {Z € j|aiTx0 = bz} .

ii Bestimme eine Losung des Hilfsproblems aus Problem durch das Losen des

linearen Gleichungssystems

WAL L [ d ]:[—(kaJrc)
AIu,flk 0 )‘Iu/lk 0

iii Falls d=0und A4 >0, so gilt fiir alle iibrigen Lagrangemultiplikatoren A; = 0
fiir i € J\Ay. Beende den Algorithmus mit der Losung (2, \).

iv Falls d = 0 und A\, := min {)\l\z € ftk} < 0, so erfolgt ein Deaktivierungsschritt
AkJr]_ = jlk\{u}

Setzte k := k + 1 und gehe zu Schritt i
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v Falls a, (73 +d) < b;,i € j\flk, so setze
Tp41 ‘= T + d Ak—f—l = ./Zlk k:=k +1
und gehe zu Schritt i

vi Bestimme einen Index r € J\ A, mit ad > 0 und

br—a;r:ck . bi—a:xk ) ~ T
Qe ::T:mm{W:ZGJ\Ak,aid>0}.

Setze
Tpy1 i= T + apd Aps1 = Ap U {r} k=k+1

und gehe zu Schritt [

Bemerkung 2.6. Weitere Details zur numerischen Lisung von quadratischen Optimie-
rungsproblemen, unter anderem eine Methode zur Berechnung einer zuldssigen Startlo-

sung, konnen in [43] gefunden werden.

Bemerkung 2.7. Eine Alternative zum Aktive-Mengen-Verfahren bietet zum Beispiel
die Verwendung eines Innere-Punkte-Verfahrens zur Losung von quadratischen Optimie-

rungsproblemen.

2.2.3 Globalisierung des SQP-Verfahrens

Fiir das lokale SQP-Verfahren aus Abschnitt lassen sich nach [43] lokale Konvergenz-
eigenschaften zeigen. Diese gelten jedoch nur in einer unbekannten Umgebung um das ge-
suchte Minimum. Fiir den praktischen Einsatz des SQP-Verfahren ist es somit notwendig,
den Algorithmus zu globalisieren. Der Unterschied besteht dabei bei der Berechnung der

neuen Iterierten
Tpy1 = Ty + ady,

die um eine Schrittweite a > 0 ergénzt wird. Das Ziel der Globalisierung ist es die Schritt-
weite a so zu wahlen, dass sich beziiglich einer Bewertungsfunktion fiir jede fortlaufende

Iterierte x4 1 ein Abstieg ergibt. Die Globalisierung unterteilen wir dabei in zwei Schritte:

1. Wahl einer geeigneten Bewertungsfunktion.
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2. Wahl einer geeigneten Schrittweite .

Bewertungsfunktion fiir das SQP-Verfahren

Bei der Wahl einer geeigneten Bewertungsfunktion haben wir mehrere Moglichkeiten.
Im unrestringierten Fall konnen wir einfach die Zielfunktion als Bewertungsfunktion ver-
wenden. Bei restringierten Optimierungsproblemen wie Problem muss eine geeignete
Bewertungsfunktion definiert werden, die eine Abstiegseigenschaft beziiglich aller vom
SQP-Verfahren berechneten Suchrichtungen hat. In [43] wird dazu beispielsweise die ¢;-
Penaltyfunktion

fl@ﬂn)?=f@ﬂ+77<§:HwX(Q9A$D*}:|hﬂwﬂ>

i=1
vorgeschlagen.

Bemerkung 2.8. Die (1-Penaltyfunktion ist aufgrund der Betragsfunktion nicht diffe-

renzierbar, aber demnoch richtungsdifferenzierbar.

Die Richtungsableitung beziiglich einer Richtung d € R™ der ¢;-Penaltyfunktion ist nach
[43] durch
C(widin) = V(@) d+n Y Vg(x)'d+n > max(0,Vg(z)' d)+
i:9;(2)>0 i:9;(2)=0
n D, Vhi@)'d—n Y Vhi@)'d+n Y |Vhi(x)'d|
J:hj(xz)>0 J:hj(x)<0 J:hj(x)=0

definiert. Beziiglich der Abstiegseigenschaft ergibt sich folgender Satz.

Satz 2.5 (Abstiegseigenschaft der /(;-Penaltyfunktion fiir das SQP-
Verfahren)

Sei d = [d",\},\]]" # 0 ein KKT-Punkt von Problem . Es gilt unter der Bedin-

h g
gung
n>max (Any, -5 Anys Mg -0 [ Age])

dass sich die Richtungsableitung der ¢;-Penaltyfunktion fiir eine positiv definite Hes-
sematrix der Lagrangefunktion L, (xk, Ak, Agx) (2.6) durch

0 (;d;m) <0

abschétzen lasst.
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Der Beweis von Satz kann unter anderem in [43] gefunden werden.

Armijo Liniensuche

Zur Wahl einer geeigneten Schrittweite verwenden wir die Armijo Liniensuche. Mit Hilfe

der gewéhlten Bewertungsfunktion

0y (z;m)

konnen sich auch die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems in den Abstiegsei-
genschaften wiederfinden. Wir nehmen an, dass wir fiir einen Zustand z; mit dem SQP-

Verfahren eine Abstiegsrichtung dj ermittelt haben. Die néchste Iterierte des Zustands
Tp1 = Tk + ady,

ist insbesondere von der Schrittweite o abhéngig. Zur Bestimmung von einer geeigneten

Schrittweite betrachten wir einen Schnitt in der Bewertungsfunktion

(o) = by (2 + adi;n)

entlang der Abstiegsrichtung dj. Die Funktion ¢(«) ist in Abbildung exemplarisch

Abbildung 2.2: Skizze zur Armijo Liniensuche

dargestellt. Mit dj als Suchrichtung des SQP-Verfahrens gilt fiir die Richtungsableitung
der Bewertungsfunktion nach Satz

¢'(0) = €} (zp; di;m) < 0.

Die Wahl der Schrittweite kann durch eine Liniensuche charakterisiert werden. Diese er-

mittelt, wie die Schrittweite o gewéhlt werden muss, um einen moglichst grofien Abstieg
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in der Bewertungsfunktion zu bewirken. Bestenfalls kann man an diesem Punkt eine exak-
te Liniensuche durchfithren, mit der sich die bestmogliche Schrittweite & ermitteln liefe.
Jedoch gilt eine exakte Liniensuche in der Regel als zu aufwéndig fiir diesen Schritt.

Behelfen kénnen wir uns mit sogenannten Schrittweitenstrategien, wie beispielsweise der

Armijoregel bzw. Armijo Liniensuche.

Armijoregel:

Sei dy € R"™ eine Abstiegsrichtung einer Bewertungsfunktion ¢, (xy;n) mit
04 (xy; dg;m) < 0 beziiglich des Vektors z;, € R™. Sei auflerdem

o(a) =l (z, + adg;n)

die Schnittfunktion der Bewertungsfunktion entlang der Suchrichtung d, so ist die

Armijobedingung fiir eine Schrittweite a durch

p(a) < p(0) +a-o-¢'(0), (2.10)

mit o € (0,1) definiert.

Algorithmus Armijo Liniensuche:

Sei dj, € R™ eine Abstiegsrichtung einer Bewertungsfunktion ¢; (x;n) beziiglich des
Zustands x; € R™ und die beiden Skalare 5 € (0,1) und o € (0, 1) fest definiert. Wir

setzen zu Beginn o = qypax.

i Falls die Ungleichung (2.10) fiir die aktuelle Schrittweite « erfiillt ist, gebe die

Schrittweite o zuriick. Sonst gehe weiter zu [

ii Reduziere die Schrittweite durch

und gehe zuriick zu [

Bemerkung 2.9. Grofle und leistungsfihige Softwarepakete, welche das SQP-Verfahren
implementieren, sind zum Beispiel SNOPT aus [{4] und WORHP aus [21]. Speziell zur
Léosung von quadratischen Optimierungsproblemen ist auch die Softwarebibliothek qpOA-
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SES aus [3]|] sehr gut geeignet. Im Rahmen dieser Arbeit verwenden wir fir das SQP-
Verfahren das Softwarepaket sqpfiltertoolbox, welches von der Optimalsteuerungssoftware
OCPID-DAEL aus [36] verwendet wird.

2.3 Optimalsteuerungsprobleme

2.3.1 Problemstellung

In Problem ist ein restringiertes nichtlineares diskretes Optimierungsproblem defi-
niert. Fiir einen Bahnplanungsalgorithmus zur Berechnung von Rennlinien miissen wir
kontinuierliche Optimalsteuerungsprobleme betrachten. Eine Vielzahl von Methoden und
Algorithmen fiir diese Art von Optimierungsproblem sind in [I3] und [40] beschrieben.

Wir definieren das stetige Optimalsteuerungsproblem.

Problem 2.6 (Allgemeines Optimalsteuerungsproblem (OSP))

Bestimme die Zustandsvektorfunktion y : [to,t;] — R™, den Parametervektor p €
R™ und die zugehorige Steuerungsvektorfunktion u : [tg,tf] — R™, so dass das

Zielfunktional

So(y(tO)uy(tf)ap) (211)

minimal wird, unter den nichtlinearen Nebenbedingungen

y'(t) = F(t,y(t), u(t),p) (2.12)
wmin S ?ﬁ(y( ) ( )7p) max (213)
Vmin < O y(t), u(t), ) < Vmax t € [to, ty] (2.14)

und den Boxbeschriankungen
Ymin < Y() < Ymax t € [to, ty] (2.15)
Umin S U(t> S Umax t e [to, tf] (216)
Pmin S p S Pmax- (217)
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Fiir die Nebenbedingungen aus Problem [2.6] gilt

F:lto,tf] x R™ x R™ x R"™ — R™
Y R"™ x R"™ x R" — R"™
v [to, ty] X R™ x R™ x R™ — R™.

Die Gleichung entspricht einem Differentialgleichungssystem erster Ordnung mit
der Dimension des Zustandsvektors n,. Nichtlineare Randbedingungen kénnen wir in
(2.13) und nichtlineare Steuer-, Parameter- und Zustandsbeschriankungen in for-
mulieren. Konstante Zustands- und Steuerungsbeschrankungen sind als Boxschranken in
den Ungleichungen und fir das Zeitintervall [to, ;| gegeben. Die Boxschran-
ken fiir den Parametervektor p € R"™ sind in angegeben.

Problem beschreibt eine allgemeine Form der Art von Optimalsteuerungsproblemen,
welche im Rahmen dieser Arbeit gelost werden sollen. Zur Loésung von Optimalsteue-
rungsproblemen, wie Problem [2.6] kénnen unterschiedliche Herangehensweisen verwendet
werden. Zunéchst wird in der Optimalsteuerung zwischen direkten und indirekten Verfah-
ren unterschieden. Bei indirekten Verfahren werden die notwendigen Bedingungen bereits
fiir das Optimalsteuerungsproblem oder ein Variationsproblem formuliert und anschieflend
diskretisiert. Wohingegen direkte Verfahren das Optimalsteuerungsproblem zunéchst auf
ein restringiertes nichtlineares diskretes Optimierungsproblem, wie Problem diskre-
tisieren und dieses anschliefend mit einem Optimierungsalgorithmus 16sen. Im Rahmen
dieser Arbeit werden wir uns auf direkte Verfahren zur Losung von Optimalsteuerungs-

problemen beschranken.

2.3.2 Direkte Schief3verfahren
Die meisten Nebenbedingungen in Problem [2.6] konnen wir punktweise auf einem Gitter
G ={ti}r—0. N mit ¢ty <ty <--- < tp, (2.18)

und ty = t; diskretisieren. Die Steuerungen u(t) lassen sich beispielsweise stiickweise kon-

stant oder stiickweise linear modellieren. Anders verhélt es sich bei der Nebenbedingung

der Zusténde ([2.12])
y'(t) = F(t.y(t), u(t),p),

die sich aus einem System gewohnlicher Differentialgleichungen ergeben. Zur Diskretisie-

rung des Differentialgleichungssystems der Zustdnde kommen in der Regel zwei Klassen
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von Diskretisierungsverfahren zum Einsatz. Einerseits gibt es die Schieiverfahren und
andererseits die volle Diskretisierung oder auch Kollokation des Optimalsteuerungspro-
blems. Bei einer Diskretisierung durch Kollokation wird das Differentialgleichungssystem
punktweise auf dem Gitter, durch ein Integrationsverfahren fiir Differentialgleichungen
diskretisiert. Eine Durchfithrung der Kollokation mit Trapezregel findet sich in Kapitel [4]
Im ersten Teil dieser Arbeit befassen wir uns zunéchst mit den Schiefverfahren.

Zuerst definieren wir fiir die Schieverfahren Zustédnde und Steuerungen, hier stiickweise

linear, auf dem punktweisen Gitter ([2.18)

T n.
Yo+ UN] ye = y(tr) ER™, Vk=0,...,N (2.19)

[ug ..., ul]’ we = u(ty) € R™, Yk =0,..., N. (2.20)
Fiir die Parameter p € R™ &ndert sich in diskreter Form nichts, da sie keine zeitliche

Abhéngigkeit besitzen.

Bemerkung 2.10. In [[0] ist das Schieffverfahren auch fir eine Diskretisierung von
Zustanden und Steuerungen auf zwei verschiedenen Gittern beschrieben. Fir diese Arbeit

gentigt es jedoch, ein gemeinsames Gitter zu verwenden.

Das Ziel bei den Schieflverfahren ist es, die diskreten Zustdnde mit der durch das Dif-
ferentialgleichungssystem gegebenen Dynamik zu koppeln. Bei den Schiefiverfahren wird
zwischen Einfach- und Mehrfachschieverfahren unterschieden. Die Grundidee liegt darin,
bei jeder Auswertung der Nebenbedingung , ein Integrationsverfahren fiir Differen-

tialgleichungen wie beispielsweise ein Runge-Kutta-Verfahren durchzufiihren. Der Unter-

Abbildung 2.3: Skizze Einfach- und Mehrfachschiefiverfahren

schied von Einfach- zu Mehrfachschiefverfahren ldsst sich anhand von Abbildung [2.3
aufzeigen. Beim EinfachschieSverfahren wird fiir das ganze Integrationsintervall ein Inte-
grationsverfahren durchgefiihrt. Diese Integration ist in Abbildung durch die Funktion
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z : [to, ts] — R™ dargestellt. Durch die Integration auf dem Gitter (2.18) ergeben sich fiir

die Funktion z die diskreten Auswertepunkte
[zOT,...,z]TV}T 2k = z(tg; o, - - -, UN, Yo, p) € R™, VE=0,...,N. (2.21)

Das diskretisierte Optimierungsproblem sieht bei Verwendung des Einfachschieverfah-

rens wie folgt aus.

Problem 2.7 (Optimierungsproblem mit Einfachschieflverfahren)
Minimiere
So(ym Yn, p)

beziiglich der Zusténde y;, € R™ aus ([2.19)), der Steuerungen u; € R™ aus (2.20) und
der Parameter p € R™ fiir £k = 0,..., N, unter den Nebenbedingungen

Yk = 2k Vk=0,...,N
wmin S w(y(byNyp) S wmax
Umin S U(tlm Yk, ulmp) S Umax Vk = 07 R N

und den Boxbeschrankungen
ymingykgymax Vk:(],,N

umingukgumax Vk:O,,N

Pmin S p S Pmax-

Die Vektoren z, fiir £ = 0,..., N seien durch ein Integrationsverfahren und Formel

(2.21)) bestimmt.

Fiir das Mehrfachschiefiverfahren wird das Zeitintervall [tg,?;] in mehrere Integrations-
intervalle unterteilt. Die Anzahl der Schieffintervalle sei durch Ny < N gegeben. Die
Schiefizeitpunkte ¢,; mit [ = 0, ..., N, miissen dazu auch im Gitter vorhanden sein,
allerdings muss nicht zwangsldufig jeder Gitterpunkt ein Schiefizeitpunkt sein. Die Schief3-
zeitpunkte beziiglich des Gitters notieren wir durch den Zusammenhang t., ;) = t,;. Der
Index k(s,l) entspricht dabei dem Index des Zeitpunktes t,; auf dem Gitter (2.18). Fiir
den Anfangs- und Endzeitpunkt gilt ¢, = tp und s n, = tx = ty. In Abbildung sind
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verschiedene Integrationsintervalle durch die Funktionen AR [tsi—1,ts1) — R™ darge-
stellt. Um die Notation beziiglich des Gitters (2.18)) zu vereinfachen, definieren wir die

Integrationsintervalle in diskreter Form auf dem Gesamtintervall [to, tx]

§
Uy
()

20 = 2 (b Wi =1, - -+ Un(s 1), Yi(si—1), p) € R™, mit k(s,l — 1) < k < k(s,1)

(2.22)

fiir alle Schieflintervalle [ = 1,..., N,. Fiir den Algorithmus und die spétere Implemen-
tierung benotigen wir die diskreten Schieflintervalle aus nur auf dem Gitterab-
schnitt [tk(s,l,l), tk(s,l)). Beim Mehrfachschiefiverfahren entstehen, im Vergleich zum Ein-
fachschieBverfahren, an den Ubergangspunkten Liicken A,; im Verlauf der Zustandsfunk-

tion. Diese miissen durch zusétzliche diskrete Nebenbedingungen
zl(cl(Jsr;)) — Yr(sy) = Ds1 =0 Vi=1,...,N,—1

geschlossen werden. Fiir das Mehrfachschiefverfahren ergibt sich folgendes diskretisierte

Optimierungsproblem.

Problem 2.8 (Optimierungsproblem mit Mehrfachschieflverfahren)
Minimiere
©(Yo, Y, p)

beziiglich der Zusténde y, € R™ aus (2.19)), der Steuerungen u; € R™ aus (2.20) und
der Parameter p € R™ fiir K =0,..., N, unter den Nebenbedingungen

yp = 2\ Vi=1,... N,
Vk mit tx € [tr(si—1), tr(sy))
Yk(sd) = Zucot) Vi=1,.. N,—1
Vmin < Y (Y0, Y5 P) < Vmax
VUmin < V(g Yk, Uk, P) < Umax Vk=0,...,N

und den Boxbeschrankungen
ymingykgymax Vk:O,,N
umingukgumax Vk:O,,N
Pmin S p S Pmax-

Die Vektoren z,(j) seien durch ein Integrationsverfahren und Formel 1) bestimmt.
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Bemerkung 2.11. Weitere Details zur Diskretisierung von Optimalsteuerungsproblemen
konnen in [13] und [{0] nachgelesen werden, speziell zu Mehrfachschieffverfahren auch in
[19].

2.4 Dynamische Programmierung

In diesem Abschnitt definieren wir den Losungsansatz der dynamischen Programmie-
rung fiir ein diskretes Optimalsteuerungsproblem, vgl. [47]. Eine detaillierte Darstellung
der Algorithmen zur dynamischen Programmierung finden sich in [11], [I2] und [§]. Die
Diskretisierung von Optimalsteuerungsproblemen fiir die Anwendung der dynamischen
Programmierung erfolgt im Rahmen dieser Arbeit problemspezifisch. Wir definieren auf
dem Intervall [to, ts], mit t; = t,,, das auf einem Gitter diskretisierte Optimalsteuerungs-

problem:

Problem 2.9 (Gitter Diskretisiertes Optimalsteuerungsproblem (DOSP))

ne—1

min Fy(z,u) :=p(z(t,,)) + Z Jo(tj, z(t;), u(t;))

mit den Nebenbedingungen

T(tj1 fty,2(ty),ulty)  j=0,...,n—1

) =
z(to) = o

vlty) € X(t)) j=0. (2:29)
u(ty)

;) € Ul(t;, z(t))) J=0,...,m

Dieses diskrete Optimalsteuerungsproblem ist auf dem Gitter
Gi={t;|j=0,...,n}
definiert. Die Steuerungen und Zusténde entsprechen den Gitterfunktionen
u: Gy —R™ tj — ulty)
und
z: Gy —R"™ t; — x(t;)

mit 7 =0,...,n
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Fiir das diskretisierte Optimalsteuerungsproblem aus Problem soll durch eine Riick-
wértsrechnung, ausgehend vom letzten Zeitpunkt ¢,,, eine Wertefunktion berechnet wer-
den. Diese Riickwértsrechnung verwendet im Berechnungsverlauf nur entsprechende Teil-
probleme von Problem [2.9] Diese Teilprobleme definieren wir fiir den Zeitpunkt ¢, & < n;
wie folgt:

Problem 2.10 (DOSP im Zeitpunkt tj)

min Fy (2, u) == (x(tn,)) + Zk folty, x(t;), u(t;))
mit den Nebenbedingungen
o(tin) = fltat)ulty) =k n—1
) <X 220
u(t;) € Uty a(t))) j=k,....n.

Dieses diskrete Optimalsteuerungsproblem ist auf dem Gitter
Gr={tj|j=k,...,n}
definiert. Die Steuerungen und Zustédnde entsprechen den Gitterfunktionen
u: G —R™ tj — u(ty)
und
x: Gy —R"™ tj — x(ty)

mit j =k, ..., n,.

Fiir t;, = t¢ entspricht Problem dem Ausgangsproblem auf dem Intervall [to, ], mit
ty = tn, aus Problem [2.9]

Das Optimalitéatsprinzip von Bellman definiert eine Rekursionsformel fiir eine optimale
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Wertefunktion

inf___ Fy(z,u) falls Problem 16sbar ist
W(tk,xk) = T,u mit

o0 sonst

durch die das diskrete Optimalsteuerungsproblem aus Problem gelost werden kann.
Fiir unzuldssige Zustande x(t;) ¢ X(t;) gilt fo(t;, z(¢;),u(t;)) = co. Angenommen die
optimale Wertefunktion W (¢;41,2) ist fiir den Zeitpunkt ¢;,; bekannt, dann kénnen wir
die optimale Wertefunktion im Zeitpunkt ¢; durch

W(t;, x) = erél(itn ) {fo(tj,z,u) + W(tja, f(t),7,u))} (2.25)

u s T

bestimmen. Fiir den letzten Zeitpunkt ¢,, erfolgt eine Initialisierung der Wertefunktion
durch

o(xy,) fir x,, € X(t,,)

(2.26)
o0 sonst

W(tntv xnt) = {

Methode der dynamischen Programmierung nach Bellman:

i Initialisierung der Wertefunktion im Zeitpunkt ¢,, durch (2.26]):

90<xnz) fiir z,, € X(tnt)

o0 sonst

W(tn,, Ty,) = {

ii Riickwértsrechnung:

(a) Berechne fiir j =n; —1,...,0, die Losung W (t;,x) von ([2.25).
(b) Speichere fiir jeden diskreten Zustand z zu jedem Zeitpunkt ¢; die berech-
nete diskrete optimale Steuerung u*(t;,z) € U(t;, x).

iii Vorwértsrechnung;:

(a) Wéhle einen Startzustand x(t9) € X (ty) zum Zeitpunkt ¢,.
(b) Berechne fir 5 = 0,...,n, — 1, den Zustand =z(t;11) =
f(t;,x(t;),u*(t;, z(t;))) mit der optimalen diskreten Steuerung u*(t;, x(t;))

aus der Riickwértsrechnung.
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Bemerkung 2.12. Im Zusammenhang mit der dynamischen Programmierung als Lo-
sungsstrategie fir ein Optimalsteuerungsproblem fallt oft auch der Ausdruck ,Fluch der
Dimensionen®. Dieser Begriff resultiert daraus, dass der Speicher- und Rechenaufwand
dieses Optimalsteuerungsverfahrens mit zunehmender Dimension des Optimalsteuerungs-

problems exponentiell anwdchst.

2.5 Nichtlineare modellpradiktive Regelung

2.5.1 Grundlagen nichtlineare modellpriadiktive Regelung

Im Vergleich zur klassischen Regelung fliefit bei einer modellpréadiktiven Regelung auch ein
Modell der Systemdynamik in den Regelungsalgorithmus ein. Ein ausfiithrlicher Uberblick
zur modellpradiktiven Regelung mit verschiedensten Varianten von Algorithmen kann
in [45] gefunden werden. In dieser Arbeit wollen wir zundchst nur die grundlegenden
Varianten der modellpradiktiven Regelung einfiihren.

Fiir dynamische Systeme, deren Dynamik durch gewohnliche Differentialgleichungen be-
schrieben werden kann, formulieren wir die Problemstellung der modellpradiktiven Rege-

lung als Optimalsteuerungsproblem.

OSP 2.1 (Standard Optimalsteuerungsproblem fiir nichtlineare modell-
pridiktive Regelung)

Bestimme eine Zustandsfunktion y : [tg,tx + T] — R™, die zugehdrige Steuerung
w: [tg, te +T] — R™ und den zugehorigen Parametervektor p € R so dass

t+T
coplylt + T)p)rar [ Jurlt) = u(t) o

173

Okonomischer ~~
Zielfunktionsanteil Trackinganteil

minimal wird, unter den Nebenbedingungen
y'(t) = F(t,y(t),u(t), p)
Umin < 0(8,y(1), u(t), p) < Umax t €ty ty+1T]
und den Boxbeschrankungen
Ymin S y<t> S Ymax te [tk7tk + T]
Umin S U(t) S Umax te [tkv tk + T]

Pmin é p S Pmax
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und den Moving Horizon Anfangsbedingungen

y(tr) = Yr-

Fiir die Nebenbedingungen aus OSP gilt:

F:lto,tf] x R™ x R™ x R™ — R™
v [to, ty] X R™ x R™ x R"™ — R™.

In OSP ist ein Optimalsteuerungsproblem definiert, das die nichtlineare modellpradik-
tive Regelung in einen Zusammenhang mit Optimalsteuerung bringt. Charakteristisch ist
zum Einen die Zielfunktion und zum Anderen die Moving Horizon Anfangsbedingungen,
vgl. [45], 23, 39, 42]. Der Begriff Moving Horizon ist darin als mitbewegter Vorausschau-
Horizont der Lange T' zu verstehen.

In der Zielfunktion unterscheiden wir in OSP 2.1 in die beiden Anteile:

e Okonomischer Zielfunktionsanteil: In diesem Term kann eine Kostenfunkti-
on angegeben werden. Ziel der Regelung ist es somit, die 6konomischen Kosten

moglichst gering zu halten.

e Trackinganteil: Dieser Term minimiert den Abstand zu einer Referenztrajektorie,
welche durch yyer @ [ty, tx + 1] — R™ definiert ist.

Fir a9 = 0 und a; > 0 erhalten wir einen reinen Trackingregler, der versucht eine
vorgegebene Bahn moglichst genau nachzuregeln.

Fiir ap > 0 und a3 = 0 in der Zielfunktion von OSP erhalten wir eine 6konomische
modellpradiktive Regelung, welche auch unter dem Namen ,,Economic Model Predicti-
ve Control* (EMPC) bekannt ist. Ein aktueller Uberblick fiir die 6konomische modell-
pradiktive Regelung kann in [31] gefunden werden. Im Vergleich zur klassischen Regelung
zum Verfolgen einer Referenztrajektorie wird hier auch ein 6konomisches Kostenfunk-
tional betrachtet. Dies ist zum Beispiel in der Produktionstechnik interessant, wo die
Produktionsgeschwindigkeit oder der Verbrauch von Energie optimiert werden kann. Ein
anderes Beispiel wére der Betrieb eines Satelliten, der mit méglichst wenig Treibstoffver-
brauch Kollisionen mit anderen kosmischen Objekten vermeiden soll. Des Weiteren ist
okonomische modellpradiktive Regelung auch fiir die Bahnplanung autonomer Fahrzeuge
relevant. Dazu kann beispielsweise nach dem Kraftstoffverbrauch, dem Komfort oder der

schnellsten Trajektorie optimiert werden.



2.5. NICHTLINEARE MODELLPRADIKTIVE REGELUNG 33

Je nach der Gewichtung der Faktoren ay und «; ist auch eine gemischte Variante von
tracking und 6konomischer modellpradiktiver Regelung moglich.

Durch die Moving Horizon Anfangsbedingungen

y(tk) = (2.27)

kann der Startzustand des Optimalsteuerungsproblems jeweils durch den aktuell gemesse-
nen Systemzustand definiert werden. Damit l&sst sich fiir die nichtlineare modellprédiktive

Regelung folgender Algorithmus definieren.

Standard nichtlineare modellpradiktive Regelung:

i Messe den aktuellen Zustand y, € R™ und den aktuellen Zeitpunkt .

ii Lose fiir y, € R™ das Optimalsteuerungsproblem aus OSP auf dem
Vorausschau-Horizont T'.

iii Setze die neue Steuerung des Systems u : [ty, tx + At] — R™ und wende diese
auf das System an. Wobei At fiir die Abtastrate der Regelung steht.

iv. Gehe zuriick zu

Eines der groBiten Probleme des Standard Algorithmus zur nichtlinearen modellpradik-
tiven Regelung ist, dass das Losen von Optimalsteuerungsproblemen einen komplexen
iterativen Prozess darstellt, der oft eine nicht vernachldssigbare Rechenzeit benotigt.
Dementsprechend kénnen wihrend des Optimierens Zeitverzogerungen entstehen. Abhilfe
kann hierbei eine mehrschritt nichtlineare modellpradiktive Regelung, oder auch Multi-
step NMPC, sein bei welcher der aktuelle Zustand y, € R™ mit einem Zeitversatz M At
in die Zukunft prognostiziert wird. Der Faktor M > 0 € N steht dabei fiir die Anzahl der
iibersprungenen Schritte. Wahrend des Zeitversatzes M At wird weiterhin die vorherige
MPC Losung verwendet. Kann der Optimierer eine neue Losung wihrend des Zeitinter-
valls M At finden, so wird diese bei erreichen des Zeitversatzes iibernommen. Andernfalls
muss ein weiteres Mal projiziert werden und der Optimierer versucht fiir den néchsten

Zeitschritt eine Losung zu finden.
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Multistep nichtlineare modellpriadiktive Regelung:

i Initialisierung: Messe den aktuellen Zustand y, € R™ und den aktuellen Zeit-
punkt ¢, und lose fiir y, € R™ das Optimalsteuerungsproblem aus OSP auf

dem Vorausschau-Horizont 7.

ii Setze die neue Steuerung des Systems u : [ty, tx + M At] — R™ und wende diese

auf das System an.

iii Messe den aktuellen Zustand y;, € R™ und den aktuellen Zeitpunkt ¢; und proji-
ziere den Zustand, auf der berechneten Losung des Optimalsteuerungsproblems,
fiir den Zeitpunkt #, = t; + M At. Daraus folgt der Zustand §;, € R™.

iv Lose fir ¢, € R™ und ¢, das Optimalsteuerungsproblem aus OSP auf
dem Vorausschau-Horizont T'. Falls der Zeitpunkt #;, erreicht wird, bevor das
Optimalsteuerungsproblem gelost werden konnte, wiederhole Schritt mit
te =t + MAt, solange t), < t;, + T.

v Warte bis der Zeitpunkt #; erreicht wird und gehe zuriick zu fiil

Die Vorteile dieses Regelkonzepts sind:
e Die Referenztrajektorie muss die Systemdynamik nicht strikt erfiillen.

e Die Riickfithrung auf die Referenztrajektorie erfolgt durch ein Modell des Systems
und halt auch Beschriankungen fiir Zusténde, Steuerungen und andere Nebenbedin-

gungen ein.

e Die Kosten- bzw. Zielfunktion legt den Fokus auf eine optimale Prozessdurchfiih-
rung. Die Gewichtung der Faktoren ag und o legt dabei fest, wie die Kostenfunktion

zum Trackingterm gewichtet wird.
Die Nachteile dieses Regelkonzepts sind:

e Es muss ein Modell des Systems in Form eines Differentialgleichungssystems bekannt

sein.

e Dieser Ansatz steht und féllt mit der Robustheit und Berechnungsgeschwindigkeit

des Optimierers. Sind die Rechenzeiten zu lang oder kann der Optimierer das Opti-
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malsteuerungsproblem nicht 16sen, so scheitert das Verfahren, wenn das System den

Vorausschau-Horizont der letzten MPC Losung erreicht hat.

e Die Referenztrajektorie muss vorher festgelegt werden. Es wird nicht iiberpriift
ob diese den Prozess des Systems, beziiglich der Kosten- oder Zielfunktion, opti-
mal steuert. Demnach ist die Losung stark von der Wahl der Faktoren oy und oy

abhéngig.

Bemerkung 2.13. Zahlreiche weitere Varianten von modellprddiktiven Regelungskonzep-
ten konnen in [{J] gefunden werden. Im Rahmen dieser Arbeit fokussieren wir uns auf

eine okonomische modellprddiktive Regelung mit hierarchischem Regelkonzept.

2.5.2 Okonomische modellpridiktive Regelung mit hierarchisch-

em Regelkonzept

Die 6konomische modellpradiktive Regelung, welche auch unter dem Namen ,,Economic
Model Predictive Control* (EMPC) bekannt ist, definiert einen optimal gesteuerten Re-
gelungsprozess. Die 6konomische modellpradiktive Regelung ergibt sich fiir das Optimal-
steuerungsproblem aus OSP im Fall ap > 0 und a; = 0. Somit betrachten wir aus-
schliefflich ein 6konomisches Kostenfunktional.

Vorsteuerung ‘ ‘ Steuerung

EMPC =‘ Regler | » System

Trajektorie

A

Aktueller
System Zustand

Abbildung 2.4: Schematischer Aufbau eines hierarchischen Regelkonzepts mit

okonomischer modellpradiktiver Regelung.

Im Rahmen dieser Arbeit verwenden wir zusammen mit der 6konomischen modellpradikti-
ven Regelung ein zweistufiges hierarchisches Regelkonzept. Dieses Regelkonzept ist in Ab-
bildung schematisch dargestellt. Die Steuerung der ckonomischen modellpradiktiven
Regelung wird in einem Regler als Vorsteuerung verwendet. Der Regler soll dabei die
optimierte Trajektorie nachregeln. Wichtig ist, dass der Regler und die 6konomische mo-
dellpradiktive Regelung in unterschiedlichen Frequenzen laufen kénnen. Dabei ist die Fre-
quenz des Reglers hoher zu wahlen, als die Frequenz der 6konomischen modellpradiktiven

Regelung.
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Bemerkung 2.14. Der detaillierte Aufbau des hierarchischen Regelkonzepts wird im Ver-

lauf dieser Arbeit jeweils fiir den konkreten Versuchsaufbau beschrieben.
Die Vorteile dieses Regelkonzepts sind:
e Es ist keine vordefinierte Referenztrajektorie notwendig.

e Die Kosten- bzw. Zielfunktion legt den Fokus auf eine optimale Prozessdurchfiih-

rung.

e Im Regelkonzept aus Abbildung 2.4 kénnen Regler und Optimalsteuerung auch mit

unterschiedlichen Frequenzen arbeiten.
Die Nachteile dieses Regelkonzepts sind:

e Es muss ein Modell des Systems in Form eines Differentialgleichungssystems bekannt

sein.

e Dieser Ansatz steht und fallt mit der Robustheit und Berechnungsgeschwindigkeit
des Optimierers. Sind die Rechenzeiten zu lang oder kann der Optimierer das Opti-
malsteuerungsproblem nicht 16sen, so scheitert das Verfahren, wenn das System den

Vorausschau-Horizont der letzten MPC Losung erreicht hat.

Prinzipiell ist es auch moglich ohne die zusétzliche Reglerkomponente in Abbildung
auszukommen. Dabei miissten die Steuergrofien der 6konomischen modellpriadiktiven Re-
gelung, wie in Abschnitt [2.5.1] direkt verwendet werden. Bei einer solchen Regelung wiirde
allerdings die Positionsablage zur berechneten optimalen Trajektorie nicht in die Regelung
eingehen. Somit wiirden Modellierungsfehler in der Fahrzeugdynamik nicht ausgeregelt.
Um eine robuste online-Steuerung fiir autonome Fahrzeuge zu erhalten, werden wir im
Rahmen dieser Arbeit eine 6konomische modellpradiktive Regelung fiir autonome Online-
bahnplanung mit untergeordnetem Bahnfolgeregler entwickeln. Der Bahnfolgeregler wird
dabei von der Forschungs- und Entwicklungsabteilung der Volkswagen AG zur Verfiigung
gestellt.

Bemerkung 2.15. Zur Vereinfachung verwenden wir im Folgenden fiir die okonomische
modellpridiktive Regelung die Abkiirzung MPC.



Kapitel 3

Bahnplanung fiir autonome

Fahrzeuge

3.1 Fahrzeugmodellierung

Eine der zentralsten Rollen in der optimalen Steuerung von Fahrzeugen spielt das Fahr-
zeugmodell. Durch eine geschickte Modellierung versucht man ein komplexes System zu
beschreiben, welches bei einem Fahrzeug aus vielen verschiedenen mechanischen, elektro-
nischen oder auch werkstoffspezifischen Komponenten besteht. Da Fahrzeugmodelle mit
zunehmender Komplexitdt immer rechenaufwéndiger werden, muss eine Abwégung zwi-
schen Detailtreue und Rechenaufwand erfolgen. Ein umfassender Uberblick zu verschie-

denen Fahrzeugmodellen von Kraftfahrzeugen kann in [58] und [62] gefunden werden.

3.1.1 Kinematisches Fahrzeugmodell

Eines der einfachsten Fahrzeugmodelle kann durch reine Kinematik beschrieben werden.
In [49] ist der Begriff Kinematik definiert. Laut Definition betrachtet die kinematische
Modellierung nur die Geometrie der Bewegung. Die verwendeten Gréflen bestehen dabei
aus Zeit, Ort, Geschwindigkeit, Richtung und geometrischen Beziehungen. Die Kinematik
betrachtet keine Kréfte, welche die Ursache der Bewegungen sind.

Die geometrischen Beziehungen fiir das kinematische Fahrzeugmodell sind in Abbildung
dargestellt. Fiir die einzelnen Groflen aus Abbildung gilt:

e 1: Kartesische z-Koordinate des Mittelpunkts der Hinterachse des Fahrzeugs.
e y: Kartesische y-Koordinate des Mittelpunkts der Hinterachse des Fahrzeugs.

37
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des kinematischen Fahrzeugmodells

: Gierwinkel 1 im Bezug auf die z-Achse des kartesischen Koordinatensystems.

e v: Fahrzeuggeschwindigkeit v entlang der Fahrzeugausrichtung, welche durch den
Gierwinkel 1 gegeben ist.

0: Lenkwinkel §, welcher an der Vorderachse des Fahrzeugs anliegt.

?: Geometrischer Abstand zwischen Vorder- und Hinterachse.

DGL-System 3.1 (Kinematisches Fahrzeugmodell)

2(1) = v(t) cos(44(1))
/(t) = o(t) sin(u(1))
(1) = " tan(s(1))

Das Differentialgleichungssystem beschreibt die kinematischen Bewegungsgleichungen
der Hinterachse eines Fahrzeugs in Abhéngigkeit von den Steuergréfien Geschwindigkeit
v und Lenkwinkel §. Verschiedene Modellierungen fiir die Kinematik von Kraftfahrzeugen
werden in [62] vorgestellt.

3.1.2 Einspurmodell

Das Einspurmodell kann in unterschiedlichen Detailstufen formuliert werden. Im Rah-

men dieser Arbeit wollen wir ein verhaltnisméafig komplexes Einspurmodell nach dem
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Abbildung 3.2: Schematische Darstellung des Einspurmodells

Vorbild von [42] verwenden. In Abbildung sind die dynamischen Grofien des Ein-
spurmodells skizziert. Im Unterschied zum kinematischen Fahrzeugmodell, modelliert das

Einspurmodell auch angreifende Krifte am Fahrzeug. In Abbildung [3.2] sind zwei Koor-

dinatensysteme dargestellt. Zum Einen das ortsfeste kartesische xy-Koordinatensystem

und zum Anderen das korperfeste xpypr-Koordinatensystem, welches im Schwerpunkt des

Fahrzeugs definiert ist. Fiir die einzelnen Gréflen aus Abbildung [3.2] gilt:

x: Kartesische z-Koordinate des Schwerpunkts des Fahrzeugs.

y: Kartesische y-Koordinate des Schwerpunkts des Fahrzeugs.

1: Gierwinkel 1 im Bezug auf die z-Achse des kartesischen Koordinatensystems.
v: Fahrzeuggeschwindigkeit v am Schwerpunkt.

v,: Fahrzeuggeschwindigkeit v, an der Vorderachse.

vp,: Fahrzeuggeschwindigkeit v, an der Hinterachse.

o, Schraglaufwinkel o, an der Vorderachse.

ayp: Schriglaufwinkel oy, an der Hinterachse.

B: Schwimmwinkel 8 am Schwerpunkt.
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0: Lenkwinkel §, welcher an der Vorderachse des Fahrzeugs anliegt.

e Fj,: Léangskraft Fj, an der Vorderachse.

e Fy: Langskraft Fy, an der Hinterachse.

e [,: Querkraft F,, an der Vorderachse.

e [;,: Querkraft F,;, an der Hinterachse.

o [4,,.: Aerodynamische Kraft Fl,, entlang der korperfesten xp-Achse.
o Fy,.: Aerodynamische Kraft F4,, entlang der koérperfesten yp-Achse.
e /,: Geometrischer Abstand zwischen Schwerpunkt und Vorderachse.

e /;: Geometrischer Abstand zwischen Schwerpunkt und Hinterachse.

e ¢ ,: Geometrischer Abstand zwischen Schwerpunkt und aerodynamischem Kraftan-

griffspunkt.

Weitere Gréfen, die fiir die Definition des Einspurmodells notwendig sind:

e v,: Geschwindigkeit des Fahrzeugschwerpunkts entlang der z-Achse des ortsfesten

xy-Koordinatensystems.

e v,: Geschwindigkeit des Fahrzeugschwerpunkts entlang der y-Achse des ortsfesten

xy-Koordinatensystems.
o wy: Winkelgeschwindigkeit des Gierwinkels .
e ws: Winkelgeschwindigkeit des Lenkwinkels 9.
e F,.: Kombinierte Gesamtkraft F;, entlang der korperfesten zp-Achse.
e F,,: Kombinierte Gesamtkraft F), entlang der korperfesten yz-Achse.

Das Einspurmodell ist mit diesen Groéflen nach [42] wie folgt definiert.
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DGL-System 3.2 (Einspurmodell)

2 (t) = v, (1)
v (1) = 0
U(0) = w0
U(0) = [P () costb(t) — Fyp (1) -sim ()]
U0 = - [Fep(6) i (8) + Fyp (1) - cos p(0)
w;(t) = ]i [Foo(t) - 1y - cosd(t) — Fsp(t) - I — Fay,(t) - esp + Fip(t) - 1, - sin ()]
5,(t) = w(;(t)

Aus dem Schwimmwinkel g kénnen die Schraglaufwinkel

[,Y) —vsin g
, = 0 — arct _, 1
a arc an( voos > (3.1)
oy = arctan (M) (3.2)
vcos 3

berechnet werden. Die Krifte in xp- bzw. yp-Richtung ergeben sich aus

F,,. = Fjp — Fazp + Flyy - cos(6) — F, - sin(9)
Fy. = Fop — Fay, + Fiy - sin(6) + F, - cos(9).

[

Fiir den aus der Widerstandsfliche A resultierenden Luftwiderstand gilt

1
FA$F:§'Cw'p'A'7)2
FAyp%O-

Zur Berechnung der Querkrifte an Vorder- und Hinterachse wird die ,,Magic Formula von
Pacejka“ nach [42]

Fy, (o) = puD, - sin(C, - arctan(B,a, — E,(By«a, — arctan(B,ay))))
Fyp, (o) = puDy, - sin(Cy, - arctan(Bray, — Ep(Bray, — arctan(Bray))))
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angewandt. Der Parameter p € (0,1] gibt dabei den Reibungsbeiwert der Haftreibung
an. Bei einer trockenen Fahrbahn kann ein Reibungsbeiwert von p = 1 verwendet wer-
den, wihrend bei nasser oder schneebedeckter Fahrbahn ein kleinerer Wert auftritt. Die
Querkrifte hangen damit direkt von den Schraglaufwinkeln «, und «y,, der Vorder- bzw.
Hinterachse ab. Die Langskrifte setzen sich nach [42] aus der Radreibung und der Brems-
kraft

-Flv:_Fbv_Frv
Eh:_th_Frh

an Vorder- und Hinterachse zusammen.
Brems- und Antriebskraft werden zu Fp zusammengefasst und mit dem Vorzeichen einer
Bremskraft modelliert. Mit der Formel

s, F'B falls Fig > A

ap+ a1 Fp+ asF: +asF3 falls 0 < Fp < A
bo+ b1 Fp+boFE+bsF3  falls — A< Fp<0
o, Fp falls Fgp < —A

Fbv:

soll ein stetig differenzierbarer Ubergang an der Stelle Fiz = 0 gewihrleistet werden. Aus

den Bedingungen

Fy(0) =0 =ag = by
F,(0) = a1 = by
SFL(0) = a = by
Fpp(A) = s,A
F(A) = 5,
Fyp(=A) = —0,A
Fp(=A) =0

folgt das lineare Gleichungssystem

1 A A 0 aq Sy
1 2A 3A% 0 az [ | so
1 -A 0 A? as | | o,
1 —2A 0 3A%| \bs oy
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Zusammengefasst ergibt sich nach dem Losen des linearen Gleichungssystems fiir die Ko-

effizienten
CL():b():O
Sy + O
Clebl: U2 v
Sy — Oy
a2:b2: A
Sy — Oy
a3 = ———
5 2A2
Sy — O
hy = 2 7%
T oA2

Die Vorzeichen behaftete Bremskraft der Vorderachse

s, Fg falls Fg > A
F _ W%FB + SU;U'U Fé _ Sgggv Fg faHS O S FB < A (3 3)
bu sv;av FB + Svgov Fé + Sgggv Fl% faHS — A < FB <0 .
o, Fy falls Fp < —A

ist durch einen Parameter o, charakterisiert. In diesen geht die Antriebstopologie in der

Form

o, =1 fir Frontradantrieb
Oy - 0 <o, <1 fir Allradantrieb

o, =0 fir Heckradantrieb

ein. Der Faktor s, = I;,/(l, + ;) gibt den Anteil der Bremskraft an der Vorderachse an.
Die Formel gilt analog auch fiir die Hinterachse mit o, =1 — 0, und s, = 1 — s,,.
Fiir den Ubergangsbereich aus Formel verwenden wir A = 0,01.

Die Rollreibung

Frv:fr<v>'sz Frh:fr<v>'th
setzt sich nach [42] aus den statischen Radlasten

FZU =Mm-g- Sy (34)
Fao =m-g-sy '

und der empirischen Formel

fr(v> :fr0+fr1ﬁ+fr4 <ﬁ>4 (35)
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zusammen. Wobei die Geschwindigkeit v aus (3.5 nach [42] in der Einheit 1% eingeht.
Mit Hilfe der Radkréfte kann auch der zur Beschrankung der Haftreibung verwendete

Kammsche Kreis

F? + F?2
VT <0 (3.6)

F, 1S

/F? + F?

M—MSO (3.7)
th

definiert werden. Hierbei sind die maximalen Reifenkrifte fir Vorder- (3.6) bzw. Hinter-
achse (3.7) auf einem Kreis, entsprechend der Léngs- und Querkréfte beschréankt. Der
Parameter p € (0, 1] gibt wie auch in der ,Magic Formula von Pacejka“ den Reibungs-

beiwert der Haftreibung an.

3.1.3 Krummlinige Koordinaten

Krummlinige Koordinaten bieten eine Moglichkeit, die Fahrzeugdynamik in einem ge-
eigneteren Koordinatensystem zu betrachten. Eine Optimierung von Rundenzeiten unter
der Verwendung von krummlinigen Koordinaten findet sich bereits in [55]. In diesem Ab-
schnitt wollen wir die kartesisch modellierten Fahrzeugmodelle in ein nach der Bogenldnge
parametrisiertes Koordinatensystem iiberfithren. Das bedeutet im zweidimensionalen Fall,

die beiden Differentialgleichungen
2/ (t) = v, (t) (3.8)
Y (t) = vy(t) (3.9)

durch Differentialgleichungen der Bogenlénge s(t) und des Abstands r(¢) von einer Kurve

v : [0, L] — R?, in unserem Fall die Mittellinie, mit

v(s) :== ( z:gg ) (3.10)

zu ersetzen. Zwei bedeutende Gréfen der Kurve v, welche von der Bogenldngen abhéngen
sind durch den Winkel ¢(s) und die Krimmung «(s) gegeben. Der Winkel berechnet sich

durch die ersten Ableitungen

Ym(s) = arctan (%(S)> (3.11)

7 (5)
nach der Bogenldnge. Vorausgesetzt die Kurve ~y ist beziiglich der Bogenldnge s mit

|7 (s)]| = 1 parametrisiert.
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Bemerkung 3.1. Die rechten Seiten der Gleichungen (@ und sind durch Diffe-
rentialgleichungen beschrieben. Wichtig fir eine allgemeine Herleitung ist lediglich, dass
die Differentialgleichungen von v,(t) und v,(t) nicht von x(t) oder y(t) abhingen dirfen,

was beir Fahrzeugmodellen in der Regel nicht der Fall ist.

Mit der Kurve aus (3.10]) als Mittellinie der Fahrbahn, kénnen wir jeden Punkt (x,y) der
Fahrbahn durch die Groflen s € [0, L] und r € [—M b(s)}

20 2

(1) Tm(s(1))
= + i (s(t))r(t) (3.12)
( y(t) ) ( Ym(s(t))
beschreiben. Die Ausdehnung der Bahn ist durch eine Funktion der Bahnbreite b(s) > 0,

abhéngig von der Bogenlidnge s € [0, L] charakterisiert. Als Normalenvektor der Kurve

(3.10]) konnen wir bei einer, nach der Bogenlénge parametrisieren Kurve, mit ||7/(s)|| = 1,

nm(s):( Yon(3) ) (3.13)

—Zp(5)

verwenden. Unsere Wahl des Normalenvektors (3.13]) nach Abbildung fithrt dazu, dass

v(L)

Xz \. (.CC, y)T
Abbildung 3.3: Bogenparametrisierung der Koordinaten

Punkte mit positiven r-Werten rechts und Punkte mit negativen r-Werten links der Kurve

v(s) liegen. Mit (3.13)) ergibt sich aus Gleichung (3.12)

x(t) B T (s(t)) + )y, (s(t))
( ) - ( Y (5(t)) — r(t)ay,(s(t)) ) - (3.14)

Im néchsten Schritt werden die beiden Gleichungen aus (3.14)) beziiglich der Zeit t abge-
leitet und mit (3.8)) und (3.9) gleichgesetzt. Daraus ergibt sich

ve(t) = 2'(8) = [, (s(£) + 7 (t)y (s(£))] s"(£) + 7' (), (s()) (3.15)
vy(t) = ' () = [y (s(t)) — r(O)a,(s(t)] 8" (1) = r' ()2, (s(2))- (3.16)
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Um eine Gleichung fiir §'(¢) zu erhalten, multiplizieren wir (3.15) mit z/ (s(t)) und die
Gleichung (3.16)) mit y,,(s(t)). Anschliefend addieren wir die beiden entstandenen Glei-
I

chungen. Unter der Beriicksichtigung, dass ||y(s)||* = 1 ergibt sich

T ($(0))va(8) + Y (5(8))vy (1) = [L+ r () (@7, (s(8))ym (s(2)) — 27, (5(8))y (s(1)))] 8" (1)
Wir erhalten die Differentialgleichung fiir s(¢) gegeben durch

S = D) + 1)
L r(8)]ar, (s(6)ym(s(8)) — 27, (s(t))y (s())]
Analog kénnen wir die Gleichung mit 3/ (s(t)) und mit —a’ (s(t)) multiplizie-

ren und die resultierenden Gleichungen addieren. Unter Verwendung der Eigenschaften,

7(s)|I* = 1 und (¥/(s),~7"(s)) = 0, einer nach der Bogenlinge parametrisierten Kurve

ergibt sich fiir r(¢) die Differentialgleichung

r'(t) = va (), (s(t)) — vy (), (s(2)).
Zusammengefasst konnen wir somit das Differentialgleichungssystem, bestehend aus den
Gleichungen (3.8) und (3.9) durch das Differentialgleichungssystem

ol (s()ue(®) + i (s()vy (1)
= e o (s(0) (3.17)
r'(t) = va )y, (s(8)) — vy ()27, (5(1)) (3.18)
ersetzen. Hierbei verwenden wir die Kriimmung der Kurve
Km(8) = 3, (5(0)) Y (5(£)) — 23, (5(2)) i ((2))- (3.19)

Kurven ~, wie die Mittellinie oder die Fahrbahnrander des Testkurses, modellieren wir
im Rahmen dieser Arbeit durch kubische Splines vgl. [32]. Fiir geschlossene Kurven ver-
wenden wir dabei periodische, fiir offene Kurven natiirliche Randbedingungen bei der

Berechnung des kubischen Splines.

Bemerkung 3.2. Fin Algorithmus zur Projektion von kartesischen Koordinaten auf ku-
bische Splines wird in [{7], einer im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Publikation vor-

gestellt.

3.2 Hindernismodellierung

3.2.1 Hindernisse am Fahrbahnrand

Hindernisse an den Fahrbahnriandern konnen durch Hindernisfunktionen modelliert wer-
den. Um den zweimal stetig differenzierbaren Ubergang der Hindernisfunktion zu gewihr-

leisten wird eine stiickweise Ubergangsfunktion definiert. Die Funktion der aufsteigenden
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Abbildung 3.4: Aufsteigender Hindernisiibergangsbereich

Hinderniskurve ergibt sich aus

0 falls s <0
r(s) =< ag+ a15+ ass® + azsd +agst +azs® falls0<s <l .
h falls s > ¢

Wir forden an den Ubergéingen einen zweimal stetig differenzierbaren Ubergang mit den

Bedingungen
r(0) =0 r(l) =h
r(0) =0 r(l) =0
r(0) =0 r"(€) =0
Hieraus folgt das lineare Gleichungssystem
(100 0 0 01 fa 0
1 ¢ 2 3 ¢ 0 ay h
01 0 O 0 0 a | |0
0 1 2¢ 3¢ 43 54| [az]| |0
00 2 0 0 0 ay 0
0 0 2 60 1202 200%] \as 0
Zusammengefasst ergibt sich nach dem Lésen des linearen Gleichungssystems fiir die Ko-
effizienten
ag = 0, a; =0,
10h
az =0, 3 = =
15h 6h
ayq = _€_47 as = f_‘:’
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Die aufsteigende Hindernisfunktion ergibt sich damit zu

0 falls s <0
r(s) = ohsd — Bhet 4 O falls0<s<{
L N falls s > ¢
(0 falls s <0
r'(s) = ¢ st — DS+ st falls0<s <l .
0 falls s > ¢

\
Um die Fahrbahn nach dem Hindernis wieder anzupassen wird eine Riickfithrungsfunktion

benotigt. Fiir die Riickfithrungskurve kann der gleiche Ansatz

r(s)

Abbildung 3.5: Absteigender Hindernisiibergangsbereich

0 falls s <0
7(8) = < by + b5 + bys? 4 bys 4+ bys* + bss® falls 0 < s < ¢
h falls s > ¢

verwendet werden. Die angepassten Ubergangsbedingungen ergeben sich zu

r(0) =h r(¢) =0
r'(0) =0 r'() =0
r"(0) = 0 r(0) = 0.

Im linearen Gleichungssystem

100 0 0 0 bo h
1 e 2 oy 0
010 0 0 0 by |0
0 1 20 30> 463 500 [ |0
002 0 0 0 by 0
0 0 2 60 1202 2063 \bs 0
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verdndert sich lediglich die rechte Seite. Zusammengefasst ergibt sich nach dem Losen des

linearen Gleichungssystems fiir die Koeffizienten

b():h, by :07
10h
by =0, bs = —
15h 6h
b4 - 5—4, b5 — _6_5

Die Riickfithrungsfunktion gilt damit

[} falls s < 0

r(s) =4 h—1hgdp Bhot Shes flls0<s<(
L 0 falls s > ¢
(0 falls s <0

r'(s)=1q —30hg? 4 00hg3 30t flls 0 <5</l .
0 falls s > ¢

3.3 Versuchsaufbau fiir offline-Fahrversuche

Alle Fahrversuche, welche im Rahmen dieser Ar-
beit durchgefiihrt wurden, waren Teil eines Pro-
jekts mit der Forschungs- und Entwicklungsab-
teilung der Volkswagen AG. Als Testfahrzeug
kam ein VW Golf GTI aus Abbildung [3.6] zum
Einsatz. Die Fahrversuche fanden auf abgesperr-
ten und abgesicherten Rennstrecken statt. Zum
Einen wurden diese auf der Rennstrecke Auto-
drom Most, aus Abbildung in Most (Tsche-
chien) und zum Anderen auf der Rennstrecke

Autodromo do Algarve, aus Abbildung [3.§ in Abbildung 3.6: VW Golf GTI.
Portimao (Portugal) durchgefiihrt.
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Penzion Zatis( ’

Abbildung 3.7: Satellitenbild der Rennstrecke in Most aus Google Maps.

Abbildung 3.8: Satellitenbild der Rennstrecke in Portimao aus Google Maps.
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Ziel der offline-Fahrversuche ist es, zuvor berechnete Bahnen mit einem Bahnfolgereg-
ler nachzufahren und die Trajektorien zusammen mit Testfahrern hinsichtlich ihrer Op-
timalitét zu bewerten. In Abbildung ist der Aufbau zur Durchfithrung der offline-

Fahrversuche skizziert.

: Moving Horizon
' | Startzustand .
' Schritt

Abbruch bei durchfahrenem Kurs

.....................................

Abbildung 3.9: Schematischer Aufbau der offline-Fahrversuche

Bemerkung 3.3. Der in verwendete Bahnfolgeregler wurde von der Forschungs- und
Entwicklungsabteilung der Volkswagen AG bereitgestellt. Die Entwicklung, Anpassung und
Inbetriebnahme des Reglers wurde vom Projektpartner iibernommen. Im Rahmen der Fahr-
versuche dieser Arbeit verwenden wir diesen Bahnfolgeregler dementsprechend als Black-
box. Der verwendete Regler benotigt zum Abfahren einer berechneten Rennlinie zusdtzlich
zur Bahn auch ein Krimmungs-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsprofil der Tra-

jektorie.

Die Optimierung der Bahn fithren wir hierbei komplett offline, das heifit vor der Testfahrt
durch. Die MPC-Idee passen wir so an, dass nach jeder berechneten MPC Trajektorie ein

Moving Horizon Schritt mit konstanter Schrittweite angewandt wird. Durch diese Methode
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setzt sich die resultierende Bahn aus kleinen MPC Segmenten zusammen, die nach einem
kompletten Durchlaufen des Testkurses eine optimierte Trajektorie ergeben. Diese ent-
standene Rennlinie kann anschliefend im Testfahrzeug an den Bahnfolgeregler iibergeben
werden, der diese darauthin online nachféhrt. So kann ein kontrollierter Vergleich zwischen
manuell gefahrenen und autonomen Trajektorien erfolgen, der anschliefend zusammen mit

erfahrenen Testfahrern bewertet werden kann.

3.4 Bahnplanung mit dynamischer Programmierung

3.4.1 Motivation

Das Verfahren der dynamischen Programmierung, zur Losung von Optimalsteuerungs-
problemen, ist bereits in Abschnitt definiert. Im wesentlichen unterteilen wir das
Verfahren der dynamischen Programmierung dort in zwei Losungsphasen. Zunéchst muss
fiir das Optimalsteuerungsproblem eine Riickwértsrechnung erfolgen, bei der eine Wer-
tefunktion auf einem diskreten Zustandsgitter berechnet wird. Diese Riickwértsrechnung
ist in der Regel sehr rechenaufwéndig, da sowohl Speicher- als auch der Rechenaufwand
exponentiell mit der Dimension der Zustdnde steigen. Interessant im Bezug auf online-
Optimierungen ist hingegen die zweite Phase der Vorwértsrechnung. Sind zusétzlich zur
Wertefunktion auch die optimalen Steuerungen auf dem Zustandsgitter abgelegt worden,
so kann die Vorwértsrechnung durch eine einfache Interpolation auf das Zustandsgitter
erfolgen. Dies ist in der Regel auch online losbar.

Ein weiterer Vorteil der dynamischen Programmierung im Vergleich zu anderen Algorith-
men ist, das es sich um ein gradientenfreies Verfahren handelt. Somit werden weder die
ersten noch zweiten Ableitungen von Zielfunktion, Nebenbedingungen und des zugrunde

liegenden Differentialgleichungssystems bendotigt.

3.4.2 Diskretisierung des Optimalsteuerungsproblems

Fiir die dynamische Programmierung miissen Gitterfunktionen iiber alle Zusténde abge-
speichert und berechnet werden. Dies verlangt nach einer effizienten Implementierung, so
dass moglichst wenige unzulédssige Zustdnde im Gitter enthalten sind. Kartesische Koor-
dinaten erweisen sich bei unseren Problemen als ineffizient, da bei einem Rundkurs, wie
in Abbildung [3.10} sehr viele Zusténde abseits des Kurses auftreten.

Da der Speicher- und Rechenaufwand exponentiell zu der Anzahl der verwendeten Zu-

stiande wichst, ist es ratsam, ein verhéiltnisméfig einfaches Fahrzeugmodell, wie das ki-
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100
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—100
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_200 i 1285
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Abbildung 3.10: Kartesisches Gitter {iber einem Testkurs

nematische Fahrzeugmodell zu verwenden.

DGL-System 3.3 (Kurven-parametrisiertes kinematisches Fahrzeugmo-
dell)

S(t) = v(t) (27,,(5(t)) cos(i(t)) + ¥ (s(t)) sin(¥(2)))
T+ 7(t)km(s(t))

r'(t) = v(t) (Y (s(1) cos(¥(t)) — a7, (s(2)) sin(1h(1)))

Die Aquivalenz des Differentialgleichungssystemszu Formel (3.17)) und (3.18) folgt aus
v, = v(t) cos(¢(t)) und v, = v(t) sin(¢p(¢)), passend zum kinematischen Fahrzeugmodell.

Da das kinematische Fahrzeugmodell keine Beschrankung der Geschwindigkeit beinhal-
tet, muss eine Beschriankung der Zentripetalbeschleunigung durch eine Nebenbedingung
erfolgen. Im Vergleich zu zusétzlichen Differentialgleichungen sind zusétzliche Nebenbe-

dingungen mit dem Ansatz der dynamischen Programmierung giinstig, im Bezug auf die
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Rechenzeit. In [58] ist fiir die maximale Zentripetalbeschleunigung bei einer konstanten

()
p max

angegeben. Diese Abschétzung entspricht gerade der oberen Schranke des Kammschen

Kreisfahrt die vereinfachte Formel

Kreis, im Fall einer konstanten Lingsbeschleunigung. Auf die Langsbeschleunigung miis-
sen wir verzichten, da das Hinzufiigen eine zuséitzliche Differentialgleichung und dem
entsprechend auch einen weit hoheren Rechen- und Speicheraufwand bedeuten wiirde.
Die Variable p entspricht dem Reibungsbeiwert der Strafle, g der Erdbeschleunigung und
p dem Kurvenradius. Setzen wir statt einem konstanten Kurvenradius die Kriimmung

K = % ein, ergibt sich fiir die maximale Geschwindigkeit die Formel

KH-g
Umax = 4/ - (3.20)
%]
Den Reibungsbeiwert nehmen wir mit dem Wert ;1 = 1 an, was einer trockenen Fahrbahn
entspricht. Die Variable g entspricht der Gravitationskonstante g = 9,815 und « der
Kriimmung der Bahn. Die Kriimmung des kinematischen Fahrzeugmodells ist durch

_ 9y jtan(d)  tan(d)

— 05 v (L (3:21)

K

gegeben, wobei 0§ der partiellen Ableitung nach der tatsdchlich gefahrenen Bahnldnge §
entspricht.

Wir definieren das Optimalsteuerungsproblem:

Problem 3.1 (Moving Horizon Optimalsteuerungsproblem nach [47])
Minimiere beziiglich der Steuergrofien 0(¢) und v(t) die Zielfunktion
—s(T)

auf dem Zeitintervall ¢ € [0, T, unter Erfiillung des Differentialgleichungssystems

v(t) (27,(s(t)) cos((t)) + yn,(s(t)) sin(¥(2)))
T+ 7r(t)km(s(t))

((t)) cos(1h(t)) — a7, (s(1)) sin (¥ (1))
(5(£))

s'(t) =
r'(t) =

W(t)

= <

(t) (Y
®) 0

— 1
14
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mit s(t) € [0, L], r(t) € [-B(s(t))/2, B(s(t))/2] und den Nebenbedingungen

pog-t
o(t) < 4| ——=——
W=\ Tan(eo)]
5min S 5(t) S 51118.)(
Umin S U(t) S VUmax

mit einem festen Anfangspunkt (s(0),7(0),(0)) = (so, 70, %0) und t € [0, 7.

Problem [B.1]entspricht einem Optimalsteuerungsproblem aus [47], einer im Rahmen dieser
Dissertation verdffentlichen Publikation, welches durch dynamische Programmierung auf
einem Zustandsgitter fiir einen Moving Horizon gelost werden kann. Um das Problem
zu diskretisieren, miissen wir Zustéinde, Zeitpunkte und Steuerungen diskretisieren. Die

Steuerungen uq(t;) = d(tx) und wus(tx) = v(tx) betrachten wir in der diskreten Menge

Ulty) == {u(m: (iii:;) o(tx) € {60,51,...,5%}}.

(3.22)
v(ty) € {vo,v1, .. U0, }
In der dynamischen Programmierung wollen wir die Ziel- bzw. Wertefunktion in jedem

diskreten Zustand und zu jedem diskreten Zeitpunkt auswerten. Wir fithren somit ein

Zeit- und Zustandsgitter

178
G=Lg=| " ||lk=01, . ..ngi=01,...,n55=01,....n;01=0,1,... 0y

T

(3.23)

ein.

Wir definieren das Optimalsteuerungsproblem:

Problem 3.2 (Dynamische Programmierung mit Moving Horizon Opti-

malsteuerungsproblem nach [47])

Minimiere die Zielfunktion

F(z,u) := —s(ty,)
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auf dem Gitter G, mit einem festen Anfangspunkt (s(0),7(0),1(0)) = (so, ro, %o). Die
Zustinde z(ty) = (s(tx), 7(tx), ¥ (tx)) " sind durch die Nebenbedingungen

:L‘(tk_H) = x(tk) + h@(tk, :v(tk),u(tk)) k=0,...,n,— 1
s(ty) € [0, L] k=0,...,n
r(ty) € [—B(s(tr))/2, B(s(tx))/2] E=0,...,n
u(tk) € U(tk) k= 0,...,1

pog-t _ N
Y0 =\ Fan(a o) b0

beschrankt.

Problem entspricht einer diskretisierten Form von Problem [3.1] Die diskrete Menge
U(ty) der moglichen Steuerungen ist durch definiert. Das Differentialgleichungs-
system wird im Einzelnen durch ein Runge-Kutta-Verfahren mit der zugehorigen In-
krementfunktion ®(tg, x(tx), u(tr)) gelost, dessen Losung bei der Auswertung der Werte-
funktion auf das Gitter interpoliert wird. Dieses Modell, das bereits in [47] gelost wurde,
wollen wir in dieser Arbeit im Bezug auf den Speicheraufwand optimieren.

Um das weitere Vorgehen zu motivieren, folgt eine Beispielrechnung fiir den Speicher-
und Rechenaufwand. Nehmen wir an, wir wollen mit n; = 400 Zeitpunkten, ny = 400
Bogenldngenwerten, n, = 51 Bahnabsténden und n, = 300 Winkelzusténden eine durch
dynamische Programmierung berechnete Wertefunktion W (z(t),t) : G — R mit dop-
pelter Genauigkeit (8 Byte) abspeichern. Es ergébe sich ein Speicherbedarf von

(nensn,ny)8B

~ 18,24GB.
B Y
10243 B

Beim Rechenaufwand miissen auch die Dimensionen der diskreten Steuerungsmengen

(3.22) beriicksichtigt werden. Das bedeutet fiir ny = 51 Lenkwinkel und n, = 50 Ge-
schwindigkeiten, dass das Differentialgleichungssystem

NN NNy ~ 6,24 - 1012

mal gelost werden muss. Der enorme Speicher- und Rechenaufwand wird die Frage auf,
ob das Problem nicht um eine Dimension reduziert werden kann.
Wir sollten uns zunéchst fragen, welche Art von Losung wir suchen und welche Eigenschaf-

ten diese Losung besitzen soll. Wir gehen davon aus, dass die zuriickgelegte Bogenldnge
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s(t), bei einer optimalen Losung, streng monoton mit der Zeit ¢ anwéchst, und entfernen
deshalb die Zeit aus dem Gitter

S
G=qz=1| r 1=0,1,...,n57=0,1,... .50 =0,1,...,my p. (3.24)
(0
Da wir fiir die Integration des Differentialgleichungssystems diskrete Zeitinkremente

benotigen fithren wir diese als diskrete Steuerung ein und erhalten die neue Menge von

Steuerungen

5(Sz> (5(80 S {(50,617.--7571(1}
Ulsi) = qulsi) = | v(si) || visi) € {vo,vn,- - v} ¢ (3.25)
At(s;) ] | At(s;) € {Atg, ..., Aty }

Wesentlich, bei der Optimalsteuerung ist die Wahl der Ziel- bzw. Wertefunktion. Im Ge-
gensatz zum Moving Horizon Ansatz aus [47], [39] und [42] haben wir, durch die ein-

gefithrten Zeitinkremente, die Moglichkeit, die benétigte Zeit
T~ At(s;) (3.26)
i=0

zum Erreichen eines Endpunkts zu minimieren. Um zu verhindern, dass das Zeitinkrement

At — 0 geht, fithren wir eine zusétzliche Nebenbedingung
Siv1 — 8 < AL(s;) - si(x(si), u(s;))

ein. Diese soll sicherstellen, dass die nachste Bogenldngenebene erreicht wird. In der letzten

Bogenléngenebene des Gitters konnen wir die Wertefunktion auf W (s,,, z, ) = 0 setzen.

Problem 3.3 (Dynamische Programmierung mit Moving Horizon Opti-

malsteuerungsproblem mit reduzierter Gitterdimension)

Minimiere die Zielfunktion

auf dem Gitter G, mit einem festen Anfangspunkt (s(0),7(0),1(0)) = (so, ro, %o). Die
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Zustinde x(s;) = (s4,7(8;),%(s;)) " sind durch die Nebenbedingungen

Ty (Sit1) = Tpp(8i) + WPy (x(s55), uls;)) i=0,...,n,—1

r(s;) € [-B(si)/2, B(s;)/2] i=0,...,n

u(s;) € U(sy) i=0,...,n

; B9 ¢ 1= n

7050 =\ Tean(o @) s

Si + h®g(x(s),u(s:)) — si < At(s;) - si(x(si), u(s;)) i =0,...,n

beschrankt.

Die diskrete Menge U der moglichen Steuerungen ist durch definiert. Die Aus-
wertung der Differentialgleichung beruht darauf, dass zur Integration des Differentialglei-
chungssystems keine expliziten Zeiten verwendet werden, sondern lediglich der Inte-
grationszeitraum benétigt wird, welcher in Form von At ein Teil der Steuerungen u(s)
ist. Um die Wertefunktion der letzten Bogenldngenebene auswerten zu kénnen, miissen

wir wieder zwischen den Gitterpunkten interpolieren.

Bemerkung 3.4. Im Vergleich zu Problem (3.4, reduziert Problem den Speicherauf-
wand um eine Dimension. Durch die zusdtzliche Steuerung, bleibt die Dimension des

Rechenaufwands gleich.

3.4.3 Ergebnisse

Fiir das Problem wird die Methode der dynamischen Programmierung nach Bell-
man aus Abschnitt angewandt. Dabei bendtigt die Riickwértsrechnung trotz einer
Parallelisierung mit 40 Threads fiir den gesamten Kurs in Most immer noch mehrere
Stunden. Ohne Parallelisierung kénnen Rechenzeiten von iiber einer Woche auftreten.
Die Vorwartsrechnung kann fast ohne Rechenaufwand durchgefiihrt werden. In Abbil-
dung [3.11] ist die berechnete Trajektorie fiir etwas mehr als einer Runde, anhand des
Testkurses in Most dargestellt. Beim Betrachten der Trajektorie stellen wir ein schlechtes
Kriimmungsverhalten der Rennlinie fest. Im Vergleich zu von Rennfahrern gefahrenen Tra-
jektorien werden hier Kurven zu eng eingelenkt, was zu hohen Maximalkriimmungen fiihrt.
Der Grund fiir das schlechte Kriimmungsverhalten ldsst sich anhand des Geschwindig-
keitsprofils in Abbildung erkennen. Hier sind die Geschwindigkeit und der Lenkwinkel

iiber die Bogenldnge dargestellt. In wesentlichen erkennen wir, dass die Geschwindigkeit



3.4. BAHNPLANUNG MIT DYNAMISCHER PROGRAMMIERUNG 59

Dynamische Programmierung Most
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Abbildung 3.11: Mit dynamischer Programmierung berechnete Trajektorie fiir Most, mit

Begrenzung der Kurvengeschwindigkeit

Geschwindigkeit Lenkwinkel
. T T 0.3
70 F
60 L “ 0.2 +
50 - 0.1 r
A 40 | E
=
30 t ~©
—0.1 +
20 -
10 1 —0.2
0 L L L L L L L L —0.3 L L L L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
s [m] s [m]

Abbildung 3.12: Geschwindigkeitsprofil und Lenkwinkel fiir Most mit dynamischer Pro-

grammierung

bevorzugt der Maximalgeschwindigkeit folgt und nur an einigen Stellen aufgrund der Be-
schriankung einbricht. Auch der Lenkwinkel aus Abbildung wird sprunghaft
gesteuert. Diese Verldufe sind der Tatsache geschuldet, dass im Differentialgleichungssys-
tem der Lenkwinkel und die Geschwindigkeit direkt gesteuert werden kénnen, weshalb

die Lenkwinkeldnderung, Brems- und Antriebsbeschleunigung nicht beschrankt sind. So-
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mit stellt die in Abbildung dargestellte Trajektorie eine Rennlinie fiir ein Fahrzeug
mit unendlichem Beschleunigungspotential dar. Hinzu kommt, dass Formel (3.20]) die
Langsbeschleunigungen vernachléssigt, was zu einer Verletzung des Kammschen Kreises

fiihren kann.

Neben einer schlechten Qualitét der berechneten Trajektorie lasst sich als weiterer Nachteil
anfithren, dass die langen Rechenzeiten der Riickwértsrechnung ungeeignet fiir die Praxis-
tauglichkeit des Ansatzes sind. Die Riickwértsrechnung muss nicht nur fiir jeden Testkurs
durchgefiihrt werden, sondern auch wenn beispielsweise Hindernisse auftreten, die noch
nicht berticksichtigt sind. Dementsprechend ist dieser Ansatz fiir die Onlineberechnung
von Rennlinien, welche mit der Vorwéartsrechnung einer bereits berechneten Wertefunktion

moglich wire, in der Praxis untauglich.

Bemerkung 3.5. Aufgrund einer zu schlechten Bewertung der Trajektorie im Bezug auf
Geschwindigkeit und Krimmungsverhalten, wurden fiir die dynamische Programmierung
keine offline- oder online-Tests am realen Fahrzeug durchgefihrt. In [[7] fand lediglich
eine offline-Nachregelung mit einem Modellfahrzeug im Mafstab 1:8 statt. Diese Tests
erfolgten allerdings mit einer notwendigen Skalierung der berechneten Trajektorie mit dem

Faktor 1:70, um diese auf eine Laborfliche anzupassen.

3.5 Optimalsteuerung mit dem Einspurmodell

3.5.1 Grundlage der offline-Optimierung mit dem kartesischen

Einspurmodell

Als Grundlage fiir die Berechnung einer optimalen Rennlinie verwenden wir im Rahmen
dieser Arbeit ein Vorlduferprojekt aus [42]. Das in [42] definierte Fahrzeugmodell ent-
spricht, in weiten Teilen, dem in Abschnitt eingefithrten Modell. Erweitert wurde
dieses Modell aus Abschnitt [3.1.2lum eine Konfigurationsmoglichkeit fiir Front- und Heck-
antrieb. Das zugehorige Optimalsteuerungsproblem der einzelnen MPC Schritte ist wie
folgt definiert.

OSP 3.1 (Einspurmodell Moving Horizon Optimalsteuerungsproblem
nach [42])
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Minimiere die Zielfunktion

—Co (5, (T + AT) — 5,(T) + si(T + AT) — s5,(T)) + &1 /T+AT ws(t)*dt
unter Erfiilllung des Differentialgleichungssystems
/(1) = va(t)
y'(t) = vy(t)
U(t) = wy(t)
v'(t)zm[ 2(t) - cosp(t) — Fy(t) - sin(t)]
Uy(0) = - [F0)-sin () + (1) - cos (1)
w(t) = ]i [Fau(t) - Ly - cos 0(t) = Fan(t) - I = Fay(t) - esp + Fiu(t) - L - sin6(t)]
0'(t) = ws(t)
o ? ()t + ¥ (0
S @) )~ () — 2 — () — )yl
5 (1) = ' (t)z, +y' (t)y,

(o + W) = (@) = )t = ((t) — o)yt

mit den Nebenbedingungen

VER() + F2(t)
sz(t) —p<0

VERD +FA0
Fon

V2(t) + vZ(t) 2 Vmin

und entsprechenden Moving Horizon Anfangsbedingungen.

Die beiden zusitzlichen Differentialgleichungen fiir s(t) und s.(¢) entsprechen je dem

Fortschritt im Bezug zur linken beziehungsweise rechten Fahrbahngrenze. Die Fahrbahn-
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grenzen sind als Kurven bzw. kubische Splines hinterlegt, deren Normalenvektoren n; =
(—y},2))" und n, = (y], —z;)" von der Fahrbahn weg zeigen. Die beiden ersten Nebenbe-
dingungen bilden Projektionen auf die Fahrbahngrenzen ab, die unsere zuléssigen Posi-
tionen auf die Fahrbahn beschrinken. Die dritte und vierte Nebenbedingung entsprechen
der in und definierten Einhaltung des Kammschen Kreises fiir die dynami-
schen Radlasten. Auflerdem wird noch eine zulédssige Mindestgeschwindigkeit v, > 0
vorgegeben, welche fiir das Einspurmodell notwendig ist. Die Referenzpositionen auf den
Randkurven x;, x,, y; und y, ergeben sich aus einer Auswertung der kubischen Splines
der Randkurven beziiglich s;(t) und s,(t). Selbes gilt fiir die Ableitungen z}, .., y;, y.., x7,
xl, ' und y,, welche ebenfalls durch eine Auswertung der kubischen Splines berechnet

werden konnen. Als Zielfunktion wird eine Kombination aus Streckenfortschritt
—Co (8 (T + AT) — 5.(T) + s,(T + AT) — 5(T))

und Steuerungsaufwand

T+AT
¢ / ws(t)?dt
T
verwendet.
Most
300 ‘
200
100
0 L
.§.7100
=
—200
—300
0T MPC Losung
0 . . . , . ‘ . Letzte MPC Lésung
—1400 —1200 —1000 —800 —600 —400 —200 0 200 400 600

a [m]

Abbildung 3.13: Losung fiir den Testkurs Most bei einem Vorausschau-Horizont von 4 s

Zunéchst betrachten wir das in OSP bzw. [42] definierte Verfahren fiir den Testkurs
in Most. In Abbildung [3.13] ist eine optimierte Rennlinie dargestellt, welche einer aus

Segmenten zusammengesetzten Moving Horizon Trajektorie entspricht. Die tatsdchliche
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Moving Horizon

—300
—320 + |
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— =360 | ]
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—400 + ]
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MPC 155
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Abbildung 3.14: Moving Horizon fiir drei MPC Losungen mit einem Abstand von fiinf

Zwischenldsungen

Lange der Vorausschau héngt in den einzelnen MPC Lésungen insbesondere von der
Geschwindigkeit ab. So zeigt Abbildung [3.14] eine reduzierte MPC Trajektorienléinge beim
Durchfahren einer stark gekriimmten Kurvenpassage in Most. Ein weiterer Effekt ist die
zu beobachtende Fécherung der MPC Trajektorien. Diese wird mafigeblich durch den

Anteil des Fortschritts, im Bezug auf die Randkurven, in der Zielfunktion erzeugt.

3.5.2 Bewertung des kartesischen Einspurmodells

Zur Bewertung der Rennlinie wurden Testfahrten mit einer offline berechneten Trajektorie
auf dem Testkurs in Most durchgefiihrt. Eine Schwierigkeit bereitet hierbei vor allem, dass
sich der Vorausschau-Horizont nicht beliebig vergréflern lidsst, ohne die Robustheit des
Verfahrens zu verringern. Die in Abbildung verwendeten 4 Sekunden reichen nicht
aus, um bei hoher Geschwindigkeit rechtzeitig fiir die Kurve nach der Start-Ziel Geraden
bremsen zu koénnen. In der vergréferten Abbildung ist die letzte berechnete MPC
Trajektorie blau eingezeichnet. Da der Optimierer im néchsten Schritt versuchen miisste,
in die Kurve einzufahren und dementsprechend das Fahrzeug hinreichend stark abbremsen
muss, schldgt die Optimierung fehl. Mit der verfiigharen Vorausschau von 4 Sekunden

bleibt nicht geniigend Zeit, um das Fahrzeug stark genug zu verzogern. Eine weitere
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Teilabschnitt Most

MPC‘L'Osung —
Letzte MPC Losung ——

—600 —500 —400 —300 —200

Abbildung 3.15: Vergroflerter Kursausschnitt von Abbildung (3.13]

Erhchung der Vorausschau, bei Verwendung des kartesischen Einspurmodells, senkt die

Robustheit des Optimierers.

Weitere Nachteile der kurzen Vorausschau zeigen sich bei Testfahrten auf der, mit dem
kartesischen Einspurmodell, offline berechneten Rennlinie. Mit einem Blick auf die MPC
Trajektorien aus Abbildung [3.14] wird deutlich, dass die Vorausschau nur kurze aufein-
anderfolgende Kurvenabschnitte beriicksichtigt. Ein guter Rennfahrer passt seine Trajek-
torie hingegen meist auf ganze Kurvenpassagen an. Ein Beispiel hierfiir ist in Abbildung
[3.15] mit roten Pfeilen markiert. Beim Durchfahren der S-férmigen Kurvenpassage wird
die erste Kurve von der Auflenbahn angefahren und auch auf der Auflenbahn ausgefah-
ren, was bei einer einzelnen Kurve korrekt wére. Allerdings hat dies zur Folge, dass die
darauffolgenden Kurven, die in Abbildung [3.15] markiert sind, je von der Innenseite der
Kurve angefahren werden. Daraus resultiert, dass das Fahrzeug die letzte Kurve mit einer
deutlich geringeren Geschwindigkeit verldsst, wie bei einer vergleichbaren Rennlinie eines
Testfahrers. Besser wére es zu versuchen, die beiden Kurven von der Auflenseite anzufah-
ren, um eine hohere Kurvenausgangsgeschwindigkeit zu erzielen. Auch diese Eigenschaften

der berechneten Rennlinie sind auf die kurze Vorausschau zuriickzufiithren.
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3.5.3 Offline-Bahnplanung mit einem kurven-parametrisiertem

Einspurmodell
Anpassungen des Optimalsteuerungsproblems

Das Ziel der Verwendung eines kurven-parametrisierten Einspurmodells ist es, die Robust-
heit des Optimierers im Hinblick auf hohere Vorausschau-Horizonte zu erhéhen. Dement-
sprechend definieren wir ein Moving Horizon Optimalsteuerungsproblem mit einem kur-

ven-parametrisierten Einspurmodell.

OSP 3.2 (Kurven-parametrisiertes Einspurmodell Moving Horizon Opti-

malsteuerungsproblem)

Minimiere die Zielfunktion

/ (c1-wj (t) +ea-al(t)) dt —cs(s (T + AT) — s(T))

T
unter Erfiillung des Differentialgleichungssystems

(P00 + 1 (00
L+ 7(t)km(s(t))

r'(t) = ve(B)Yn, (s(t) — v, (t)27,(s())

V() = wy(?)

U(0) = L [F(t) - cos(t) — Fy(6) - sin (1)
Uy(1) = - [Fult) - sin () + Fy(t) - costh(t)
wy(t) = [L [Fap(t) - 1y - cosd(t) — Fap(t) - I — Fay(t) - esp + F(t) - 1, - sind(2)]

&'(t) = ws(t),
mit den Nebenbedingungen
b?(s(t
Tz(t) o (1( )) S 0

V() + F2(1)

<0
sz(t) =
VEO+FRG
Fou(l)

vi(t) + vp(t) = vmin

und entsprechenden Moving Horizon Anfangsbedingungen.
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Im Vergleich zum Optimalsteuerungsproblem aus OSP verdndern sich sowohl die Ziel-

funktion, das Differentialgleichungssystem, als auch die Nebenbedingungen.

Zunichst fillt auf, dass die beiden zusétzlichen Differentialgleichungen

')z +y' (Dy;

(@) + (1) — (2 (t) — z)z) — (y(t) — w)y)'
' (H)z, +y' (D),

(@1)” + ()" = (x(t) — @)l — (y(t) — o)yl

aus OSP nicht mehr benétigt werden. Da im kurven-parametrisierten Einspurmodell
bereits eine Differentialgleichung fiir den Streckenfortschritt s(t) im Bezug auf die Mittel-
linie existiert, benotigen wir nur noch einen kubischen Spline fiir die Streckenbreite, um
die Straflenrdnder zu definieren. Der kubische Spline fiir die Streckenbreite besitzt eine

Auswertung fiir b(s(t)), die in der ersten Nebenbedingung

7’2(t) . bQ(Z(t)) <0

verwendet wird. Diese Nebenbedingung ersetzt die beiden komplexeren Nebenbedingun-

SL’(t) — X b ny i
Ky(t)—yl) ! 2|Im|l] frall ="

z(t) — b n. | n
Ky(t) - yr) 2 ||nr||] ] =

Diese Anderungen verringern die Komplexitiit des Optimalsteuerungsproblems und sorgen

gen

IA

A

dementsprechend fiir mehr Robustheit, beim Losen des Problems.

Weitere Anderungen zeigen sich in der Zielfunktion

/ (c1- w2 (1) + e~ 02 (8)) dt — e5 (s (T + AT) — s (T)).

T

Fiir den Anteil des Streckenfortschritts verwenden wir hier lediglich die Projektion auf die
Mittellinie s(t). Zusétzlich zu dem Anteil des Lenkaufwands fiigen wir auch einen Anteil
zum Schriglaufwinkel der Vorderachse hinzu. Dies hat den Zweck, ein Untersteuern des

Fahrzeugs zu vermeiden.
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Auswertungen der Testfahrten
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Abbildung 3.16: Kurven-parametrisiertes Einspurmodell fiir den Testkurs in Most mit

einer Vorausschau von 7 s.



68 KAPITEL 3. BAHNPLANUNG FUR AUTONOME FAHRZEUGE

Portimao kurven-parametrisiertes Einspurmodell
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Abbildung 3.17: Kurven-parametrisiertes Einspurmodell fiir den Testkurs in Portimao mit

einer Vorausschau von 7 s.
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Fiir das kurven-parametrisierte Einspurmodell wurden, wie in Abbildung schematisch
dargestellt, offline-Fahrversuche durchgefiihrt. Bei den Fahrversuchen wurden Trajektori-
en mit verschiedenen Gewichten in der Zielfunktion von OSP getestet. In den Abbil-
dungen [3.16] und sind jeweils die durch Testfahrer am besten bewerteten Ergebnisse,
fiir die Testkurse in Most und Portimao dargestellt. Im Vergleich zu den Ergebnissen mit
dem kartesischen Einspurmodell mit nur 4 Sekunden Vorausschau aus Abschnitt [3.5.2]
konnten wir mit dem kurven-parametrisierten Einspurmodel die Vorausschau auf 7 Se-
kunden erhéhen. Diese der Erhohung der Vorausschau fiihrt, bei einem direkten Vergleich
anhand des Testkurses in Most, zu einem deutlich verbesserten Verhalten der Trajektorie.
Analog zu Abbildung zeigt Abbildung die kritischen Stellen der MPC Losung

Vergleich Einspurmodell Most

—600 —500 —400 —300 —200

z_[m]
Kartesisches Einspurmodell (4 s) ——
Kurven-parametrisiertes Einspurmodell (7 s

Abbildung 3.18: Vergleich von kartesischem und kurven-parametrisiertem Einspurmodell,
bei einer Vorausschau von 4 bzw. 7 s.

des kartesischen Einspurmodells, bei einer Vorausschau von 4 Sekunden. Einer der Kri-
tikpunkte aus Abschnitt beschreibt das Verhalten der kartesischen Einspurmodell-
Trajektorie an den mit roten Pfeilen markierten Stellen des Testkurses. An beiden Stel-
len fahrt die Trajektorie die Kurven von der Innenseite aus an. Wie in Abschnitt
erlautert, liegt dies an der zu kleinen Vorausschau. Im Vergleich kann hier das kurven-
parametrisierte Einspurmodell mit der héheren Vorausschau, die sich bei diesem Modell
nun auch robust 16sen lasst punkten. Der Kurvenabschnitt wird, wie von Testfahrern

erwartet, so durchfahren, dass man die letzte Kurve von der Auflenseite anfahrt. Dies
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zahlt sich in Form einer hoheren Geschwindigkeit beim Verlassen des Kurvenabschnitts
aus. Ein weiterer Unterschied, der sich aus der erhohten Vorausschau ergibt ist, dass
auch Kurve nach der Zielgeraden durchfahren werden kann. Die 7 Sekunden reichen hier-
bei aus, um eine Losung zu finden, bei der das Fahrzeug noch gebremst werden kann.
Allerdings fahrt das Fahrzeug die darauffolgende Kurve von der Innenseite aus an. Die
Vorausschau scheint dementsprechend noch nicht fiir eine optimales Durchfahren der Kur-
ve auszureichen. Eine weitere Erhohung der Vorausschau zeigte sich allerdings auch beim
kurven-parametrisiertem Einspurmodell als weniger robust.

Fiir den Testkurs in Portimao wurde ebenfalls eine Losung mit dem kurven-parametri-
sierten Einspurmodell berechnet. Die in Abbildung dargestellte Trajektorie zeigt, wie
auch die Trajektorie von Most ein weitgehend gutes Verhalten bei den offline-Testfahrten.

Dennoch ist auch hier eine Stelle dabei, die von Testfahrern anders bewertet wurde. Ei-

Kurvenabschnitt Portimao

600

250
200
E 450
400

350

300 :
—200 —100 0 100 200 300

Abbildung 3.19: VergroBerung eines Kurvenabschnitts in Portimao

ne Vergroferung der entsprechenden Kurvenpassage ist in Abbildung dargestellt.
Hier ist wieder eine Stelle rot markiert, an der Testfahrer versuchen, die darauf folgende
Kurvenpassage, von auflen anzufahren.

Zusammenfassend zeigt das kurven-parametrisierte Einspurmodell ein sehr robustes Ver-
halten, das verglichen mir dem kartesischen Modell hhere Vorausschau-Horizonte zulésst.

Allerdings miissen fiir hohere Vorausschau-Horizonte hohe Rechenzeiten in Kauf genom-
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men werden. Deshalb eignet sich dieses Modell im Zusammenspiel mit dem verwendeten
Optimierer nicht fiir eine optimale Onlineberechnung von Rennlinien. Im folgenden Ab-
schnitt fithren wir ein Optimalsteuerungsproblem ein, das die Losungsqualitiat des kurven-
parametrisierten Einspurmodells mit einem vereinfachten Fahrzeugmodell nachstellt. Die-
ses Fahrzeugmodell soll anschlieBend mit online fdhigen Rechenzeiten verwendet werden

konnen.

3.6 Vereinfachtes kurven-parametrisiertes Fahrzeug-

modell

3.6.1 Motivation

Komplexe Fahrzeugmodelle wie das Einspurmodell aus dem Differentialgleichungssystem
sind in der online-Optimalsteuerung eine besondere Herausforderung. Dies liegt unter
anderem am hohen Grad der Nichtlinearitéten, der sowohl in den Differentialgleichungen
als auch in den Beschréankungen auftritt. Dies wirkt sich insbesondere auf die Rechen-
zeiten beim Losen der Optimalsteuerungsprobleme aus. Unter Umstédnden konnen auch
keine Losungen gefunden werden, falls das numerische Verfahren scheitert. Zusétzlich sind
fiir komplexe Fahrzeugmodelle auch viele Fahrzeugparameter zu bestimmen. Dies kann
zum Einen zu Messfehlern fithren und zum Anderen héngen die Fahrzeugparameter auch
von variablen Faktoren, wie Wetter oder Reifenalter ab. Ein weiterer Punkt ist, dass
in dieser Arbeit im Fahrzeug ein Bahnfolgeregler verwendet wird, der zur Regelung nur
die Trajektoriendaten der Position, des Gierwinkels, der Kriimmung, der Geschwindig-
keit und der Léngsbeschleunigung verwendet. Interne Fahrzeuggrofen wie Reifenkréfte,
Schwimmwinkel, etc. werden von der Bahnplanung nicht benétigt. Deshalb fithren wir in
diesem Abschnitt ein vereinfachtes Fahrzeugmodell ein, welches sich fiir den online fahigen

Einsatz eignet.

3.6.2 Modell

Als Grundlage fiir unser vereinfachtes kurven-parametrisiertes Fahrzeugmodell verwenden
wir das kinematisches Fahrzeugmodell aus dem Differentialgleichungssystem welches
wir mit der Kurvenparametrisierung aus (3.17) und (3.18)) umformen.
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DGL-System 3.4 (Kurven-parametrisiertes kinematisches Fahrzeugmo-
dell)

(1) = 008) (4 (5(0)) cos(u() — i, (5(2)) sin(4(2).
w(0) = "W ian(s(1)

Wir reduzieren dieses Fahrzeugmodell in dem wir annehmen, dass die Geschwindigkeit
v(t) = 1 ist, fiir alle t € [to,t].

Bemerkung 3.6. Die Beschrinkung v(t) = 1 kann dadurch gerechtfertigt werden, dass
sich bei Zeit optimalen Bahnen, in welchen die Geschwindigkeit nicht durch die Form
der Bahn beschrdnkt wird, beim kinematischen Fahrzeugmodell die mazimal mégliche Ge-
schwindigkeit einstellt. Durch diese Beschrdnkung entsteht einer Parametrisierung nach
der Bogenlinge, das heifit der Zeitpunkt t entspricht gerade der gefahrenen Strecke (. Un-
ser Ziel ber der Parametrisierung nach der Bogenlinge ist es, die Bahnplanung von der

Berechnung des Geschwindigkeitsprofils zu entkoppeln.

Dadurch kann mit dem Intervall [¢y,tf] die gefahrene Strecke [y, (¢] angegeben werden,
wodurch nur noch die Form der Bahn betrachtet wird. Zusétzlich vereinfachen wir die

dritte Gleichung, indem wir die neue Steuerung

u(g) = 0LC)

einfithren. Damit ergibt sich das neue Differentialgleichungssystem

Z (8(€)) cos((€)) + 4, (s(€)) sin(4(C)))

Q== L+ (O (5(0)) ’
P(C) = o (5(0)) cos((0)) — (s(0)) sin(¥(C)),
2(0) = u(0).

Zusétzlich mochten wir noch eine weitere Umformung der vornehmen, indem wir den

Gierwinkel ¢(¢) durch

X(€) = ¢m(s(C)) = (C) und X'(€) = km(s(€))s'(€) — u(C)
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ersetzen. Unter Beriicksichtigung der Zusammenhénge von 2/ (s(¢)) = cos(¢¥m(s(())),
Y (s(€)) = sin(¢m(s(¢))) und der Additionstheoreme von Sinus und Kosinus

sin(a + ) = sin(a) cos(B) £ cos(a) sin(p)
cos(av £ 3) = cos(a) cos(B) F sin(«) sin(3)

erhalten wir das vereinfachte kurven-parametrisierte Fahrzeugmodell.

DGL-System 3.5 (Vereinfachtes kurven-parametrisiertes Fahrzeugmodell)

o eos(xlQ)
O = T B0
#(¢) = sin(x(0).

Bemerkung 3.7. Die Steuerung u(¢) beschreibt in diesem Fahrzeugmodell nicht mehr
den Lenkwinkel, sondern die Krimmung der optimierten Bahn. Diese kann vom Bahn-
folgeregler verwendet werden. Die fiir den Regler bendtigte Geschwindigkeit und Ldngsbe-

schleunigung sind tber ein separates Optimierungsproblem zu berechnen.

Fiir das Differentialgleichungssystem muss noch eine passende Zielfunktion gefunden

werden, um es in ein Optimalsteuerungsproblem zu iiberfiihren.

OSP 3.3 (Vereinfachtes kurven-parametrisiertes Optimalsteuerungspro-
blem)

Minimiere die Zielfunktion

Cr
—aos(¢y)+on [ ulcrac
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unter den Nebenbedingungen

/ cos(x(¢
O = T
1(Q) = si <x<<>>,
Y(©) = Rn(S(0)(C) — u(0),
() € [, ],

H(0) € [rain(5(0)), P (5O,

und den Anfangsbedingungen

5(0) = o, r(0) = ro, x(0) = Xo-

Die Zielfunktion kann in die beiden Terme

Cr
—a0s(¢y) und o / w(C)2dc
0

unterteilt werden. Der erste Term entspricht wie schon beim Einspurmodell dem Fort-
schritt auf der Bahn im Bezug auf die Mittellinie. Dies entspricht dem kiirzesten ge-
fahrenen Weg, um eine moglichst grofle Endbogenlinge im Bezug auf die Mittellinie zu
erreichen. Der Wert der gefahrenen Trajektorie ist die Lédnge L = (5 — ¢y festgelegt und
die Endbogenldnge im Bezug auf die Mittellinie frei. Der zweite Term beschreibt eine
Minimierung des Kriimmungsaufwands.

Mit einem Blick auf das Optimalsteuerungsproblem aus OSP erkennen wir, dass dort
nur zwei skalare Faktoren g und «; auftreten. In das Differentialgleichungssystem
gehen keine Faktoren, oder andere Fahrzeugparameter ein. Das heifft, dass wir unser
spezifisches Fahrzeug ausschliefllich durch die beiden Faktoren in der Zielfunktion cha-
rakterisieren miissen. Dafiir veranschaulichen wir uns zunéchst die Bedeutung der beiden
Faktoren im Bezug auf die berechnete Trajektorie.

Fiir besonders beschleunigungsstarke Fahrzeuge, beispielsweise ein sportlicher Rennwa-
gen, iiberwiegt der erste Term. Dies liegt darin begriindet, dass ein beschleunigungsstarkes
Fahrzeuge fiir Kurven stiarker Abbremsen kann, da es die Geschwindigkeit schnell wieder
aufbauen kann. Dementsprechend ist es fiir ein sehr sportliches Fahrzeug sinnvoll eng und
auf dem moglichst kiirzestem Weg durch Kurven zu fahren. Anders verhilt es sich bei

beschleunigungsschwachen Fahrzeugen. Hier dauert das Aufbauen von Geschwindigkeit



3.6. VEREINFACHTES KURVEN-PARAMETRISIERTES FAHRZEUGMODELL 75

langer. Dementsprechend wird versucht fiir Kurven moglichst wenig abzubremsen, was
durch die Minimierung der gefahrenen Kurvenkriimmung erreicht werden kann.
Die Faktoren oy und oy miissen zueinander gewichtet werden, so dass sie das Verhalten

der verwendeten Fahrzeugs moglichst gut nachbilden.

3.6.3 Vergleich mit dem kurven-parametrisierten Einspurmo-
dell

Um die optimierten Trajektorien des vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmo-
dells bewerten zu koénnen, vergleichen wir das Modell mit den berechneten Rennlinien
des kurven-parametrisierten Einspurmodells aus Abschnitt [3.5.3] Dafiir wihlen wir die
skalaren Faktoren oy und o4 aus der Zielfunktion in OSP so, dass wir moglichst gut

an die Losung des kurven-parametrisierten Fahrzeugmodells herankommen.

Vergleich Most

Einspurmodell
Vereipfa(:htes Moglell

00 1 1 1 1 1 1 1
—1400  —1200  —1000 ~800 —600 —400 ~200 0 200 400 600
X [m]

Abbildung 3.20: Vergleich anhand des Testkurses in Most, mit dem kurven-parametri-
sierten Einspurmodell aus Abbildung[3.16] Die verwendete Vorausschau des vereinfachten

kurven-parametrisierten Fahrzeugmodells betragt 250 m.

Abbildung stellt beide Losungen, der durch Moving Horizon fortgesetzten MPC Tra-
jektorien, iiber dem Testkurs in Most dar. Da die Rennlinie des Einspurmodells unter der
Trajektorie des vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmodells gezeichnet wurde,

lassen sich die Unterschiede zum Einspurmodell anhand der teils roten Hinterlegung der
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Teilabschnitt Most

Einspu‘rmodell —
Vereinfachtes Modell ——

—600 —500 —400 —300 —200
z [m]

Abbildung 3.21: Vergroflerter Ausschnitt von Abbildung |3.20]

blau eingezeichneten Trajektorie erkennen. Wir sehen daran deutlich, dass das vereinfach-
te kurven-parametrisierte Fahrzeugmodell die Losung des Einspurmodells sehr gut wieder
spiegelt. Einen grofleren Unterschied gibt es lediglich an der mit einem blauen Pfeil ge-
kennzeichneten Stelle. In Abbildung ist dieser Kursabschnitt noch einmal vergrofiert
dargestellt. Hier lasst die Vorausschau des Einspurmodells von 7 Sekunden gerade noch
zu, dass die Kurve durchfahren werden kann, wiahrend der feste Vorausschau-Horizont
von 250 m die Kurve optimaler durchfahren kann. Durch die geringere Komplexitét von
OSP im Vergleich zu OSP kann die optimale Trajektorie deutlich robuster und
schneller berechnet werden. Dementsprechend scheint mit diesem Modell auch an eine
Onlineberechnung der Rennlinie méglich zu sein.

3.6.4 Berechnung eines Geschwindigkeitsprofils

Zur Berechnung des Geschwindigkeitsprofils betrachten wir die longitudinale Bewegung

des Fahrzeugs entlang einer berechneten Trajektorie.

DGL-System 3.6 (Longitudinale Bewegungsgleichungen nach [14] und
[16])
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Fiir das Differentialgleichungssystem wurde bereits in [I6] ein Optimalsteuerungspro-
blem formuliert und durch dynamische Programmierung geltst. Hierbei wird das Diffe-
rentialgleichungssystem mit Hilfe des Satzes fiir implizite Funktionen auf den Bogen-
langenbereich transformiert und wir erhalten nach [16]

Das Optimalsteuerungsproblem aus Problem zeigt im Vergleich zu [16] eine, fiir unse-
ren Anwendungsfall, angepasste Formulierung.

Problem 3.4 (Optimalsteuerungsproblem zur Berechnung des Geschwin-
digkeitsprofils)

Minimiere die Zielfunktion

| o e Wz =)

unter den Nebenbedingungen

, 1

t'(s) = TS;

v'(s) = s cr — cp - v(s)
Vi(s)?u(s)t +u(s)? < p-g

V(S) € [Vmin, Umax)

u(s) € [tUmin, Umax]

t(0) = to

v(0) = vp.
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Die Nebenbedingung /r(s)?v(s)* + u(s)? < p1 - g kann aus dem Kammschen Kreis, vgl.

[9]
2 2
VE AR

F. o=
V(m-a)? 4 (m-as)? <

Vaitai<p-g
Ve (s)t+a2<p-g,

mit a;(s) = |x(s)] - v(s)?, ermittelt werden. Die Zielfunktion von Problem [3.4] besitzt zwei
Anteile. Der Anteil
L
1
/ —ds
o v(s)

entspricht einer Minimierung der Endzeit und

Cuy (U<L) - Uf)2

einem Penalty Term fiir die Endgeschwindigkeit. Dieser ist aus Sicherheitsgriinden fiir die
online-Tests eingefithrt worden, um die Endgeschwindigkeit an den MPC Trajektorien zu
reduzieren. Dies ist vorteilhaft, falls keine optimalen Trajektorien mehr gefunden werden,

da der Testfahrer im Ernstfall bei einer weniger hohen Geschwindigkeit eingreifen muss.

Wie auch in [I6] iiberfithren wir das Optimalsteuerungsproblem fiir die dynamische

Programmierung in eine diskrete Form.

Problem 3.5 (Diskretes Optimalsteuerungsproblem zur Berechnung des
Geschwindigkeitsprofils)

Minimiere die Zielfunktion
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unter den Nebenbedingungen

t(81+1>:t(81)+h izl,...,ns—l

W(sip1) = v(s:) + h - (“<8f) —ep—cp- v(si)> i=1,... 0 —1

VE(si)2o(si)t +u(s)2 < p-g i=1,... n
v(8;) € [Vmin, Vmax] 1=1,...,n,
u(8;) € [Umins Umax] 1=1,...,ns—1
t(so) = to
v(s0) = vo.

In Optimalsteuerungsproblem wird ein expliziter Euler Schritt zur Integration des
Differentialgleichungssystems und der Zielfunktion verwendet. Dieses diskrete Optimal-
steuerungsproblem lésst sich mit der dynamischen Programmierung nach Abschnitt
16sen. Aufgrund der geringen Zustands- und Steuerungsdimension sind dabei sowohl die
Riickwérts- als auch die Vorwértsrechnung der dynamischen Programmierung online fahig.
Als Kriimmung k(s) kann zur Berechnung die Steuerung der optimalen MPC Trajektorie
verwendet werden.

Wir testen dieses Verfahren fiir eine Gerade mit 50 Gitterpunkten und 200 Metern Lénge.
In Abbildung fallt auf, dass ab etwa 150 Metern die Penalty-Beschréankung aus der
Zielfunktion aktiv wird. Hier zeigt das optimierte Beschleunigungsprofils jedoch einen
Nachteil. Beim moderaten Bremsen springt die Beschleunigung zwischen dem Maximal-
wert und keiner bis kaum Bremsbeschleunigung hin und her. Um dieses Verhalten in den
Online-Fahrversuchen zu verhindern verwenden wir einen gleitenden Zwischenwertfilter,
um das Beschleunigungsprofil zu glatten. Um steile Beschleunigungsflanken nicht heraus-
zufiltern, welche die Bremspunkte des Fahrzeugs angeben, verwenden wir den Filter nur
in Punkten, an denen ein Alternieren in der Beschleunigung vorliegt. Der Zwischenwert
bildet sich jeweils iiber drei Punkte

min(a;_1 — a;, aj11 — a;)
2

Nach mehrfacher Anwendung, in unserem Fall dreimalig, konnen die Spriinge reduziert

a; = a;

werden.

Bemerkung 3.8. In [9] und [10)] sind noch weitere Mafinahmen zur Glittung der Be-
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Beschleunigung

0 20 100 150 200 250

Abbildung 3.22: Filterung des Beschleunigungsprofils

schleunigung beschrieben, wie das Hinzufiigen des Beschleunigungsaufwands zur Zielfunk-
tion. Fir die Online-Fahrversuche im Rahmen dieser Arbeit wurde der gleitende Zwi-

schenwertfilter verwendet.

Bemerkung 3.9. Die Anpassung und Implementierung der Berechnung des Geschwin-
digkeits- und Beschleunigungsprofils wurde in Zusammenarbeit mit Andreas Britzelmeier

durchgefiihrt. Als Grundlage fiir den Code diente die Implementierung aus [16].

3.7 Software zur Offlinebahnplanung

Zur Berechnung von optimierten offline-Trajektorien wurden grafische Benutzeroberfla-
chen erstellt, die zur Uberpriifung und Darstellung der berechneten Losung wihrend der
Laufzeit dienen. Dies ist insbesondere fiir das vereinfachte kurven-parametrisierte Fahr-
zeugmodell wichtig, da mit Hilfe der grafischen Benutzeroberfliche das Laufzeitverhalten
des Optimierers auflerhalb des Fahrzeugs getestet werden kann. Etwaige Fehlerquellen
konnen wir dadurch bereits vor den Online-Fahrversuchen eliminieren. Im Folgenden stel-
len wir die Benutzeroberflichen fiir das kurven-parametrisierte Einspurmodell aus Ab-
schnitt und das vereinfachte kurven-parametrisierte Fahrzeugmodell aus Abschnitt
VOr.
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3.7.1 Benutzeroberfliche fiir das kurven-parametrisierte Ein-

spurmodell

Fiir das in Abschnitt beschriebene kurven-parametrisierte Einspurmodell wurde ei-
ne grafische Benutzeroberfliche erstellt. Diese Oberfliche dient zur Ermittlung geeigneter
Optimierungsparameter, um die Qualitdt der Rennlinie des Einspurmodells zu verbessern.
Die in Abschnitt dargestellten Ergebnisse sind unter Verwendung dieser Benutzero-
berflache entstanden und anschliefend auch durch offline-Fahrversuche validiert worden.

Kurs  Geschwindigkeit ~Lenkwinkel ~Bremskraft S Gierrate Lingskrifte ~ Querkrifte
mierungsparamete SR
A
- P
= A =
_—— Il \
S —
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y[m] I 1/ T
/A ~—
1 //
/f /)
/] /
Vi /
y /
Files // {
/ \
. /
/)
/l
‘ L/
i/F fz 8 /4 i
Vi —
f ‘Q //
L1 =7
sssss | | |
e =T =3
x [m]

Abbildung 3.23: Darstellung des Kurses in der grafischen Benutzeroberflache des kurven-
parametrisierten Einspurmodells

Abbildung 3.24: Darstellung der Quer- und Léangskréfte in der grafischen Benutzerober-
fliche des kurven-parametrisierten Einspurmodells
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Die grafische Benutzeroberflache des kurven-parametrisierten Einspurmodells ist in den
Abbildungen und dargestellt. Links in der Oberfliche befindet sich ein Konfigu-
rationsmentii fiir die Optimierungsparameter. Im zentralen Bereich der Benutzeroberfliche
sind zum Einen der Kurs und zum Anderen die internen Fahrzeuggréfien dargestellt. Die
Abbildungen und zeigen im Vergleich zu Abschnitt eine Trajektorie fiir eine
kurze Vorausschau von nur 3 Sekunden. Die Berechnungen mit einer hoheren Vorausschau,
wie in Abschnitt dargestellt, benotigen deutlich langere Rechenzeiten.

Unter Verwendung dieser grafischen Benutzeroberfliche konnten wir passende Optimie-
rungsparameter finden, die auf gut bewertete Rennlinien fiithren. Die Bewertung der Renn-
linien fand in Zusammenarbeit mit Testfahrern statt. Die Rechenzeiten und die Stabilitét
der optimalen Steuerung reichen dieser Softwarezusammensetzung jedoch nicht aus, um
plausible Online-Fahrversuche mit dem kurven-parametrisierte Einspurmodell zu realisie-

ren.

3.7.2 Benutzeroberfliche fiir das vereinfachte kurven-parame-

trisierte Fahrzeugmodell

Die Benutzeroberfliche fiir das vereinfachte kurven-parametrisierte Fahrzeugmodell stellt
sich einfacher dar als die des Einspurmodells. Dies liegt daran, dass weniger interne Fahr-
zeuggroflen berechnet werden.

In Abbildungist die Ubersichtsdarstellung der grafischen Benutzeroberfléiche withrend
der Laufzeit fiir den Testkurs Most dargestellt. Die Benutzeroberfliche unterteilt sich in
das Steuermenii auf der linken Seite und die grafische Darstellung der Trajektorie und
internen Fahrzeuggréflen im zentralen Bereich der Oberflache. Im Vergleich zur Benut-
zeroberfliche des Einspurmodells sind keine Optimierungsparameter mehr einstellbar. In
den Analysen von Abschnitt haben wir bereits Parameter ermittelt, welche die opti-
male Trajektorie des Einspurmodells gut widerspiegeln. Diese Benutzeroberfliche soll uns
vor allem im Bezug auf die Laufzeiteigenschaften des Optimierers Aufschluss geben.

In Abbildung sehen wir vier Diagramme, welche die berechneten Daten einer MPC-
Trajektorie darstellen. Die oberen beiden Diagramme stellen die Losung der letzten opti-
mierten Trajektorie dar. In der Kursdarstellung links oben wird die aktuelle Trajektorie
griin dargestellt. Die Abbildung des Kurses ldsst sich in der Benutzeroberfliche auch
isolieren und vergroflern, wie Abbildung zeigt. Die bereits gefahrene Bahn ist rot
eingezeichnet. Rechts vom Kurs wird die berechnete Steuerung der Optimierung, welche
der Kriimmung entspricht, fiir die aktuelle MPC-Trajektorie abgebildet. Bei einer Be-

obachtung wihrend der Laufzeit lasst sich erkennen, dass die Kriimmung der einzelnen



3.7. SOFTWARE ZUR OFFLINEBAHNPLANUNG 83

°
0ce |\/jngenieur

Kriimmung

Kurs: M
Most I
Vorausschau:
250 ¥ 1.4

Ausfihlicher Plot: @
Skalierbarer Plot: @

216

0,005

0022

“1a79.1 a4 4157 1160 6417 00 625 1250 1875 2500

Bogenlange: 1000

Geschwindigkeit Beschleunigung

Breite: 20

Lange: 100

Rechts |
Setze Hindernis esf /\/’/\ B

00 625 1250 1875 2500 00 &5 1250 1875 2500

ﬁ Miinchen

Abbildung 3.25: Gesamtdarstellung einer Berechnung fiir den Testkurs Most in der grafi-

schen Benutzeroberfliache fiir das vereinfachte kurven-parametrisierte Fahrzeugmodell
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Abbildung 3.26: Detaildarstellung fiir den Kurs Most in der grafischen Benutzeroberfliche

fiir das vereinfachte kurven-parametrisierte Fahrzeugmodell

MPC-Trajektorien stetig verlauft und keine groflen Spriinge aufweist. Anhand des Dia-
gramms sehen wir, dass der Kriimmungsverlauf in Abbildung nicht bei 0 beginnt.
Dahinter steckt die Absicht auch fehlgeschlagene Optimierungen zu visualisieren. Schlagt
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eine Optimierung fehl, wird die bisherige MPC-Trajektorie weiter abgefahren. Dies macht
sich beim Verlauf der Kriimmung dadurch bemerkbar, dass der Verlauf vom Anfang weg
verschwindet. Durch diese Art der Darstellung konnen wir feststellen, ob die Optimierung
ins Stocken gerét. Fiir den in Abbildung dargestellten Testkurs Most geschieht dies
jedoch bei einer Vorausschau von 250 Metern kaum.

Im unteren Bereich von Abbildung [3.25| sind noch zwei weitere Diagramme dargestellt,
welche die Geschwindigkeit und die Beschleunigung iiber der aktuellen MPC-Trajektorie
abbilden. Berechnet werden diese beiden Verldufe wie in Abschnitt [3.6.4] beschrieben.
Diese Verldufe dienen vor allem dazu, die Qualitdt von Geschwindigkeits- und Beschleu-
nigungsprofil zu iiberpriifen und zu verbessern. Zwei Verbesserungen, welche bereits in
Abschnitt beschrieben wurden, sind die Filterung des Beschleunigungsprofils und
Beschréankung des Geschwindigkeitsprofils am Endpunkt. Durch die Filterung glatten wir
das Beschleunigungsprofil, so dass der Verlauf fiir Online-Fahrversuche praktikabel wird.
Die Beschrinkung des Endpunkt des Geschwindigkeitsprofils erfolgt ebenfalls aus prakti-
kablen Griinden. Die Geschwindigkeit am Ende der Trajektorie wird stark verzogert, um
in Online-Fahrversuchen das Risiko im Testfahrzeug beim Fehlschlagen der Berechnung
von neuen MPC-Trajektorien zu minimieren.

Die grafische Benutzeroberfliche zeigt, dass das Zusammenspiel der Berechnungen von
MPC-Trajektorie und Geschwindigkeitsprofil funktioniert. Somit kénnen auch Online-

Fahrversuche durchgefiihrt werden.
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Abbildung 3.27: Detaildarstellung mit Hindernis fiir den Kurs Most in der grafischen

Benutzeroberfliche fiir das vereinfachte kurven-parametrisierte Fahrzeugmodell
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Des Weiteren koénnen in der grafischen Benutzeroberfliche wahrend der Laufzeit auch
Randhindernisse, wie sie in Abschnitt beschrieben sind, eingebracht werden. Die
Trajektorie muss sich darauthin auf die Hindernisse anpassen. Ein Beispiel fiir MPC-
Trajektorie mit Randhindernis fiir den Testkurs Most ist in Abbildung dargestellt.

Nach den ausgiebigen Tests der Algorithmen hinsichtlich ihrer Laufzeiteigenschaften kén-

nen wir damit beginnen Online-Fahrversuche mit einem Versuchstriger durchzufiihren.

3.8 Onlinebahnplanung mit vereinfachtem Fahrzeug-

modell

3.8.1 Aufbau des Fahrversuchs

Im Vergleich zu den offline-Versuchsreihen aus Abschnitt [3.3] findet bei online-Versuchen
auch die Berechnung der MPC Trajektorien wiahrend der Fahrt, auf einem Computer im

Fahrzeug statt.

..............................................................................

phase

..............................................................................

: Online MPC ‘ ' :
: | | MPC Trajektorie :

Projektion :

Aktueller OK? '
auf .

Fahrzeugzustand '

MPC Trajektori '
ajektorie Geschwindigkeits- / |

E Beschleunigungs-
1

profil E

......................................

Abbildung 3.28: Schematischer Aufbau der Online-Fahrversuche

In Abbildung [3.28]ist der Aufbau der Online-Fahrversuche schematisch skizziert. Das au-
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tonome Fahrzeug beginnt zunéchst mit einer Initialisierungsphase, in der fiir eine aktuelle
Position auf dem Testkurs eine MPC Trajektorie mit Geschwindigkeits- und Beschleuni-
gungsprofil berechnet wird. Erst ab dem Zeitpunkt zu dem eine zuldssige MPC Trajektorie
aus der Initialisierungsphase vorliegt, kann mit der online-Optimierung und der autono-
men Testfahrt begonnen werden.

Nach der Initialisierungsphase unterteilen sich die autonomen Fahrversuche in zwei iiber-
geordnete Blocke. Zum Einen in die Onlinebahnplanung und zum Anderen in den Bahnfol-
geregler. Diese beiden Einheiten laufen mit unterschiedlichen Frequenzen, was es ermog-
licht die Bahnplanung auf einer eigenen Hardware zu berechnen. Wahrend der Bahnfolge-
regler auf einem Echtzeit-System lauft, kann die Bahnplanung auch auf einem normalen
Betriebssystem auf einem im Fahrzeug verbautem Versuchsrechner ausgefiithrt werden.
Neu berechnete MPC Trajektorien werden an den Regler gesendet und Fahrzeugdaten,
wie die Fahrzeugposition, an beide Subsysteme verteilt.

Im Vergleich zu den offline-Fahrversuchen liegt der gréfite Unterschied bei dem in Ab-
bildung skizzierten Aufbau der Online-Fahrversuche im MPC Block. Wéhrend der
Laufzeit wird der initialisierte Optimierer in einer regelméfiigen Frequenz mit dem aktu-
ellen Fahrzeugzustand aufgerufen. Die Fahrzeugposition wird anschlieBend auf die letzte
MPC Trajektorie projiziert. Dies ist notwendig, um sicherzustellen, dass der Regler keine
Spriinge in der Trajektorie erhélt. Wiirde mit jedem MPC Schritt die aktuelle Position
verwendet, so setzt diese mit jeder Aktualisierung die Ablage oder auch den Fehler des
Reglers zuriick. Dies fiihrt zu einer schwierigen Kopplung zwischen Regler und Optimie-
rer. Um diese Kopplung zu umgehen projizieren wir den aktuellen Fahrzeugzustand auf
die aktuelle Trajektorie. Die Projektion ist in Abbildung skizziert. Fiir die Projek-

Abbildung 3.29: Projektion auf Trajektorie fiir online MPC

tion berechnen wir einen kubischen Spline iiber die Gitterpunkte der MPC Trajektorie.
Diesen Spline betrachten wir analog zu in Abschnitt als Kurve v : [0, L] — R%
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Mit Hilfe der Kurve kénnen wir durch die Verwendung eines lokalen Newton-Verfahrens
eine Position auf die Trajektorie projizieren. Der Projektionsalgorithmus wird in einer im
Rahmen dieser Arbeit entstandenen Publikation [47] erldutert.

In unserem Versuchsaufbau aus Abbildung [3.28| wird die projizierte Position an den Op-
timierer iibergeben, der fiir diese Startposition eine neue MPC Trajektorie optimiert.
Nachdem die Optimierung abgeschlossen ist iiberpriifen wir, ob die Losung verwendet
werden kann. Schldgt die Optimierung fehl oder benétigt diese zu viel Rechenzeit, so
wird die Losung verworfen und mit einem aktuelleren Fahrzeugzustand neu gestartet.
Das Verwerfen von Trajektorien, die eine zu lange Rechenzeit bendtigt haben, liegt dar-
in begriindet, dass sich das Fahrzeug wihrend der Optimierung weiter bewegt. Fiir den
Fall, dass die Trajektorie zuléssig ist, berechnen wir fiir diese, wie in Abschnitt be-
schrieben, ein Geschwindigkeits- und Beschleunigungsprofil. Das fiir den Regler benotigte
Kriimmungsprofil, kann direkt aus der Steuerung des vereinfachten kurven-parametrisier-
ten Fahrzeugmodells erstellt werden. Zuletzt erfolgt eine Ubertragung der Daten an den

Bahnfolgeregler, welcher diese als neue Trajektorie iibernimmt.

Bemerkung 3.10. Wie bereits in Abschnitt wird der Bahnfolgeregler, welcher vom
Projektpartner der Volkswagen AG bereitgestellt wurde, als Blackbox behandelt und nicht

m Detail beschrieben.

3.8.2 Ergebnisse

Die online-Testfahrten auf Rennstrecken,
konnten ausschliellich auf dem Testkurs
in Most durchgefiihrt werden. Hierbei kam
ein Audi RS-7 aus Abbildung zum
Einsatz. Im Vorhinein wurden lediglich ein-
zelne Tests, auf einer freien Dynamikflache

durchgefiihrt, um die Grundfunktionalitét

des Optimierers zu iiberpriifen. Die Inbe-
triebnahme, sowie die ersten Testfahrten

auf der Rennstrecke in Most, fanden mit

Abbildung 3.30: Online-Testfahrt Audi RS-7

manueller Langsfithrung statt. Der in die-
sem Abschnitt préasentierte Fahrversuch verwendet eine autonome Léngsfithrung auf Ba-
sis der in Abschnitt berechneten Geschwindigkeits- und Beschleunigungsprofile. Um
dem Testfahrer geniigend Spielraum fiir Eingriffe in Notsituationen zu geben, werden vom

Regler nur 40% der berechneten Langsdynamik verwendet. Die online auf dem Versuchs-
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Abbildung 3.31: Online-Trajektorie fiir den Testkurs Most mit einem Vorausschau-

Horizont von 200 m.

fahrzeug optimierte Rennlinie eines Tests mit 200 Metern Vorausschau-Horizont, bei dem
der gesamte Kurs fast dreimal abgefahren wurde, ist in Abbildung dargestellt. Die
Rennlinien der drei aufeinanderfolgenden Runden fallen dabei so gut zusammen, dass in
Abbildung keine Unterschiede zu erkennen sind. Die Vorausschau von 200 Metern ist,
der begrenzten CPU Taktfrequenz geschuldet, welche auf dem Testfahrzeug zur Verfiigung
steht. Bei Tests mit 250 Metern Vorausschau-Horizont waren die Rechenzeiten zu grof,
um reproduzierbare und robuste online-Ergebnisse zu produzieren. Somit gibt es auch
leichte Unterschiede im Vergleich zur Trajektorie aus Abbildung [3.20} Der groite Unter-
schied ist das in Abbildung |3.31| mit einen blauen Pfeil markierte Pendeln der Rennlinie,
welches mit einem hoheren Vorausschau-Horizont geringer ausféllt. Im Hinblick auf die
Testfahrten ist dieses Pendeln als unkritisch zu bewerten.

Bemerkung 3.11. Die Begrenzung der Rechenzeit wurde bei den online-Versuchen auf
0,1 s gelegt, um den Optimierer mit 10 Hz aufrufen zu kénnen. Bei einem Vorausschau-
Horizont von 200 m konnte ein tberschreiten der maximalen Rechenzeit fiir die meisten

MPC-Trajektorien vermieden werden.

Zusétzlich sind die Startpunkte aller erfolgreich berechneten und verwendeten MPC Tra-
jektorien in Abbildung [3.31] mit blauen Markern gekennzeichnet. Auf diese Art lédsst sich

kennzeichnen, in welchen Bereichen, des Testkurses in Most, der Optimierer ins Stocken
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gerét. Deutlich zu erkennen ist hierbei wieder eine bereits bekannte Stellte des Kurses
nach der Zielgeraden. Die Trajektorie zum Durchfahren der Kurvenpassage wird unmit-
telbar vor der Kurve berechnet, kann aber wéhrend der Kurvenpassage nicht aktualisiert
werden. Erst nach dem Beenden der zweiten Kurve wird wieder eine neue MPC Trajek-
torie erfolgreich berechnet. Dies liegt an der Priifung der Zuldssigkeit der Trajektorie.
Zum Einen schlégt hier der Optimierer mehrfach fehl und zum Anderen kann fiir berech-
nete MPC Trajektorien die Zeitbeschrankung, der Rechenzeit nicht eingehalten werden.
Wiinschenswert wire an dieser Stelle eine hohere Vorausschau als 200 Meter, da in der

Kurve ein Grofiteil des verfiigbaren Vorausschau-Horizonts bereits abgefahren ist.

Bemerkung 3.12. Spiter in Kapitel [{] wird ein neuer Optimierer mit einem anderen
Diskretisierungs- und Optimierungsverfahren vorgestellt, welcher sowohl die Rechenzeiten

senken, als auch héhere Vorausschau-Horizonte zulassen soll.

Da wir die Geschwindigkeits- und Beschleunigungsprofile wie in Abschnitt beschrie-
ben separat nach der Bestimmung der MPC Trajektorie berechnen, betrachten wir auch

diese in der Auswertung der Fahrversuche. Das Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-

Geschwindigkeit Beschleunigung
0
= 0.5
SR
—15 |
0 L L L L L L L L _92 L L L L L L L L
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Abbildung 3.32: Berechnetes Geschwindigkeits- und Beschleunigungsprofil einer online

gefahrenen Runde auf dem Testkurs Most

profil fiir eine komplette Runde ist in Abbildung dargestellt. Es handelt sich hierbei
um die zweite Runde der in Abbildung [3.3T] dargestellten Trajektorie. Wie bereits angege-
ben verwendet der Regler nur 40% der berechneten Langsdynamik was beim Geschwindig-
keitsprofil deutlich wird. Der grundlegende Verlauf des Geschwindigkeitsprofils spiegelt ein
weitgehend dhnliches Verhalten, wie das Geschwindigkeitsprofil des Einspurmodells aus
Abbildung [3.16] wieder. Ein schlechteres Ergebnis zeichnet sich beim Beschleunigungspro-
fil ab. Das Beschleunigungsprofil des Einspurmodells aus Abbildung [3.16| zeigt zwar auch
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Spriinge in der Steuerung, diese spiegeln allerdings weitgehend auch das Verhalten eines
Rennfahrers wieder, der vor Kurven stark abbremst und nach Kurven stark beschleunigt.
Das in dargestellte Beschleunigungsprofil hat deutlich mehr Rauschen in Vergleich
zum Einspurmodell. Besonders drastisch ist dieses Rauschen auf der Start- bzw. Zielgera-
den, wo die maximal zulédssige Geschwindigkeit erreicht wird. Hier versucht das berechnete
Beschleunigungsprofil die Geschwindigkeit konstant zu halten, ein leichtes Rauschen lasst
sich hier allerdings auch in der Geschwindigkeit feststellen.

Letztlich sind sowohl das Geschwindigkeits- als auch das Beschleunigungsprofil fahrbar.
Allerdings sollte fiir das Fahren im dynamischen Grenzbereich, mit 100% der berechneten

Léangsdynamik, das Beschleunigungsprofil noch verbessert werden.

Bemerkung 3.13. Bis zu 80% der berechneten Lingsdynamik, konnten auf einer freien
Dynamikfliche mit der in Abschnitt beschriebenen Berechnung von Geschwindig-

keits- und Beschleunigungsprofil getestet werden.

3.8.3 Ergebnisse mit Hindernissen

Nachdem der Optimierer bei Online-Fahrversuchen robuste MPC Trajektorien berechnet
und daraus gute Rennlinien resultieren, konnen wir uns mit dem Thema von Hindernis-
sen auf der Fahrbahn befassen. Dazu verwenden wir die in Abschnitt B.2.1] definierten
Randhindernisse. Da Einzelhindernisse im wesentlichen nur zu einer Querablage von der
optimalen Rennlinie fiihren, ist es fiir Fahrversuche interessanter Doppelhindernisse zu
betrachten. Die Abbildung zeigt die Position des Doppelhindernisses fiir den Test-
kurs in Most. Der Abstand zwischen den beiden Hindernissen betrigt 50 Meter. Das erste
Hindernis ist am linken Fahrbahnrand und ragt auf einer Linge von 10 Metern, 5 Meter
in die Fahrbahn hinein. Das zweite Hindernis folgt auf dem rechten Fahrbahnrand und
besitzt eine Breite von 7 Metern. Die Lange des zweiten Hindernisses entspricht ebenfalls
10 Meter. Bei diesem Hindernis bleibt dem Fahrzeug nur etwas mehr als eine Fahrzeug-
breite Platz, um das Hindernis zu passieren. Dementsprechend ist dieses Szenario eher
eine extreme Hindernissituation. Die Hindernisse werden bei den Online-Fahrversuchen
rein softwareseitig eingespielt, was bedeutet, dass keine realen Hindernisse an den ent-
sprechenden Positionen vorliegen.

Die beschriebene Hindernissituation wurde online, durch mehrere Fahrversuche getestet.
In Abbildung ist die online optimierte Bahn dargestellt, welche in Most gefahren wur-
de. Anhand der blauen Referenzlinie, welche der online MPC Trajektorie ohne Hindernis
entspricht sehen wir, dass das erste Hindernis gerade die Innenseite der Kurve blockiert

an der die optimale Bahn verlauft. Dementsprechend weicht das Fahrzeug in etwa zur
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Abbildung 3.33: Qualitative Darstellung der Position des Doppelhindernisses auf dem
Testkurs in Most
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/
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Abbildung 3.34: MPC Trajektorie fiir ein Doppelhindernis

Mitte der Bahn aus. Durch das zweite Hindernis wird das Fahrzeug wieder zuriick zum

linken Fahrbahnrand gezwungen, was aufgrund des geringen Abstands der Hindernisse
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eine Herausforderung darstellt. Trotz der extremen Ausdehnung des zweiten Hindernisses
lassen sich immer noch robust MPC Trajektorien finden, welche dem Doppelhindernis

ausweichen konnen.

Bemerkung 3.14. Der in Abschnitt definierte Ubergangsbereich, welcher einen
stetig differenzierbaren Ubergang vom Strafienrand zur Hindernisaufenkante ermdéglicht,
ist fiir diese Versuche mit 0,2 m angegeben. Der Ubergangsbereich ist, aufgrund der kurzen
Liinge, in Abbildung[3.3]] nicht zu erkennen.

Insgesamt wurde das Doppelhindernis dreimal durchfahren. Zwei Durchfahrten verlie-
fen dabei tadellos, wie in Abbildung gezeigt. Bei einer der drei Durchfahrten trat
wéahrend der Umfahrung des ersten Hindernisses eine Umplanung auf. Der Begriff Umpla-
nung beschreibt den Verlust der Reproduzierbarkeit der Ergebnisse durch eine springende

Trajektorie. Die zugehorigen, online berechneten MPC Trajektorien sind in Abbildung

Doppelhindernis Most
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90 r
80 | * / ]
E 70+ ]
s
60 - :
MPC 1
50 F MPC 2 ——
MPC 3 ——
0 | | Gitterpunkte
—840 —820 —800 —780 —760
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Abbildung 3.35: Umplanung der MPC Trajektorie bei Doppelhindernis

dargestellt. Wahrend die erste Trajektorie das Doppelhindernis gut passiert, findet
bei der zweiten in rot eingezeichneten MPC Trajektorie eine Umplanung statt. Die dritte
MPC Trajektorie korrigiert anschlieBend diese Umplanung wieder zuriick. Etwa zum Zeit-
punkt der dritten MPC Planung kam es zu einem Eingriff des Testfahrers. Das Fahrzeug
fithrte beim Ubergang zur roten Trajektorie namlich einen starken Ruck in der Lenkung

aus, der in den vorherigen Runden nicht vorhanden war.
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Um den genauen Grund fiir die Umplanung herauszufinden wurde zunéchst {iberpriift,
ob einer der Startpunkte der MPC Trajektorien gerade in den Ubergangsbereich der Hin-
dernisse fallt. Dabei fillt auf, dass der Startpunkt der roten Trajektorie zwar nahe an
dem Ubergangsbereich liegt, jedoch dennoch knapp auBerhalb. Da der Optimierer die
Nebenbedingungen punktweise auswertet, kann ein Einfluss des Ubergangsbereichs am
Startpunkt ausgeschlossen werden. Dem tatsdchlichen Grund sind wir damit allerdings
bereits auf der Spur. Dass die Nebenbedingungen nur punktweise erfiillt sind, wird nicht
zuletzt dadurch deutlich, dass die rote Trajektorie das zweite Hindernis zwischen zwei

ihrer Gitterpunkte deutlich sichtbar schneidet. Um diesen Effekt noch genauer zu visua-

/ _e -~ MPC 1

-~ MPC 2

~
~

Unzuldssige Projektion

Hindernis

Abbildung 3.36: Schematische Darstellung der Umplanung

lisieren konnen wir Abbildung betrachten. Die erste Trajektorie erfiillt in Abbildung
3.36| punktweise die Nebenbedingung. Der Startpunkt der neuen Trajektorie ist auf der
letzten MPC Trajektorie interpoliert und erfiillt ebenfalls die Nebenbedingung, jedoch
wire der zweite Gitterpunkt, wenn er auf der ersten Trajektorie liegen wiirde unzuléssig.
Dementsprechend muss der Optimierer diesen Gitterpunkt so lange korrigieren, bis die
Trajektorie punktweise zuléssig ist. Dadurch entsteht eine nicht reproduzierbare Umpla-

nung.

Bemerkung 3.15. Ist bereits der Startpunkt einer MPC Trajektorie unzulissig kann

grundsdtzlich keine Losung gefunden werden.

Da immerhin noch zuléssige Trajektorien entstehen und die Umplanung bereits in der
néchsten MPC Optimierung korrigiert wird, ist dieses Verhalten zumindest nicht Sicher-
heitskritisch. Dennoch ist es ein grofler Eingriff in den Fahrkomfort und die Optimalitét
der Losung. Hinzu kommt, dass man im Bezug auf feste Hindernisse eine reproduzierba-
re Losung erwarten wiirde. Als alternativen Ansatz konnte man die Hindernisse auch in
Form von Penalty Termen in die Zielfunktion aufnehmen, um so unzuléssige Zustande zu
vermeiden. Je nach Gewichtung in der Zielfunktion, beeinflusst dies jedoch auch die Op-
timalitdt der MPC Trajektorien. Da die Fahrversuche nach diesen Tests beendet waren,

wird dies im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter untersucht.
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Bemerkung 3.16. Die Onlinebahnplanung wurde mit dem Optimierer OCPIDLIGHT,
einer im Umfang reduzierten Variante von OCPID-DAE1 durchgefiihrt. OCPIDLIGHT
verwendet ein direktes Einfachschieffverfahren. Dieser Optimierer limitiert die verwend-

bare Vorausschaulinge und die Auflosung der Diskretisierung.



Kapitel 4

Strukturausnutzung eines
Optimalsteuerungsproblems in einem

Innere-Punkte-Verfahren

Aufgrund der Limitierungen beziiglich der verwendbaren Vorausschauldnge und der Auf-
16sung der Diskretisierung entwickeln wir im Folgenden einen alternativen Optimierer zu
OCPID-DAEL. Hierbei verwenden wir eine direkte Diskretisierung durch Kollokation
zusammen mit einem Innere-Punkte-Verfahren fiir groffe und diinn besetzte Optimie-
rungsprobleme. Um die Leistungsfdhigkeit des Optimierers noch weiter zu erhohen, nut-
zen wir zur Losung des linearen Gleichungssystems im Innere-Punkte-Verfahren gezielt

die Struktur des diskretisieren Optimalsteuerungsproblems aus.

4.1 Direkte Diskretisierung eines Optimalsteuerungs-

problems

4.1.1 Problemstellung

Analog zu [13] betrachten wir das bereits in Problem definierte allgemeine Optimal-

steuerungsproblem.

Problem 4.1 (Allgemeines Optimalsteuerungsproblem (OSP))

Bestimme die Zustandsvektorfunktion y : [to,tf] — R, den Parametervektor p €

R™ und die zugehorige Steuerungsvektorfunktion u : [to,tf] — R™, so dass das

95
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Zielfunktional

©(y(to),y(tys),p)

minimal wird, unter den nichtlinearen Nebenbedingungen

y'(t) = F(t,y(t),u(t),p)
wmin < (y(tO)v y(tf)vp) < ¢max
Vmin < 0(, y(t), u(t), p) < Vmax t € [to, ]

und den Boxbeschrankungen

Ymin < y(t) < Ymax t e [to, tf]
Umin S U(t> S Umax t e [to,tf]

Pmin S P S Pmax-

Fiir die Nebenbedingungen aus Problem [4.1] gilt

F:lto,tf] x R™ x R™ x R"™ — R"™
P R"™ x R"™ x R" — R™
v [to, tf] X R™ x R™ x R™ — R"™.

Dieses Optimalsteuerungsproblem wollen wir auf einem dquidistanten Zeitgitter

N mit t, = t() + h- ]{3, (41)

B A

. . . tr—t . o . . . . . . .
mit der Schrittweite h = == diskretisieren, um es in ein restringiertes nichtlineares

Optimierungsproblem zu {iberfiihren. Wir definieren das nichtlineare restringierte Opti-

mierungsproblem:

Problem 4.2 (Restringiertes nichtlineares Optimierungsproblem (NLP))

Bestimme den Vektor der Optimierungsvariablen x € R", so dass die Zielfunktion

/()
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minimal wird, unter den Nebenbedingungen
0
0

mit f:R" - R, h: R®” - R? und g : R* — RY.

Bei der direkten Diskretisierung oder auch Kollokation wird hierbei das verwendete Inte-
grationsverfahren fiir die gewtchnlichen Differentialgleichungen mit in die Diskretisierung

eingearbeitet.

4.1.2 Kollokation mit Trapezregel-Diskretisierung

Mit Hilfe des dquidistanten Zeitgitters aus Formel (4.1)) mit der Schrittweite h, erzeugen

wir einen zusammengesetzten diskreten Vektor der Optimierungsvariablen
xT: (y07u07y17"'7yN7uN7p> mit Ng = <N+1) (ny+nu)+np7 (42)

der sich aus den Zustédnden y = y(tx), den Steuerungen uy = u(ty) fir £ =0,..., N und
den Parametern p zusammensetzt. Es ist dabei zu beachten, dass die Steuerungen bei
dieser Diskretisierung durch die Trapezregel nicht durch stiickweise konstante Funktionen
zwischen den Gitterpunkten modelliert werden. Stattdessen verwenden wir stiickweise
lineare Funktionen mit den Stiitzstellen u, = wu(ty) fiir £ = 0,..., N. Wir definieren die

Defekte durch die Trapezregel als

h
Ck = Yrt1 — Y — 5 (F(%ymump) + F(tk+1ayk+17uk+17p)) k=0,...,N—1 (4-3)

Die Defekte konnen wir auch in vektorieller Form
Co
((x)=| : mit ¢ : R" — R™

CN—1
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notieren. Fiir die diskretisierten Ungleichungsnebenbedingungen erhalten wir

D(y(to) y(ts)p) ] [ Umax |
—¥(y(to), y(ty). p) —~Umin
v(to, y(to), ulto), p) Vrmax
—v(to, y(to), u(to), p) —VUmin
y(to) Ymax
—y(to) —Ymin
u(to) Umax
—u(tp) —Umin

c(z) = : Coax = |+ |,
v(tn, y(tn), ultn), p) Vmax
—v(ty, y(tn), u(tn), p) —Umnin
y(tn) Ymax
—y(tn) —Ymin
u(ty) Umax
—u(tn) —Umin
p Pmax

| —-Pp ] | —Pmin |

mit ¢ : R"™ — R" und cpnax € R™. Zu den Zeitpunkten ¢, und ¢ty = t; gelten die
Randbedingungen aus Problem [2.6]
Mit dem diskreten Vektor der Optimierungsvariablen x aus (4.2)) definieren wir ein dis-

kretes restringiertes nichtlineares Optimierungsproblem.

Problem 4.3 (Diskretes restringiertes nichtlineares Optimierungsproblem
(Trapez))

Bestimme den Vektor der Optimierungsvariablen x € R™, so dass
minimal wird, unter den Nebenbedingungen

h(z) =((x) =0 mit ¢ : R" — R™ (4.5)
9(z) = () — Cmax <0 mit ¢ : R™ — R™ und ¢pax € R™  (4.6)

mit f:R™ — R, h: R™ — R" und g : R™ — R".
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Dieses Optimalsteuerungsproblem ist dquivalent zu Problem [2.1 Die Dimensionen der

diskretisierten Nebenbedingungen entsprechen

ne =N -n,
ne=2Mny+ (N+1)-n,+n,).

Fiir dieses Optimierungsproblem kénnen wir die Lagrangefunktion

L(z,N) = o(y(to),y(tr),p) + A ¢(x) + A (c(z) = Cunax) (4.7)
und auch deren Hessematrix
(oo o7 P ]
W11 PlT
Vi L= % (4.8)
WNlefl PN_1
) Wxn P;
P P Py_y Py P

aufstellen. Diese Matrixstruktur ergibt sich explizit aus der Trapezregel-Diskretisierung.

Aus der Lagrangefunktion (4.7)) resultieren die Teilmatrizen

oL oL oL
W,---[ay£ y(%] q;_[yooyf 0]
Ou;0y; ou?
_ | _oc oL _ |oc
P = [apayi apauj P = [a_ﬁ} :
Die Jacobimatrix der nichtlinearen Nebenbedingungen ist durch
\V4 T
G — C(x)_r c R(ng+nc)><nz (49)
Ve(x)

definiert. Da die Jacobimatrix GG sehr diinn besetzt ist, sollte die Struktur der Matrix bei

deren Berechnung verwendet werden. Die Jacobimatrix ergibt sich zu

[ My So - R
_________ MN—ISN—lRN—l
o P )
| @
Cy Q:N
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Die Teilmatrizen der Jacobimatrix ergeben sich aus

o -_ __ hOF, _ hOF [y _RhOF ROF _ | _h (0F OFit1
MZ - 2 Oy; 2 8uii| SZ = |I 2 Oyit1 2 3Ui+1i| R’ - [ 2 ( Op Op )i|
9% [ o L
_ 0 _ 16] _ 0
O K I A R ne |
L 9vo L Oyn ap
[ OF; OF; 7 [ OF; T
Jyi Ouy; Op
_OF, _0F _ 9K
9y; Ou; dp
I 0 0 I
C;, = QZ = Q = .
= | 0 0 = |
0 I 0
| O —1I | | 0 |

4.2 Innere-Punkte-Verfahren

Innere-Punkte-Verfahren sind einer der am weit verbreitetsten Algorithmen in der re-
stringierten Optimierung. Das Innere-Punkte-Verfahren ist neben dem SQP-Verfahren
aus Abschnitt ein weiterer Algorithmus um Ungleichungsnebenbedingungen in re-
stringierten Optimierungsproblemen, wie Problem zu behandeln. Die Verbreitung des
Innere-Punkte-Algorithmus liegt iberwiegend an der Vielseitigkeit des Verfahrens, das ne-
ben linearen und quadratischen auch nichtlineare Optimierungsprobleme losen kann. Das
heifit die numerische Berechnung eines Minimums eines nichtlinearen restringierten Opti-
mierungsproblems muss mit dem Innere-Punkte-Verfahren nicht zwangslaufig, wie beim
SQP-Verfahren iiber die Berechnung quadratischer Teilprobleme erfolgen. Eine der am
meisten verwendeten Software-Bibliotheken fiir Innere-Punkte-Verfahren ist IPOPT aus
[22], [70] und [71]. In diesem Kapitel wird in eine Strukturausnutzung unter Verwendung
eines Innere-Punkte-Verfahrens durchgefiihrt. Dazu musste eine eigene Implementierung
eines Innere-Punkte-Verfahrens erfolgen. Diese wurde in Form einer Software-Bibliothek
mit Namen IPBASIC implementiert. Zur besseren Vergleichbarkeit orientiert sich der im

Folgenden beschriebene Algorithmus von IPBASIC an der Implementierung von IPOPT.

4.2.1 Problemstellung

Das Optimierungsproblem aus Problem [2.1] welches dquivalent zu Problem ist, wird
bei der Verwendung eines Innere-Punkte-Verfahrens in eine Folge von Barriereproblemen

zerlegt. Wir definieren das Barriereproblem:
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Problem 4.4 (Barriereproblem des Innere-Punkte-Verfahrens, vgl. [22])

Bestimme den Vektor der Optimierungsvariablen = € R"™ und den Vektor der Schlupf-

variablen s = (s, ..., s@)T € R% so dass die Zielfunktion

f(z) — MZIH (s(i)) (4.11)

minimal wird, unter den Nebenbedingungen

mit f: R” - R, h: R” — R? und g : R" — RY. Der skalare Faktor p > 0 sei dabei
ein Element einer Nullfolge {y;} mit p; € R.

Das Barriereproblem eliminiert die Ungleichungsnebenbedingungen aus Problem [2.T]durch
die Einfiihrung von Schlupfvariablen. Durch die Nullfolge {x;} wird mit dem Innere-Punk-

te-Verfahren eine Folge von Barriereproblem gelost.

4.2.2 Bestimmung der Suchrichtung

Das Barriereproblem aus Problem fithrt unter der Voraussetzung der Erfiilllung der
LICQ aus Definition auf eine Lagrangefunktion der Art

L(2,8 Xy Mg 1) =f () — Z [In(sD)] + A h(z) + A) (g(z) +5) . (4.14)

Ausgehend von der Lagrangefunktion (4.14)) und einer Erfiillung der LICQ konnen die
KKT-Bedingungen des Barriereproblems

Vf(x)+ Vh(z) \, + Vg(x)\, =0 (4.15)
—pe+SA; =0 (4.16)

h(z) = 0 (4.17)

g(x)+s=0 (4.18)

bestimmt werden.

Bemerkung 4.1. Fir p = 0 erhalten wir die urspriinglichen KKT-Bedingungen aus
Satz[2.2.
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Die Gleichungen und ergeben sich durch das Differenzieren der Lagrange-
funktion nach x und s, wobei Gleichung mit S multipliziert wurde. Dabei
entspricht S einer Diagonalmatrix mit dem Vektor s auf der Hauptdiagonalen und der
Vektor e = [1,.. ., 1]T € RY. Die Gleichungen und entsprechen den Neben-
bedingungen und . Zur Bestimmung der Nullstellen der KKT-Bedingungen

definieren wir ein Newton-Verfahren

~1 |d
H, Al||”° B
LR B PR I e (4.19)
dy

fiir den Iterationsschritt k& + 1. Die linke Seite von Gleichung (4.19) entsteht durch eine
weitere Differenzierung der KKT-Bedingungen des Barriereproblems nach dem Vektor

z=x,$, A, )\g]T. Die Teilmatrix

V2L 0

H,. =
; 0 A,

(4.20)

k

entspricht der Hessematix der Lagrangefunktion (4.14)) im Iterationsschritt & mit V2 £ =
V2L (x, 8, An, Ag; ). Die Teilmatrix A, entspricht einer Diagonalmatrix mit dem Vektor
Ay auf den Hauptdiagonalen. Die Teilmatrix Aj; der linken Seite von Gleichung
ergibt sich durch die Differenzierung der Nebenbedingungen und und die
Teilmatrix ﬁ; aus der Differenzierung der Gleichungen 1) und nach A,. Das
heif3t:

Ay = und Ay = (4.21)

Vg(x)" I

Vh(z)T 0 ]
k

Bemerkung 4.2. Die Matrix des linearen Gleichungssystems ist aufgrund von
Gleichung nicht symmetrisch.

Zur Bestimmung der rechten Seite des Newton-Verfahrens (4.19) miissen wir lediglich
die KKT-Bedingungen des Barriereproblems im Iterationsschritt k auswerten. Das heifit

= [Vf(z), —,ueT]Z, =[] )\T}g und

h g

B, =
F 0 IS

Vh(z) Vg(:b')]
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4.2.3 Reduktion der Dimensionen des linearen Gleichungssys-

tems

Durch die Gleichungen (4.19)), (4.20)) und (4.21]) erhalten wir ein lineares Gleichungssystem

in der Form

Vi L 0 Vh(z) Vg(x) d, VoL (2,8, A, Ag; 1t)
0 A, 0 S ds | _ —pe + S, (4.22)
Vh(z)T 0 0 0 dy, h(z) ' '
Vg(x)" 1 0 0 1, Ldx, g(z)+s .
Der vierte Zeilenblock von (4.22) ergibt zusammengefasst
Vy(aw) de + ds = — (g(zx) + 51) -
Diese Gleichung lasst sich nach
dy = —Vg(zp) dy — (9(z1) + 1) (4.23)

auflosen. In den iibrigen Zeilenblocken der Matrix des linearen Gleichungssystems
wird der Suchrichtungsanteil d, lediglich mit einer Diagonalmatrix der Lagrangemultipli-
katoren multipliziert. Da die Gleichung sowohl konstante als auch von d, abhéngige
Anteile besitzt verdndern sich sowohl die Matrix, als auch die rechte Seite des linearen
Gleichungssystems , wenn wir ds; durch Gleichung ersetzen. Es entsteht das
lineare Gleichungssystem

Vi, Vh(x) Vg(x) dy VoL (2,8, An, Ag; 1)
Vh(x)T 0 0 d)\h = — h([E)
—A,Vg(x)t 0 S 1, Ly, —p—Ayg(x) i

Nach dem wir den dritten Zeilenblock mit —A;l multiplizieren, ergibt sich das reduzierte

lineare Gleichungssystem

Vi L Vh(z) Vg(z) d, VoL (2,8, A, Ags 11)
Vh(z)' 0 0 dy, | =— h(x) . (4.24)
Vg(x)™ 0 =AJ'S| |dy, Ajtpe+g(z) ],

Die Bestimmung der inversen Matrix A;l ist aufgrund der diagonalen Struktur dieser

Matrix trivial.

Bemerkung 4.3. Ein weiterer Vorteil des reduzierten linearen Gleichungssystems
besteht darin, dass die resultierende Matrix im Gegensatz zur Matriz aus Gleichung

im Allgemeinen symmetrisch ist.
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4.2.4 Update Formeln

Ist die Suchrichtung eines Iterationsschritts bestimmt, so konnen wir die neuen Itereierten

analog zu [22] durch

L1 = T + Qpdy, (4.25)
Sk+1 = Sk + uds, (4.26)
Ahgt1 = Ank + agdy, & (4.27)
Agiat = Mg + Cigucl, i (4.28)

bestimmen. Im Anschuss ermitteln wir einen fiir grole Lagrangemultipikatoren skalierten

Fehler in den KKT-Bedingungen des Barriereproblems nach [22]

A, (z,s,\) == max { IV/ (@) —l—(stc(x))\Hoo’ lle(2)]] s, %—ZSAQ} : (4.29)
mit
04 = max {5max, lL\Afl’ } / Ormax J. = max {5max, H;Z” } / Omax
und
h(z)

clx) =

g(x) +s

Als Abbildungsvorschrift der Barriereparameter ;1 verwenden wir nach dem Vorbild von
IroPT

k41 = max (Mtol, min (@/Lk, MZ“)) ;

mit 0, = % und x, = 0,9. Die Toleranz p, beschreibt den minimalen Barriereparameter

und kann frei gewéhlt werden.

4.2.5 Schrittweitensteuerung
Maximalbereich der Schrittweiten

Eine zentrale Rolle fiir die Konvergenzeigenschaften des Innere-Punkte-Verfahrens spielt
die Schrittweitensteuerung der Schrittweiten oy, und ay . Zulédssige Maximalwerte fiir die

Schrittweiten konnen vergleichsweise einfach analog zu [22]

ap®™ = max{a € (0,1] : sg + ads, > (1 — 7)sk} (4.30)
Oég?zx = Imax {Oé € (O, 1] . )\g,k -+ Oéd)\gJC 2 (1 — Tk))\ng} (431)
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gefunden werden. Um sicherzustellen, dass weder die Schlupfvariablen noch die Lagran-
gemultiplikatoren der Ungleichungen zu schnell an die Rénder des zulédssigen Gebiets

konvergieren wird ein Abstandsparameter
T = max { Tin, 1| — g }

festgelegt. Nach [22] kann fiir die Schrittweite der Lagrangemultiplikatoren der Unglei-
max

chungsnebenbedingungen bereits die maximale Schrittweite ag, = ofi* verwendet wer-

den.

Armijoregel mit /; Penaltyfunktion

Die Schrittweitensteuerung des Innere-Punkte-Verfahrens erfolgt analog zur Globalisie-
rung des SQP-Verfahrens aus Abschnitt durch eine Armijo Liniensuche. Um die

Schrittweite oy, durch die Armijoregel
C(zg + apdy,, Sk + cuds,) < C(xg, s;) + g - 0 - U (T, Sg; g, , ds,)) (4.32)

und den Algorithmus der Armijo Liniensuche aus Abschnitt bestimmen zu kénnen,
miissen wir eine passende Bewertungsfunktion ¢ (zy,s;) und deren Richtungsableitung
V' (xy, Sg; dy, , ds, ) in die Richtung [d,,, alsk]T wihlen. Eine mogliche Bewertungsfunktion
fiir das Innere-Punkte-Verfahren beschreibt, analog zum SQP-Verfahren, die ¢;-Penalty-

funktion
(2, 5:m,6) : Zln (s9) +Zm|gz + 50 \+Zg]\h (4.33)

Bemerkung 4.4. Die (i-Penaltyfunktion des Innere-Punkte-Verfahrens aus Gleichung
ist aufgrund der Betragsfunktion nicht differenzierbar, aber dennoch richtungsdif-

ferenzierbar.

Die Richtungsableitung der ¢;-Penaltyfunktion lasst sich mit Hilfe einer Fallunterschei-
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dung des Betrags als

q
d
Ell (fL‘, S5 d:ca ds; m, 5) :v:cf(x)—rda: - NZ S(i)) + Z i <v.gz (I)T dw + dg@)) +

i=1 ir gi(x)+s(D>0

Z ;i ’ng (.Z')T dx + ds(i)

it gi(x)+s(H=0

Y. m <ng' ()" dy + dsm) + > V() d, +

i gi(z)+s()<0 j§: hj(z)>0
Yo GIV@)Td| = Y §Vhi(@)d,
J: hj(2)=0 jt hj(2)<0

(4.34)
firi=1,...,qund 5 =1,...,p darstellen.
Wie bereits beim SQP-Verfahren benotigen wir eine Abstiegseigenschaft der ¢;-Penalty-

funktion entlang der Suchrichtung des Innere-Punkte-Verfahrens.

Satz 4.1 (Abstiegseigenschaft der /,-Penaltyfunktion fiir das Innere-Punk-
te-Verfahren)

x s )

Sei d := [d],d],dj dIg]T # 0 eine durch 1) berechnete Suchrichtung des Innere-
Punkte-Verfahrens. Es gilt unter den Bedingungen

n; > )\g)erAg) Vi=1,...,q
§j>‘A§j>+dw> Vi=1,...,p
sW >0 Vi=1,...,q
A >0 Vi=1,...,q,

dass sich die Richtungsableitung der ¢;-Penaltyfunktion fiir eine positiv definite Hes-

sematrix der Lagrangefunktion L., (2, sk, An g, Agk; i) durch
O (z,8;dy,dg;m,€) <0

abschétzen lésst.

Der Beweis von Satz erfolgt analog zu [43]. Der wesentliche Unterschied ergibt sich
dadurch, dass die Grundvoraussetzungen fiir den Beweis statt durch die erfiillten KKT-
Bedingungen des quadratischen Teilproblems iiber das lineare Gleichungssystem (|4.22))

bestimmt werden.
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Beweis: Zur vereinfachten Schreibweise verwenden wir in diesem Beweis f := f(zy),
g = g(xy), h = h(zk), Loy = Low(Th, Sky Mk, Mg o) und 4 = 0 (x, s;dy, dg;n, §). Sei
d = [dl,d;,d}h,dT] # 0 eine Losung von fir © .= xp, 5 := sk, Ap 1= Ay und
Ag = Ag i, dann gilt:
Ly2d, +Vhdy, +Vagdy, ==V f —VhX, — Vg,
Agds + Sdy, = pe — SA,
Vh'd, = —h
Vg'd, +d,=—g—s.

Umgeformt ergeben sich die Gleichungen

Vildy =d,Vf=—dyLosd, —d)Vh (N, +dy,) —dy Vg (N +dy,) (4.35)
S e = ST A ds 4+ Ay + d, (4.36)

Vh'd, = —h (4.37)
d)Vh=—h' (4.38)
Vg'd,=—g—s—d (4.39)
d)Vg=—g" —s" —d]. (4.40)

Wir setzten Gleichung (4.35]), unter der Verwendung von (4.36f), (4.37)), (4.38)), (4.39) und
(4.40), in die Richtungsableitung der ¢;-Penaltyfunktion (4.34]) ein und erhalten

p
O == dl Loy + >0 (A +dy0)) +
j=1
q

Z (gz + 5@ 4 d )) (/\éi) + d)\;i)) —

=1

BN .
Z [SZT + </\ + dA(z > ds(i)] - Z 5 (gl- + S(Z)) +

i=1 i: gi+s(0>0
2 mlets) = > Gh 4 ) Ghy.
i: gi+s(H<0 J: h;>0 J: h;<0
Dabei ist zu beachten, dass die beiden Summen {iber die Betrdge mit j : = 0 bzw.

:g; + s =0 aus unter der Verwendung von (4.37) und (4.39) ehmlmert werden
konnen. Bei den Summen tiber ¢ = 1,...,q hebt sich der Term > 7 | (Aé") + dA(i)> d 0
g9

auf. Unter der Beriicksichtigung, dass s > 0 und )\g) >0firalle:c=1,...,q, gilt
(i)

D 5w

i=1




108 KAPITEL 4. STRUKTURAUSNUTZUNG EINES OSP

Damit ldasst sich die Richtungsableitung der ¢;-Penaltyfunktion wie folgt abschétzen

O<—dLud + Y (W +do—n) (+s7) +

ir gi4+s(0>0
> (Ag) +dyo + m) (9:+59) +
i: gi+s(®<0
) G
> (/\/(f +dyo) — Ej) hy + Y </\hj) +dyo + §j> hj.
j: hj>0 j: h;<0

Unter den Bedingungen

7’]Z>‘)\g)+d/\§z) Vi=1,...,q
€]>‘)\§Lj)+d>\gg> Vj:L...,p,

aus Satz [4.1] gilt fiir eine positiv definite Hessematrix der Lagrangefunktion

0y < —d} Lo.d, < 0.

Kopplungsstrategien der Schrittweitensteuerung

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Softwarebibliothek IPBASIC besitzt die Moglich-
keit, verschiedene Kopplungsstrategien fiir die Schrittweite zu verwenden. In Abschnitt

sind die Updateformeln

Tpy1 = Tk + Qpdy,
Skt1 = Sk + ouds,
A1 = Ani + ody, i

Agk+1 = Agk + Qg i, k

gegeben, welche in IPOPT und im Rahmen der Beispiele dieser Arbeit verwendet werden.
Hierbei sind die Schrittweiten der Zustédnde und Schlupfvariablen gekoppelt. Die Kopplung
entsteht dadurch, dass die maximale Schrittweite vor Beginn der Armijo Liniensuche durch
Formel beschrinkt wird. Anschliefend fiihren wir mit Hilfe der ¢;-Penaltyfunktion
die Armijo Liniensuche durch und erhalten die gekoppelte Schrittweite ay. Die Schrittweite
der Lagrangemultiplikatoren ay ergibt sich ohne Kopplung durch Formel .
IPBASIC besitzt die Kopplungsstrategien:



4.2. INNERE-PUNKTE-VERFAHREN 109

e Kopplung von Zustédnden und Schlupfvariablen: Wahl der Schrittweite der Lagran-
gemultiplikatoren durch Formel (4.31)).

e Kopplung von Zustdnden, Schlupfvariablen und Lagrangemultiplikatoren: Wahl der

maximale Schrittweite vor Beginn der Armijo Liniensuche durch das Minimum von
P und agp* aus (4.30) und (4.31)).

e Keine Kopplung der Schrittweiten: Wahl der Schrittweite der Zustdnde durch Ar-
mijo Liniensuche mit maximaler Schrittweite o™ = 1. Wahl der Schrittweiten der
Schlupfvariablen und Lagrangemultiplikatoren durch die Formeln (4.30]) und (4.31)).

In der Praxis erweist sich die Kopplung von Zustédnde und Schlupfvariablen als be-
sonders robust. Die Konvergenz des Innere-Punkte-Verfahrens ist sehr stark von der
Startschiatzung fiir die Zusténde, Schlupfvariablen und Lagrangemultiplikatoren abhingig.
Fiir schlechte Startschiatzungen kann es schnell passieren, dass die Armijo Liniensuche ge-
gen die minimale Schrittweite lduft. Da insbesondere die Schiatzung der Lagrangemultipli-
katoren eine Herausforderung darstellt, ist es praktikabel diese bei der Schrittweitensteue-
rung zu entkoppeln. So ist es moglich in der Armijo Liniensuche die minimale Schrittweite
zu akzeptieren und dennoch Fortschritt in den Lagrangemultiplikatoren zu erhalten. Ist
die Schrittweite der Lagrangemultiplikatoren in einem solchen Fall gekoppelt, fiihrt dies

in der Regel zu einer Stagnation des Innere-Punkte-Verfahrens.

4.2.6 Ablauf des Innere-Punkte-Verfahrens

Nachdem wir in den Abschnitten [4.2.] [£.2.2], [£.2.3] [4.2.4) und [£.2.5] die einzelnen Losungs-

schritte des Innere-Punkte-Verfahrens beschrieben haben, ergibt sich zusammengefasst

fiir das Innere-Punkte-Verfahren folgender Algorithmus.

Algorithmus Innere-Punkte-Verfahren

i Bestimme Startschétzung (zo, so, An0, )\970)T und setze kK =0 und p = po > 0.

ii Falls A, (2, Sky Ak, Agk) < Etol aus (4.29) und p < pii01: Beende das Verfahren.

iii Berechne die Losung (dx, dy, d,\g)T des linearen Gleichungssystems aus (4.24
und bestimme durch Formel (4.23]) die Suchrichtung der Schlupfvariablen d;.

iv Bestimme mit der Armijoregel als Schrittweitensteuerung und den Formeln

(4.30) und (4.31]) die Schrittweiten oy, und ay .
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v Berechne die neuen Iterierten (zj41, Skt+1, Ak, )\gﬁk)T durch die Formeln (4.25)),

[-26), (4-27) und ([4.28). Dann setze k := k + 1 und gehe zuriick zu i

4.2.7 Beispiel fiir das Innere-Punkte-Verfahren

Die Funktionsweise des Innere-Punkte-Verfahrens wollen wir zunachst anhand eines einfa-
chen Beispiels zeigen. Dazu verwenden wir ein restringiertes nichtlineares Optimierungs-

problem, das in der zweidimensionalen xy-Ebene dargestellt werden kann.

Beispiel 4.1.

min f(z,y) = 2° +y°

unter den Nebenbedingungen

gl($ay) = 175—9 S O
gz,y) = -y < 0.
y
4 go(x,y)
2+ g1(z,y)
o | 2 v
ST

Abbildung 4.1: Skizze zu Beispiel

In Beispiel ist ein einfaches nichtlineares restringiertes Optimierungsproblem definiert.
In Worten formuliert wird in Beispiel ein Punkt im zuléssigen Bereich X gesucht, der
den Abstand zum Ursprung (0,0)" minimiert. In Abbildung wird dieses Optimum
veranschaulicht. Durch den kleinsten Kreis um den Ursprung, der den zulédssigen Bereich

¥ tangiert, konnen wir das Minimum im Punkt (2,9)" = (0,1,5)" ermitteln.
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Fiir die numerische Losung von Beispiel konnen wir die fiir das Innere-Punkte-Ver-

fahren benottigten Ableitungen

Vi) = zy] , Vot = | ) fJ ,
Vi f(a,y) = 3 g] : N V2g(a,y) = AQOG 8]
bestimmen. Damit ergibt sich das Gleichungssystem zur Bestimmung der Suchrichtung
aus Formel zu
(24X 0 0 0 0 €] [d,] [ 22 + \pe® |
0 2 0 0 -1 -1} |dy 2y — A1 — Ao
0 0 X 0 s O ds, | S1A —
0 0 0 A 0 s |dy]| | s2do—np
0 -1 1 0 0 O dy, 1,0 —y+s;
| e -1 0 1 0 0] [dx] | e® —y+ 59 |

Bemerkung 4.5. Fiir dieses kleine Testbeispiel kann das lineare Gleichungssystem der

Suchrichtungsbestimmung auch in nicht reduzierter Form verwendet werden.

1 X y KKT-Error 7 X y KKT-Error

0 — 0,6 2 3,6383 — 0,6 2 3,6383
1 0,5 0,38179 | 1,7601 1,7404 1e-08 | 0,34953 | 1,5124 1,4516
2 0,05 | 0,16896 | 1,5334 0,41614 1e-08 | 0,27833 | 1,5008 0,76856
3 || 0,005 | 0,00103 | 1,5002 0,01753 1e-08 | 0,08477 1,5 0,35159
4 || 1e-08 | 6,17e-05 1,5 0,00160 1le-08 | 0,01113 1,5 0,17447
5 || 1e-08 | -1,54e-07 1,5 1,47e-07 1e-08 | 0,00123 1,5 0,15266
6 || 1e-08 | -1e-08 1,5 6,11e-14 1e-08 | 0,00015 1,5 0,15035
7 — — — — 1e-08 | 2,04e-05 1,5 0,15005
8 — — — — 1e-08 | 2,66e-06 1,5 0,15001
9 — — — — 1e-08 | 3,38e-07 1,5 0,15
10 — — — — 1e-08 | 3,53e-08 1,5 0,15
11 — — — — 1e-08 | -4,09e-09 1,5 5,58e-09

Tabelle 4.1: Ergebnisse zu Beispiel 4.1} Links absteigendem p. Rechts mit g = 1075,

Beide Ergebnisreihen aus Tabelle [4.1] wurden mit der gleichen Armijo-Schrittweitensuche
unter Verwendung der ¢; Penaltyfunktion aus Abschnitt berechnet. Als Startschét-
zung fiir die Schlupfvariablen wurden die Nebenbedingungen fiir den Startzustand ausge-

wertet. Fiir die Lagrange-Multiplikatoren verwenden wir die Startwerte A\; = Ay = 1. Die
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Wahl des Barriereparameters p erfolgte fiir dieses Beispiel frei ohne Updateformel. Wir
erkennen anhand von Tabelle 4.1 den Einfluss der Wahl der Nullfolge des Barrierepara-
meters . Durch die schrittweise Verkleinerung des Barriereparameters in der linken Ta-
bellenhélfte wird vermieden, dass die Iterationspunkte zu stark gegen die Beschrankungen

des Problems laufen.

4.3 Strukturausnutzung im Innere-Punkte-Verfahren

Nachdem wir mit Problem ein Optimalsteuerungsproblem in ein allgemeines restrin-
giertes nichtlineares Optimierungsproblem in der Form von Problem iiberfithrt haben,
konnen wir darauf das Innere-Punkte-Verfahren anwenden. Im Innere-Punkte-Verfahren
betrachten wir im speziellen die Struktur des linearen Gleichungssystems aus der Bestim-

mung der Suchrichtung.

4.3.1 Umsortierung des linearen Gleichungssystems im Innere-
Punkte-Verfahren

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, das im Innere-Punkte-Verfahren zu lésende li-
neare Gleichungssystem in eine moglichst einer Bandmatrix dhnliche Struktur zu
bringen. Im Allgemeinen lésst sich die Matrix nicht in eine Bandmatrix umformen, was
an den Parameter- und Randbedingungsanteilen liegt. Mit der durch die Trapezregel-
Diskretisierung definierten Hessematrix der Lagrangefunktion (4.8) und der Jacobimatrix
kénnen wir das lineare Gleichungssystem (4.24]), welches im Innere-Punkte-Verfah-
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ren zur Bestimmung der Suchrichtung verwendet wird aufstellen:

Woo o7 Rl M L2er ]
Wi PlT SOT ClT
| - M;—l-
® Wyny Py Sy iUy Cy
Boob Py P B o By RQy Q- Qy Q)
Mo S(] R(]
: : (4.41)
................... MNflstlRNfl
T, Uy R D
C{0 QO EO
Cl Ql El
Cn  Qn En
- Q B

Durch symmetrische Zeilen- und Spaltenblockumformungen kénnen wir diese Matrix (4.41)

in eine Matrix der Form

Woo CF M o7 LA
Co Ep : 5 Qo
My S Ry
Sy Wy ©f M P’
C, By o
S My e i
(4.42)
: . SN—l RN—l
o Sioi [Waw CF 105 Py
: : Cy Ey QN
R T R R B Q
| Py Q) ReT P QI RY - RL,| Py QLQTRT P
umformen.

Bemerkung 4.6. In [[§], einer im Rahmen dieser Dissertation entstandenen Publi-

kation, wurde diese Umformung auch fiir eine volle Diskretisierung mit Runge-Kutta-
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Verfahren durchgefiihrt. Diese Diskretisierung erzeugt im Vergleich zur Trapezregel jedoch

ein breiteres Band in der Matrix.

4.3.2 Losung des linearen Gleichungssystems mit Strukturaus-

nutzung

Verglichen mit der urspriinglichen Matrix (4.41]) hat die umsortierte Matrix (4.42)) einen

grofien Teilblock, welcher eine Bandmatrix enthélt. Wir kénnen somit das lineare Glei-

- [g] (4.43)

unterteilen. Die Matrix W € R™>*™W entspricht hierbei dem Teilblock mit der Band-
matrix, wahrend die Blocke A € R"8*"W und B € R"8*"5 den nicht Band diagonalen

Anteilen der Blockstruktur entsprechen. Besonders interessant wird diese Blockstruktur

chungssystem in die Blockstruktur

w AT
A B

X

Y

fiir den Fall, dass die Dimension der Bandmatrix sehr viel grofler ist als die Dimension
der Restblocke ny, > np. Dieser Zusammenhang ist insbesondere dann erfiillt, wenn die
Dimension des Gitters der Diskretisierung N grofl ist. Das liegt darin begriindet, dass
nur die Dimension ny von N abhéngt, wihrend die Dimension ng fiir das jeweilige Op-
timalsteuerungsproblem konstant bleibt. Aufgrund der kleinen Dimension ng kénnen die
Matrizen A und B in der Implementierung dicht besetzt behandelt werden.

Nehmen wir an uns steht eine schnelle Berechnungsmethode fiir die LR-Zerlegung der

Bandmatrix W zur Verfiigung. Fiir den Teilvektor x erhalten wir dann
=W (a—ATy). (4.44)

Diesen konnen wir in den zweiten Block des linearen Gleichungssystems einsetzen

und erhalten ein lineares Gleichungssystem fiir den Teilvektor y
(B—AW'AT)y=p58—- AW a. (4.45)

Da die Dimension der Matrix (B — AW_lAT) € R"8*"B klein ist, konnen wir (4.45))
durch eine dicht besetzte LR-Zerlegung losen. Setzen wir im Anschluss die Losung des
Teilvektors y in ein, erhalten wir auch den Teilvektor x.

Fiir Bandmatrizen wie der Matrix W gibt es eigene Algorithmen zur LR-Zerlegung. Die
Software-Bibliothek LAPACK stellt fiir Bandmatrizen zur Faktorisierung die Routine
(d/s)gbtrf und zur Riickwértssubstitution die Routine (d/s)gbtrs bereit. Zur Losung
des linearen Gleichungssystems geniigt es die Faktorisierung der Bandmatrix W nur
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einmal zu berechnen. Die Riickwértssubstitution muss hingegen ng + 2 mal durchgefiihrt
werden um die Gleichungen (4.44)) und (4.45) zu losen.

Bemerkung 4.7. In [{8] haben wir zur Losung dieser Art von linearen Gleichungssystem
die Software-Bibliothek ALGLINY von Enrico Bertolazzi verwendet. Fiir diese Arbeit wurde
eine eigenstindige Programmierung mit LAPACK wvorgenommen und um eine Paralle-
lisierung erweitert. Bei dieser wird die Riickwdirtssubstitution des Ausdrucks W'AT aus
, fiir alle ng rechten Seiten in AT, parallel berechnet. Da die LAPACK Routinen
(d/s)gbtrf und (d/s)gbtrs sequenziell arbeiten, macht eine Parallelisierung an dieser

Stelle Sinn.

Algorithmus zur Losung des linearen Gleichungssystems:

i Berechne die LR-Faktorisierung der Bandmatrix V.

ii Berechne durch die Riickwartssubstitution der LR-Faktorisierung der Bandma-
trix W den Ausdruck W~la. Bestimme damit die rechte Seite 3 — AW o von

Formel (|4.45]).

iii Berechne die Riickwartssubstitutionen der LR-Faktorisierung der Bandmatrix
W parallel fiir alle Spalten der Matrix A" und erhalte die Losung von W—1AT,
Berechne damit die dicht besetzte Matrix (B — AW”AT) aus Formel 1}

iv Berechne die LR-Faktorisierung der dicht besetzten Matrix (B — AWflAT).

v Erhalte durch die Riickwértssubstitution der LR-Faktorisierung der Matrix
(B— AW™'AT) mit der rechten Seite # — AW ~'a den Lésungsvektor y aus

Formel (4.45]).

vi Berechne den Vektor (a—ATy). Erhalte durch die Riickwértssubstitution
der LR-Faktorisierung Bandmatrix W mit der rechten Seite (a — ATy) den
Losungsvektor = aus Formel (4.44)).

Der beschriebene Algorithmus stellt eine alternative Losungsmethode fiir lineare Glei-
chungssysteme in der Form von (4.43]) dar. Die meisten Optimierungssoftwarepakete fur

grofle diinn besetzte Probleme, wie beispielsweise IPOPT, arbeiten mit Algorithmen zur

Lwww: https://bitbucket.org/ebertolazzi/alglin
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LR-Faktorisierung fiir diinn besetzte Matrizen. Einige bekannte Softwarepakete hierfiir
sind MUMPS, SuperLU, HSL und PARDISO. Im Vergleich zu den Algorithmen zur
LR-Faktorisierung von allgemeinen diinn besetzten Matrizen, besitzt der hier eingefiihrte
Algorithmus zwei wesentliche Vorteile.

Die LR-Faktorisierung fiir diinn besetzte Matrizen hat in der Regel mit einem Auffiillen
einiger Nullelement in der Matrix zu kdmpfen. Zum Einen erhoht dies den Speicherauf-
wand und zum Anderen miissen die Algorithmen zahlreiche Permutationen durchfiihren,
um das Auffiillen von Nullelementen so weit wie moglich zu vermeiden.

Der zweite Vorteil besteht in der effizienteren Speicherstruktur. Der Speicheraufwand
fiir Bandmatrizen und dicht besetzte Matrizen bleibt bei gleich bleibenden Dimensionen
konstant. Effiziente lineare Algebra Algorithmen versuchen auch gezielt diese fest definier-
te Speicherstruktur auszunutzen, um die Haufigkeit des Ladens von Speicherblécken zu
reduzieren. Dadurch haben Algorithmen mit einer fest definierten Speicherstruktur eine
Vorteil gegeniiber verteilter Speicherstrukturen. Diinn besetzte Matrizen sind in der Regel
verteilte und dynamische Speicherstrukturen. Dementsprechend ergibt sich fiir die Algo-
rithmen zur LR-Faktorisierung von diinn besetzten Matrizen ein entscheidender Nachteil

im Bezug auf die Speicherstruktur.

4.4 Berechnung von Ableitungen

Solange wir keine approximierten Hessematrizen verwenden, miissen wir fiir Optimal-
steuerungsprobleme Ableitungen bis zur zweiten Ordnung berechnen. Da die Berechnung
der Ableitungen durch finite Differenzen fiir zweite Ableitungen numerisch instabil sein
kann, sind fiir uns insbesondere symbolische Ableitungen interessant. Die Berechnung von
symbolischen Ableitungen per Hand kann sehr aufwandig und fehleranfillig sein. Deshalb
verwenden wir fiir die Beispiele von OCPBASIC eine Software fiir symbolische Differenti-
alrechnung mit dem Namen GiNaC aus [15]. Mit Hilfe von GiNaC kénnen C++ Klassen
generiert werden, die wir als Optimalsteuerungsproblem in OCPBASIC verwenden. Zu be-
achten ist, dass wir stiickweise Funktionen, wie kubische Splines, in GiNaC als Platzhalter
definieren und die entsprechenden Funktionen und Ableitungen eigenstéindig in die C++

Klassen einarbeiten miissen.

Bemerkung 4.8. Der Vorteil von GiNaC gegeniiber anderen Softwarepaketen symboli-
schen Differentialrechnung ist, dass es sich um freie Software handelt. Natiirlich kénnten
wir auch kommerzielle Software fiir symbolische Algebra, wie die Matlab Symbolic Math

Toolbox oder Maple verwenden.
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Bemerkung 4.9. Beim Ldsen von komplexeren Optimalsteuerungsproblemen kann auch
algorithmisches Differenzieren verwendet werden. Dabei steigt die Komplexitdt der Ablei-
tungen 1m Vergleich zur symbolischen Differentialrechnung weniger stark an. Ein freies
Softwarepaket fiir algorithmisches Differenzieren ist ADOL-C aus [69].

4.5 Regularisierung des Innere-Punkte-Verfahrens

Um im Innere-Punkte-Verfahren eine Abstiegsrichtung zu erhalten, bendtigen wir nach
Satz die positive Definitheit der Hessematrix. Auch wenn die notwendige Optima-
litdtsbedingung zweiter Ordnung aus Abschnitt bereits die positive Semidefinitheit
und die hinreichende Optimalitéitsbedingung aus Abschnitt sogar positive Definit-
heit in einem Minimum zumindest auf einem kritischen Kegel fordert, muss dies nicht
fiir jeden Iterationspunkt gelten. Eine symmetrische Hessematrix ist genau dann positiv
definit, falls alle Eigenwerte der Hessematrix A > 0 sind.

Eine der einfachsten und verbreitetsten Regularisierungen entsteht aus Gerschgorin Krei-
sen. Nach dem Kreissatz von Gerschgorin [37] ergibt sich eine Abschitzung der Eigenwerte

unserer symmetrischen Hessematrix H € R™" zu

j=1,...,n j#i

In der komplexen Zahlenebene verhalten sich die Gerschgorin Kreise, wie in Abbildung

Abbildung 4.2: Skizze zu Gerschgorin Kreisen

dargestellt. Da die verwendete Hessematrix symmetrisch ist, treten ausschliellich reelle

Eigenwerte auf. Somit kann mit Hilfe der Gerschgorin Kreise eine Abschitzung fiir den
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kleinsten Eigenwert

)\min > Omin = z:Inl,ln,n (hu - . Z ‘hljl)

ermittelt werden. Mit dieser Abschéitzung fiir den kleinsten Eigenwert konnen wir eine

regularisierte Hessematrix
H — (amin — Atol)I mit Atol > 0 und Atol 1 (446)

definieren. Die Regularisierung erfolgt nur fiir den Fall ayp,;, < 0, da andernfalls bereits
eine positiv definite Hessematrix vorliegt.

Eine weitere in OCPBASIC implementierte Regularisierung befasst sich mit der speziellen
Struktur der Hessematrix. Die Hessematrix besteht, wie in angeben aus

Woo o Py
Wi P
H=V2L=
WNlefl P];[r_1
P Wyn Py
r P - Py_4 Py P

Wir gehen fiir die Regularisierung der Matrix davon aus, dass wir die Anteile der Pa-
rameter und Randbedingungen vernachlédssigen kénnen und betrachten stattdessen die
Matrix

Woo
Wi
H =
Win-1n-1
! Win ]
Mit dem minimalen Eigenwert
Amin,f[ = Z.:%}.i.?NAmin,Wm
der Matrix H, kann analog zu 1} mit
H— (Amin, i — D)l mit Ay > 0 und Ay K 1 (4.47)
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eine Regularisierung der Hessematrix erfolgen. Die Regularisierung erfolgt ebenfalls nur
fiir den Fall A, 7 < 0. Der Eigenwert Ayinw;, entspricht jeweils dem kleinsten Eigen-

wert der Teilmatrizen W;;. Dieser kann fiir ¢ = 0,..., N parallel, durch eine numerische

Eigenwertberechnung ermittelt werden.

Bemerkung 4.10. In den nachfolgenden Beispielen wird, sofern nichts anderes angege-

ben ist, zundchst keine Regularisierung der Hessematrix angewandt.

4.6 Beispiele

4.6.1 Minimale Energie

Um die Unterschiede des Optimierers OCPBASIC im Vergleich zur Version der Verdffentli-
chung [48] OCPCOLL zu veranschaulichen fithren wir ein Beispiel zur minimalen Energie

aus [48] ein.

OSP 4.1 (Minimale Energie)

Minimiere die Zielfunktion

unter den Nebenbedingungen

wy(t) = u(t)
! 1 2
74(t) = Su(?)
1

und unter den Randbedingungen

21(0) =0 21 (1) = 0
x9(0) =1 zo(1) = —1

Um vergleichbare Aussagen {iber die Rechenzeiten treffen zu kénnen, wurden die Berech-

nungen auf der gleichen Hardware, wie in der Veroffentlichung [48] durchgefiihrt. Dabei
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handelt es sich um einen Intel Core i7-6700K, 4 x 4.0GHz Prozessor.

Bemerkung 4.11. Die Namensdnderung des Optimierers zu OCPBASIC dient zur besse-
ren Unterscheidbarkeit von der Vorgingerversion OCPCOLL. Der Optimierer OCPBA-
SIC wurde zusammen mit seinem verwendeten Innere- Punkte-Verfahren IPBASIC gdnzlich
neu implementiert, um die Leistungsfihigkeit des Optimierers im Hinblick auf die Struk-

turausnutzung zu verbessern.

Die numerische und analytische Losung von OSP wurde bereits in [48] angegeben.
Zunachst einmal vergleichen wir die Rechenzeiten der beiden Optimierer Versionen mit
IpoPT fiir unterschiedliche Anzahl von Gitterpunkten.

N1 OCPBAsIC OCPCOLL IpoPT
Thes Tiin Iter Thes Tiin Iter Ties Tter
20 0,004 s | 0,003s| 21 |0,006s|0,002s| 21 |0,008s| 9

200 | 0,055s[0,035s| 30 | 0,055s|0,023s| 30 |0,065s| 19
2000 || 0,67s | 046s | 38 | 0,67s | 0,30s | 57 | 0,66s | 46
20000 || 33s | 20s | 28 | 64s | 3,1s | 51 | 102s | 76

Tabelle 4.2: Vergleich der Rechenzeiten von OCPBAsic, OCPCOLL und IPOPT anhand
von OSP [4.1] (Zeiten von OCPCOLL und IPOPT aus [48])

Die Anzahl der Gitterpunkte ist in Tabelle mit N + 1 gerade so angepasst, dass
die Anzahl in beiden Versionen &dquivalent sind. Aufgrund der Verwendung des selben
Verfahrens schneiden OCPBASIC und OCPCOLL in Tabelle [4.2] &hnlich ab, jedoch lasst
sich eine leichte Verbesserung in OCPBASIC feststellen. Im Vergleich zu IPOPT zeigt
OCPBAsIC deutlich schnellere Rechenzeiten. Die Bedeutung der Strukturausnutzung léasst
sich allerdings anhand von einem Vergleich mit IPOPT nur bedingt messen. Das Innere-
Punkte-Verfahren von IPBASIC ist zwar an das Verfahren in IPOPT angelehnt, jedoch nicht
dquivalent. Um die Bedeutung der Strukturausnutzung besser untersuchen zu kénnen
testen wir deshalb, wie auch bereits in [48], den Unterschied zu einem anderen linearen
Gleichungssystem Loser MAS7 fiir diinn besetzte Matrizen. Hierfiir wird in OCPBASIC
der lineare Gleichungssystem Loser durch MA57 ausgetauscht.

Bemerkung 4.12. Bei 2000 Gitterpunkten betrdgt die Iterationszahl von MABT 39,
im Vergleich zu 38 Iterationen bei OCPBASIC mit LAPACK. Dies liegt an den un-
terschiedlichen Residuen, welche die beiden lineare Gleichungssystem Léser liefern. Ein
Unterschied in der Anzahl der Iterationen kann auch gréfler sein, falls durch die un-
terschiedlichen Residuen beispielsweise ein anderer Armijoschritt ausgelost wird. Fir die

restlichen Rechenzeiten in Tabelle [{.3 ist die Iterationszahl gleich.



4.6. BEISPIELE 121

OCPBASsIC OCPBAsIC OCPBAsIC
N +1 LAPACK LAPACK par. MAS5T7 Iter
Tiges Tlin Tiges Thin Ties Tin
20 0,004 s | 0,003 s | 0,003 s | 0,002 s | 0,003 | 0,002 s 21
200 0,055 s | 0,035 s | 0,055 s | 0,046 s | 0,038 | 0,028 s 30

2000 0,67s | 0,46s | 0,28s | 0,19s | 049 | 0,37s | 38-39
20000 3,38 2,0 s 20s 1,4 s 3,6 2,9 s 28
20000 6,9 s 9,0 s 5,0 s 3,7s 9,5 74 s 29
100000 || 14,1s | 109s | 11,2s | 81s | 21,6 | 17,55 32

Tabelle 4.3: Vergleich OCPBASIC unter Verwendung von LAPACK und MA57 anhand
von OSP

Die in Tabelle[d.3|dargestellten Rechenzeiten umfassen auch die parallelisierte Variante des
linearen Gleichungssystem Losers aus Abschnitt Bereits die sequenzielle Variante
dominiert MA57 bei hohen Anzahlen von Gitterpunkten. Der parallelisierten Variante

gelingt es die Rechenzeit noch weiter zu senken.

Bemerkung 4.13. Flir die parallelisierte Variante des linearen Gleichungssystem Lisers
aus Abschnitt [{.3.4 wurden mit folgenden OpenMP Umgebungsvariablen durchgefiihrt:
export OMP_PROC_BIND=TRUE

export OMP_WAIT_POLICY=PASSIVE

4.6.2 Kinematisches Fahrzeugmodell

Wir definieren unter Verwendung des kinematischen Fahrzeugmodells aus dem Differen-
tialgleichungssystem [3.1] das Ausweichproblem.

OSP 4.2 (Ausweichproblem mit kinematischem Fahrzeugmodell)

Minimiere die Zielfunktion

Ly
tr+cs / 5(t)2dt
0
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unter den Nebenbedingungen
2'(t) = v(t) cos(¢(t))
y'(t) = v(t) sin((t))
w(t) = 1 tan(an)
r? <z(t)? +yt)? < oo
y(t) > —0,01
und unter den Randbedingungen
z(0) = —1 z(tp) =1
y(0)=0 y(ty) =0
$(0)=0 U(ty) =0

In OSP ist ein Optimalsteuerungsproblem zur Berechnung einer zeitoptimierten Aus-
weichtrajektorie um einen Kreis mit Radius 0 < r < 0,5 definiert. Die Steuerungen sind
dabei durch

—0,5<4(t) <05 und 0<wo(t)<3

beschrénkt. Um auch die Richtung des Ausweichens vorzugeben wird zudem der Zustand
y(t) > —0,01 beschrinkt. In Abbildung ist eine Losung dieses Optimalsteuerungs-

Winkel und Steuerung 0.8 Position
| i — ' |
0.5 0.4 /\
0 0
—05! ] —0.4}
0 034 06 o5 0 05 1

Abbildung 4.3: Lésung von OSP fiir £ =0,3, r = 0,5 und ¢, = 0,005

problems fiir 250 Gitterpunkte dargestellt. Die Steuerung v(t) entspricht aufgrund der
Zeitoptimalitdt und der Tatsache, dass sie lediglich durch vy, = 3 beschréankt ist, gerade
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v(t) = 3Vt € [0,t/] und ist deshalb in Abbildung [4.3| nicht dargestellt. Die optimale End-
zeit betrigt t; &~ 0,77s. Der Verlauf des Lenkwinkels §(¢) in Abbildung[4.3| verdeutlicht die
Bedeutung des Zielfunktionsterms c; fot 7§(t)*dt. Durch diesen Term werden Sprungstellen
in der Steuerung vermieden, welche sich fiir ¢, = 0 auspréigen. Dies ist im Hinblick auf

den allgemeinen Fahrkomfort natiirlich wiinschenswert.

4.6.3 Vereinfachtes kurven-parametrisiertes Fahrzeugmodell

Da in diesem Abschnitt nicht mit den Rechenzeiten aus [48] verglichen werden muss, konn-
ten die Berechnungen dieses Abschnitts auf einem neueren Prozessor berechnet werden.
Dabei handelt es sich um einen Intel Core i7-7700K, 4 x 4.2GHz Prozessor. Fiir alle Bei-
spiele mit dem vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmodell wird in OCPBASIC
eine Regularisierung der Hessematrix mit dem minimalen Eigenwert der Teilmatrizen Wj;

aus Abschnitt [4.5] angewandt.

Vereinfachtes kurven-parametrisiertes Fahrzeugmodell mit Vorausschau-Hori-

zont

Zunéchst konnen wir uns bei dem vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmodell
wie in Abschnitt auf einen Vorausschau-Horizont beschranken. Wir definieren unter
Verwendung des vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmodells aus dem Diffe-

rentialgleichungssystem [3.5] das Optimalsteuerungsproblem.

OSP 4.3 (Vereinfachtes kurven-parametrisiertes Fahrzeugmodell mit

Vorausschau-Horizont)

Minimiere die Zielfunktion

Cr
—aps(Cy) + o / u(¢)?d¢

unter den Nebenbedingungen

o cos(xl0))
YO = T OG0

() = sin(x(<)

K = (s o s ()
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und unter den Anfangsbedingungen
s(0) = sg r(0) =19 x(0) = xo,

mit 4(¢) € [Umin, Umax)-

Das Optimalsteuerungsproblem aus OSP ldsst sich vereinfacht fiir den Testkurs in
Most mit 7yin(¢) = —5,0 m und 7., (¢) = 5,0 m 16sen. Die Losung von OSP ist fiir

Most Start-Ziel-Kurve

—800 —700 —600 —500 —400 —300

X [m]

Abbildung 4.4: Optimale Losung fiir Kurvenabschnitt 1 und 2 des Testkurses Most

die Start-Ziel-Kurve von Most in Abbildung dargestellt. Der Vorausschau-Horizont
liegt bei dieser Berechnung bereits bei 500 m und die Rechenzeit mit der parallelisierten
Version von OCPBASIC betragt 0,022 s.

Um genauer analysieren zu konnen, wie sich die Rechenzeiten bei zunehmender Anzahl von
Gitterpunkten entwickelt, fithren wir ein Benchmark Problem ein. Dabei wollen wir einen
moglichst einfachen Kurs definieren, welcher durch einen periodischen kubischen Spline
der Mittellinie repréasentiert wird. Als Stiitzpunkte des periodischen kubischen Splines

verwenden wir:
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X: y:
0m 0m
200 m 200 m
0Om 400 m
-200 m 200 m
0m 0m

Kurs Testbeispiel

—-200 —100 O 100 200

Abbildung 4.5: Optimierte Trajektorie fiir das Testbeispiel des Benchmarks mit 1000
Gitterpunkten.

Zusétzlich definieren wir, wie bereits bei unserem vorherigen Beispiel, 7 (() = —5,0 m
und rp.x(¢) = 5,0 m. Wir verwenden einen konstanten Vorausschau-Horizont von 1000
m und l6sen das Optimalsteuerungsproblem mit einer verschiedenen Anzahl von Gitter-
punkten. In Abbildung ist eine Losung fiir dieses Testbeispiel fiir 1000 Gitterpunkte
dargestellt.

Tabelle zeigt den Vergleich der Rechenzeiten fiir die verschiedenen lineare Gleichungs-
system Loser. Es zeichnet sich zunéchst ein dhnliches Verhalten, wie in OSP ab.
Besonders auffillig ist allerdings, dass die Rechenzeiten von MASJ7 bei vielen Gitter-
punkten bedeutend grofler sind als die Vergleichszeiten bei OCPBASIC mit Verwendung
von LAPACK. Bei einer Anzahl von Gitterpunkten mit N = 150000 schlégt der lineare
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OCPBasIC OCPBAsIC OCPBAsIC
Gitterpunkte LAPACK LAPACK par. MAS57 Iter

Twe | T | Tow | T | Tew | Tim
10 0,004 s | 0,002 s | 0,003 s | 0,001 s | 0,003s|0,002s | 14
100 0,029 s | 0,018 s | 0,022 s | 0,009 s | 0,026 s | 0,020 s | 13
1000 0,33s | 0,18s | 0,15s | 0,08s | 0,56s | 0,49s | 14
10000 21s | 0,89s | 1,6s | 0,75s | 10,1s | 94s 11
100000 120s | 81s | 109s | 7,0s |4279s|4234s| 10
150000 181s | 12,1s | 172s | 10,8s [ 933,3s|926,5s | 10

Tabelle 4.4: Benchmark fiir vereinfachtes kurven-parametrisiertes Fahrzeugmodell

Gleichungssystem Loser mit LAPACK, MABJ7 ca. um den Faktor 76 bis 77.

Zeit pro linearem Gleichungssystem pro Iteration

10000.00000 ¢

100.00000 -

j—iin,iter [S}

1.00000

0.01000

0.00010 |

10 100 1000 10000 100000
N
OCPBaAsic LAPACK ——

OCPBAsic LAPACK par.
OCPBAsiIc MAS7T ——

Abbildung 4.6: Rechenzeiten Tiiy, jter zur Losung des linearen Gleichungssystems pro Ite-

ration, in doppelt logarithmischer Darstellung

Um den Verlauf der Rechenzeiten besser darstellen zu konnen sind in Abbildung
die Rechenzeiten zur Losung eines linearen Gleichungssystems fiir {iber die Anzahl der
Gitterpunkte, in doppelt logarithmischer Darstellung abgebildet. In der Abbildung lasst
sich gut erkennen, dass die Rechenzeiten von MA57 ab einer gewissen Anzahl von Git-

terpunkten einen Knick aufweisen und deutlich steiler steigen. In doppelt logarithmischer
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Darstellung entspricht eine lineare Funktion gerade einer polynomialen Funktion O(ma?).
Wobei der Faktor m die lineare Funktion in doppelt logarithmischer Darstellung parallel
verschiebt und der Exponent p die Steigung der Geraden angibt. In Abbildung liegen
die Rechenzeiten der parallelen Variante von O CPBASIC mit Verwendung von LAPACK
nidherungsweise auf einer Geraden. Vergleichen wir den Faktor, der sich zwischen N = 10
und N = 1000 Gitterpunkten einstellt, kommen wir etwa auf den Faktor 100, was ei-
nem Exponent von p = 1 entspricht. Der gemessene Rechenaufwand betrdgt somit ca.
O(mN). In erster Ndherung ist der Rechenaufwand der sequenziellen Version von OCP-
BASIC mit Verwendung von LAPACK in Abbildung[4.6 dazu parallel verschoben, was die
in Abschnitt eingefiihrte parallele Variante der Riickwértssubstitution auch erwarten

lasst.

Bemerkung 4.14. Fir die parallelisierte Variante des linearen Gleichungssystem Lisers
aus Abschnitt wurden, wie auch bei OSP mit OpenMP Umgebungsvariablen
durchgefiihrt:

export UMP_PROC_BIND=TRUE

export UMP_WAIT_POLICY=PASSIVE

Anmerken ldsst sich zu Abbildung [4.6] dass mit den Rechenzeiten pro Iteration nicht
nur der Rechenaufwand gemessen wird, sondern auch der Speicheraufwand. Gerade bei
groflen Speichermengen sind Effekte, wie das Laden von Arbeitsspeicher in den Prozessor
Cache nicht trivial. Um den Anstieg der Rechenzeiten fiir MA57 besser interpretieren
zu konnen, vergleichen wir die verwendete Speichermenge im Zusammenhang mit der
Anzahl von Gitterpunkten mit dem Cache Speicher des Prozessors (8 MByte). Da sich
nur der Anteil der Bandmatrix aus mit der Anzahl von Gitterpunkten N in Zeilen-
und Spaltendimension vergréflert, vernachlédssigen wir in der Abschédtzung den konstanten
Speicheranteil der Restmatrix. Die Bandmatrix besteht aus N symmetrischen Blocken,
mit den fiir OSP dimensionierten Matrizen

W, € R — 15 Werte C; € R™ — 25 Werte
sym
M, € R¥5 —5 20 Werte S; € RS — 20 Werte
E; € R>® = 5 Werte,
iag

was in der Summe 85 Werte pro Block bedeutet. Fiir MA57 werden diese Werte in
einer symmetrischen Sparsematrix abgespeichert, die pro Eintrag zwei 4 Byte Integer und

einen 8 Byte Double an Speicher benétigt. Das heifit fiir unsere kritische Anzahl von
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Gitterpunkten

81024 - 1024 Byte
Nigit = ~ 6168.
it 85 - 16 Byte

Intern verwendet MA57 auch einen Verarbeitungsspeicherbereich, der in unserem Fall
die dreifache Grofle der verwendeten Sparsematrix umfasst. Dieser besitzt die kritische

Anzahl von Gitterpunkten

81024 - 1024 Byte

~ 2056.
85-16 Byte - 3

Nkrit,work =

In Abbildung sind zwei schwarze Linien eingezeichnet, welche gerade der kritischen
Anzahl von Gitterpunkten entsprechen. Da sich die Rechenzeit von MA57 ab diesem
Bereich drastisch verschlechtert liegt die Vermutung nahe, dass es sich hierbei um einen
Effekt der Speicherverarbeitung handelt.

Fiir den Gleichungssystem Loser von OCPBASIC mit Verwendung von LAPACK haben
die beiden Linien kaum Aussagekraft, da eine vollkommen andere Speicherstruktur vor-
liegt. Die Speicherstruktur der verwendeten Bandmatrix des Softwarepakets LAPACK,
ist auf die Struktur einer Bandmatrix angepasst. Der Gleichungssystem Loser MAS7T ist
fiir allgemeine symmetrische Sparsematrizen implementiert und kann deshalb die Spei-

cherstruktur nicht derart effizient nutzen.

Vereinfachtes kurven-parametrisiertes Fahrzeugmodell als Rundenoptimierung

Motiviert durch die schnellen Rechenzeiten fiir hohe Vorausschau-Horizonte mit vielen
Gitterpunkten wollen wir im weiteren versuchen das Optimalsteuerungsproblem von ei-
nem Vorausschau-Horizont auf eine ganze Runde zu erweitern.

Wir definieren unter Verwendung des vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmo-
dells aus dem Differentialgleichungssystem das Optimalsteuerungsproblem.

OSP 4.4 (Vereinfachtes kurven-parametrisiertes Fahrzeugmodell fiir Ge-

samtkurs)

Minimiere die Zielfunktion

C.
coly + /0 L u(Q)2dc
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unter den Nebenbedingungen

ooy cos(x(€))
N EEGINES)
r'(¢) = sin(x(¢))
e e sl
X(O) = muls(O) e s = u(0)
Tmin(C) S T(C) S Tmax(()
und unter den Randbedingungen
s(0) =0 $(tf) = Smax
r(0) = r(¢) x(0) = x(&y),

mit u(¢) € [Umin, Umax]-

Durch die Randbedingungen wird ein stetiger Ubergang am periodischen Anfangs- bzw.

Endpunkt der Trajektorie gefordert.

200 -

—200

—400

~1200 ~800 —400 0 400
x [m]

Abbildung 4.7: Optimale Losung fiir der Testkurs Most

In Abbildung ist die Losung des Optimalsteuerungsproblems aus OSP fiir einen
Abschnitt des Testkurses in Most dargestellt. Das Losen des Optimalsteuerungsproblems
benotigt mit 600 Gitterpunkten gerade einmal 0,26 s.
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Bemerkung 4.15. Es sei angemerkt, dass sich die Optimierung eines gesamten Testkur-
ses deutlich weniger robust verhdlt, als das Optimalsteuerungsproblem auf einem Voraus-
schau-Horizont. Die Robustheit hingt dabei insbesondere von den Faktoren oy und oy der
Zielfunktion, der Anzahl der Gitterpunkte N und der Komplexitit des Testkurses ab.

Vereinfachtes kurven-parametrisiertes Fahrzeugmodell als MPC

Abschlieflend testen wir den Optimierer OCPBASIC auch fiir ein MPC Beispiel, analog
zu Abbildung [3.20] aus Abschnitt durch einen Vergleich mit dem kurven-parame-
trisierten Einspurmodell. In Abbildung [4.8]ist die mit OCPBASIC berechnete Losung des

Vergleich Most
300 | | |

200
100 -
0 L
é. —100
>
—200
—300
—400 +
Einspurmodell
500 Vereinfachtes Modell OCPbasic
_5 . . . . . . s ; i
—1400 —1200 —1000 —800 —600 —400 —200 0 200 400 600

X [m]

Abbildung 4.8: Vergleich anhand des Testkurses Most, mit dem kurven-parametrisierten
Einspurmodell aus Abbildung [3.16] Die verwendete Vorausschau des vereinfachten kur-

ven-parametrisierten Fahrzeugmodells in OCPBASIC betragt 500 m.

vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmodells, zusammen mit der in Abbildung
dargestellten Einspurmodell-Trajektorie, fiir den Testkurs in Most abgebildet. Wie
in Abschnitt kénnen wir den Unterschied zum Einspurmodell anhand der roten Hin-
terlegung der blauen Trajektorie erkennen. Aufgrund der erhohten Vorausschau von 500
Metern, miissen auch die Faktoren der Zielfunktion o und a7, leicht modifiziert wer-
den, um die Losung des vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmodells an das
Einspurmodell anzugleichen. Wie bereits in Abbildung [3.6.3] gleicht sich das vereinfach-
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te kurven-parametrisierte Fahrzeugmodell iiber fast den gesamten Testkurs gut an die
Losung des Einspurmodells an. Unterschiede zeigen sich zum einen am Ende der Zielgera-
den, wo die Trajektorie des vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmodells bes-
ser verlauft, da die Vorausschau des Einspurmodells, wie in Abschnitt beschrieben,
nur ausreicht um die Kurve gerade noch durchfahren zu kénnen. Ein neuer Unterschied
entsteht beim Verlauf der Trajektorie auf der Zielgeraden. Wihrend die Losung des Ein-
spurmodells hier am linken Straflenrand verlauft, wechselt die mit OCPBASIC berechnete
Rennlinie zur Mitte der Fahrbahn. Dies liegt am verwendeten Optimierungsverfahren.
Da statt dem SQP-Verfahren in OCPBASIC ein Innere-Punkte-Verfahren zum Einsatz
kommt, unterliegt die blaue Trajektorie minimal verédnderten Optimalitatskriterien. Hin-
sichtlich der Optimalitét ist es auf einer Geraden nahezu egal, in welchem Abstand das
Fahrzeug zur Mittellinie fahrt. Deshalb wirken sich hier die schwachen Barriereterme,

welche die Losung von den Beschrinkungen fernhalten, sichtbar aus.

Bemerkung 4.16. Hinsichtlich der Prazistauglichkeit der Trajektorie, ist ein autonomes
Durchfahren der Zielgeraden in der Mitte der Strafie sogar wiinschenswert. Da Zielgeraden
typischerweise an den Fahrbahnrdndern durch Mauern begrenzt sind, geben Trajektorien
dieser Art den Sicherheitsfahrern des autonomen Fahrzeugs, deutlich verbesserte Ein-
griffsmaglichkeiten im Falle technischer Ausfille des Versuchstragers, die zum Abweichen

von der Bahn fiihren.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass sich mit OCPBASIC auch héhere Vorausschau-
Horizonte immer noch in einer online fahigen Zeit berechnen lassen. Dementsprechend
miissten fiir den Einsatz im Versuchsfahrzeug keine reduzierten Vorausschau-Horizonte
verwendet werden. Die durchschnittliche Zeit zur Berechnung einer optimalen Losung
liegt mit OCPBASIC bei der oben genannten Hardware bei 0,03 s, unter Verwendung
der parallelisierten Variante mit OpenMP Umgebungsvariablen. Ein weiterer Vorteil von
OCPBAsIC besteht darin, dass der Losungsprozess abhéngig von der bereits benttigten
Zeit abgebrochen werden kann. In diesem Beispiel lag diese maximale Optimierungszeit
bei 0,1 s. Falls der Optimierer in dieser Zeit keine Losung findet, wird die MPC Tra-
jektorie nicht akzeptiert und das Optimierungsverfahren fiir einen neuen MPC Schritt
angewandt. Solange noch geniigend Vorausschau von der letzten berechneten Trajektorie
iibrig ist, kann der Optimierer immer weiter versuchen eine neue MPC Trajektorie zu lie-
fern. Dieses Verhalten entspricht gerade dem, in Abschnitt beschriebenen, Verfahren
zur online-Optimierung. Somit eignet sich der Optimierer OCPBASIC im Hinblick auf die

Konfigurationsmoglichkeiten fiir die Implementierung von online-Versuchen.
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Kapitel 5

Fazit

5.1 Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit war es, verschiedene Methoden und Algorithmen aus der Optimal-
steuerung in dem Anwendungsbereich der Onlinebahnplanung fiir autonome Fahrzeuge
im dynamischen Grenzbereich zu untersuchen.

Zunéchst haben wir einen Algorithmus mit dynamischer Programmierung zur Losung
eines Optimalsteuerungsproblems, unter Verwendung eines kurven-parametrisierten kine-
matischen Fahrzeugmodells vorgestellt. Motiviert war dieser Ansatz durch die Vorwérts-
rechnung der dynamischen Programmierung, welche als Feedback Gesetz auch online an-
wendbar wire. Durch die schlechte Qualitédt der berechneten Trajektorien hat sich dieser
Ansatz als unzureichend herausgestellt. Der Grund hierfiir liegt an der Minimierung der
Anzahl von Differentialgleichungen, welche der Ansatz der dynamischen Programmie-
rung erfordert und eine dementsprechend einfache Wahl des Fahrzeugmodells notwendig
macht. Des Weiteren ist die Riickwértsrechnung der dynamischen Programmierung zu
rechenaufwéindig. Dies liegt vor allem daran, dass die Riickwértsrechnung fiir alle noch
nicht beriicksichtigten Anpassungen, wie zum Beispiel Hindernisse und andere Testkurse,
erneut durchgefithrt werden muss.

Weiterfiihrend an ein Vorlduferprojekt aus [42] wurde im néchsten Schritt ein Einspur-
modell zur Optimalsteuerung verwendet. Hierbei kam eine direkte Diskretisierung mit
Schiefiverfahren und verwendetem SQP-Verfahren des Optimierers OCPID-DAE1 zum
Einsatz. Es erfolgte eine Anpassung des kartesischen Fahrzeugmodells aus [42] hin zu ei-
nem kurven-parametrisierten Einspurmodell. Damit liefen sich die Vorausschau-Horizonte
so weit robust steigern, dass eine zufriedenstellende optimale Rennlinie auf verschiedenen

Testkursen berechnet werden konnte. Dabei fand auch eine Anpassung der Zielfunktion des
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Optimalsteuerungsproblems statt. Zur Bewertung der Trajektorien konnten offline berech-
nete Rennlinien mit einem Versuchsfahrzeug und unter Verwendung eines Bahnfolgereglers
nachgefahren werden. Zusammen mit Testfahrern fand anschliefend eine Auswertung der
Qualitdt der Rennlinien statt. Die Zielfunktion wurde so angepasst, dass die resultieren-
den Trajektorien zufriedenstellend waren. Aufgrund der Rechenzeiten eignet sich dieser
Ansatz im Zusammenspiel mit dem verwendeten Optimierer nicht fiir Onlineberechnun-
gen. Die berechneten Losungen mit dem kurven-parametrisierten Einspurmodell konnten

allerdings in spéteren Teilen der Arbeit als Vergleichslosung verwendet werden.

Um auch eine online lauffahige Bahnplanung mit dem Optimierer OCPID-DAE1 zu rea-
lisieren, wurde in Abschnitt ein vereinfachtes kurven-parametrisiertes Fahrzeugmodell
eingefiihrt, das auch in einer Onlinebahnplanung Verwendung findet. Durch eine geschick-
te Wahl der Zielfunktion ist es uns gelungen das vereinfachte kurven-parametrisierte
Fahrzeugmodell an die Losungen des Einspurmodells anzunéhern. Unter Verwendung
des Optimierers OCPID-DAE1 war es moglich das Optimalsteuerungsproblem mit dem
vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmodell auf einem Versuchsfahrzeug der
Volkswagen AG zu implementieren. Im Anschluss fanden Online-Fahrversuche mit die-
sem Bahnplaner und einem Vorausschau-Horizont von 200 Metern statt. Die Versuche
fithrten zu einer reproduzierbaren Rennlinie, welche qualitativ mit offline berechneten
Trajektorien mit einem Vorausschau-Horizont von 200 Metern iibereinstimmt. Die guten
Ergebnisse im Bezug auf die Qualitdt der Rennlinie motivierten weitere Fahrversuche mit
Hindernissen, welche in die Fahrbahnbeschrankungen integriert wurden. Den Einfluss von
Hindernissen auf die Trajektorie und die Robustheit der Optimierung testeten wir mit Hil-
fe eines Doppelhindernisses, bei dem die beiden Hindernisse einen Abstand von 50 Metern
hatten. Bei den online-Versuchsfahrten konnte der Optimierer eine Ausweichtrajektorie
fiir das Doppelhindernis ohne Einbuflen beziiglich der online-Fahigkeit der Rechenzeiten
berechnen. Es sei angemerkt, dass bei einer von drei Durchfahrten des Doppelhindernisses
eine Umplanung der Trajektorie ausgelost wurde, welche durch die punktweise Auswer-
tung der Nebenbedingungen erklart werden kann. Dementsprechend ist die Reproduzier-
barkeit der Trajektorien stark von der Art der Beschrinkungen, in diesem Fall der Form
der Hindernisse abhéngig. Das dynamische Limit wurde in den Online-Fahrversuchen, aus
Sicherheitsgriinden, auf 40% der verfiigbaren Lingsdynamik beschrinkt. Auf freier Fliache
konnte der Bahnplaner bei bis zu 80% der verfiigharen Langsdynamik getestet werden.
Eine weitere Erhohung der verwendeten Langsdynamik erfordert eine Anpassung und Ver-
besserung der Berechnung des Geschwindigkeitsprofils. Damit ist das Ziel dieser Arbeit
beziiglich der Onlinebahnplanung fiir autonome Fahrzeuge im dynamischen Grenzbereich

weitgehend erreicht.
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Weiterfithrend wurde in Kapitel {4 eine Strukturausnutzung eines Innere-Punkte-Verfah-
rens im Zusammenspiel mit einer direkten Diskretisierung durch die Trapezregel un-
tersucht. Aus diesen Untersuchungen ging ein an IPOPT orientiertes, aber komplett ei-
genstandiges Innere-Punkte-Verfahren namens IPBASIC hervor, das sich durch seine Im-
plementierung speziell zur Strukturausnutzung eignet. Mit IPBASIC konnte ein komplett
neuer Optimierer OCPBASIC, zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen, mit Struk-
turausnutzung entwickelt werden. Der Optimierer OCPBASIC schafft es zeitgeméfe linea-
re Gleichungssystem Loser fiir diinn besetzte Matrizen, wie MA57, beziiglich der Rechen-
zeiten zu schlagen. Gerade bei groflen Dimensionen beziehungsweise einer groflen Anzahl
von Gitterpunkten wird dieser Unterschied deutlich. Zusammen mit dem vereinfachten
kurven-parametrisierten Fahrzeugmodell aus Abschnitt lassen sich durch OCPBASIC
auch lingere Vorausschau-Horizonte, wie in Abbildung mit 500 Metern, mit einer
online fahigen Rechenzeit realisieren. Fairerweise muss man hierbei anmerken, dass die
fiir die Onlineberechnung interessanten Félle mit verhaltnisméaflig wenig Gitterpunkten
N < 200 auskommen. Dementsprechend wére auch die Verwendung eines Standardlosers
fiir lineare Gleichungssysteme mit diinn besetzten Matrizen, im Bezug auf die Rechenzei-
ten denkbar. Folglich kénnten auch Softwarepakete wie FALCON.m aus [61], FORCES
NLP und FORCES PRO aus [74] und [27] oder CasADi aus [3] zur Losung der Optimal-

steuerungsprobleme verwendet werden.

5.2 Ausblick

Vor allem die Verwendung des vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmodells aus
Abschnitt ist fiir den weiteren Einsatz von Optimalsteuerung im Bereich des autono-
men Fahrens interessant. Neben den aktuellen Fahrzeugdaten wird hierfiir lediglich die
Beschrinkung der Bahn durch den rechten und linken Fahrbahnrand benotigt. Die Off-
lineberechnung einer Startlosung ist nicht notwendig. Somit kénnte dieses Verfahren im
Zusammenspiel mit einer robusten Umwelterkennung fiir Hindernisse und Fahrbahnréander
eingesetzt werden. Hierbei wiirde die Umwelterkennung fiir einen Vorausschau-Horizont
die Hindernisse und Fahrbahnréander zur Verfiigung stellen, welche der Optimierer verwen-
den kann, um eine optimale Trajektorie zu berechnen. Dabei konnte auch zunehmend der
Fahrkomfort optimiert werden, so dass die Insassen eines autonomen Fahrzeugs weniger
Fahrbelastungen ausgesetzt sind.

Die Auslegung des vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmodells fiir den dyna-
mischen Grenzbereich héngt iiberwiegend von der Qualitdt der berechneten Geschwin-

digkeits- und Beschleunigungsprofile ab. Eine Verbesserung der Berechnungsmethoden
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ist bereits Bestandteil aktueller Forschungen und kann in [16], [10] und [9] verfolgt wer-
den. Darin wird die Berechnung von Geschwindigkeits- und Beschleunigungsprofilen im
Hinblick auf Kollisionsvermeidung mit mehreren Fahrzeugen untersucht.

Die Verwendung des Optimierers OCPBASIC fiir Online-Fahrversuche zusammen mit dem
vereinfachten kurven-parametrisierten Fahrzeugmodell ist fiir weiterfithrende Forschungen
beziiglich der Trajektorienoptimierung auf Rennstrecken besonders interessant. Dazu wére
auch eine Weiterentwicklung von OCPBASIC denkbar. Im Bezug auf die Strukturausnut-
zung wire beispielsweise eine cyclic reduction fiir tridiagonale Blockmatrizen, aus [1] und
[59], statt des LAPACK Bandmatrix Losers anwendbar. Die cyclic reduction hat den
Vorteil, dass sich die Faktorisierung parallelisieren liasst. Da die verwendete tridiagonale
Blockmatrizen aus fiir konstante Blockdimensionen, besonders viele Nulleintrége in
den nebendiagonalen Blocks besitzt, kénnte auch eine cyclic reduction fiir nicht homogene
Blockdimensionen entwickelt werden.

Weiterfithrend an diese Arbeit kann eine erneute Optimierung mit dem kurven-parame-
trisierten Einspurmodell unter Verwendung von OCPBASIC entwickelt werden. Hierbei
stoBit jedoch die direkte symbolische Differentialrechnung an ihre Grenzen. Durch die
Verwendung algorithmischer Differenzierungstechniken, wie ADOL-C aus [69], sollten sich

die Probleme der direkten symbolischen Differentialrechnung l6sen lassen.
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