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angenommen. Die mündliche Prüfung fand am 31.01.2025 statt.



Kurzfassung

Der Werkstoff Polyamid 12 (PA12) ist ein teilkristalliner Thermoplast, der aufgrund sei-

ner hohen Widerstandsfähigkeit gegen Chemikalien und Abrieb sowie einer guten thermi-

schen Stabilität in der Automobil- und Flugzeugindustrie verwendet wird. Das Material ist

mit diversen Fertigungstechnologien verarbeitbar, darunter das selektive Lasersintern, das

durch gute und reproduzierbare mechanische Eigenschaften großes Potential zur industriel-

len Produktion bietet und somit ein detailliertes Verständnis des mechanischen Verhaltens

motiviert. Die vorliegende Arbeit stellt einen Ansatz zur Modellierung des mechanischen

Verhaltens von selektiv lasergesintertem Polyamid 12 vor. Auf Basis eines umfangreichen

temperatur- und geschwindigkeitsgeregelten experimentellen Programms wird ein kontinu-

umsmechanisches Modell entwickelt, dessen Parameter identifiziert, simulativ abgesichert

und validiert werden.

Nach einer Einführung in die Technologie des selektiven Lasersinterns werden einige Vor-

untersuchungen durchgeführt, um den Werkstoff Polyamid 12 zu charakterisieren. Nach

Vorstellung der beiden materialtheoretischen Ansätze der linearen Viskoelastizität und der

endochronen Plastizität folgt der experimentelle Abschnitt der Arbeit. Hier werden die

eigenentwickelten Prüfkörper, bei deren Entwicklung die geometrischen Freiheiten des

SLS-Verfahrens gezielt genutzt werden, vorgestellt. Weiterhin widmet sich ein umfang-

reicher Abschnitt der kinematischen Beschreibung der Prüfkörper sowie der dazu einge-

setzten Technik der digitalen Bildkorrelation. Die mechanischen Versuche, zu denen Zug-

, Torsions- sowie einfache Scherversuche zählen, bilden den Hauptteil des experimentel-

len Kapitels. Im Vordergrund stehen Relaxationsversuche und Experimente mit konstanter

Dehnrate bei diversen Temperaturen, die von zyklischen und gestuften Experimenten flan-

kiert werden. Im Anschluss an die experimentellen Arbeiten steht die thermodynamisch

konsistente Herleitung des dreidimensionalen Materialmodells für kleine Deformationen.

Der Vorteil des umfangreichen experimentellen Programms wird im Rahmen der Parame-

teridentifikation deutlich. Mit den rein deviatorischen Experimenten kann zuerst allein der

isochore Anteil des Materialmodells angepasst werden, bevor die volumetrischen Modell-

anteile anhand der Zugversuche identifiziert werden. Nach der abschließenden Implemen-

tierung in eine kommerzielle Software auf Basis der Methode der finiten Elemente folgen

die Zusammenfassung und der Ausblick. Hier wird u. a. ein Materialmodell für finite De-

formationen, das auf einem multiplikativen Split des Deformationsgradienten basiert, vor-

gestellt.
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Abstract

Polyamide 12 (PA12) is a semi-crystalline thermoplastic used in the automotive and aero-

space industries due to its high resistance to chemicals and abrasion and its good thermal

stability. The material can be processed with various manufacturing technologies, including

selective laser sintering, which offers great potential for industrial production due to its ex-

cellent and reproducible mechanical properties and thus motivates a detailed understanding

of the mechanical behavior. This thesis presents an approach for modeling the mechani-

cal behavior of selectively laser-sintered polyamide 12. A continuum mechanical model is

developed on the basis of an extensive temperature- and velocity-controlled experimental

program, the parameters of which are identified and simulatively verified and validated.

After an introduction to the technology of selective laser sintering, some preliminary inves-

tigations are carried out in order to characterize the material polyamide 12. After presenting

the two material-theoretical approaches of linear viscoelasticity and endochronic plasticity,

the experimental section of the work follows. Here, the test specimens developed in-house,

in which the geometric freedoms of the SLS process are utilized, are presented. Furthermo-

re, an extensive section is devoted to the kinematic description of the test specimens and

the digital image correlation technique used for this purpose. The mechanical tests, which

include tensile, torsion, and simple shear tests, form the central part of the experimental

chapter. The focus is on relaxation tests and experiments with a constant strain rate at va-

rious temperatures flanked by cyclic and stepped experiments. The experimental work is

followed by the thermodynamically consistent derivation of the three-dimensional material

model for small deformations.

The advantage of the extensive experimental program becomes apparent in the context of

parameter identification. Only the isochoric part of the material model can be adapted with

purely deviatoric experiments before the volumetric model parts are identified based on

the tensile tests. The summary and outlook are presented after the final implementation

in commercial software based on the finite element method. A material model for finite

deformations based on a multiplicative split of the deformation gradient is presented here.
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Abkürzungen und Nomenklatur

Abkürzungen

DIC Digitale Bildkorrelation

DMA Dynamisch-Mechanische Analyse

DSC Dynamische Differenzkalorimetrie

FEM Finite-Elemente-Methode

PA6 Polyamid 6

PA12 Polyamid 12

RBE Starrkörperelement

SLS Selektives Lasersintern
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Nomenklatur

Schreibweise für Tensoren

a, b, ... Tensoren 0. Stufe (Skalare)

a,b, ... Tensoren 1. Stufe (Vektoren)

A,B,... Tensoren 2. Stufe (Dyaden)

Kontinuumsmechanische Größen

ˆ(•) Isochore kontinuumsmechanische Größen

¯(•) Volumetrische kontinuumsmechanische Größen

(•)D Deviator einer kontinuumsmechanischen Größe

(•)V volumetrischer Anteil einer kontinuumsmechanischen Größe

˙(•) Materielle Zeitableitung

△

(•) Objektive Zeitableitung

F Deformationsgradient

Fp Plastischer Deformationsgradient

Fe Elastischer Deformationsgradient

Fi Inelastischer Deformationsgradient

F̄ Volumetrischer Deformationsgradient

F̂ Isochorer Deformationsgradient

J = detF Jacobi-Determinante

u Verschiebungsfeld

ϕ Torsionswinkel

v, ẋ Geschwindigkeitsfeld

a, ẍ Beschleunigungsfeld

dX Linienelement der Referenzkonfiguration

dx Linienelement der Momentankonfiguration

dA Flächenelement der Referenzkonfiguration

da Flächenelement der Momentankonfiguration
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dV Volumenelement der Referenzkonfiguration

dv Volumenelement der Momentankonfiguration

U, V Strecktensoren

R Rotationstensor

C Rechter Cauchy-Green-Deformationstensor

Ce Elastischer rechter Cauchy-Green-Deformationstensor

Ci Inelastischer rechter Cauchy-Green-Deformationstensor

B Linker Cauchy-Green-Deformationstensor

Bi Inelastischer linker Cauchy-Green-Deformationstensor

I Identitätstensor 2. Stufe

0 Nulltensor

ε, ε Dehnung

εH Hencky-Dehnung

γ Scherdehnung

E Green-Lagrangescher-Verzerrungstensor

Γ Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration

Γe Elastischer Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration

Γi Inelastischer Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration

A Euler-Almansi-Verzerrungstensor

Ḟ Materieller Geschwindigkeitsgradient

L Räumlicher Geschwindigkeitsgradient

Li Inelasticher, räumlicher Geschwindigkeitsgradient

D Deformationsgeschwindigkeitstensor

Di Inelastischer Deformationsgeschwindigkeitstensor

W Wirbeltensor

Ė Verzerrungsgeschwindigkeitstensor

T Cauchy-Spannungstensor

P 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

T̄ 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

σeq Gleichgewichtsspannung

σneq Nichtgleichgewichtsspannung

τ Schubspannung
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τF, σF Fließspannung bzw. maximale Spannungsantwort

σvM von-Mises-Vergleichsspannung

t Spannungsvektor

n Normalenvektor

b Fernwirkungskraft

q,q0 Wärmestromvektor

m Masse

ρ0, ρ Rohdichte

e Innere Energie

ρ0 r, ρ r Spezifische Strahlungswärme

s Entropie

ϕs Entropiefluss

σs Entropiezufuhr

ŝ Entropieproduktion

θ Absolute Temperatur

ψ Freie Helmholtz’sche Energiedichte

W Verzerrungsenergiefunktion
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Tensoroperationen

Grad(•) =
∂(•)

∂X
Gradient mit Bezug auf die Referenzkonfiguration

Div(•) Divergenzoperator mit Bezug auf die Referenzkonfiguration

grad(•) =
∂(•)

∂x
Gradient mit Bezug auf die aktuelle Konfiguration

div(•) Divergenzoperator mit Bezug auf die aktuelle Konfiguration

A ·B = AijBjk Einfaches Skalarprodukt zwischen zwei Tensoren 2. Stufe

A : B = AijBij Zweifaches Skalarprodukt zwischen zwei Tensoren 2. Stufe

(A ·B)T = BT ·AT Transponieren eines Tensorproduktes

(A·B)−1 = B−1 ·A−1 Invertieren eines Tensorproduktes

tr(•) Spur eines zweistufigen Tensors

det(•) Determinante eines zweistufigen Tensors

lin(•) Linearisierung eines zweistufigen Tensors

Material- und Modellparameter

αθ Temperaturleitfähigkeitskoeffizient

λθ Wärmeleitungskoeffizient

η Viskosität

tr Relaxationszeit

cp Spezifische Wärmekapazität

c∗p Volumenspezifische Wärmekapazität

G Schubmodul

K Kompressionsmodul

µ, λ Lamé-Parameter

ce10 Neo-Hooke-Materialparameter

α Temperaturausdehnungskoeffizient

R = 8.314 J/molK Universelle Gaskonstante

Tg Glasübergangstemperatur

Tim Temperatur der initialen Schmelzvorgänge

Tpm Schmelztemperatur

Tic Temperatur der initialen Kristallisationsvorgänge
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Tpc Rekristallisationstemperatur

θ0 Referenztemperatur

C1, C2 Parameter der WLF-Gleichung

E ′ Speichermodul

E ′′ Verlustmodul

tan δ Verlustfaktor
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mein Verständnis für kontinuumsmechanische Zusammenhänge enorm gefördert. Zudem

waren seine fachlichen und psychologischen Hilfen bei der Bewältigung tiefer Talsohlen
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1. Einleitung und Motivation

Niemand weiß, was er kann, bis er es probiert hat.

Publilius Syrus (85 v. Chr. – 43 v. Chr.)

Der Werkstoff Polyamid 12 (PA12), auch als Nylon 12 bekannt, ist ein vielseitig ein-

setzbarer, teilkristalliner Thermoplast. Insbesondere die hohe Widerstandsfähigkeit gegen

Chemikalien und Abrieb sowie eine gute thermische Stabilität legen eine Verwendung für

(Kraftstoff-)Schläuche, Ummantelungen für Kabel, Anschlussstutzen, Dichtungen u. Ä. in

der Automobil- und Flugzeugindustrie nahe. Aufgrund der Biokompatibilität ist auch ein

Einsatz in Medizinprodukten möglich. Darüber hinaus erlauben die Materialeigenschaf-

ten eine Reihe von Fertigungstechnologien. So kann das Material neben dem klassischen

Spritzguss auch additiv verarbeitet werden. Hier können sowohl das FDM-Verfahren, das

auch für ambitionierte Heim-Anwender möglich ist, als auch laserbasierte Fertigungsver-

fahren eingesetzt werden [17].

Unter den additiven Fertigungsverfahren bietet das selektive Lasersintern (SLS) großes Po-

tenzial im Rahmen einer Produktion im industriellen Maßstab. Als Gründe dafür lassen sich

die guten und reproduzierbaren mechanischen Eigenschaften, eine hohe Zähigkeit sowie

große, verglichen mit werkzeuggebundenen Fertigungstechnologien, geometrische Freihei-

ten anführen. Ferner ermöglicht das werkzeuglose Verfahren einen hohen Grad der Funkti-

onsintegration und verschlankt den Produktionsprozess im Hinblick auf Rüstzeiten [19, 85,

132].

Die Kombination aus der Vielseitigkeit des Werkstoffs und des industriellen Potenzials des

Fertigungsverfahrens motiviert ein detailliertes Verständnis des mechanischen Werkstoff-

verhaltens. Sofern das mechanische Werkstoffverhalten bekannt, in Form eines Material-

modells mathematisch beschrieben und implementiert ist, können mechanische Berech-

nungen mithilfe moderner Softwarelösungen, die sich der Methode der finiten Elemente

(FEM) bedienen, kosten- und zeiteffizient durchgeführt werden. Für metallische Werkstof-

fe sind derartige Berechnungen heutzutage Standard und in industriellen Entwicklungspro-

zessen fest eingebunden. Für eine Vielzahl an Kombinationen aus Polymerwerkstoffen und

den zugehörigen Fertigungsverfahren ist die Verfügbarkeit hochwertiger Materialmodelle

nicht gegeben. Daher können Berechnungen – wenn überhaupt – nur vereinfacht durch-

geführt werden. Grund dafür sind die starken Einflüsse diverser Prozessgrößen von indus-

triellen Einsatzprofilen auf die häufig nichtlinearen Materialeigenschaften bei Polymeren.

1



Ein flüssigkeitsführendes Rohr in einem Kraftfahrzeug mit einem Temperaturanforderungs-

bereich von −40◦C bis +100◦C, das aus einem metallischen Werkstoff gefertigt ist, verhält

sich hinsichtlich seiner mechanischen Eigenschaften im gesamten thermischen Einsatzge-

biet gleich bzw. ausreichend ähnlich, sodass die Temperatur kein Auslegungskriterium dar-

stellt. Für das hier untersuchte Polyamid 12 hat eine Änderung der Temperatur in diesem

Bereich große Auswirkungen auf die Festigkeit und die Duktilität, um nur zwei klassische,

mechanische Werkstoffeigenschaften zu nennen. Zudem liegt die Glasübergangstempera-

tur Tg, eine charakteristische Größe eines jeden Polymers, bei ca. 37◦C und somit mitten

im Anforderungsbereich. Abbildung 1.1 veranschaulicht dies, indem es beispielhaft Ergeb-

nisse von uniaxialen Zugversuchen bei zwei unterschiedlichen Temperaturen zeigt, die bei

gleicher Dehnungsgeschwindigkeit durchgeführt worden sind. Die Dehnungsgeschwindig-

keit bildet einen weiteren charakteristischen Einflussfaktor auf das mechanische Material-

verhalten von Polymeren.
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Abbildung 1.1.: Uniaxiale Zugversuche mit Probekörpern aus Polyamid 12 bei T = 0◦C
und T = 90◦C bei derselben Dehnungsgeschwindigkeit u̇ = 10mm/min

Möglichst viele der genannten Einflussfaktoren im Rahmen der Entwicklung eines Mate-

rialmodells für selektiv lasergesintertes PA12 zu berücksichtigen, ist das Ziel dieser Arbeit.

Es soll also ausgehend von experimentellen Beobachtungen auf konstitutive Gleichungen

mit einem möglichst großen Gültigkeitsbereich geschlossen werden. Unter einer konsti-

tutiven Gleichung wird allgemein die Verknüpfung beteiligter Prozessgrößen mit materi-

alspezifischen Zustandsgrößen verstanden. In der technischen Mechanik wird klassischer-

weise die Prozessgröße
’
Dehnung‘ mit der Zustandsgröße

’
Spannung‘ verbunden (siehe

Abb. 1.1). Auf diesen Zusammenhang fokussiert sich diese Arbeit. Als weiteres Beispiel für

konstitutive Zusammenhänge sei die Verknüpfung des Wärmestromvektors mit dem Tem-

peraturfeld genannt. Um diese Zusammenhänge für ein bestimmtes Material zu ergründen,

wird sich des Werkzeugkastens der Kontinuumsmechanik in Form von kinematischen Zu-
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sammenhängen, Bilanzgleichungen und materialtheoretischen Ansätzen bedient. Je exak-

ter sich die Berechnungsergebnisse der entwickelten Spannungs-Dehnungs-Beziehung mit

dem tatsächlich im Experiment beobachteten Materialverhalten decken, desto besser gelingt

die rechnerische Prognose bezüglich des Verhaltens im Einsatz. Daraus kann geschlossen

werden, dass exakte Materialmodelle einen gezielten Materialeinsatz ermöglichen, der so-

wohl in technischer als auch in kommerzieller Hinsicht sinnvoll ist. Zudem sei der zeit-

geistige Aspekt der Nachhaltigkeit und des Recyclings erwähnt. Jedes Gramm eines Poly-

merwerkstoffs, das aufgrund eines präzisen Materialmodells gezielt eingesetzt bzw. nicht

eingesetzt wird, muss vom Unternehmen nicht eingekauft und verarbeitet werden und ent-

zieht sich der Problematik der Entsorgung und fällt auch potentiell nicht der Umwelt zur

Last.

Aufbau der Arbeit

Das allgemeine Vorgehen bei der Entwicklung eines Materialmodells gibt die Struktur der

Arbeit vor. Zuerst werden das Material sowie der Verarbeitungsprozess des selektiven La-

sersinterns erläutert. In diesem Zusammenhang werden einige (Vor-)Untersuchungen an

PA12 durchgeführt, die auf Basis kalorimetrischer Messungen charakteristischer Tempe-

raturen wie Glasübergangs-, Schmelz- und Rekristallisationstemperatur ein allgemeines

Verständnis für das Material und das Verarbeitungsverfahren schaffen. Ferner wird über die

dynamisch-mechanische Analyse ein erster Zugang zu den viskoelastischen Eigenschaften

gegeben. Schließlich geht Kapitel 2 auch auf einige Aspekte der Inbetriebnahme der An-

lagentechnik ein, die ebenfalls Teil des Projekts ist und eine erhebliche Herausforderung

darstellte. Anstelle eines eigenen Kapitels, das den Stand der Technik abbildet, wird der

bisherige Forschungsstand sequentiell aufgearbeitet und den jeweiligen Themengebieten

der Arbeit direkt zugeordnet. Kapitel 3 stellt mit den Grundlagen der Kontinuumsmechanik

den ersten Teil der theoretischen Grundlagen in Form von kinematischen Zusammenhängen

und Bilanzgleichungen bereit, der dann durch die für die Arbeit relevanten, materialtheo-

retischen Zusammenhänge in Kapitel 4 komplettiert wird. Das fünfte Kapitel beinhaltet

den experimentellen Teil der Arbeit, wobei neben den Ergebnissen der Torsions-, Zug- und

Scherversuche auch der Entwicklungsprozess für die eigens entwickelten Prüfkörper so-

wie das für die Arbeit wichtige Prinzip der lokalen Dehnungsmessung erläutert wird. Zum

Abschluss des Kapitels wird das Materialmodell, der wissenschaftliche Kern der Arbeit,

vorgestellt, dem das Potenzial zugeschrieben wird, die experimentellen Ergebnisse am bes-

ten abzubilden. Als
”
Türsteher“ zwischen Wunsch und Wirklichkeit fungiert die Parame-

teridentifikation im sechsten Kapitel, denn hier entscheidet sich maßgeblich, ob sich zu

den materialtheoretischen Überlegungen auch realistische Materialparameter finden lassen

und wenn ja, wie viele Parameter erforderlich sind. Dieser Prozess stellt im Rahmen der

Materialmodellentwicklung nach der Entwicklung des Modells die größte mathematische

Herausforderung dar. Die Konstitutivgleichungen sind numerisch umzusetzen. Ein Algo-

rithmus zum Abgleich der experimentellen und numerischen Ergebnisse muss bereitgestellt

werden, der die Materialparameter entsprechend auswählt, anpasst und auch deren Anzahl

festlegt. In Kapitel 7 werden die Materialgleichungen in der kommerziellen FEM-Software
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Comsol Multiphysics® implementiert und die Berechnungsergebnisse mit den im Rahmen

der Parameteridentifikation ermittelten Modellantworten abgeglichen. Vor der abschließen-

den Diskussion werden Validierungsberechnungen, ebenfalls mit der Methode der finiten

Elemente, durchgeführt.
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2. Selektives Lasersintern als

industrielles Fertigungsverfahren

Ich habe gelernt, dass der Weg des Fortschritts weder

kurz noch unbeschwerlich ist.

Marie Curie (1867 – 1934)

Selektives Lasersintern (SLS) zählt zu den additiven Fertigungsverfahren, die in ISO 17296

genormt sind. Eine Übersicht zu den Fertigungsverfahren liefert Tabelle 2.1, die an die

VDI 3405 angelehnt ist. Es handelt sich dabei um die direkte Herstellung von Bauteilen

aus elektronischen Daten ohne formgebende Werkzeuge. Additive Fertigungsverfahren be-

sitzen zudem die Gemeinsamkeit, dass Bauteile schichtweise aufgebaut werden und das

Material nur an bestimmten, selektiven Stellen miteinander verbunden wird. Der Definiti-

on der DIN 8580 folgend, handelt es sich bei Verfahren der additiven Fertigung somit um

Urformverfahren [133].

Durch die Verfügbarkeit von additiven Fertigungsanlagen für wenige Hundert Euro wird

das Strangablegeverfahren (FDM oder FFF) für eine große Gruppe von (Heim-)Anwendern

interessant und erlebbar. Dadurch ist der Begriff des 3D-Drucks häufig in dieser Techno-

logie verhaftet und wird nicht mehr als
”
echte“ Fertigungstechnologie wahrgenommen.

Darüber hinaus existieren weitere Verfahren der additiven Fertigung, die zur Herstellung

von Prototypen, Designbeispielen und Musterteilen zum technischen Funktionsnachweis

bereits seit Jahrzehnten eingesetzt werden. Mitnichten handelt es sich jedoch bei der Dis-

kussion über additive Fertigung um alten Wein in neuen Schläuchen. Denn der interessante

Aspekt ist, welche Verfahren die Vorteile der additiven Fertigung beibehalten und gleich-

zeitig den Einsatz im industriellen Umfeld (anforderungstreu, wiederholbar, rentabel) er-

möglichen.

Der Versuch einer Einordnung, inwieweit sich additive Fertigungsverfahren im Rahmen

einer industriellen Produktion eignen, findet sich zum Beispiel in [19] und [132]. Das se-

lektive Lasersintern erweist sich im Rahmen dieser Vergleiche als vorteilhaft. Dabei werden

die guten und reproduzierbaren mechanischen Eigenschaften, eine hohe Zähigkeit, die hohe

geometrische Freiheit in der konstruktiven Auslegung, die Möglichkeit der Funktionsinte-

gration sowie Aspekte der Produktindividualisierung als Vorteile des selektiven Lasersin-

terns genannt und somit das große Potenzial im industriellen Einsatz herausgestellt.
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Strangablegeverfahren (engl.: Fast Filament Fabrication) FFF / FDM

Kunststofffilamente werden durch eine beheizte Düse geführt und im

erwärmten Zustand verklebt.

Wachsdruckverfahren (engl.: Poly Jet Modelling) PJM

Geschmolzene Wachse werden durch einen Druckkopf geführt (analog Tin-

tenstrahldruck). Die Wachstropfen verfestigen sich beim Ablegen.

Tintenstrahl-UV-Druck (engl.: Multi Jet Printing) MJP

Kleine Tropfen von UV-härtenden Präpolymeren werden mit einem Druck-

kopf ortsaufgelöst abgelegt und durch eine UV-Quelle ausgehärtet.

Stereolithographie (engl.: Stereolithography) SL(A)

Ein UV-Laser schreibt die gewünschte Schichtinformation in ein Bad aus UV-

härtenden Präpolymeren.

Selektives Lasersintern (engl. Selective Laser Sintering) SLS

Durch den Energieeintrag eines Lasers werden Pulverpartikel ortsaufgelöst

verschmolzen.

Selektives Laserschmelzen (engl: Selective Laser Melting) SLM

Durch den Energieeintrag eines Lasers werden Pulverpartikel ortsaufgelöst

verschmolzen.

Elektronenstrahlschmelzen (engl.: Electron Beam Melting) EBM

Durch den Energieeintrag eines Elektronenstrahls werden Pulverpartikel orts-

aufgelöst verschmolzen (verschweißt).

Direktes Metallpulver sprühen (engl.: Direct Metal Deposition) DMD

Ein feiner Metallpulverstrahl wird in den Fokus eines Lasers gesprüht und

ortsaufgelöst verschweißt.

Tabelle 2.1.: Additive Fertigungsverfahren (in Anlehnung an VDI3405 und [133])

Im Folgenden werden
’

das Verfahren sowie der eingesetzte Werkstoff näher erläutert.

2.1. Schichtweises Aufschmelzen von

Polymerpulver mit einem Laserstrahl

Die Entwicklung des SLS-Verfahrens geht auf Arbeiten von Carl Deckard, der sich sowohl

in Master- als auch Doktorarbeit dem Verfahren widmete [32], und Jeo Beaman aus der

Mitte der 1980er Jahre an der University of Texas in Austin zurück (siehe z. B. US-Patent

6



US00555324A). Des Weiteren ist James Christian Nelson [119] einer der Pioniere des Ver-

fahrens.

Der Markt für SLS-Anlagen wird von zwei Herstellern bestimmt:

• 3D-Systems, Rock Hill (SC), USA

• Electro Optical Systems (EOS), Krailing, Deutschland

Im Rahmen dieser Arbeit werden alle Proben auf dem Modell P396 des Herstellers EOS

hergestellt. Daher bezieht sich die Prozessbeschreibung auf dieses Modell. Beim selektiven

Lasersintern wird das Polymerpulver mithilfe einer Beschichterklinge in einer definierten

Schichtstärke aufgetragen. Die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Bauteile wurden mit

einer Schichtstärke von 120µm hergestellt. Anschließend wird das Pulverbett durch eine

Infrarotheizung auf eine vorab festgelegte Prozesstemperatur gebracht. Diese Prozesstem-

peratur liegt typischerweise zwischen der Rekristallisationstemperatur und der Schmelz-

temperatur des eingesetzten Werkstoffs (siehe dazu auch Abschnitt 2.3.1). Vor dem Auftrag

der ersten Pulverschicht wird eine Pulverbodenschicht als Fundament appliziert, die für

die Dauer von ca. 2 Stunden der Prozesstemperatur ausgesetzt wird. Dies führt dazu, dass

sowohl die Pulverbodenschicht als auch die umgebenden Komponenten der SLS-Anlage

zu Beginn des eigentlichen Prozesses bereits die Prozesstemperatur (Abb. 2.3) angenom-

men haben. Nachdem die erste Pulverschicht aufgetragen und beheizt worden ist, folgt

die ortsaufgelöste Belichtung bauteilrelevanter Bereiche über die Schmelztemperatur durch

den Laser. Die Pulverpartikel werden aufgeschmolzen, um sich direkt als einzelne Bauteil-

schicht wieder zu verfestigen. Anschließend senkt sich das Pulverbett um die Höhe einer

Schichtstärke ab und die Schritte ’Auftrag der Pulverschicht’, ’Aufheizen durch den IR-

Strahler’ und ’Belichten’ werden erneut durchlaufen [4, 132]. So entstehen schichtweise

Bauteile im Pulverbett, die durch das umgebende Pulver gestützt werden. Es sind, anders

als bei vielen anderen additiven Fertigungsverfahren, keine Stützstrukturen erforderlich.

Dadurch werden gestalterische Restriktionen, die im Rahmen der werkzeuggebundenen

Herstellung von Polymerbauteilen gelten, obsolet [22, 57]. Abbildung 2.1 stellt die Pro-

zessschritte dar.
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Abbildung 2.1.: Prozess des selektiven Lasersinterns anhand einer EOS P396
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2.2. Relevante Prozessparameter beim Lasersintern

Der Großteil der erforderlichen Energie wird beim selektiven Lasersintern durch die Infra-

rotheizung bereitgestellt, die das Pulverbett gleichmäßig erwärmt. Der Belichtungsvorgang

mithilfe des Lasers wird dann anhand der im Preprocessing vordefinierten Scanvektoren

durchgeführt. Die für den Vorgang der Belichtung relevanten Parameter sind in Abb. 2.2

zusammengefasst. Das Konglomerat dieser Parameter legt die durch den Laserstrahl in das

Pulverbett eingebrachte Energiemenge fest, die für die Bauteileigenschaften große Bedeu-

tung besitzt.

Iso-Ansicht 3D-Modell Draufsicht aktuelle Schicht

Pulverbetttemperatur

Schichtstärke

Scangeschwindigkeit

Hatch-Abstand

Scanvektorlänge

1

2

3

4

5

6

Laserleistung

Abbildung 2.2.: Parameter beim selektiven Lasersintern

Es existiert eine Vielzahl von Publikationen, die sich mit den Prozesstemperaturen und de-

ren Raten sowie den übrigen Prozessparametern wie Laserleistung, Belichtungsgeschwin-

digkeit, Hatch-Abstand etc. und deren Auswirkungen auf die Bauteileigenschaften sowie

der Modellierung auseinandersetzen. Eine Publikation, an der mit DECKARD auch einer der

Pioniere des Verfahrens beteiligt ist, beschäftigte sich schon Ende der 1990er Jahre mit der

Modellierung der Energieeinkoppelung und der Wärmeverteilung im Pulverbett [164]. OS-

MANLIC beschäftigte sich in seiner Dissertation ebenfalls mit der Modellierung des SLS-

Prozesses auf Pulvermaßstab, wobei die Untersuchungen von der Energieeinkoppelung bis

zu den Schmelzbadabmaßen über mehrere Schichten sehr umfangreich waren [120]. Ei-

ne weitere Arbeit bezüglich der Laser-Pulver-Wechselwirkung stammt von WEGNER, wo-

bei hier mithilfe von Hochgeschwindigkeits-Thermografie eine Korrelation zwischen den
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Parameter Einheit EOS P396

Lasergeschwindigkeit mm/s 4000

Laserleistung W 40

Hatch-Abstand mm 0.3

Schichtstärke µm 120

Energiedichte J/mm3 0.28

Pulverbodenschichtdicke mm 6

Gesamthöhe Druck mm ≈ 60-200

Baukammertemperatur ◦C 130

Prozesskammertemperatur ◦C 173

Volumenauslastung % ≈10

Tabelle 2.2.: Parametersatz für das Herstellen der Proben

Prozessparametern und den sich ergebenden Bauteileigenschaften hergestellt wurde [163].

Darüber hinaus gibt es weitere Arbeiten, die sich mit der Pulverbetttemperatur und der

Dichteverteilung im Pulverbett beschäftigen [20, 36, 100, 101, 152].

Im Rahmen dieser Arbeit stehen der Prozess und dessen Parameter nicht im Fokus. Es geht

lediglich um die Bauteile und deren mechanische Eigenschaften. Dazu wird zur Produktion

der voreingestellte Parametersatz der Fa. EOS verwendet (Tabelle 2.2).

2.3. PA12 als Werkstoff für das selektive

Lasersintern

Beim selektiven Lasersintern wird überwiegend Pulver aus Polyamid 12 (PA12) verwen-

det. Es sind zudem Pulver aus z. B. Polyamid 11 (PA11), thermoplastischen Polyurethanen

(TPU) oder Poly-Ether-Ether-Keton (PEEK) erhältlich, die jedoch einen geringen Markt-

anteil aufweisen [133]. Insbesondere letztgenannter Werkstoff, der zu den Hochleistungs-

polymeren zählt, stellt aufgrund seiner hohen Schmelztemperatur erhöhte Anforderungen

an die Anlagentechnik.

Innerhalb der Forschungslandschaft zum selektiven Lasersintern gibt es eine Reihe an Pu-

blikationen, die sich mit den erforderlichen Eigenschaftskombinationen, die für einen er-

folgreichen Einsatz als SLS-Werkstoff notwendig sind, beschäftigen. Davon beschränken

sich wiederum viele auf unterschiedliche Polyamide unter Zuhilfenahme von Nanopartikeln

oder anderen Additiven und Zusatzwerkstoffen. In [131] wurden PA12 und Polyethylen ho-
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her Dichte (HDPE) miteinander gemischt, wobei die schlechten mechanischen Kennwerte

der Mischungen auf eine schlechte chemische Affinität hindeuten. Außerdem wurde die

Verarbeitung von elektrisch leitfähigem, rußgefülltem PA12 mithilfe des SLS-Verfahrens

in [9] untersucht. Die Anreicherung von PA6 und PA12 mit Nanopartikeln aus Ton wurde

in [80] und [74] beleuchtet. In [111] wurde PA12 mit Aluminiumfüllung betrachtet. WU-

DY beschäftigte sich in ihren Arbeiten mit Alterungseffekten bezüglich der thermischen

Eigenschaften im SLS-Prozess [167, 166]. Untersuchungen zu Temperatur- und Feuchte-

einflüssen auf PA11- und PA12-Pulver finden sich außerdem in [107].

Im Folgenden werden die Anforderungen an einen idealen SLS-Werkstoff anhand von

Pulver-Herstellung und Verarbeitbarkeit sowie kalorischen Eigenschaften erläutert, bevor

der Werkstoff PA12 detailliert beschrieben wird.

2.3.1. Anforderungsprofil an einen SLS-Werkstoff

Für den SLS-Prozess muss der Werkstoff in Pulverform vorliegen, sich also gut zu Pul-

ver verarbeiten lassen. Die korrekte Partikelgröße ist sowohl für den Prozess als auch für

die Bauteileigenschaften entscheidend. Die Partikelgröße muss optimalerweise im Bereich

zwischen 45–90 µm liegen [49, 143]. Generell führen kleinere Partikel zu feineren Ober-

flächen, größerer Dichte und kleineren Bauteiltoleranzen. Zu kleine Partikel machen jedoch

die Pulververarbeitung im Prozess aufgrund der Neigung zur statischen Aufladung schwie-

riger [50]. Weiterhin ist der Pulverfluss von großer Bedeutung für den Prozess, da durch

die Beschichterklinge eine glatte und kompakte Pulverschicht erzeugt werden soll. Dafür

spielen wiederum die Partikelgröße, deren Verteilung sowie die Partikeloberflächen eine

Rolle [169]. Ferner wird der Pulverfluss auch durch die (Luft-)Feuchtigkeit als äußeren

Einflussfaktor beeinträchtigt [27]. Zu trockenes Pulver neigt zu statischer Aufladung, zu

feuchtes Pulver bildet Agglomerationen. Als Herstellprozess für thermoplastisches Pulver

ist das Kaltmahlen bzw. die kryogene Vermahlung etabliert. Materialpellets werden mithil-

fe von Stickstoff auf −50◦C gekühlt und in einem Stiftscheibenmahlwerk mit dem Prinzip

der sieblosen Prallzerkleinerung gemahlen [37]. Durch die niedrige Temperatur werden ein

Verschmelzen oder Verkleben sowie eine thermische (Vor-)Schädigung des Mahlguts aus-

geschlossen.

Innerhalb des SLS-Prozesses wird das Pulver aus dem glasartigen Zustand über den ther-

moelastischen Zustand bis zur Schmelze erhitzt [46]. Teilkristalline Thermoplaste, zu denen

PA12 zählt, sind dadurch gekennzeichnet, dass der Wechsel vom festen in den flüssigen Ag-

gregatzustand innerhalb eines relativ kleinen Temperaturfensters erfolgt. Dies unterschei-

det sie von den amorphen Thermoplasten, bei denen oberhalb der Glasübergangstemperatur

ein kontinuierliches Erweichen stattfindet [40, 29]. Außerdem besitzt die Schmelze eines

teilkristallinen Thermoplasts eine geringe Viskosität. Dies führt im Anwendungsfall des

Lasersinterns zu einer guten Verbindung der Schichten, einer hohen Dichte und somit zu

11



einem Eigenschaftsportfolio, das spritzgegossenen Bauteilen ähnelt [37]. Eine Herausfor-

derung bei der Verarbeitung teilkristalliner Thermoplaste ist das Schrumpfen im Verlauf der

Abkühlung und der daraus entstehende Bauteilverzug, der sowohl bei der additiven Ferti-

gung als auch beim Spritzguss von großer Bedeutung ist. Durch die Differenzkalorimetrie

können Phasenübergänge und die Temperaturdifferenz zwischen Schmelz- und Rekristalli-

sationstemperatur messtechnisch erfasst werden. Die gewünschten kalorischen Eigenschaf-

ten eines SLS-Werkstoffs sind anhand einer DSC-Messung von PA12 qualitativ in Abb. 2.3

zusammengefasst. Beim selektiven Lasersintern wird das Pulverbett durch den IR-Strahler

(Abb. 2.1) auf eine Prozesstemperatur, die zwischen der Schmelztemperatur Tim und der

Rekristallisationstemperatur Tic liegt, vorgeheizt. Die Prozesstemperatur sollte knapp un-

terhalb der Schmelztemperatur liegen. Das hat zur Folge, dass die Laserleistung, die durch

den Laser hervorgerufene thermische Ausdehnung und der thermische Gradient zwischen

belichtetem und unbelichtetem Pulver minimiert werden [37, 50]. Die hohe Prozesstem-

peratur führt zudem zu einer minimierten Rekristallisationsrate, die gute Bauteiltoleranzen

mit geringem Verzug realisiert [144, 167].

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass die Temperatur zwischen Schmelzen und Kristalli-

sation sowie der Schmelzpeak möglichst hoch und der Temperaturbereich für den Schmelz-

prozess klein sein sollten. Ein großer Temperaturunterschied zwischen Schmelze und Kris-

tallisation eröffnet prozessualen Spielraum, um beispielsweise die Laserleistung oder die

Belichtungsgeschwindigkeit anzupassen.
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Abbildung 2.3.: Thermisches Profil für einen SLS-Werkstoff anhand einer DSC-Messung
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2.3.2. PA12 als meistverwendeter SLS-Werkstoff

Polyamid 12

ungeregelt

Laurinlactam

Amidgruppe
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11
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Abbildung 2.4.: Chemischer Aufbau von PA12

PA12 ist ein teilkristalliner Thermoplast. Die Einteilung verschiedener Polymere nach Art

der Vernetzung in Elastomere, Duroplaste und Thermoplaste ist in verschiedenen Standard-

werken umfassend beschrieben [23, 40]. Neben den teilkristallinen Thermoplasten existie-

ren die amorphen Thermoplaste, die aufgrund der in Abschnitt 2.3.1 beschriebenen thermi-

schen Anforderungen für die Verwendung als SLS-Werkstoff ungeeignet sind. Mit einem

Marktanteil von 95% ist PA12 der meisteingesetzte Werkstoff für das selektive Lasersin-

tern [133]. Im Rahmen dieser Arbeit wird das Pulver mit der Bezeichnung PA2200, das

durch Titandioxid als Weißpigment modifiziert und von der Fa. Evonik produziert wird,

genutzt.

Polyamid 12 wird durch ringöffnende Polyaddition mit Laurinlactam als Monomer her-

gestellt (Abb. 2.4). Die für die Benennung wichtige Gruppe ist die Amidgruppe. Die 12

Kohlenstoff-Atome im Monomer geben dem Polyamid den Namen Polyamid 12. Dabei

sind 11 Kohlenstoff-Atome in Methylengruppen und ein Kohlenstoff-Atom in der Amid-

gruppe gelagert. Die Amidgruppe ist aufgrund der hohen Elektronegativitätsdifferenz von

Stickstoff N und Wasserstoff H sowie von Kohlenstoff C und Sauerstoff O stark polar.

Dadurch bilden sich zwischen benachbarten Amidgruppen verschiedener Polymerketten

Wasserstoffbrückenbindungen. Da der Abstand zwischen den Amidgruppen eines einzel-

nen Polymers, relativ zu anderen Polyamiden, groß ist, sind die intermolekularen Kräfte

bei PA12 deutlich geringer als bei anderen Polyamiden. Dieser Abstand bewirkt, dass PA12

Wasser deutlich schlechter aufnimmt als andere Polyamide [40]. Da weniger polare Amid-

Gruppen vorhanden sind und Wasser sich nur an die polaren Teile eines Moleküls bindet,

kann nur wenig Wasser gebunden werden.

Bei dem im Rahmen dieser Arbeit verwendeten PA12-Pulver liegen aufgrund des Herstell-

prozesses offene, reaktive Kettenenden vor. Dadurch findet während der SLS-Verarbeitung

eine Festphasen-Nachkondensation statt, bei der eine Kondensationsreaktion an den offenen

Kettenenden stattfindet. Der Effekt der Kettenverlängerung verbessert die mechanischen Ei-

genschaften des hergestellten Bauteils, findet andererseits aber auch im ungesintertem (und

folglich wiederverwendetem) Pulver statt und führt dort zu Alterungseffekten [78, 133,

172].
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2.4. Werkstoffcharakterisierung von PA12

2.4.1. Dynamische Differenzkalorimetrie

Mithilfe der dynamischen Differenzkalorimetrie (Differential Scanning Calorimetry DSC)

können für Polymere charakteristische Temperaturen wie Schmelztemperatur Tm und Glas-

übergangstemperatur Tg ermittelt werden. Die Grundlagen sowie das Messprinzip sind in

einer Reihe von Büchern umfassend erläutert (z. B. [71, 168]) und in DIN EN ISO 11357

standardisiert. Prinzipiell wird das Probenmaterial mit dem Referenzmaterial Luft simul-

tan erhitzt. Durch Änderung der spezifischen Wärmekapazität zwischen Proben- und Re-

ferenzmaterial bildet sich eine Temperaturdifferenz aus, die proportional zur spezifischen

Wärmekapazität cp ist. Enthalpie und spezifische Wärmekapazität können aus der zuge-

führten Wärmemenge ermittelt werden. Findet eine Phasenumwandlung statt, zeigen die

Temperaturabhängigkeiten von spezifischer Wärmekapazität bzw. Enthalpie Änderungen

im Kurvenverlauf. In Abb. 2.5 ist die DSC-Messung von selektiv lasergesintertem PA12

dargestellt, die bei einer Temperaturrate von 10 K
min

durchgeführt wurde. Der charakteristi-

sche Sprung bei der Glasübergangstemperatur Tg von ca. 37◦C ist nur schwach ausgeprägt.

Sowohl die hohe und schmale Form als auch die Lage des Schmelz- und Rekristallisations-

bereichs sind mit den Anforderungen an einen SLS-Werkstoff aus Abschnitt 2.3.1 konform.

Der Unterschied zwischen dem ersten Durchlauf und den weiteren Durchläufen ist auf die

Löschung des Gedächtnisses des Polymers zurückzuführen, wenn dieser bis zur Schmelze

erhitzt wird. Die hier konstant gehaltene Abkühlrate des ersten Durchlaufs hat Einfluss auf

den Schmelzpeak des zweiten Durchlaufs.
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Abbildung 2.5.: DSC-Messung von lasergesintertem PA12
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2.4.2. Dynamisch-mechanische thermische Analyse

Um die viskoelastischen Eigenschaften eines Werkstoffs innerhalb kurzer Versuchszeiten

zu bestimmen, werden die Verfahren der mechanisch-dynamischen Analyse eingesetzt, die

in DIN EN ISO 67214 genormt sind. Bei den hier gewählten Temperatur-Frequenzsweeps

mit erzwungener Schwingung wird der Prüfkörper einer sinusförmigen Beanspruchung aus-

gesetzt. Dabei stellt sich bei konstanter Frequenz eine Phasenverschiebung δ zwischen ge-

messener Kraft und aufgebrachter Deformation ein. Die aus der Kraft berechnete Spannung

und die aus der Deformation ermittelte Dehnung sind durch den komplexwertigen Elasti-

zitätsmodul E∗ miteinander verbunden, der sich aus dem Speichermodul E ′ (Realteil) und

dem Verlustmodul E ′′ (Imaginärteil) zusammensetzt. Abbildung 2.6 zeigt den ermittelten

Speicher- und Verlustmodul des lasergesinterten PA12 als Funktion der Temperatur bei ver-

schiedenen Frequenzen.
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Abbildung 2.6.: Dynamisch-mechanische thermische Analyse von lasergesintertem PA12

Das Material reagiert auf Frequenzänderungen von zwei Zehnerpotenzen mit sehr gerin-

ger Änderung im Elastizitätsmodul. Der Verlustfaktor tan δ, der sich aus dem Quotienten

von Verlust- und Speichermodul berechnet und ein Maß für die Viskosität darstellt, liegt

bei Raumtemperatur zwischen 0.01 < tan δ < 0.025. Ein Wert von tan δ = 0 entspricht

dem Verhalten eines ideal-elastischen Festkörpers. Geht der Wert des Verlustfaktors gegen

unendlich, verhält sich das Material wie eine ideal-viskose Flüssigkeit mit newtonschem

Fließverhalten (siehe Abschnitt 4.1). Der absolut kleine Verlustfaktor und eine relativ kleine

Änderungen bei steigender Frequenz lässt einen Ausblick auf das Verzerrungsverhalten bei

unterschiedlichen Verzerrungsraten zu: Es ist mit stark nichtlinearer Ratenabhägigkeit zu
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rechnen. Verglichen mit der DSC-Messung in Abb. 2.5 ist der Glasübergangsbereich deut-

lich zu erkennen, der bei T ≈ 30◦C mit einem großen Gradienten beider Module beginnt.

Damit wird der Glasbereich des Materials verlassen. Die niedrige Glasübergangstemperatur

ist aus praktischer Sicht eine Herausforderung, da Einsatztemperaturen für SLS-Teile zwi-

schen −40◦C und +80◦C, beispielsweise im Bereich des Automobilbaus, üblich sind. Die

Glasübergangstemperatur liegt somit mitten im thermischen Einsatzbereich, sodass dessen

vollumfängliche Modellierung eine große Herausforderung darstellt.

2.4.3. Transientes Flächenquellverfahren

Zur Messung der thermischen Eigenschaften von Materialien wie der Wärmeleitfähigkeit

λθ, der Temperaturleitfähigkeit αθ und der volumenspezifischen Wärmekapazität c∗p wird

folgend die bewährte Hot-Disk-Methode genutzt. Dies ist ein transientes Flächenquellen-

verfahren (Transient Plane Source) und wurde 1989 von SILAS E. GUSTAFSSON paten-

tiert [56, 55]. Diese Methode ist für ihre Genauigkeit und Vielseitigkeit bekannt und wird

in verschiedenen Bereichen wie Materialwissenschaft, Technik und Qualitätskontrolle ein-

gesetzt.

In der vorliegenden Arbeit wird die Anlage vom Typ T2500S mit der Software Hot Disk

Thermal Analyser 7.4 verwendet. Der Heiz- und Temperatursensor aus einer 10µm starken

Nickel-Doppelspirale dient als Wärmequelle sowie als Widerstandsthermometer und leitet

einen Heizstrom, der wiederum eine zweiteilige, den Sensor umgebende Probe erwärmt.

Die Wärmewelle breitet sich radial vom Sensor in der Probe aus. Die daraus resultieren-

de Temperaturänderung wird unmittelbar gemessen. Durch Auswertung der Fourier’schen

Differentialgleichung (Gl. (2.1)) für die Wärmeleitung ohne Wärmequelle, d. h. in ihrer

homogenen Form, werden daraus die thermischen Eigenschaften des umgebenen Materials

ermittelt.

c∗p
∂θ

∂t
= λθ

∂2θ

∂x2
(2.1)

Nachfolgend werden die Eigenschaften von gesinterten Vollzylindern mit Radius 20mm
und Höhe 10mm in den in Abb. 5.9 dargestellten Orientierungen untersucht. Zudem wur-

den Messungen an Neupulver und Recyclingpulver durchgeführt. Für die Pulvermessung

muss der Versuchstiegel mit einem Gewicht beschwert werden, das erheblichen Einfluss

auf das Messergebnis hat. Für die hier gezeigten Messergebnisse beträgt das Gewicht 500 g.

Jede Messung wurde drei Mal wiederholt. Es sind jeweils der Mittelwert und die Standard-

abweichung dargestellt.
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λθ [
W
mK

] αθ [
mm
s2

] c∗p [
MJ
m3K

]

PA12 Neupulver 0.0832 ± 0.0002 0.1194 ± 0.0009 0.6970 ± 0.0030

PA12 Recyclingpulver 0.0824 ± 0.0002 0.1110 ± 0.0010 0.7430 ± 0.0070

Vollzylinder X 0.2855 ± 0.0069 0.1589 ± 0.0131 1.8060 ± 0.1130

Vollzylinder ZX45 0.2900 ± 0.0044 0.1752 ± 0.0123 1.6613 ± 0.0956

Vollzylinder Z 0.2925 ± 0.0017 0.1668 ± 0.0044 1.7550 ± 0.0368

Tabelle 2.3.: Thermische Materialparameter für PA12-Pulver und SLS-Bauteile

Aus den Messergebnissen in Tabelle 2.3 wird erkenntlich, dass die Orientierung der Proben

im Pulverbett keinen erheblichen Einfluss auf die thermischen Eigenschaften des Vollma-

terials hat. Zwischen den gefertigten Teilen und dem Pulver als Ausgangsmaterial bestehen

erwartbarerweise erhebliche Unterschiede bezüglich der thermischen Parameter.

2.5. Konzeption, Konstruktion und Inbetriebnahme

der nachhaltig einsetzbaren, modularen

Laborumgebung

Aufbau und Inbetriebnahme der Lasersinteranlage in industriellem Stil sind Bestandteil

des Projekts. Zur Inbetriebnahme musste eine Laborumgebung geschaffen werden, die den

Aufstell- und Betriebsbedingungen der Anlage gerecht wird. Die Ausführungen basieren

im Wesentlichen auf [58].

2.6. Anforderungen an die Umgebung des

SLS-Druckprozesses

Die Anforderungen werden durch den Hersteller des Drucksystems definiert. Die Aufstell-

bedingungen geben alle wesentlichen Randbedingungen vor. Dazu zählen die allgemeine

Infrastruktur bzgl. elektrischer Leistung der Komponenten, Anforderungen an die Druck-

luft, Wandabstände etc., aber auch die zulässigen Grenzen für Temperatur und Luftfeuchtig-

keit innerhalb der Laborumgebung. Laut Hersteller sollte die Luftfeuchtigkeit im Rahmen

der Verarbeitung zwischen ≈ 40-60% liegen. Neben dem Herstellprozess der Teile sind au-

ßerdem die vor- und nachgelagerten Prozesse des Pulverhandlings relevant für konstante

17



Temperatur und Luftfeuchtigkeit. Die infrastrukturellen Umstände am Campus erfordern

die Entwicklung einer eigens vorgesehenen Laborumgebung, in der alle Prozesse der Fer-

tigung, Vor- und Nachbereitung (Abb. 2.7) stattfinden. Nach Klärung der Anforderungen

führte die konzeptionelle Arbeit schnell zu dem Ergebnis eines Fachwerks aus Aluminium-

Stranggussprofilen, das doppelwandig verkleidet ist. Als Vorteile haben sich insbesondere

der modulare und einfache Aufbau, Skalierbarkeit und gute Isolation ergeben.

EOS P396

SLS-Anlage

Bedienpult + EDV

Kühler

Auspack- und Siebstation

Pulvermisch- und Fördereinheit

Klimagerät

6m

4.5m

Abbildung 2.7.: Komponenten des SLS-Systems

In Abb. 2.7 ist eine CAD-Draufsicht der SLS-Systemkomponenten zu sehen, die in die

Laborumgebung integriert werden sollen. Eine Sandstrahlanlage, in der das Postprocessing

der Bauteile durchgeführt wird, kann im nichtklimatisierten Bereich platziert werden.
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2.7. Auslegung und Konstruktion der

Laborumgebung

Nach Festlegen des Konzepts erfolgte die konstruktive Ausarbeitung mit möglichst geringe-

rer Einzelteilvariation. Das Ergebnis des konstruktiven Entwurfs ist in Abb. 2.8 zu sehen.

a) Fachwerkstruktur der Labor-

umgebung

a) Generalisiertes Maxwell-Modell

b) verkleidete Laborumgebung

Abbildung 2.8.: Konstruktiver Entwurf der Laborumgebung

Aus strukturmechanischer Sicht ist das Dach der Laborumgebung von Interesse, da hier,

neben dem nicht zu vernachlässigenden Eigengewicht, die Baugruppe zur Pulverförderung

befestigt ist. Die Dachlasten konnten mithilfe eines Simulationsmodells des Fachwerks mit

linear-elastischen Balkenelementen nachgebildet werden. Zur Effizienzsteigerung der Si-

mulation wurden die Profilgeometrien der verwendeten Dachprofile (leichte und schwere

Ausführung) simulativ einem 3-Punkt-Biegeversuch unterzogen. Dazu wurden die Profi-

le mithilfe von Starrkörper-Elementen (RBE-Element, engl. rigid body elements) an den

Stirnseiten fixiert und mittig auf kleiner Fläche einer Last von F = 1.000N appliziert. Auf

die genaue Wirkungsweise und Einsatzgebiete von RBE-Elementen wird an dieser Stelle

nicht näher eingegangen und auf die einschlägige Literatur verwiesen [44]. Mit gegebe-

nem Elastizitätsmodul und Kraft kann mithilfe der berechneten Durchbiegung das axiale

Widerstandsmoment ermittelt und auf eine Standardgeometrie zurückgeführt werden. Auf-

grund der doppelt symmetrischen Ausführung der Profile bieten sich Quadrat oder Kreis

als Standardprofil an. Die Ergebnisse der Berechnung sind in Abb. 2.9 dargestellt.
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Abbildung 2.9.: 3-Punkt-Biegeberechnung der Kabinenprofile

Die Verbindung der Profile untereinander wurde starr ausgeführt, sodass keine Relativbe-

wegungen zwischen den Profilen möglich ist. Dadurch werden die zwischen den Profilen

vorhandenen Schraubverbindungen zwar nicht detailliert, jedoch im Rahmen eines Kraftni-

veaus, das die Vorspannkraft der Schrauben nicht übersteigt, in ausreichender Näherung ab-

gebildet. Das Fachwerk der Kabine ist auf dem Boden fest verankert. Das Eigengewicht der

Profile wurde mithilfe einer anhand des tatsächlichen Profils modifizierten Dichte des kreis-

runden Vollprofils aufgebracht. Die Pulverfördereinheit ist mit vier Schrauben am Dach be-

festigt, wobei laut Spezifikation des Maschinenlieferanten mit einer Last von F = 1.000N
pro Schraube zu rechnen ist. Die Befestigung der Pulverfördereinheit am Kabinendach ist

in Abb. 2.10 zu erkennen. Die Dachlasten sind durch Knotenlasten an den entsprechenden

vier Knoten aufgebracht worden. Die Ergebnisse der Dachlastberechnung sind in Abb. 2.11

dargestellt. Die maximale Durchbiegung von u ≈ 4mm führt aufgrund der großen abso-

luten Abmaße der Kabine zu kleinen Dehnungen und einer Mises-Vergleichsspannung von

σvM < 10MPa. Somit wird die Auslegung des Kabinenfachwerks als tragfähig bewertet.
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Abbildung 2.10.: Befestigung der Pulverfördereinheit am Kabinendach
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Abbildung 2.11.: Berechnungsergebnis für das Kabinenfachwerk

Die Klimatisierung der Kabine ist durch ein Split-Klimagerät ausgeführt worden, das zu-

dem über eine Einheit zur Be- und Entfeuchtung der Luft verfügt. Datenlogging bietet

die Möglichkeit, im Rahmen der Qualitätssicherung die Temperatur und Luftfeuchtigkeit

im Fertigungsverlauf inklusive Pre- und Postprocessing jederzeit nachzuvollziehen. Abbil-

dung 2.12 zeigt die innerhalb der Laborumgebung in Betrieb genommene Anlage.
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Abbildung 2.12.: Ansicht der Laborumgebung nach Fertigstellung
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3. Kontinuumsmechanische

Grundlagen

Ein Gegner verschwindet, wenn ich ihn zu meinem

Freund mache.

Abraham Lincoln (1809 – 1865)

Im folgenden Kapitel werden einige für die Arbeit wichtige kontinuumsmechanische Grund-

lagen erläutert. Die Ausführungen basieren im Wesentlichen auf der Habilitationsschrift

von JOHLITZ [76]. Die Theorie der Kontinuuumsmechanik ist in einigen Standardwerken

umfangreich erläutert, wie z. B. ALTENBACH [5], BETTEN [12], GREVE [52], HAUPT [66],

HOLZAPFEL [72] und KRAWIETZ [83].

Nach Erläuterung der kinematischen Größen und deren Symbolen im Rahmen der geome-

trisch nichtlinearen und linearen Theorie folgt die Aufzählung der benötigten Bilanzglei-

chungen.

3.1. Kinematik – Bewegung eines materiellen

Körpers

Der Bereich der Kinematik beschreibt die Verschiebungen und Verzerrungen kontinuums-

mechanischer Körper. Ein Körper besteht aus einer überabzählbaren Anzahl materieller

Punkte, die mit physikalischen Eigenschaften ausgestattet sind und erfährt zu verschiede-

nen Zeitpunkten t unterschiedliche Beanspruchungen, z. B. Translationen, Drehungen und

Verzerrungen. Angepasst an den jeweiligen Beanspruchungszustand, kann eine Konfigu-

ration definiert werden. Dabei sind insbesondere die Referenzkonfiguration zum Zeitpunkt

t = t0, die innerhalb dieser Arbeit mit der Ausgangskonfiguration übereinstimmt, sowie die

Momentankonfiguration, die jeweils am Zeitpunkt t (t > t0) gilt, von Bedeutung. Innerhalb

eines kartesischen Koordinatensystems lässt sich für jeden materiellen Punkt, in der Abbil-

dung beispielsweise mit X und Y bezeichnet, ein Ortsvektor definieren, der die Lage der

materiellen Punkte in der jeweiligen Konfiguration beschreibt. Der Ortsvektor, der die Lage

des materiellen Punktes X in der Referenzkonfiguration beschreibt, wird mit X bezeichnet.
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In der Momentankonfiguration entsprechend mit x. Um den infinitesimal kleinen Abstand

der beiden materiellen Punkte X und Y zu beschreiben, werden die Vektoren dX bzw. dx
verwendet.

e
1

e
2

e
3

X

X

Y

Y

dX

u

y

x

dx
X

Y

χ(X,t)Referenzkonfiguration

Momentankonfiguration

Abbildung 3.1.: Beschreibung verschiedener Konfigurationen innerhalb der kontinuums-

mechanischen Theorie

Die Bewegungsfunktion, die eine eineindeutige Verknüpfung zwischen der Referenzpositi-

on X und der momentanen Position x ermöglicht, ist definiert als

x = χ(X, t) , X = χ
−1(x, t) . (3.1)

Der Verbindungsvektor zwischen den Positionen zweier materieller Punkte X und x zwi-

schen Referenz- und Momentankonfiguration wird Verschiebung u genannt und ist definiert

als

u(X, t) = x(X, t) − X . (3.2)

Wird die Bewegungsfunktion nach dem Ortsvektor X abgeleitet, ergibt sich der Deforma-

tionsgradient F, der Linienelemente von der Referenz- auf die Momentankonfiguration ab-

bildet.

F =
∂χ(X, t)

∂X
=

∂x

∂X
= Grad x = I + Grad u (3.3)
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Um Volumenelemente zwischen den Konfigurationen abzubilden, ist die Jacobi-Determinante

J = detF erforderlich

dv = (detF) dV = JdV . (3.4)

Für Flächenelemente gilt folgende Transportvorschrift

da = (detF)F−TdA . (3.5)

Zusätzlich werden Deformationsmaße eingeführt, die Quadrate von Linienelementen auf-

einander abbilden.

ds2 = dx · dx = dX · FT · F · dX := dX ·C · dX

dS2 = dX · dX = dx · F−T · F−1 · dx := dx ·B−1 · dx
(3.6)

Durch diese Operation werden die Starrkörperrotationen aus den Deformationsmaßen eli-

miniert. Damit lassen sich der rechte Cauchy-Green-Verzerrungstensor C als Maß der Refe-

renzkonfiguration und der linke Cauchy-Green-Verzerrungstensor B als Maß der Momen-

tankonfiguration definieren. Darin bezeichnen U und V jeweils Strecktensoren, die von den

für den Spannungszustand irrelevanten Rotationstensoren R abzugrenzen sind.

C = FT · F = U2 (3.7)

B = F · FT = V2 (3.8)

Durch das Bilden der Differenz von Linienquadraten bzgl. der jeweiligen Konfiguration las-

sen sich der Green-Lagrangesche-Verzerrungstensor E auf der Referenzkonfiguration bzw.

der Euler-Almansische-Verzerrungstensor A auf der Momentankonfiguration definieren.

ds2 − dS2 = dX · (C− I) · dX

ds2 − dS2 = dx · (I−B−1) · dx ,
(3.9)

E := 1
2
(C − I)

A := 1
2
(I − B−1) .

(3.10)

Um die beiden Verzerrungstensoren ineinander zu überführen, sind die mathematischen

Tensoroperationen des push-forward und pull-back erforderlich. Unter einem push-forward

wird die Transformation einer materiellen in eine eulersche Größe verstanden, wobei ein

pull-back genau den umgekehrten Weg beschreitet. Um den materiellen Verzerrungstensor

E zu bestimmen, wird der Verzerrungstensor der Momentankonfiguration A auf die Refe-
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renzkonfiguration zurückgezogen (pull-back).

E = FT ·A · F (3.11)

Umgekehrt kann A auf Basis von E wie folgt berechnet werden (push-forward):

A = F−T ·E · F−1 (3.12)

Im Rahmen dieser Arbeit werden überwiegend kleine Deformationen behandelt. Dadurch

fallen Referenz- und Momentankonfiguration zusammen. Der Green’sche Verzerrungsten-

sor kann durch Linearisierung in den Tensor für technische Dehnungen ε überführt werden.

Ferner dürfen bei kleinen Deformationen alle auftretenden Anteile des Verzerrungstensors

zu einer Gesamtverzerrung aufsummiert werden [64].

ε = linE =
1

2
(Gradu + GraduT) (3.13)

Große Deformationen werden im Rahmen dieser Arbeit erst im Ausblick relevant, das Kon-

zept soll der Vollständigkeit halber an dieser Stelle kurz eingeführt werden. Im Gegen-

satz zu der additiven Aufteilung der Verzerrungen ist bei der Beschreibung von (thermo-)

viskoelastischen Materialien bei großen Verzerrungen eine multiplikative Aufspaltung des

Deformationsgradienten F erforderlich. Es entstehen sogenannte fiktive Zwischenkonfigu-

rationen, bei denen wiederum eine additive Aufspaltung der relevanten Verzerrungsmaße

stattfindet. Für den Fall einer elastisch-plastischen Zerlegung F = Fe · Fp findet sich ein

multiplikativer Split bei KRÖNER und LEE [84, 91, 90]. Andere Beispiele sind eine isochor-

volumetrische Zerlegung [43] oder eine thermisch-mechanische Zerlegung [104]. Für die

Beschreibung viskoelastischer Materialien ist schließlich die elastisch-inelastische Zerle-

gung F = Fe · Fi relevant, die auf LUBLINER [105] zurückgeht.

Im Rahmen der Bilanzgleichungen und um zeitabhängiges Materialverhalten zu beschrei-

ben, werden Deformationsgeschwindigkeiten benötigt. Auch hier wird zwischen dem ma-

teriellen Geschwindigkeitsgradienten Ḟ und räumlichen Geschwindigkeitsgradienten L un-

terschieden.

Ḟ = Grad v(X, t) =
∂v

∂X
(3.14)

L = grad v(x, t) =
∂v

∂x
(3.15)

Der Zusammenhang zwischen den beiden Größen lässt sich mithilfe der Kettenregel her-

stellen

L = Ḟ · F−1 . (3.16)
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Durch Einsatz des räumlichen GeschwindigkeitsgradientenL lassen sich zeitliche Änderungen

von Linien-, Flächen- und Volumenelementen aufeinander abbilden.

(dx)˙ = L · dx (3.17)

(da)˙ = ((trL) I− LT) · da (3.18)

(dv)˙ = (trL) dv (3.19)

Der räumliche Geschwindigkeitsgradient L lässt sich weiter in den Deformationsgeschwin-

digkeitstensor D, der symmetrisch ist, und den schiefsymmetrischen Wirbeltensor W zer-

legen

D =
1

2
(L + LT) = DT (3.20)

W =
1

2
(L − LT) = −WT . (3.21)

Für die Energiebilanz im nun folgenden Abschnitt wird zudem die materielle Verzerrungs-

rate Ė benötigt. Zwischen D und Ė gelten die Transportvorschriften des push-forward und

pull-back aus Gln. (3.11) und (3.12)

Ė = FT ·D · F . (3.22)

3.2. Bilanzgleichungen – Einhalten von

thermodynamischen Gesetzen

Neben der Einführung der kinematischen Größen sind Bilanzgleichungen, die physikali-

sche und Naturgesetze berücksichtigen, eine wichtige Säule im Rahmen kontinuumsme-

chanischer Betrachtungen. Relevanz besitzen neben den klassischen Bilanzen der Mechanik

(Impuls, Masse und Drall) auch die thermodynamischen Bilanzen für Energie und Entropie.

Da alle Bilanzen die gleiche Form besitzen, wurde das Konzept der Masterbilanz entwi-

ckelt [33, 38]. Grundsätzlich lässt sich die zeitliche Änderung einer physikalischen Größe

ψ über den Fluss Φ · n = ϕ, über den Körperrand ∂B, einem Zufuhrterm σ und einen

Produktionsterm ψ̂ ausdrücken [76, 82, 150].

d

dt

∫

B

ψ(x, t) dv =

∫

∂B

ϕ(x, t)da +

∫

B

σ(x, t) dv +

∫

B

ψ̂(x, t) dv (3.23)
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Unter der Voraussetzung, dass die Felder stetig differenzierbar sind und unter der Berück-

sichtigung von

(dv)˙= tr (grad v(x, t)) dv = div v dv, (3.24)

dem Reynoldsschen Transporttheorem

d

dt

∫

B

ψ(x, t) dv =

∫

B

(

ψ̇(x, t) + ψ(x, t) div v(x, t)
)

dv (3.25)

und dem Gaußschen Integralsatz

∫

B

divΦdv =

∫

∂B

Φ · n da (3.26)

entsteht die lokale Formulierung für den materiellen Punkt

ψ̇ + ψ div v = div Φ + σ + ψ̂ . (3.27)

Die Massenbilanz gibt die Ausgangsdichte ρ0 als zeitlich konstante Größe vor.

d

dt
m =

d

dt

∫

B

ρ dv =
d

dt

∫

B

ρ0 dV = 0 (3.28)

Wird in der Masterbilanz ψ = ρ gesetzt, wobei es keinerlei Zufluss- und Produktionsterme

gibt, entsteht die lokale Form der Massenbilanz auf der Momentankonfiguration

ρ̇ + ρ div v = 0. (3.29)

Aus Gl. (3.4) zum Transport von Volumenelementen lässt sich der Zusammenhang zwi-

schen den Dichten der Momentan- und Referenzkonfiguration herstellen.

ρ = (detF)−1 ρ0 (3.30)

Um zur Impulsbilanz zu gelangen, wird in die Masterbilanz fürψ der Impuls des materiellen

Körpers

I(B, t) =

∫

B

ρ ẋ dv (3.31)
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eingesetzt. Hinzu kommen als Zuflussterm die auf die Oberfläche des Körper einwirkenden

Nahwirkungskräfte ϕ = t sowie die entsprechenden Fernwirkungskräfte (z. B. die Schwer-

kraft) als Produktionsterm σ = ρb. Unter Zuhilfenahme des Cauchy-Theorems

t = n ·T , (3.32)

das den Cauchy-Spannungstensor T unter Berücksichtigung des Normalenvektors n auf

den Spannungsvektor t projiziert, sowie unter Berücksichtigung von Gl. (3.26) ergibt sich

schließlich die lokale Form der Impulsbilanz auf der Momentankonfiguration

ρ ẍ = div T + ρb . (3.33)

Für die Referenzkonfiguration gilt

ρ0 ẍ = Div P + ρ0 b . (3.34)

Der Cauchy-Spannungstensor T bezieht sich auf die aktuelle, deformierte Fläche und lässt

sich somit als aktuelle, wahre Spannung definieren. Mit P wird wiederum die 1. Piola-

Kirchhoff-Spannung bezeichnet, die auch als Ingenieurspannung bekannt ist und sich auf

die Referenzfläche bezieht. Für die Umrechnung kann folglich die Transportvorschrift für

Flächenelemente (Gl. (3.5)) herangezogen werden.

P = (detF)T · F−T . (3.35)

An dieser Stelle sei erneut angemerkt, dass im Bereich kleiner Deformationen kein Unter-

schied zwischen den Spannungstensoren gemacht werden muss. Als letzte Bilanz der klas-

sischen Mechanik beschreibt die Drehimpulsbilanz die Änderung des Dralls infolge der auf

der Körperoberfläche wirkenden Spannungen und Fernwirkungskräfte. Das Auswerten der

Bilanz führt zum Nachweis der Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors

T = TT . (3.36)

Als erste der thermodynamischen Bilanzgleichungen wird auf die Energiebilanz eingegan-

gen. Zentrale Aussage ist, dass sich die Energie eines Körpers infolge der an ihm verrich-

teten mechanischen und thermischen Arbeit ändert. Die Energiebilanz setzt sich in euler-

scher Darstellung aus der Spannungsleistung T : D als Produktionsterm, der Divergenz des

Wärmestroms div q, als Fluss über den Rand, sowie der Wärmezufuhr ρ r zusammen.

ρ ė = T : D − div q + ρ r (3.37)
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Das Konzept der dualen Variablen von HAUPT & TSAKMAKIS [67] besagt, dass die Span-

nungsleistung invariant gegenüber der Konfiguration ist, also gilt

1

ρ0
T̄ : Ė =

1

ρ
T : D . (3.38)

Darin beschreibt T̄ den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor, der im Gegensatz zu P immer

symmetrisch ist. Zwischen T und T̄ gilt die Transportvorschrift

T̄ = (detF)F−1 ·T · F−T . (3.39)

Die Energiebilanz mit Bezug auf die Referenzkonfiguration lässt sich somit formulieren

als

ρ0 ė = T̄ : Ė − Div q0 + ρ0 r . (3.40)

Im Zuge der Linearisierung für kleine Deformationen fallen die Konfigurationen und die

Spannungstensoren zusammen. Es gilt demnach

T = T̄ = P = σ . (3.41)

Mit der bereits angegebenen konstanten Dichte der Referenzkonfiguration ρ0 = konst. und

der Linearisierung des Verzerrungstensors ε aus Gl. (3.13) geht die spezifische Spannungs-

leistung in
1

ρ0
σ : ε̇ (3.42)

über und die Energiebilanz lässt sich folgendermaßen formulieren:

ρ0 ė = σ : ε̇ − Div q0 + ρ0 r . (3.43)

Als letzte thermodynamische Gleichung wird auf Basis des zweiten Hauptsatzes, nachdem

die Entropieproduktion nicht negativ sein darf, die Entropie bilanziert. Für den Entropie-

fluss wird

ϕs = −
q

θ
(3.44)

und für die Entropiezufuhr

σs =
ρ r

θ
, (3.45)

nach der in der Kontinuumsmechanik üblichen Auswertung nach COLEMAN & NOLL [26],
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gewählt. Mit der absoluten Temperatur θ [K] lautet die Entropieungleichung auf der Refe-

renzkonfiguration:

ρ0 ṡ + Div
(q0

θ

)

−
ρ0 r

θ
= ŝ ≥ 0 . (3.46)

Alternativ lässt sich die Entropieungleichung mit Bezug zur Momentankonfiguration for-

mulieren:

ρ ṡ + div
(q

θ

)

−
ρ r

θ
= ŝ ≥ 0 . (3.47)

3.3. Konsistentes Herleiten der

Konstitutivgleichungen

Die in den Abschnitten 3.1 und 3.2 eingeführten kontinuumsmechanischen Beziehungen

und Bilanzgleichungen, die Verzerrungsprozesse beschreiben und physikalische Randbe-

dingungen vorgeben können, sind unabhängig vom Material. Zur Lösung mechanischer

Probleme ist der Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung von elementarer Be-

deutung. Bevor konkrete materialtheoretische Ansätze, die für Polymere relevant sind, prä-

sentiert werden, wird das allgemeine Vorgehen zur Herleitung von Konstitutivgesetzen an-

hand der bereits eingeführten Entropiebilanz (Gl. (3.46)) vorgestellt. Dazu wird die Helm-

holtz’sche freie Energiedichte ψ in Form der Legendre-Transformation eingeführt:

ψ = e − θs (3.48)

Das Auflösen nach der Entropie, der zeitlichen Ableitung und dem Einsetzen in die Entro-

piebilanz, liefert die Clausius-Duhem-Ungleichung

−ρ0 ψ̇ − ρ0 s θ̇ −
q0

θ
·Grad θ + σ : ε̇ ≥ 0 . (3.49)

Für isotherme Prozesse vereinfacht sich die Clausius-Duhem-Ungleichung zur Clausius-

Planck-Ungleichung

−ρ0 ψ̇ + σ : ε̇ ≥ 0 . (3.50)

Nun können Prozessparameter gewählt werden, für die die freie Energiefunktion auswert-

bar ist. Im einfachsten Fall der Elastizität ist die (Ingenieur-)Spannung σ eine beliebige

Funktion der aktuellen Dehnung ε

σ = f(ε). (3.51)
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Für das verallgemeinerte Hookesche Stoffgesetz lautet die Verzerrungsenergiefunktion

W = ρ0 ψ = µε : ε+
1

2
λ(ε : I)2 . (3.52)

Zur Auswertung von Gl. (3.50) ist die zeitliche Ableitung erforderlich. Da Ψ(ε(t)) gilt, ist

die Kettenregel anzuwenden und es ergibt sich

ρ0 ψ̇ = ρ0
∂ψ

∂ε
:
∂ε

∂t
= (2µε+ λ tr (ε)I) : ε̇ . (3.53)

Einsetzen in die Gl. (3.50) liefert die Ungleichung

(σ − (2µε+ λ tr (ε)I)) : ε̇ ≥ 0 . (3.54)

Die Auswertung der Ungleichung unter Verwendung der Argumentation von COLEMAN &

NOLL [26] führt auf das verallgemeinerte, isotrope Hookesche Gesetz in Lamé-Kostanten

σ = 2µε+ λ tr (ε)I , (3.55)

das mit den Materialparametern KompressionsmodulK und Schubmodul G als

σ = 2GεD +K tr (ε)I (3.56)

geschrieben werden kann. Darin ist εD der Deviator der Ingenieurdehnung, der sich wie

folgt berechnet:

ε
D = ε−

1

3
tr (ε)I (3.57)

Der Subtrahend in Gl. (3.57) wird dabei als Kugeltensor der Ingenieurverzerrung ε
V be-

zeichnet. Mit diesem Zusammenhang kann das Hookesche Gesetz in deviatorisch-volume-

trischer Darstellung geschrieben werden

σ = 2GεD + 3Kε
V . (3.58)

Mit den kinematischen Beziehungen, den Bilanz- und Konstitutivgleichungen wurden die

drei wesentlichen Bestandteile kontinuumsmechanischer Modellierung dargestellt. Mit die-

sen Werkzeugen lässt sich das Verhalten von materiellen Körpern bei äußeren Einwirkun-

gen (z. B. Lasten oder Temperaturänderungen) beschreiben. Die bereits vorgestellte Ma-

terialtheorie der Elastizität wird im folgenden Kapitel durch weitere materialtheoretische

Ansätze ergänzt, die für das experimentell beobachtete Materialverhalten hilfreich sein

können.
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4. Materialtheorie

All models are wrong, but some are useful.

George E. P. Box (1919 — 2013)

Im letzten Abschnitt des vorherigen Kapitels wurde die Herleitung von Konstitutivgleichun-

gen am Beispiel der Elastizität vorgestellt. Darüber hinaus gibt es abhängig vom beobach-

teten Materialverhalten eine Vielzahl möglicher Ansätze. Da sich Polymere grundsätzlich

viskoelastisch verhalten, wird die lineare Viskoelastizitätstheorie als zentrale Materialklas-

se für diese Arbeit vorgestellt. Ferner wird das Konzept der endochronen Plastizität vorge-

stellt, um das duktile Werkstoffverhalten ohne klar abgegrenzte Fließgrenze zu beschreiben.

Um das Material zu symbolisieren, werden rheologische Modelle eingesetzt, die aus mas-

selosen Federn, Dämpfern und Reibelementen aufgebaut sind. Diese Modelle helfen bei der

Formulierung der Konstitutivgesetze und liefern einen anschaulichen Zugang [66, 83].

4.1. Das Maxwell-Element als rheologisches Modell

Das Maxwell-Element besteht aus einer Reihenschaltung von Hookescher Feder und New-

tonschem Fluid [110]. Im Hinblick auf die später gezeigten Torsionsversuche wird das Max-

well-Element rein gestaltsändernd eingeführt. Die nach ROBERT HOOKE (1635-1703) be-

nannte Feder unterstellt einen linearen Zusammenhang zwischen Deformation γ und resul-

tierender Spannung τ mit der Steifigkeit G als Proportionalitätsfaktor. Beim Newtonschen

Fluid, benannt nach ISAAC NEWTON (1643-1727), sind die Schergeschwindigkeit γ̇ und

die Spannung τ über die dynamische Viskosität η > 0 miteinander verbunden. Die linearen

Zusammenhänge lassen erkennen, dass das Modell in seiner einfachsten Form für geometri-

sche lineare Zusammenhänge verwendbar ist. Eine komplexitätssteigernde Erweiterung auf

strukturviskose (scherverdünnende) oder dilatante (scherverdickende) Fluide bzw. nichtli-

neare Federn ist jedoch möglich. Die gesamte auf das Element aufgebrachte Scherung γ
zerfällt dabei additiv in einen elastischen Anteil γel der Feder und einen inelastischen γin
Anteil des Dämpfers.
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Abbildung 4.1.: Maxwell-Element

Die Spannung in Feder und Dämpfer ist identisch, sodass folgender Zusammenhang gilt:

τ = Gγel = γ̇inη (4.1)

Bei Berücksichtigung des additiven Zusammenhangs der Scherungsanteile sowie Umstel-

len des zweiten Teils der Gl. (4.1) nach der inelastischen Dehnung ergibt sich nach zeitlicher

Differentiation die Gleichung für die Spannungsrate

τ̇ = Gγ̇ −
G

η
τ , (4.2)

die nach Umstellen letztlich zur Differentialgleichung für die Scherspannung führt

τ̇ +
G

η
τ = Gγ̇ . (4.3)

Multiplikation mit e
G
η
t

sowie Anwenden der Produktregel führt zu

d

dt

(

τe
G
η
t

)

= Gγ̇e
G
η
t . (4.4)

Integration liefert schließlich die zeitabhängige Spannungsfunktion für das Maxwell-Element

τ(t)e
G
η
t − τ(0) =

t
∫

0

Gγ̇(u)e
G
η
udu . (4.5)

Mit der Randbedingung τ(0) = 0 ergibt sich

τ(t) =

t
∫

0

Gγ̇(u)e−
G
η
(t−u)du . (4.6)
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Neben dem Maxwell-Element gibt es andere Modellierungsansätze, die sich Reihen- und

Parallelschaltungen der Grundelemente bedienen und mit denen sich unterschiedliches Ma-

terialverhalten abbilden lässt. Dazu sei auf die einschlägige Literatur verwiesen [5, 83]. Das

Maxwell-Element wird im Rahmen dieser Arbeit zur Beschreibung viskoelastischen Mate-

rialverhaltens verwendet, das im Folgenden näher erläutert werden soll.

4.2. Modellierung der Viskoelastizität

Mithilfe der Theorie der Viskoelastizität können alle Materialien beschrieben werden, die

sich teilweise elastisch, wie Festkörper, und teilweise viskos, wie Flüssigkeiten, verhalten

und die in einer Reihe von Standardwerken umfassend beschrieben sind [42, 159]. Die

elastisch-inelastische Zerlegung sowie die ersten Arbeiten zum Thema wurden bereits im

Rahmen der Zerlegungsmöglichenkeiten für den Deformationsgradienten F erwähnt (Ka-

pitel 3.1). Zudem sind als erste Werke im Bereich der Viskoelastizität die Arbeiten von

COLEMAN & GURTIN [25] sowie COLEMAN & NOLL [26] zu erwähnen. Die Theorie

der Viskoelastizität wurde bisher anhand der rheologischen Modell motiviert. Dazu ist zu

sagen, dass beispielsweise in der Definition von Viskoelastizität von HAUPT [64] keine

rheologischen Modelle vorkommen. Der Zugang wird hier ausschließlich über innere Zu-

standsvariablen geschaffen, die das schwindende Gedächtnis des Materials abbilden. Es

gibt eine ganze Reihe von Publikationen, die sich innerer Zustandsvariablen zur Materialbe-

schreibung bedienen. An dieser Stelle werden beispielhaft nur einige Quellen erwähnt, etwa

JOHLITZ [75], LION [97, 98], LOOS [103], SEDLAN [138] sowie SCHEFFER [150]. Bei der

Anwendung rheologischer Modelle ist im Fall des Maxwell-Elements die inelastische Deh-

nung der Newtonschen Flüssigkeit eine solche innere Zustandsvariable. Einen Überblick

über die Nutzung interner Variablen zur Beschreibung verschiedener naturwissenschaft-

lich-technischer Phänomene liefern HORSTEMEYER & BAMMANN [73]. Dort sind auch

die beiden für diese Arbeit relevanten Felder der Viskoelastizität und Plastizität abgebil-

det. Charakteristische Eigenschaft viskoelastischer Materialien ist die Geschwindigkeits-

und Geschichtsabhängigkeit. Um viskoelastisches Materialverhalten abzubilden, erweitert

man im einfachsten Fall das bereits erläuterte Maxwell-Element um eine parallelgeschalte-

te Hookesche Feder (Abb. 4.2 a)). Um die Komplexität realen Materialverhaltens abbilden

zu können, ist meist das generalisierte Maxwell-Modell erforderlich (Abb. 4.2 b))[151].
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Abbildung 4.2.: Rheologische Modelle der Viskoelastizität

Die parallel geschaltete einzelne Hookesche Feder bildet die Gleichgewichtsspannung ab,

also den Teil des Materialverhaltens, der nicht von der Scherrate abhängig ist. Wird das Mo-

dell mit einer derart geringen Scherrate γ̇ angeregt, dass die Dämpfer der Bewegung folgen

können, verschwindet die Spannung in den Maxwell-Elementen und die Spannungsantwort

besteht ausschließlich aus der Gleichgewichtsspannung

τ = τeq = Geqγ. (4.7)

Bei einer unendlich schnellen Anregung γ̇ → ∞
”
sperren“ die Dämpfer und es folgt

γin,n = 0. Somit entsteht die Spannung rein aus der Parallelschaltung der Federn und die

Gesamtspannung wird

τ = τeq +

n
∑

i=1

τneq,i = Geqγ +

n
∑

i=1

Giγel,i. (4.8)

Für alle anderen Scherraten antworten die Maxwell-Elemente mit viskositätsabhängigen,

inelastischen Dehnungen. Durch mehrere Maxwell-Elemente und eine entsprechende Staf-

felung der Viskositäten können somit Nichtlinearitäten abgebildet werden.

4.3. Modellierung der Plastizität

Nach der Defintion von HAUPT zeigen plastische Materialien eine Hysterese bei zyklischer

Belastung und weisen keine Geschwindigkeitsabhängigkeit auf [64]. Geschichtsabhängig

sind die Materialien insofern, als dass sie über ein perfektes Gedächtnis verfügen und die

aktuelle Spannung somit von der gesamten Verzerrungsgeschichte abhängt. Die wissen-

schaftliche Geschichte der Plastizität beginnt wohlmöglich bei TRESCA, der auf Grundlage
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von Umformversuchen ein Versagenskriterium auf Basis der maximalen Schubspannung

entwickelte [157]. Als Basis für die modernen theoretischen Ansätze der Plastizität seien

noch die Arbeiten von SAINT-VENANT und LEVY genannt [93, 130]. Plastisches Mate-

rialverhalten wird, wie auch bei der Viskoelastizität, durch innere Variablen beschrieben,

wobei nicht zwingend auch ein rheologisches Modell existieren muss. Eines der bekann-

testen rheologischen Modelle ist das Prandtl-Element [83, 122]. Dieses besteht aus einer

Hookeschen Feder und einem St.-Venant-Element (Abb. 4.3). Unterhalb einer bestimmten

Spannung, die als Fließspannung τF bezeichnet wird, verhält sich das Modell rein linear-

elastisch. Wird im monotonen Scherversuch die Fließspannung überschritten, wandelt sich

das Modell zu einer Flüssigkeit mit unendlich kleiner Viskosität. Die Scherung γ wächst,

wobei die Spannung das Niveau der Fließspannung τF beibehält. Durch die Fallunterschei-

dung kann die aus dem Prandtl-Element abgeleitete Differentialgleichung – ohne sie hier

explizit aufzuführen – nicht mehr geschlossen integriert werden. Das Verhalten eines einzel-

nen Prandtl-Elements wird als ideal-plastisch bezeichnet. Verfestigungseffekte lassen sich

durch Parallelschaltung mehrerer Prandtl-Elemente abbilden.

γ
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γ
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Gτ
F
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τ τ

Abbildung 4.3.: Prandtl-Element

Für Materialien, bei denen sich im Übergang zum plastischen Verhalten keine eindeutige

Fließgrenze zeigt, existiert unter anderem der Ansatz der endochronen Plastizität, der auf

Valanis zurückgeht [160]. Für die rheologische Modellvorstellung werden die St.-Venant-

Elemente durch andersartige und ebenfalls geschwindigkeitsunabhängige Elemente ersetzt,

für die es jedoch kein idealisiertes Standardmodell gibt und die nur im Zusammenhang mit

einer Hookeschen Feder Verwendung finden. In Anlehnung an [83] wird eine Darstellung

nach Abb. 4.4 verwendet.
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Abbildung 4.4.: Endochrones Element

Für die Spannung innerhalb des Elements gilt der Zusammenhang

τ = Gγel =
|γ̇|

τF
γ̇pl . (4.9)
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Darin beschreibt der Materialparmeter τF die maximale Spannungsantwort des Modells.

Analog zu Gl. (4.2) kann auch hier die Differentialgleichung für die Spannungsrate ermittelt

werden

τ̇ + |γ̇|
G

τF
τ = Gγ̇ . (4.10)

Für den monotonen Scherversuch mit γ̇ = |γ̇| = γ̇0 > 0 und γ(t) = γ̇0t wird Gl. (4.10)

zu

τ̇+ γ̇0
G

τF

τ = Gγ̇0 . (4.11)

Über die Zwischenschritte

d

dt

(

τ(t)e
G
τF

γ̇0t

)

= Gγ̇0e
G
τF

γ̇0t , (4.12)

τ(t)e
G
τF

γ̇0t = Gγ̇0

t
∫

0

e
G
τF

γ̇0udu (4.13)

und

τ(t)e
G
τF

γ̇0t = Gγ̇0
τF

Gγ̇0

(

e
γ G

τF
γ̇0t − 1

)

(4.14)

kann schließlich die zeitabhängige Spannungsfunktion ermittelt werden

τ(t) = τF

(

1− e
−

G
τF

γ̇0t

)

, (4.15)

die sich auch als Funktion von der Scherung ausdrücken lässt

τ(γ) = τF

(

1− e
−

G
τF

γ

)

. (4.16)

Dabei handelt es sich um eine ratenunabhängige, nichtlineare Funktion der Dehnung, die

die Eigenschaften

lim
γ→∞

τ(γ) = τF (4.17)
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und
dτ

dγ

∣

∣

∣

∣

γ=0

= G (4.18)

besitzt. Zur Veranschaulichung ist die Funktion mit frei gewählten Parametern in Abb. 4.5

ausgewertet. Für die Scherdehnungen sind Sinusfunktionen mit Amplituden von γ = 0.1
und γ = 0.08 vorgegeben. Nach Durchlauf der ersten Periode bleibt die Spannungsantwort

für jede weitere Periode unverändert. Die Frequenz der Sinusfunktion ist kein relevanter

Faktor, da die Spannungen von der Dehnungsamplitude, jedoch nicht von der Dehnrate

abhängen. Die Trajektorien im Spannungs-Scherungs-Diagramm werden zwar schneller

durchlaufen, behalten jedoch ihre Form bei. Dehnratenunabhängigkeit bedeutet auch, dass

das Modell keinerlei Relaxation zeigt.
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Abbildung 4.5.: Modellantwort des endochronen Plastizitätselements

Anhand der Grafik lässt sich ebenfalls erkennen, dass Plastizität im Rahmen dieser Theorie

nicht über bleibende Deformationen definiert ist. Wird in Abb. 4.5 eine Scherung −0.1 <
γ < 0.1 ausgewählt, so lassen sich mehrere Spannungen τ zuordnen. Welche Spannung nun

für den aktuellen Fall die
”
richtige“ ist, hängt davon ab, auf welchem Weg die Spannung

erreicht worden ist. Somit kann gesagt werden, dass die Spannung von der Verzerrungsge-

schichte abhängt. Folglich lässt sich das Modell auch mithilfe der akkumulierten Verzerrung

anstelle der Zeit formulieren [121].

Für die akkumulierte Dehnung s(t) gilt

s(t) =

t
∫

0

|γ̇(u)|du (4.19)
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und

ṡ(t) = |γ̇(t)| . (4.20)

Mit der akkumulierten Dehnung als unabhängige Variable und nach Anwendung der Ket-

tenregel lässt sich auf Basis von Gl. (4.10) die Spannung formulieren

τ̇(s)|γ̇|+ |γ̇|
G

τF
τ(s) = Gγ′(s)|γ̇| . (4.21)

Über den Zwischenschritt

τ̇(s) +
G

τF

τ(s) = Gγ′(s) (4.22)

kann analog zu den Rechenschritten bei den Gleichungen (4.4) bis (4.6) die Spannung in

Abhängigkeit der akkumulierten Dehnung in Integralform angegeben werden

τ(s) =

s
∫

0

Ge
−

G
τF

(s−s̄)
γ′(s̄)ds̄ . (4.23)

Beim Vergleich von Gleichung (4.23) und (4.6) wird die Ähnlichkeit zwischen dem en-

dochronen Plastizitätselement und dem viskoelastischen Maxwell-Element deutlich. Wird

die Zeit als unabhängige Variable durch die ebenfalls monoton wachsende, akkumulierte

Dehnung ersetzt, kann das Modell der Viskoelastizität zu einem Modell der endochronen

Plastizität umgewandelt werden (Korrespondenzprinzip nach HAUPT [66]). Der Begriff
’
en-

dochron‘ (endo, griechisch: innerhalb, von (innen); chronos, griechisch: Zeit) geht auf die

monoton wachsende Dehnung als dem Modell inhärente Zeitskala zurück.

Aus beiden materialtheoretischen Ansätzen soll nun ein viskoplastisches Materialmodell

entwickelt werden, das im Anschluss an die im folgenden Kapitel aufgeführten mechani-

schen Versuchsergebnisse ausführlich dargestellt wird.
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5. Experimente und Materialmodell

Wenn man es nur versucht, so geht’s, das heißt mitun-

ter, doch nichts stets.

Wilhelm Busch (1832 – 1908)

Nach der Bereitstellung der theoretischen Grundlagen folgt nun der experimentelle Teil der

Arbeit. Alle hier beschriebenen Tests sind auf einer Universalprüfmaschine Z020 der Fa.

Zwick/Roell durchgeführt worden. Die entsprechend verwendete Kraft- und Momentsen-

sorik wurde situativ angepasst. Für die mechanischen Experimente sind die Kraftsenso-

ren mit einem Messbereich von 2.5 kN und 20 kN verwendet worden. Weiterhin wird der

Momentsensor der Fa. Giessmann/Theiss mit einem Messbereich bis 100Nm verwendet.

Moment- und Kraftsensor wurden grundsätzlich kombiniert eingesetzt. Dadurch entsteht

der Vorteil, dass die jeweils nicht zu messende Größe als Störgröße betrachtet und von der

Maschine auf Null geregelt werden kann. Insbesondere bei den Torsionsversuchen ist eine

parallele Nullkraftregelung als Vorteil hervorzuheben, den es bei einfachen Scherversuchen

nicht gibt. Hierbei werden die Normalkräfte, die die Scherkräfte überlagern, ignoriert, da

sie nicht messbar und damit auch nicht regelbar sind. Außerdem steht eine Klimakammer

zur Verfügung, die einen Temperaturbereich von −50◦C bis +150◦C abdecken kann.

Das Kapitel beginnt mit einer Vorstellung der berücksichtigten Probengeometrien und der

Motivation für deren Gestaltung. Nach ausführlicher Beschreibung der Kinematik der ver-

schiedenen Probengeometrien folgen letztlich die Ergebnisse der mechanischen Versuche.

Abschließend wird das Materialmodell, mit dessen Hilfe das mechanische Materialverhal-

ten beschrieben werden soll, vorgestellt.

Zu selektiv lasergesintertem Polyamid 12 gibt es aufgrund der relativen Neuheit des Ver-

fahrens sowie des aktuell großen Interesses an additiver Fertigung viele wissenschaftliche

Publikationen. DIZON ET AL. liefern eine Übersicht zu experimentellen Untersuchungen

diverser additiver Fertigungsverfahren für Polymere [35]. Mechanische Experimente an

SLS-Teilen, die mit den hier ermittelten Daten gut korrespondieren, werden von LAM-

MENS ET AL. vorgestellt [89]. Eine Auswirkung der Variation des Titandioxid-Anteils so-

wie der thermischen Pulveralterung auf die mechanischen Eigenschaften wurde von DU

MAIRE untersucht [108, 109]. Untersuchungen bzgl. des Versagensverhaltens bei zykli-

scher Belastung finden sich in [162] und [161]. Neuere Untersuchungen beschäftigen sich

auch mit verstärkten PA12-Typen, die mit dem SLS-Verfahren hergestellt werden. Ein Ver-
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gleich zwischen glaskugelverstärktem PA12, das lasergesintert und spritzgegossen ist, be-

findet sich in [31], wobei hier explizit die gesteigerte Steifigkeit und die Abnahme der

Wechselfestigkeit der glaskugelgefüllten Teile herausgearbeitet wird. In [106] findet sich

ein Vergleich zwischen den Verfahren SLS und MJP (Tabelle 2.1) für glaskugelgefülltes

PA12. Hier wird die deutlich höhere Anisotropie, die sich beim MJP-Verfahren ergibt, be-

tont. Der Zusammenhang zwischen den mechanischen Eigenschaften und beschleunigter

Bewitterung von SLS-PA12 wurde in [124] untersucht. Dabei wurde eine deutliche Abnah-

me sowohl der Zugfestigkeit als auch der Bruchdehnung für PA12 festgestellt. Ähnliche

Ergebnisse sind in [139] zu finden, wobei hier auch äußerliche Veränderungen der Pro-

ben wie Vergilben beleuchtet wurden. Dabei konnte herausgearbeitet werden, dass Poly-

amid eine schlechte Lichtbeständigkeit aufweist und UV-Licht mit einer Wellenlänge von

254 nm die C-N-Verbindung direkt aufbricht [41, 128]. In [136] finden sich experimen-

telle Ergebnisse auf Scherbelastung, die mit dem Chaboche-Modell abgebildet werden.

Das Materialmodell wird hier um ein Versagensmodell auf Basis von Gurson-Tvergaard-

Needleman (GTN) erweitert. SCHOB und SAGRADOV untersuchten das Versagensverhalten

bei quasistatischer Belastung und liefern einen Modellierungsansatz für das viskoplastische

Verhalten auf Basis des Chaboche-Modells [129, 135]. Außerdem gibt es einen Model-

lierungsansatz auf Basis des Bodner-Partom-Modells [170]. In [77] wurde das Mooney-

Rivlin-Modell zur Modellierung von SLS-PA12 verwendet, wobei der experimentelle An-

teil bemerkenswerterweise ohne Relaxationsversuche auskommt und die Dehnung unter-

halb von ε11 = 2% bleibt. Bezüglich der genauen Struktur der Modelle von Chaboche und

Bodner-Partom sei auf die einschlägige Literatur verwiesen. Es sei nur erwähnt, dass das

Chaboche-Modell [24] eine Fließfunktion besitzt, das Bodner-Partom-Modell [15] nicht.

Beide Modelle haben ihren Ursprung in der Metallplastizität und können sowohl kinema-

tische als auch isotrope Verfestigung abbilden. Einer der Gründe für die Wahl der endo-

chronen Plastizität als Modellierungsansatz ist, neben dem bereits erwähnten Korrespon-

denzprinzip, dass die Begriffe der Ver- und Entfestigung innerhalb der Gruppe metallischer

Werkstoffe verwurzelt sind.

5.1. Entwicklung der Prüfkörpergeometrien

Die Norm-Probegeometrien sind in ihrer geometrischen Ausführung mit den Randbedin-

gungen für werkzeuggebundene Fertigungsverfahren ausgelegt worden. Als Beispiel sei

die DIN EN ISO 527 zur Bestimmung der Zugeigenschaften von Kunststoffen genannt.

Dort heißt es, dass die Prüfverfahren an Bauteilen angewandt werden, ,,die entweder in

den ausgewählten Maßen geformt oder aus Fertigteilen und Halbzeugen, wie Formteilen,

Schichtpressstoffen, Folien und extrudierten oder gegossenen Platten ausgearbeitet, ge-

schnitten oder gestanzt werden” [34]. Das Einsatzgebiet des hier untersuchten PA12 legt

die Verwendung einer rohrförmigen Probengeometrie nahe. Rohrproben sind in der Re-

gel durch Spritzguss hergestellt. Aufgrund der fertigungstechnischen Restriktion entstehen

dünnwandige Proben konstanter Wandstärke mit einem taillierten Mittelbereich [92, 123].
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Der Vorteil von Rohrproben ist, dass sich alle einachsigen Verzerrungszustände wie Zug,

Druck und Torsion applizieren lassen. Außerdem können auch kombinierte Belastungen

realisiert werden. Um die mit der Rohrprobe ermittelten experimentellen Daten auf eine

breite Basis zu stellen, werden Zug- und Scherproben im klassischen Sinne im experimen-

tellen Programm berücksichtigt. Übergeordnetes Ziel einer jeden Probengestaltung ist das

Schaffen eines Bereichs, in dem sich ein möglichst homogener Verzerrungszustand herstel-

len lässt. Dies sollte gleichzeitig der Bereich der größten Verzerrung sein, um den Versa-

gensbereich a priori festlegen zu können. Effekte, die sich zwangsläufig durch die Rand-

bedingungen der Einspannung in der Maschine ergeben, sind zu minimieren bzw. vom zu

untersuchenden Probenbereich abzugrenzen.

5.1.1. Gestalterische Ausführung der Rohrprobe

Aufgrund der Grenzen der werkzeuggebundenen Fertigungsverfahren und des entsprechen-

den Herstellungsaufwands werden Rohrproben selten für mechanische Tests eingesetzt. Es

existieren einige Untersuchungen, die sich insbesondere mit kurzfaserverstärkten Werkstof-

fen befassen [1, 2, 92, 118, 134, 156]. Einige Arbeiten beschäftigen sich mit dem Einsatz

von Polyvinylchlorid (PVC) und Polyethylen (HDPE) als Pipeline-Material und untersu-

chen folglich Schläuche unter Innendruck, mit Fokus auf die Versagensmechanik [10, 11,

54, 148]. Als Beispiel für Auslegung und Test mithilfe von rohrförmigen Geometrien sind

außerdem die Arbeiten von BORNEMANN und SCHLIMMER zu nennen, die sich jedoch auf

Klebeverbindungen fokussieren [16]. Der Einsatzbereich von PA12 für flüssigkeitsführende

Rohre und Schläuche motiviert den Einsatz einer rohrförmigen Probengeometrie im Rah-

men dieser Arbeit, wobei zugleich die mögliche Formkomplexität, die sich durch die Ferti-

gung im SLS-Verfahren ergibt, gezielt eingesetzt wird [85]. Konkret bedeutet das, dass hin-

terschnittige Geometrien unproblematisch sind und Wandstärkeninhomogenitäten aufgrund

des langen Abkühlzeitraums weniger Verzug hervorrufen und daher leichter hingenommen

werden können. Im Einspannbereich der Prüfmaschine ist die Steifigkeit der Probe zu ma-

ximieren. Im mittleren Bereich wird eine dünnwandige Geometrie geschaffen, sodass ein

Großteil der Verzerrung in diesem Bereich stattfindet und darüber hinaus in diesem Be-

reich ein homogener Spannungszustand unterstellt werden kann. Abbildung 5.1 zeigt zwei

Evolutionsstufen der Rohrprobe, die für Tests verwendet wurden [59]. Beim ersten Ent-

wurf der Probe ist aufgrund der kleineren Abmessungen der Doppelkerbe ein homogenerer

Spannungszustand zu erwarten. Der Zugang für lokale Dehnungsmessung mithilfe der digi-

talen Bildkorrelation gestaltete sich jedoch als schwierig, sodass letztlich die größere Probe

(Abb. 5.1 b) verwendet wurde.
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a) Rohrprobe V1 b) Rohrprobe V2

Abbildung 5.1.: Frontansicht der beiden Entwürfe für die Rohrprobe

Abbildung 5.2 zeigt eine Schnittdarstellung der Rohrproben-Baugruppe. Der Stopfen im

Einspannbereich der Probe wird separat hergestellt und durch eine Übergangspassung ein-

gesetzt, wodurch die Einspannbereiche zusätzlich gestützt werden. Die Abflachungen auf

beiden Seiten dienen der Einspannung in der Prüfmaschine.

Einspannbereich

Stopfen als Unterstützung 

des Einspannbereichs

1.5mm D20

Abbildung 5.2.: Iso-Ansicht und Maße der für das SLS-Verfahren entwickelten Rohrprobe

Um das Verhalten der Probe bezüglich Homogenität des Verzerrungszustands und Konzen-

tration der Spannungen im dünnwandigen Bereich der Doppelkerbe zu untersuchen, wur-
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de eine linear-elastische, numerische FEM-Simulation1 durchgeführt. Dazu wurde für den

Elastizitätsmodul ein Wert vonE = 1.000MPa gewählt und eine Querkontraktionszahl von

ν = 0.4 unterstellt. Der Wert des Elastizitätsmoduls ist an die Ergebnisse der dynamisch-

mechanischen Analyse angelehnt, die in Abschnitt 2.4.2 beschrieben sind. Letztlich sind die

Ergebnisse der linear-elastischen FEM-Simulation jedoch ausschließlich qualitativ zu inter-

pretieren und dienen als Absicherung der geometrischen Vorauslegung. Um die Geometrie

zu vereinfachen, wurde der Stopfen mit der Grundgeometrie der Rohrprobe verschmolzen.

Die Probe ist einseitig fest eingespannt und wurde auf der anderen Seite mit einem Dreh-

winkel ϕ = 2◦ beaufschlagt. Die Ergebnisse der Simulation sind in Abb. 5.3 zu sehen

und zeigen, dass sich die Spannungen im Bereich der Doppelkerbe konzentrieren und das

Design der Probe somit zielführend ist.
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+3.600e−02

R

θ

Z

Abbildung 5.3.: Linear-elastische FEM-Berechnung des Dehnungszustands der Rohrprobe

bei Torsionsbelastung

5.1.2. Gestalterische Ausführung der Probe für einfache

Scherung

Bei der Prüfkörpergeometrie für einfache Scherung wurde die geometrische Grundform

der Miyauchi-Probe gewählt, die ursprünglich für metallische Bleche entwickelt worden

ist [116]. Eine Verstärkung der Einspannbereiche analog zur Zugprobe wäre auch hier

möglich, brachte jedoch im Rahmen von Voruntersuchungen keinen Effekt, da die Ein-

spannvorrichtung sehr großflächig aufliegt und dadurch die Kerbwirkung im Übergang mi-

nimal wird.

1Auf die Methode der finiten Elemente wird in Kapitel 7 genauer eingegangen.
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u

20mm

Einspannbereiche

15mm

t = 2mm

Abbildung 5.4.: Frontansicht und Maße der Scherprobe

Das Verhalten der Scherprobe wurde erneut anhand einer linearen FEM-Berechnung ab-

geschätzt, deren Ergebnisse in Abb. 5.5 dargestellt sind. Bei einer vorgegebenen Verschie-

bung von u = 0.5mm sind reine Scherdehnungen nur in einem kleinen Bereich in der

Mitte des Scherbereichs zu finden. Diese Information ist im Hinblick auf die Auswertung

der lokalen Dehnungsmessung (Abschnitt 5.3.3) von großer Bedeutung.
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Abbildung 5.5.: Linear-elastische FEM-Berechnung des Dehnungszustands der Scherprobe

bei einfacher Scherbelastung
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5.1.3. Gestalterische Ausführung der Zugprobe

Die Zugprobe ist an die Vorgaben der DIN EN ISO 527-2 angelehnt, wobei deren Maße

der Probenform 1BA am nächsten kommen. Die Probe wurde aufgrund der geometrischen

Freiheitsgrade des SLS-Verfahrens dreidimensional gestaltet und dadurch die Einspannbe-

reiche zusätzlich verstärkt. Dadurch sinkt die Gefahr, dass die Probe am Übergang vom ge-

klemmten zum verformenden Bereich aufgrund der Kerbwirkung durch die Klemme reißt.

Abbildung 5.6 zeigt die Probe mit gekennzeichnetem Einspannbereich und den relevan-

ten Abmaßen. Die Bohrung im Einspannbereich dient der Befestigung im Betriebsfestig-

keitsprüfstand.

u

6mm 2mm

3mm
Einspannbereich

Abbildung 5.6.: Front- und Seitenansicht und Maße der Zugprobe

Analog zur Rohrprobe ist die Probengeometrie durch eine linear-elastische Simulation ab-

gesichert worden, deren Ergebnisse bei einer Verschiebung von u = 1mm in Abb. 5.7

zu sehen sind. Die Auslegungsabsicht eines homogenen Dehnungszustands im mittleren

Bereich des Prüfkörpers kann anhand der Berechnungsergebnisse bestätigt werden.
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Abbildung 5.7.: Linear-elastische FEM-Berechnung des Dehnungszustands der Zugprobe

5.2. Fertigungsstrategie der Prüfkörper im

Pulvervolumen

Bezüglich der Fertigungsstrategie wird der praktische Ansatz verfolgt, das Bauvolumen

durch zusätzliche Teile im Bauraum, die parallel zu den Prüfkörpern gefertigt werden,

bestmöglich auszufüllen. Abbildung 5.8 liefert eine schematische Darstellung des Bau-

raums mit Rohrproben und Zusatzteilen, anhand dessen einige Erläuterungen insbesondere

zum thermischen Verhalten der gefertigten Teile gemacht werden.
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Bereich höherer

Bauteildichte

Abbildung 5.8.: Darstellung des Pulvervolumens nach abgeschlossener Fertigung

Bereiche mit größerer Bauteildichte halten die Prozesstemperatur länger als Bereiche, in

denen weniger Bauteile platziert sind, da in diesen Bereichen während der Fertigung durch

den Laser mehr Energie eingekoppelt wird. Werden Bauteile aus zentraler Lage des Pulver-

volumens betrachtet, so ist die thermische Geschichte aufgrund der niedrigeren Abkühlrate

länger als bei Bauteilen, die in Randbereichen des Pulvervolumens platziert sind. Bauteile,

die zuletzt belichtet werden und im Pulvervolumen oben liegen, sind der Prozesstemperatur

für kürzere Zeit ausgesetzt als Bauteile im unteren Bereich des Pulvervolumens. Ferner be-

einflussen sich benachbarte Teile gegenseitig in ihrem Abkühlverhalten [14]. Somit ist die

thermische Geschichte eines jeden einzelnen Probekörpers bei der gewählten Fertigungs-

strategie nicht nachvollziehbar.

Um die durch die Fertigung resultierende Streuung abzubilden, werden die Probekörper

für die jeweiligen Experimente aus mindestens zwei verschiedenen Fertigungschargen ge-

mischt. Es findet keine gezielte Konditionierung der Bauteile statt. Nach abgeschlossenem

SLS-Postprocessing (Auspacken und Sandstrahlen) werden die Bauteile für mindestens 48

Stunden bei Raumklima gelagert, bevor sie den Versuchen zugeführt werden. Dies ent-

spricht dem luftfeuchten Zustand, der sich durch Lagerung bei 23◦C und 50% Luftfeuch-

tigkeit einstellt und entsprechend große praktische Relevanz besitzt [78].

Durch den Schichtaufbau der SLS-Probekörper kann ein anisotropes Werkstoffverhalten

in Abhängigkeit der Lage innerhalb des Pulvervolumens erwartet werden. Abbildung 5.9

zeigt schematisch drei von unendlich vielen möglichen Fertigungslagen. Eine ausführliche
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Übersicht zum mechanischen Verhalten bei verschiedenen Orientierungen im Fertigungs-

prozess liefert z. B. die Arbeit von BLATTMEIER [14]. In [3] werden ebenfalls die Auswir-

kungen auf die mechanischen Eigenschaften durch die Bauteilorientierung im Pulvervolu-

men untersucht. Die Abbildung 5.10 stellt die experimentellen Ergebnisse von Torsionsver-

suchen bei einer Traversengeschwindigkeit der Torsionsachse von ϕ̇ = 10◦/min dar.

X Y

Z

Koordinatensystem 

der SLS-Maschine

Belichtungs- 

richtung

Abbildung 5.9.: Drei mögliche Orientierungen der Rohrprobe im Pulvervolumen
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Abbildung 5.10.: Torsionsversuche mit verschiedenen Orientierungen der Prüfkörper im

Pulvervolumen

Die Ergebnisse zu den verschiedenen Orientierungen zeigen unterschiedliche maximale

Torsionsfestigkeiten sowie unterschiedlich ausgeprägte Duktilitäten. Wird der qualitati-
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ve Kurvenverlauf betrachtet, so verhalten sich die unterschiedlichen Orientierungen sehr

ähnlich. Um den experimentellen Aufwand im beherrschbaren Rahmen zu halten, wird vor-

erst eine Probenorientierung untersucht. Alle weiteren Rohrproben werden in x-Richtung

in der Maschine orientiert. Die übrigen Probengeometrien korrespondieren entsprechend.

Bis zu welchem Grad der Verzerrung ein Materialmodell reichen kann, wird im folgenden

Kapitel im Rahmen der lokalen Dehnungsmessung diskutiert.

5.3. Kinematik der Prüfkörper

Um einen Werkstoff mechanisch charakterisieren zu können, muss das Spannungs-Dehn-

ungs-Verhalten bekannt sein. Das DIC-Messprinzip wird am Beispiel der Rohrprobe erläutert,

da die rotationssymmetrische Geometrie eine 3D-Dehnungsmessung erfordert. Für die Mes-

sung der Dehnungen an Zug- und Scherprobe ist eine 2D-Messung mit einer einzelnen

Kamera prinzipiell ausreichend, die Messungen wurden jedoch ebenfalls mit einem 3D-

Messaufbau mit zwei Kameras der Fa. LiMess durchgeführt. Die anschließende Auswer-

tung erfolgt mit der Software Istra4D (Version 4.4.7).

5.3.1. Messprinzip der lokalen 3D-Dehnungsmessung

In Abb. 5.11 ist der prinzipielle Messaufbau der 3D-Dehnungsmessung dargestellt.

Kamerastativ

mit 2 Kameras 

und Beleuchtung

Bereich

Tiefenschärfe

Kameraabstand

Messabstand

Rohrprobe

Abbildung 5.11.: Messaufbau 3D-Dehnungsmessung

Abhängig vom zu ermittelnden Tiefenschärfebereich werden zwei Kameras mit definiertem
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Abstand auf dem Stativ befestigt. Der Kameraabstand, der Messabstand sowie der Winkel

zwischen den Kameras werden nicht im Vorhinein ermittelt, sondern sind das Ergebnis

eines Kalibrierungsschrittes. Die Beleuchtung erfolgt durch flächige LED-Beleuchtungs-

einheiten.
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Abbildung 5.12.: Messprinzip der 3D-Dehnungsmessung mit zwei Kameras

Auf Basis der Photogrammetrie sowie der digitalen Bildkorrelation erfolgt die dreidimen-

sionale Dehnungsmessung [142]. Auf die zu untersuchenden Probenbereiche wird ein sto-

chastisches Grauwertmuster – ein sogenanntes Speckle-Muster – appliziert. Beide Kameras

fertigen Bilder des Musters mit definierter Aufzeichnungsrate über den gesamten Versuchs-

zeitraum an. Die Software teilt das Messfeld in Facetten definierter Größe auf. Abhängig

von der Bildqualität können die Facettengrößen gewählt werden. Für die hier durchgeführten

Messungen wurde eine Facettengröße von 17x17 Pixeln realisiert. Die Grauwertverteilun-

gen in beiden Kameras werden analysiert und daraus die dreidimensionalen Koordinaten

berechnet. Zur Berechnung der Felddehnung werden die Facetten im deformierten und un-

deformierten zeitlich korreliert. Schließlich werden auf Basis der in Kapitel 3.1 erläuterten

kinematischen Grundlagen die entsprechenden Feldgrößen ausgewertet, die in Abb. 5.12

nochmal dargestellt sind. Mithilfe des Verschiebungsvektors u zweier materieller Punkte in

Referenz- und Momentankonfiguration kann durch Gleichung (3.13) die Ingenieurdehnung

ε berechnet werden. Daneben werden durch die Software ebenfalls die Hencky-Dehnung

εH = ln(U) (5.1)

und die Green’sche Dehnung

E =
1

2
(Gradu + GraduT +GraduT · Gradu) , (5.2)
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die die Ingenieurdehnung um den quadratischen Anteil erweitert, ausgewertet. Ebenfalls

lässt sich aus Abb. 5.12 der wichtige Aspekt entnehmen, dass im Rahmen der kinemati-

schen Berechnungen zwischen Starrkörperrotationen R und Streckungen U zu unterschei-

den ist.

Ziel der lokalen Dehnungsmessung ist das Herstellen eines Zusammenhangs zwischen dem

Weg bzw. Winkel der Maschinentraverse und der lokalen Dehnung im Bereich größter

Dehnung aller drei vorgestellten Probegeometrien. Alle mechanischen Experimente finden

auf derselben, eingangs erwähnten Universalprüfmaschine statt, sodass der Zusammenhang

zwischen Weg und Winkel der Maschine und den lokalen Dehnungen auf Basis einer Mess-

reihe hergestellt und dann für alle folgenden Messungen als gültig angenommen wird. Dazu

werden die lokalen Dehnungsmessungen jeweils dreimal wiederholt und gemittelt.

5.3.2. Kinematik der Rohrprobe

Da die Rohrprobe für mehrere Spannungszustände Anwendung findet, muss auch das Ver-

zerrungsverhalten entsprechend bestimmt werden. Ziel ist es, den Traversenwinkel ϕ der

Universalprüfmaschine mathematisch mit der lokalen Scherung γ innerhalb der Doppelker-

be zu verbinden. Darüber hinaus wird im Rahmen eines Zugversuchs ein Zusammenhang

zwischen dem Traversenweg x und der Dehnung ε in Richtung der Probenachse hergestellt.

In Abb. 5.13 ist der Dehnungszustand der Rohrprobe in der 3D-Ansicht zu sehen. Ausgege-

ben werden die gemittelten Dehnungsdaten innerhalb eines Auswertepolygons, das manuell

festgelegt wird. Aufgrund des schichtweisen Aufbaus der Probe kann bei großen Dehnun-

gen eine Inhomogenität im Verzerrungszustand anhand eines Streifenmusters erkannt wer-

den.
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Abbildung 5.13.: Lokale 3D-Dehnungsmessung des Scherzustands der Rohrprobe

Im Rahmen des Postprocessing werden die Messdaten der 3D-Dehnungsmessung mit der

Winkelmessung der Traverse korreliert. Dazu gehört die Auswahl einer geeigneten Ansatz-

funktion sowie die anschließende Parametrierung. Für die Scherdehnungen der Rohrprobe

wurde als Ansatzfunktion eine modifizierte Reihe der Exponentialfunktion gewählt, die mit

dem zweiten Glied beginnt und bei Abbruch nach dem fünften Glied eine ausreichende

Genauigkeit aufweist.

γ(ϕ) =

4
∑

n=1

pn
ϕn

n!
(5.3)

Um Gl. (5.3) an die ermittelten Messdaten anzupassen, wurde das nichtlineare, gradienten-

basierte Optimierungsverfahren fmincon in Matlab gewählt [21, 47]. Die Ergebnisse sind

für verschiedene Dehnungsniveaus in Abb. 5.14 dargestellt.
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Abbildung 5.14.: Zusammenhang zwischen Maschinenwinkel ϕ und Scherdehnung γ

Der Prozess der Korrelation von Maschinenweg u und Dehnung in Achsrichtung ε11 der

Probe wurde ebenfalls durchgeführt. Als mathematischer Ansatz genügt ein Polynom dritter

Ordnung ohne Absolutglied

ε11(x) =
3
∑

n=1

pn u
n . (5.4)

Die korrelierten Kamerabilder zum Dehnungsszustand sowie der Zusammenhang zwischen

Maschinenweg und Dehnung in Achsrichtung für verschiedene Dehnungsniveaus (ε11 =
2% und ε11 = 8%) sind in den Abbildungen 5.15 und 5.16 zu sehen.

55



10.00

9.00

8.00

7.00

6.00

5.00

4.00

3.00

2.00

1.00

0.00

u

ɛ
11

 [%]

1

2

ε
11

 = 2%

ε
11

 = 8%

Abbildung 5.15.: Dehnungszustand im uniaxialen Zugversuch bei der Rohrprobe
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Abbildung 5.16.: Zusammenhang zwischen Maschinenweg u und Dehnung ε11

In Abb. 5.16 wird die Motivation für getrennte Auswertung verschiedener Dehnungsniveaus

deutlich. Während bei einem Maschinenweg von u ≤ 0.5mm die Dehnung einen konka-
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ven Verlauf annimmt, stellt sie sich für größere Deformationen u ≤ 2.5mm konvex dar.

Der konkave Verlauf zu Beginn ist zu erkennen, wird jedoch im Anpassungsprozess des

mathematischen Zusammenhangs ignoriert, da er einen entsprechend kleinen Beitrag zum

Fehler leistet. Bei Verzicht auf die Anpassung bei verschiedenen Dehnungsniveaus und

ausschließlicher Verwendung der Dehnungsfunktion für große Maschinenwege wird die

Aussage zur lokalen Dehnung bei nur kleinen Maschinenwegen (z.B. im Relaxationsver-

such) ungenau. Die Alternative ist ein anderer funktionaler Ansatz, der den geometrischen

Verlauf auch für große Maschinenwege detailgetreu abbilden kann. Die hier verwendeten

Polynomfunktionen sind jedoch sehr einfach in der Handhabung und lassen sich in kurzer

Zeit an verschiedene Dehnungsniveaus anpassen.

Das Vorgehen wird im Folgenden für die Scherprobe und die Zugprobe wiederholt. Da die

zu erfassende Geometrie zweidimensional ist, ist die messtechnische Erfassung deutlich

einfacher.

5.3.3. Kinematik der Scherprobe

Die linear-elastische Berechnung der Scherprobe in Abb. 5.5 hat gezeigt, dass ein reiner

Scherzustand im mittleren Bereich des Messfeldes zu erwarten ist. Daher wurde das Aus-

wertepolygon entsprechend klein gewählt. Um die Scherdehnung γ mit dem Maschinenweg

u mathematisch zu verbinden, genügt auch hier eine Polynomfunktion dritter Ordnung. In

Abb. 5.18 ist deutlich sichtbar, dass die Messergebnisse im Bereich großer Dehnungen stark

streuen. Im Hinblick auf die Interpretation der späteren Berechnungsergebnisse ist festzu-

halten, dass Abweichungen in den Berechnungen oberhalb einer Scherdehnung von γ ≥ 0.1
auch auf die Streuung der lokalen Dehnungsmessung und damit eine nicht korrekt ausge-

wiesene tatsächliche Scherdehnung zurückzuführen ist.
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Scherprobe
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Abbildung 5.18.: Zusammenhang zwischen Maschinenweg u und Scherdehnung γ

5.3.4. Kinematik der Zugprobe

Analog zur Rohrprobe sind bei großen Deformationen auch hier Inhomogenitäten im Ver-

zerrungszustand zu erkennen. Aufgrund des zweidimensionalen Messbereichs kann hier so-

wohl die Dehnung in Zugrichtung ε11 als auch die entsprechende Querdehnung ε22, die im

Fall isotropen Materialverhaltens der Dehnung in Dickenrichtung ε33 entspricht, gemessen

werden. Daraus lässt sich die Querkontraktionszahl ν, auch Poissonzahl genannt, berech-

nen. Abbildung 5.19 zeigt die Dehnungsmessungen der Zugprobe. Das Auswertepolygon

wurde im späteren Versagensbereich der Probe platziert.

59



9.00

8.00

7.00

6.00

5.00

4.00

3.00

2.00

0.00

10.00

1.00

ɛ
11

 [%]

ɛ
22

 [%]

-0.50

-1.00

-1.50

-2.00

-2.50

-3.00

-3.50

-4.00

0.00

-4.50

-5.00

1

2

ɛ
11

 = 2%

ɛ
11

 = 8%

ɛ
22

 = -0.8%

ɛ
22

 = -3.2%

Abbildung 5.19.: Lokale Dehnungsmessung im uniaxialen Zugversuch der Zugprobe

Um einen mathematischen Zusammenhang zwischen dem Weg der Maschine und den Deh-

nungen in Längs- und Querrichtung ε11 und ε22 herzustellen, genügt ein Polynom dritter

Ordnung analog Gl. (5.4).

60



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.01

0

0.01

0.02

0.03

Maschinenweg u [mm] 

Experiment 1

Experiment 2

Experiment 3

Fit

ε
11

ε
22

ε
1
1
/2

2
 [

-]

0 1 2 3 4 5

Maschinenweg u [mm] 

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

Experiment 1

Experiment 2

Experiment 3

Fit

ε
11

ε
22

ε
1
1
/2

2
 [

-]

Abbildung 5.20.: Zusammenhang zwischen Maschinenweg u, Längsdehnung ε11 und Quer-

dehnung ε22

Mithilfe der Ergebnisse kann die Querkontraktionszahl ν anhand des Zusammenhangs

ν = −
ε22
ε11

(5.5)

berechnet werden. Neben dem dividierten Rohsignal der Messung ist in Abb. 5.21 a) die er-

rechnete Querkontraktionszahl aus dem Quotienten der angepassten Polynome aus Abb. 5.20

dargestellt. Zusätzlich wurde die Querkontraktion im Rahmen eines Relaxationsversuchs

messtechnisch erfasst. Dabei wird eine Deformation in Zugrichtung von u = 1mm, die an-

hand der bisherigen Ergebnisse einer Dehnung in Zugrichtung von ε11 = 0.02 entspricht,

mit einer Geschwindigkeit von u̇ = 100mm/min erreicht und anschließend für t = 1000 s
gehalten. Abbildung 5.21 b) zeigt, dass die Querkontraktion von ν ≈ 0.4 nur zu Beginn des

Relaxationsversuchs, also direkt nach Ende des Dehnungssprungs, der nicht dargestellt ist,

erreicht wird und sich bei konstanter Dehnung ε11 reziprok zur Spannung verhält. Entspre-

chend kann eine entlang der y-Achse verschobene und mit Vorfaktor versehene natürliche

Logarithmusfunktion der Form

νfit(t) = p1 · ln(t) + p2 (5.6)

an die Daten angepasst werden.
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Abbildung 5.21.: Querkontraktionszahl der Zugprobe

Die Ergebnisse der lokalen Dehnungsmessungen bedürfen einer kritischen Einordnung. Da-

zu werden die wichtigsten Erkenntnisse zusammengefasst und Implikationen im Hinblick

auf die Materialmodellierung abgeleitet.

5.3.5. Erkenntnisse aus den lokalen Dehnungsmessungen

Die dreidimensionale Dehnungsmessung der Rohrprobe, insbesondere im Torsionsversuch,

ist mit großen Herausforderungen im Hinblick auf die Kalibration der Kameras sowie die

Einstellung des Tiefenschärfebereichs verbunden. Bei großen Deformationen verlassen ei-

nige Facetten den Tiefenschärfebereich des Messfeldes. Andere Facetten, die vorher nicht

erfasst wurden, treten in den Tiefenschärfebreich ein. Beide Bereiche haben gemeinsam,

dass sie nicht im gesamten Messzeitintervall erfasst werden können und somit auch kei-

nen Beitrag zur Auswertung leisten. Die Konsequenz daraus ist, dass der gültige Messbe-

reich mit steigenden Deformationen kleiner wird. Darunter leidet die Genauigkeit der Mes-

sung. Dennoch konnte eine gute Wiederholgenauigkeit bei der lokalen Dehnungsmessung

im Torsionsversuch realisiert werden. Bei den lokalen Dehnungsmessungen der Scherpro-

be sind die Abweichungen der einzelnen Messreihen zueinander deutlich größer, obwohl

das Messfeld aufgrund der Zweidimensionalität einfacher zu erfassen ist. Hier stellt sich

vielmehr das Problem der Homogenität des Spannungszustands ein, da die einfache Sche-

rung eine rotationale Verformung ist, bei der die konstante Höhe des Scherbereichs (15mm
lt. Abb. 5.23) erzwungen werden muss. Eine Abweichung vom homogenen Scherzustand
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stellt sich daher insbesondere im freien Randbereich ein (Abb. 5.5). In [70] wird die In-

homogenität im Spannungszustand des einfachen Scherversuchs ebenfalls herausgearbeitet

und als Schlussfolgerung der Torsionsversuch zur Bestimmung der deviatorischen Materi-

alparameter empfohlen. Zusätzlich erlaubt die Maschinenregelung im Torsionsversuch eine

komplette Kraftfreiheit entlang der Torsionsachse, die bei allen Torsionsmessungen reali-

siert worden ist. Bezüglich der Homogenität ist weiterhin zu beachten, dass insbesondere

bei der Zugprobe sowie der Torsionsprobe im Scherzustand bei großen Dehnungen auch

große Inhomogenitäten im Verzerrungsfeld zu erkennen sind. Während sich bei der Zug-

probe punktförmige Bereiche großer Dehnungen herausbilden (Abb. 5.19), deren Vertei-

lung keinem erkennbaren Muster folgt, bildet sich im Torsionsversuch eine streifenförmige

Struktur großer Dehnungen (Abb. 5.13) aus, anhand derer sich der Schichtaufbau des Bau-

teils aufgrund der Fertigungslage in der Maschine widerspiegelt (Abb. 5.22).

Abbildung 5.22.: Schichtaufbau der Rohrprobe in x-Orientierung (vgl. Abb. 5.9)

Im Rahmen der Auswertung wurde das Auswertepolygon möglichst groß gewählt, sodass

Inhomogenitäten im Dehnungsfeld nivelliert werden. Im Rahmen der Identifikation der

Materialparameter sollen möglichst große Dehnungen berücksichtigt werden. Sofern dies

nicht möglich ist bzw. auf die Inhomogenitäten in der lokalen Dehnung zurückgeführt wer-

den kann, wird der Gültigkeitsbereich des Materialmodells auf kleinere Dehnungen redu-

ziert. Die im Rahmen der mechanischen Tests ausgewerteten Spannungen beziehen sich

immer auf die lokalen Dehnungsgrößen. Für alle Versuche wurde die Ingenieurdehnung

(Gl. (3.13)) ausgewertet. Die Dehnungen wurden lokal in einem kleinen Messbereich aus-

gewertet. Zur Spannungsberechnung wurde der komplette Querschnitt der Probe herange-

zogen. In Abb. 5.23 ist dies am Beispiel der Scherprobe dargestellt und ist auf alle unter-

suchten Probengeometrien übertragbar.

Alle dargestellten Spannungen bestehen folglich aus einer Kombination von lokalen Deh-

nungsgrößen und den Ausgangsquerschnitten A0 des relevanten Probenbereichs. Die Zug-
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Abbildung 5.23.: Vergleich des Messbereichs der lokalen Dehnungsmessung mit der zur

Spannungsberechnung relevanten Querschnittsfläche

probe weist in dem Zusammenhang eine Besonderheit auf, da aufgrund des zweidimen-

sionalen, ebenen Messbereichs die zu den Längsdehnungen korrespondierenden Querdeh-

nungen ebenfalls erfasst worden sind. Damit ist es prinzipiell möglich, Querschnittsver-

jüngungen im Zugversuch zu berechnen. Bezüglich der Auswertung der Querdehnung ist

jedoch zu beachten, dass die Querkontraktionszahl bei viskoelastischen Materialien nicht

skalarwertig, sondern eine Funktion der Zeit bzw. der Frequenz ist, wie die Auswertung

des Relaxationsversuchs (Abb. 5.21) zeigt. Die Zeit- bzw. Frequenzabhängigkeit wurde

zum Beispiel auch von TSCHOEGL [158] und LAKES [88] herausgearbeitet. Weiterhin

verfügt die Querkontraktionszahl über eine Temperaturabhängigkeit, da sich ein teilkris-

talliner Thermoplast wie Polyamid 12 oberhalb seiner Glasübergangstemperatur je nach

Kristallinitätsgrad unterschiedlich stark erweicht und schließlich in die Schmelze übergeht.

Somit wird sich die Querkontraktionszahl bei höheren Temperaturen in Richtung eines in-

kompressiblen Verhaltens ν = 0.5 entwickeln. Messungen zeigen, dass Polyamid 6 im

luftfeuchten Zustand im Temperaturbereich zwischen −20◦C und +60◦C eine Querkon-

traktionszahl von ν = 0.39...0.45 besitzt. Andere Polyamid-Typen zeigen ein ähnliches

Verhalten [147]. Das bei Raumtemperatur aufgenommene Messergebnis von ν ≈ 0.4 für

Polyamid 12 fügt sich also gut in die Werte aus der Literatur ein. Es steht jedoch ledig-

lich das Messergebnis bei Raumtemperatur zur Verfügung. Das zeitabhängige Verhalten

lässt darüber hinaus den Schluss zu, dass die Querdehnung zudem von der Belastungsge-

schwindigkeit abhängt [30, 94]. Im Ratenversuch wurde die Querdehnung bei einer Tra-

versengeschwindigkeit von u̇ = 1mm/min aufgezeichnet. Die zur Querkontraktion er-

mittelten Messdaten bei einer Temperatur und einer Dehnrate können demnach nicht zur

vollumfänglichen Anpassung des Materialmodells dienen. Es ist jedoch möglich, die Mo-

dellantworten zur Querkontraktion sowohl qualitativ als auch quantitativ abzugleichen und

die Messwerte als Indikationswerte zu nutzen.
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5.4. Ergebnisse der mechanischen Experimente

Ziel der mechanischen Experimente ist die phänomenologische Charakterisierung makro-

skopischer Materialeigenschaften [65, 83]. Diese Vorgehensweise unterscheidet sich grund-

sätzlich von der mikromechanischen Herangehensweise, bei der Wechselwirkungen zwi-

schen den Molekülketten abgebildet werden sollen. Hierzu gibt es eine Reihe von Arbei-

ten, die sich mit elastomeren Strukturen beschäftigen [8, 69, 68, 79]. Für mikromechani-

sche Herangehensweise bei der Modellierung von teilkristallinen Thermoplasten seien bei-

spielsweise die Arbeiten von BOYCE [18], GUEGUEN [53] oder LLANA & BOYCE [102]

genannt. Die mechanischen Kennwerte von Polymeren hängen charakteristisch von inneren

Variablen ab, die sich wiederum als Evolutionsgleichungen in Abhängigkeit der Geschich-

te entwickeln. So spielt die Dehnrate bei der Durchführung der mechanischen Experimente

eine entscheidende Rolle. Weiterhin ist die Temperatur als wichtige Prüfbedingung zu be-

achten.

5.4.1. Relaxationsversuche

Ursächlich für die Geschichtsabhängigkeit der mechanischen Eigenschaften von Polyme-

ren ist ein Spektrum molekularer Relaxationsprozesse, die unterschiedliche Relaxationszei-

ten besitzen. Diese Relaxationsprozesse werden auf makroskopischer, phänomenologischer

Ebene durch Evolutionsgleichungen für innere Zustandsvariablen der Modelle beschrieben.

Die hier verwendeten inneren Zustandsvariablen bilden die Gesamtheit der inelastischen

Effekte ab. Für viskoelastische Effekte gilt: Je weiter Deformationsereignisse zurückliegen,

desto weniger werden die Spannungen im aktuellen Zeitpunkt beeinflusst [64]. Um die-

se inneren Zustandsvariablen für die viskoelastischen Effekte zu erfassen, bietet sich der

Relaxationsversuch an, bei dem zum Zeitpunkt t0 ein Verzerrungszustand hergestellt und

in der Folge konstant gehalten wird. Durch die Spannungsantwort im Zeitverlauf kann

das schwindende Gedächtnis des Materials beobachtet werden. Das Herstellen des Ver-

zerrungszustands kann praktisch nicht über einen ,,idealen Sprung” erfolgen. Die Verzer-

rungsgeschwindigkeit ist einerseits so schnell zu wählen, dass das Kurzzeitgedächtnis des

Materials nicht schon im Verlauf des Verzerrungssprungs angeregt wird. Andererseits ist

sie so langsam zu wählen, dass die Spannungsantwort nicht durch Effekte, die aus der Ma-

schinensteifigkeit resultieren, überlagert wird. Relaxationsversuche wurden mit allen drei

Probengeometrien in einem Temperaturbereich von 0◦C bis 90◦C durchgeführt. Je Tem-

peraturstufe wurden die Relaxationsversuche drei Mal wiederholt. Die Identifikation der

Parameter erfolgt anhand der Mittelwerte. Die Standardabweichung ist jeweils dargestellt.

Beispielhaft sind in Abb. 5.24 die Ergebnisse der drei Einzelversuche bei 20◦C sowie die

Auswertungsergebnisse mit Mittelwert und Standardabweichung dargestellt. Für die ande-

ren Temperaturen sind die Ergebnisse der Relaxationsversuche in Abb. 5.25 zusammenge-

fasst.
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Abbildung 5.24.: Relaxationsversuch der Rohrprobe für Torsionsbelastung bei 20◦C
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Abbildung 5.25.: Relaxationsversuche der Rohrprobe für Torsionsbelastung im Tempera-

turbereich von 0◦C bis 90◦C

Neben der Geschichtsabhängigkeit des Materials lässt sich in den Abbildungen auch eine
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starke Temperaturabhängigkeit erkennen. In der halblogarithmischen Darstellung in Abb. 5.25

können grob zwei Gruppen ausgemacht werden, deren qualitativer Kurvenverlauf sich ähnelt

(0◦C bis 30◦C & 40◦C bis 90◦C) und die durch die Glasübergangstemperatur Tg = 37◦C
getrennt sind. Dieses Verhalten korrespondiert mit den Erkenntnissen aus der dynamisch-

mechanischen Analyse (Abschnitt 2.4.2). Insbesondere die halblogarithmische Darstellung

lässt erkennen, dass am Versuchsende noch kein Gleichgewichtszustand erreicht worden

ist. Um das Langzeitverhalten des Materials über die Dauer des Relaxationsversuchs hinaus

abzuschätzen, wird bei Polymeren das Zeit-Temperatur-Superpositionsprinzip angewendet.

Die bereits angesprochenen molekularen Relaxationsprozesse laufen bei höheren Tempe-

raturen schneller ab [40, 39]. Voraussetzung für die Anwendung ist das Vorliegen eines

thermorheologisch einfachen Materials. Das bedeutet, dass die molekularen Prozesse bei

höheren Temperaturen schneller ablaufen, sich aber in Anzahl und Art nicht ändern [137].

Praktisch wird der Verlauf der Spannung durch horizontale Verschiebung der Temperatur-

kurven relativ zu einer Referenztemperatur T0 zur Deckung gebracht. Dadurch kann ei-

ne Masterkurve erstellt werden, die das Verhalten bei der Referenztemperatur auf größere

Zeitskalen extrapoliert. Zur mathematischen Abbildung der Verschiebungsfaktoren aT gibt

es einige Ansätze, die ihren Ursprung in der chemischen Reaktionskinetik haben. Aus der

eher als
”
Faustformel“ bekannten van’t-Hoff’schen Regel, die besagt, dass sich die Ge-

schwindigkeit chemischer Reaktionen bei einer Temperaturerhöhung von 10◦C etwa ver-

doppelt bis vervierfacht, wurde schließlich 1889 die Arrhenius-Gleichung entwickelt, nach

der die Verschiebungsfunktion durch

log (aT ) =
EA

R

(

1

T
−

1

T0

)

(5.7)

berechnet werden kann, wobei EA die zu bestimmende Aktivierungsenergie und R die uni-

verselle Gaskonstante ist [13]. Im Bereich des Glasübergangs und darüber hinaus folgen die

Verschiebungsfaktoren eher aus der Williams-Landel-Ferry-Gleichung (WLF-Gleichung)

[165]

log (aT ) = −
C1(T − T0)

C2 + T − T0
, (5.8)

die über die beiden Faktoren C1 und C2 angepasst werden kann [51]. In Abb. 5.26 sind

die manuell verschobenen Relaxationsfunktionen abgebildet. Während die Anpassung der

Verschiebungsfaktoren mithilfe der Gleichungen (5.7) und (5.8) über den gesamten Tem-

peraturbereich nicht gelingt, kann für den Bereich von 40◦C bis 90◦C, also oberhalb der

Glasübergangstemperatur, die WLF-Gleichung mit den Parametern C1 = 8.83 und C2 =
55.74K in guter Näherung angepasst werden (Abb. 5.27).
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Abbildung 5.26.: Manuelle Zeit-Temperatur-Verschiebung der Relaxationsfunktionen für

die Referenztemperatur T0 = 0◦C
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Abbildung 5.27.: Zeit-Temperatur-Verschiebung der Relaxationsfunktionen durch die

WLF-Gleichung für die Referenztemperatur T0 = 40◦C

Für die Modellierung wird deviatorisch ohne Gleichgewichtsfeder gearbeitet und das Ma-

terial somit als ein hoch scherviskoses Fluid modelliert. Aufgrund seiner chemischen Be-

ständigkeit sowie der guten Verschleiß- und Ermüdungsfestigkeit wird PA12 bevorzugt in

flüssigkeitsführenden Rohren und Schläuchen eingesetzt [40]. Prozessflüssigkeiten, insbe-

sondere Schmier- und Kühlflüssigkeiten, nehmen im Einsatz häufig Temperaturen an, die

oberhalb der Glasübergangstemperatur von PA12 liegen. Daher wird die Modellierung auf

den Bereich oberhalb der Glasübergangstemperatur beschränkt.
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Die Ergebnisse der Relaxationsversuche mit der Zugprobe sind in Abb. 5.28 dargestellt. Bei

den Zugproben stellt sich oberhalb Tg ein Gleichgewichtszustand ein. Für den volumetri-

schen Anteil des Materialmodells ist folglich eine Gleichgewichtsfeder vorzusehen. Fernab

der Motivation anhand des Kurvenverlaufs der Relaxationsversuche bedeutet das Fehlen

einer volumetrischen Gleichgewichtsfeder, dass sich das Material auf einen einzigen ma-

teriellen Punkt komprimieren ließe. Dies scheint, unabhängig von der Zeitskala, nicht rea-

listisch [171]. Außerdem wird durch die volumetrische Gleichgewichtsfeder dem ersten

Axiom der Rheologie nach REINER Rechnung getragen, das besagt, dass sich alle (isotro-

pen) Materialien unter hydrostatischem Druck wie ideal-elastische Körper verhalten [125,

126]. Folglich sollten also innerhalb des Materialmodells alle inelastischen Effekte durch

die gestaltsändernden Spannungsanteile abgebildet werden.
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Abbildung 5.28.: Relaxationsversuche der Zugprobe im Temperaturbereich von 0◦C bis

90◦C

Um die Materialparameter zu validieren, wurden Relaxationsversuche mit der Scherpro-

be sowie mit uniaxialen Zugversuchen der Rohrprobe durchgeführt, deren Ergebnisse im

Anhang A.1 und A.2 dokumentiert sind.

5.4.2. Experimente mit verschiedenen Dehnraten

Neben dem schwindenden Gedächtnis verhalten sich viskoelastische Materialien raten-

abhängig. Aus den dynamisch-mechanischen Vorversuchen wurde die Hypothese abge-
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leitet, dass das Material eine nichtlineare Ratenabhängigkeit zeigt. Im Versuchsprogramm

wurde jedes Experiment für jede Probengeometrie und jede Temperatur dreifach wiederholt

und statistisch ausgewertet. Abbildung 5.29 zeigt beispielsweise drei Torsionsversuche bei

einer monotonen Traversengeschwindigkeit von ϕ̇ = 10◦/min und einer Temperatur von

20◦C sowie deren Mittelwert und Standardabweichung.
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Abbildung 5.29.: Monotoner Ratenversuch der Rohrprobe bei T = 20◦C und ϕ̇ = 10◦/min

Monotone Ratenversuche im gesamtem Temperaturbereich

Die Mittelwerte der Ratenversuche in Temperaturbereich von 0◦C bis 90◦C sind für die

Torsionsversuche der Rohrprobe in Abb. 5.30 dargestellt. Die Ergebnisse für die Zugprobe

befinden sich in Abb. 5.31. Die Zugversuche mit konstanter Dehnrate ähneln qualitativ dem

Verhalten im Torsionsversuch. Die Grenzen für die Verzerrung sind durch die Grenzen der

lokalen, optischen Verzerrungsmessungen (Abschnitt 5.3) definiert. Bei den hier dargestell-

ten Versuchen konnte kein Versagen der Proben festgestellt werden. Mit steigender Tem-

peratur ist eine Abnahme der Festigkeit feststellbar. Aus praktischer Sicht sind Bereiche

geringerer Festigkeit relevant für die rechnerische Bauteilauslegung. Dies ist ein weiterer

Grund für die priorisierte Modellierung oberhalb der Glasübergangstemperatur.
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Abbildung 5.30.: Monotone Ratenversuche der Rohrprobe bei ϕ̇ = 10◦/min
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Abbildung 5.31.: Monotone Ratenversuche der Zugprobe bei u̇ = 1mm/min
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Ratenversuche bei einer Temperatur von 50◦C und verschiedenen Dehnraten

Abbildung 5.32 zeigt Torsionsversuche, bei denen die Winkelgeschwindigkeit der Maschi-

nentraverse um drei Zehnerpotenzen variiert wurde. Es ist eine starke nichtlineare Raten-

abhängigkeit zu erkennen, die sich bei den anderen Versuchstemperaturen ähnlich darstellt.

Die Nichtlinearität in der Ratenabhängigkeit wird durch die Zugversuche, deren Ergeb-

nisse in Abb. 5.33 dargestellt sind, bestätigt. Bei den Torsionsversuchen ist eine große

Überlappung der Standardabweichungen zwischen den einzelnen Traversengeschwindig-

keiten zu erkennen. Dies legt die Empfehlung nahe, größere Abstände zwischen den ein-

zelnen Dehnraten zu wählen, um die Unterschiede deutlicher werden zu lassen. Deutlich

höhere Dehnraten können jedoch durch die Universalprüfmaschine nicht mehr abgebildet

werden. Bei deutlich niedrigeren Dehnraten wird das Versuchsprogramm zeitlich aufwen-

diger. Bei einer Traversengeschwindigkeit von ϕ̇ = 0.001◦/min dauert ein einzelner Tor-

sionsversuch über 10 Tage. In einem derart langen Versuchszeitraum müssen eventuelle

Alterungseffekte und Temperaturschwankungen berücksichtigt werden, die die Versuchs-

auswertung erschweren. Daher wird das Modell auf Basis der vorhandenen Mittelwerte

angepasst.
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Abbildung 5.32.: Monotone Ratenversuche der Rohrprobe bei T = 50◦C
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Abbildung 5.33.: Monotone Ratenversuche der Zugprobe bei T = 50◦C

Zur Validierung der Parameter, die anhand der Zug- und Torsionsversuche identifiziert wur-

den, dienen die Zugversuche mit der Rohrprobe sowie die einfachen Scherversuche. Die

Versuchsergebnisse befinden sich im Anhang A.1 und A.2.

5.4.3. Zyklische Versuche und Stufenversuch

Alle zyklischen und Stufenversuche werden bei 20◦C oder 50◦C durchgeführt, um sich

definitiv ober- oder unterhalb des Glasübergangsbereichs zu befinden. Die Modellierung

konzentriert sich auf die Versuche bei 50◦C. Versuche unterhalb der Glasübergangstempe-

ratur dienen zur Bestätigung eines phänomenologisch ähnlichen Verhaltens des Werkstoffs

unterhalb der Glasübergangstemperatur.

Der Stufenversuch ist eine Reihung von Relaxationsversuchen mit kleinen Dehnungssprüng-

en und kürzeren, intermittierenden Haltezeiten. Die Relaxationsversuche wurden mit einem

Maschinenweg u = 0.4 mm und einer Relaxationszeit von t = 10000 s durchgeführt

(Abb. 5.28). Der Maschinenweg u im Stufenversuch entspricht dem Wert der Relaxations-

versuche, wird jedoch bei einer Zwischenhaltezeit von 1000 s in vier Stufen von je 0.1 mm
unterteilt. Der Weg zurück zur Ausgangslage wird auf dieselbe Weise beschritten. Die in

Abb. 5.34 dargestellten Kurven für Be- und Entlastung würden sich bei deutlich länger

gewählten Zwischenhaltezeiten treffen und in ihren Schnittpunkten die Stützstellen für die

Gleichgewichtskurve vorgeben. Anders als bei den Relaxations- und monotonen Ratenver-

suchen wurden Stufen- und zyklische Versuche nicht wiederholt. Es gibt folglich keine
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Mittelwerte und Standardabweichungen. Dies ist insbesondere bei der späteren Einordnung

der Simulationsergebnisse zu beachten.
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Abbildung 5.34.: Stufenversuch der Zugprobe bei einer Traversengeschwindigkeit von u̇ =
1mm/min.

Für die Zugprobe wurden neben dem Stufenversuch auch zyklische Versuche durchgeführt.

Bisher sind alle Versuche mit neuen Proben durchgeführt worden. Neu bedeutet, dass die

thermische und mechanische Geschichte nur durch den Herstellprozess und die anschlie-

ßende Lagerung bei Raumklima gekennzeichnet ist. Durch die zyklischen Versuche soll

untersucht werden, wie sich das Material bei Mehrfachbelastung verhält. Dabei kann au-

ßerdem die Relaxation bei zyklischer Belastung beobachtet werden. Da die Zugprobe nicht

auf Druck belastet werden kann (es würde unmittelbar ein Knickfall eintreten), sind die

zyklischen Versuche im Zug-Schwellbereich durchgeführt worden. Dabei wurde der Weg

der Maschinentraverse mit u = 0.3 ± 0.1mm sowie u = 1.0 ± 0.5mm vorgegeben. Es

wurden drei Zyklen gefahren, wobei die Traversengeschwindigkeit mit u̇ = 1mm/min
langsam gewählt wurde. Die Abbildungen 5.35 und 5.36 zeigen die Versuchsergebnisse der

zyklischen Zugversuche mit drei Zyklen.
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Abbildung 5.35.: Zyklischer Versuch der Zugprobe bei einem Traversenweg von u = 0.3±
0.1mm bei T = 50◦C
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Abbildung 5.36.: Zyklischer Versuch der Zugprobe bei einem Traversenweg von u = 1.0±
0.5mm bei T = 50◦C

Zyklische Torsionsversuche wurden ebenfalls mit verschiedenen Dehnungsniveaus durch-

geführt. Für einen Maschinenwinkel von ϕ = 6◦ und den beiden untersuchten Temperatu-

ren sind die Ergebnisse in Abb. 5.37 dargestellt. Die Ratenabhängigkeit über drei Zehnerpo-

tenzen der Traversengeschwindigkeit stellt sich ähnlich wie bei den monotonen Scher- und

Zugversuchen dar. Das vollständige Versuchsprogramm der zyklischen Versuche befindet
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sich im Anhang A.3. Die Relaxation bei zyklischer Belastung im Verlauf von fünf Zyklen

ist nur sehr schwach ausgeprägt.
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Abbildung 5.37.: Zyklische Versuche bei ϕ = 6◦

Insbesondere bei hohen Raten kann bei 20◦C eine Differenz im qualitativen Verlauf zwi-

schen der ersten und den darauffolgenden Belastungszyklen ausgemacht werden. Bei grö-

ßeren Deformationen ist dieser Unterschied deutlich erkennbar, wie Abb. 5.38 zeigt. Aus

Gründen der Übersichtlichkeit ist hier nur eine Traversengeschwindigkeit dargestellt. Der

qualitative Verlauf der Kennlinie ist bei anderen Traversengeschwindigkeiten ähnlich (siehe

Anhang A.3).
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Abbildung 5.38.: Zyklische Versuche bei ϕ = 15◦ und ϕ̇ = 1◦/min

5.5. Das kombinierte, dreidimensionale

Materialmodell der Viskoelastizität und

endochronen Plastizität

Ausgehend vom 3-Parameter-Modell (Abb. 4.2), das in Abschnitt rein deviatorisch ein-

geführt worden ist, wird das Materialmodell nun dreidimensional hergeleitet [60]. Formal

wird aus der Scherung γ der zweistufige Dehnungstensor ε und aus der Scherspannung τ

wird der ebenfalls zweistufige Spannungstensor σ. Die Gesamtdehnung ε für die Gleich-

gewichtsfeder zerfällt für das Überspannungselement additiv in die elastische Dehnung εel

und die inelastische Dehnung εin.

Für kleine Deformationen werden die Dehnung der Gleichgewichtsfeder ε sowie die Deh-

nung der Feder des Überspannungselements εel als Prozessvariablen gewählt.

ψ = ψ(εel, ε) (5.9)

Als freie Energiefunktion dient das Hookesche Materialgesetz für die im Modell enthalte-

nen linearen Federn

W = ρ0ψ = µε : ε+
1

2
λ(ε : I)2 + µelεel : εel +

1

2
λel(εel : I)

2 . (5.10)
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Um die Clausius-Planck-Ungleichung auswerten zu können, ist die Zeitableitung der freien

Energiefunktion erforderlich (siehe auch Gleichung (3.53))

ρ0ψ̇ = (2µε+ λ tr(ε)I) : ε̇+ (2µelεel + λel tr(εel)I) : ε̇el . (5.11)

Mit ε̇el = ε̇− ε̇in liefert die Clausius-Planck-Ungleichung

[σ−(2µε+λ tr(ε)I)−(2µelεel+λel tr(εel)I)] : ε̇+[2µelεel+λel tr(εel)I] : ε̇in ≥ 0 . (5.12)

Nach deren Auswertung ergibt sich die Spannung

σ = σeq + σneq = 2µε+ λ tr(ε)I+ 2µelεel + λel tr(εel)I (5.13)

und die Dissipationsrestungleichung

σneq : ε̇in ≥ 0 . (5.14)

Im Fall der in Kapitel 4 vorgestellten Materialmodelle lauten die Evolutionsgleichungen für

das viskoelastische Maxwell-Element (Gl. 4.1)

ε̇in =
1

η
σneq (5.15)

und für das endochrone Element (Gl. 4.9)

ε̇in =
||ε̇||

σF
σneq . (5.16)

Die Dissipationsrestungleichung wird erfüllt, wenn die Materialparameter η > 0 und σF >
0 sind.

Der Zusammenhang zwischen den Lamé-Parametern (µ, λ), Schubmodul G und Kompres-

sionsmodul K wurde in Abschnitt 3.3 behandelt und wird an dieser Stelle detaillierter dar-

gestellt. Der Lamé-Parameter µ entspricht dem Schubmodul G. Für den Lamé-Parameter λ
gilt

λ = K −
2

3
G . (5.17)
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Angewendet auf die Nichtgleichgewichtsspannung aus Gl. 5.13 erhält man

σneq = 2Gelεel +

(

Kel −
2

3
Gel

)

tr(εel)I (5.18)

σneq = Kel tr(εel)I+ 2Gelεel −
2Gel

3
tr(εel)I (5.19)

σneq = Kel tr(εel)I+ 2Gel

(

εel −
1

3
tr(εel)I

)

(5.20)

und kann daraus die Nichtgleichgewichtsspannung in Abhängigkeit des Scher- und Kom-

pressionsmoduls ermitteln

σneq = 3Kelε
V
el + 2Gelε

D
el (5.21)

σneq = 3Kel(ε
V − ε

V
in) + 2Gel(ε

D − ε
D
in) . (5.22)

Um das Materialverhalten der selektiv lasergesinterten Probekörper zu beschreiben, sollen

die vorgestellten Materialmodelle additiv kombiniert werden. Aus den beiden Evolutions-

gleichungen (5.15) und (5.16) wird

ε̇in =

(

1

η
+

|ε̇|

σF

)

σneq . (5.23)

Dieses neue Materialmodell interpoliert zwischen linearer Viskoelastizität bei kleinen Dehn-

raten und endochroner Plastizität bei hohen Dehnraten. Somit kann die nichtlineare Raten-

abhängigkeit sowie die Relaxation bei konstanter Deformation gleichermaßen abgebildet

werden. Da im Rahmen des Versuchsprogramms sowohl rein gestaltsändernde Torsions-

versuche als auch Zugversuche durchgeführt wurden, ist es zielführend, die Evolutionsglei-

chung, die sich aus der Dissipationsrestungleichung ergibt, additiv in einen volumetrischen

und einen deviatorischen Anteil aufzuteilen. Aus Gl. (5.14) wird

(σV
neq + σ

D
neq) : (ε̇

V
in + ε̇

D
in) ≥ 0 . (5.24)

Aufgrund der Symmetrie der Spannungs- und Dehnungstensoren sowie der orthogonalen

Ausrichtung von deviatorischen zu volumetrischen Tensoren und deren Auswirkungen auf

das Skalarprodukt folgt

σ
V
neq : ε̇

V
in + σ

D
neq : ε̇

D
in ≥ 0 . (5.25)

Die Evolutionsgleichung des neuen Materialmodells in Gl. (5.23) wird ebenfalls einem

volumetrisch-deviatorischen Split unterzogen. Somit ergeben sich die beiden Evolutions-
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gleichungen

ε̇
D
in =

(

1

ηD
+

‖ε̇D‖

|σD
F |

)

2Gel(ε
D − ε

D
in) (5.26)

für den deviatorischen Anteil sowie

ε̇
V
in =

(

1

ηV
+

‖ε̇V‖

|σV
F |

)

3Kel(ε
V − ε

V
in) (5.27)

für den volumetrischen Anteil. Um die Relaxationszeiten zu identifizieren, werden die Zu-

sammenhänge

tDr =
ηD

Gel
(5.28)

sowie

tVr =
ηV

Kel

(5.29)

genutzt. So können die Evolutionsgleichungen (5.26) und (5.27) zu

ε̇
V
in =

(

3

tVr
+

3Kel‖ε̇
V‖

|σV
F |

)

(εV − ε
V
in) (5.30)

und

ε̇
D
in =

(

2

tDr
+

2Gel‖ε̇
D‖

|σD
F |

)

(εD − ε
D
in) (5.31)

umgeschrieben werden. Mithilfe dieser gewöhnlichen Differentialgleichungen können die

Parameter des deviatorischen und volumetrischen Anteils der inelastischen Dehnungen un-

abhängig voneinander sequentiell identifiziert werden. Die bisher dargestellten Gleichun-

gen gelten für das 3-Parameter-Modell. Die Evolutionsgleichungen (5.30) und (5.31) sind

für jedes Überspannungselement zu lösen. Die Nichtgleichgewichtsspannung der diskre-

ten rheologischen Kette berechnet sich durch die Summe der Spannungen jedes Über-

spannungselements, wobei die Anzahl der deviatorischen und volumetrischen Überspan-

nungselemente nicht gleich sein muss. Wie in Abschnitt 5.4.1 motiviert wurde, existiert für

den volumetrischen Spannungsanteil eine Gleichgewichtsspannung, die sich durch

σ
V
eq = 3Keqε

V (5.32)

berechnen lässt. Die Gesamtspannung lässt sich bei einer diskreten rheologischen Kette wie
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folgt berechnen

σ = σ
V
eq + σ

V
neq + σ

D
neq = σ

V
eq +

n
∑

i=1

σ
V
neq,i +

m
∑

i=1

σ
D
neq,i . (5.33)

Somit stehen alle Gleichungen zur Identifikation der Materialparameter tVr , tDr , Kel, Keq,

Gel, σ
V
F , σD

F zur Verfügung. Im nächsten Kapitel werden die Materialparameter identifi-

ziert.
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6. Parameteridentifikation

Jeder hat einen Plan – bis ihm ins Gesicht geschlagen

wird.

Mike Tyson (*1966)

Auf Basis der in Abschnitt 5.5 eingeführten Gleichungen für das Materialmodell mit volume-

trisch-deviatorischer Aufteilung werden die Parameter identifiziert, sodass die experimen-

tellen Ergebnisse aus Kapitel 5 bestmöglich abgebildet werden können.

6.1. Identifikations- und Optimierungsstrategie

Bei der Identifikation der Materialparameter stellt sich die Herausforderung, vom beob-

achteten experimentellen Verhalten auf die Ursache in Form der Materialparameter rück-

zuschließen. Mathematisch wird eine solche Problemstellung als invers bezeichnet [127].

Zur Lösung des inversen Problems wird eine Fehlerfunktion f definiert, die von den Ma-

terialparametern p in Form eines Vektors abhängt. Der Ausgabewert der Funktion ist die

Summe der quadrierten Differenz zwischen der experimentell ermittelten Spannung und

der berechneten Spannung mit dem aktuellen Parametersatz p und soll minimiert werden.

Als experimentelle Daten werden zur Identifikation die Relaxations- und die monotonen

Ratenversuche herangezogen. Bei den Daten handelt es sich um ein diskretes Signal mit j
Datenpunkten. Die Funktion wird an jedem Datenpunkt ausgewertet, sodass

f(p) =
∑

j

||σexp
j − σ

num
j || (6.1)

gilt. Bei den Gleichungen für die Spannungen bzw. für die inelastischen Dehnungen han-

delt es sich um Differentialgleichungen erster Ordnung, die sich als Anfangswertprobleme

gut mit dem impliziten Eulerverfahren1 lösen lassen. Es wird also ein Parametervektor p
definiert, der alle Parameter enthält. Zudem sind die Grenzen der Parameter a priori festzu-

legen. Dies ist insbesondere bei der Staffelung der Relaxationszeiten und damit der Visko-

sitäten in den Newtonschen Dämpfern von Bedeutung. Die Iterationsvorschrift zur Lösung

der Differentialgleichungen sowie die Auswertung der Modellantworten werden in einen

1Auf die Iterationsvorschrift zum impliziten Eulerverfahren wird in Kapitel 7 genauer eingegangen.
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Optimierungsalgorithmus eingebettet, sodass die Modellantwort mit den experimentellen

Daten abgeglichen und die Parameter angepasst werden können, bis die Fehlerfunktion

Gl. (6.1) ihr Minimum erreicht. Der Optimierungsalgorithmus in MatLab® wurde im Ver-

lauf der Parameteridentifikation alternierend eingesetzt. Um einen großen Suchradius bei

der Wahl eines neuen Parametersatzes zu realisieren und somit die Fokussierung auf ein

lokales Minimum zu vermeiden, wurde das Verfahren pattern search [95, 155] eingesetzt.

Zudem wurde auf evolutionäre Algorithmen [45, 48] sowie den nichtlinearen Minimierer

fmincon zurückgegriffen, der bereits im Rahmen der lokalen Dehnungssmessung zum Ein-

satz gekommen ist (Kapitel 5.3). Die Algorithmen sind im Rahmen dieser Arbeit Mittel

zum Zweck. Bezüglich der konkreten Inhalte und Vorgehensweise der einzelnen Optimie-

rungsalgorithmen sei auf die o. g. Literatur verwiesen.

6.2. Identifikation der deviatorischen

Materialparameter

6.2.1. Auswertung der Konstitutivgleichungen für den

Torsionsversuch

Zunächst wird auf Basis der Torsionsversuche ausschließlich der deviatorische Anteil der

Nichtgleichgewichtsspannung angepasst. Die Vorgehensweise zur Anpassung des rein ge-

staltsändernden Modellbereichs ist bereits in [61] beschrieben. Für den Fall der Scherdeh-

nung ist der symmetrische Dehnungstensor nur auf zwei Positionen besetzt.

ε = ε
D =





0 γ
2

0
γ
2

0 0
0 0 0



 (6.2)

Es existiert kein volumetrischer Spannungsanteil. Darüber hinaus wird, wie in Kapitel 5.4.1

motiviert, der deviatorische Anteil ohne Gleichgewichtspannung modelliert. Zur Identifika-

tion der Relaxationszeiten tr,i stehen die Relaxationsversuche zur Verfügung. Die Schubmo-

dule Gel,i werden dabei ebenfalls identifiziert, später aber erneut zur Identifikation freige-

geben. Da im Rahmen der Relaxation die Dehnungsgeschwindigkeit ε̇ = 0 und somit auch

das Forbenius-Skalarprodukt verschwindet, geht die Evolutionsgleichung (5.12) in die Evo-

lutionsgleichung des Maxwell-Elements über. Nachdem die Relaxationszeiten identifiziert

sind, werden Versuche bei mehreren Scherraten gemeinsam mit dem Relaxationsversuch

zur Identifikation der SchubmoduleGel,i sowie der Parameter σD
F,i verwendet. Dabei werden

die Relaxationszeiten nicht mehr variiert. Um die inelastischen Dehnungen zu berechnen,
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ist Gl. (5.31) zu lösen. Die Berechnung der Gesamtspannung aus Gl. (5.33) vereinfacht sich

zu

σ = σ
D
neq =

m
∑

i=1

σ
D
neq,i =

m
∑

i=1

2Gel,i (ε
D − ε

D
in,i) . (6.3)

Die Anzahl der erforderlichen deviatorischen, rheologischen Elemente i wird iterativ er-

mittelt. Die Relaxationsversuche haben eine Dauer von t = 10000 s. Als Startwert für die

Anzahl der Elemente können zwei Elemente je zeitlicher Dekade vorgesehen werden. Bei

der Staffelung der Relaxationszeiten handelt es sich ebenfalls um einen iterativen Prozess.

Der Relaxationsversuch kann letztlich mit i = 6 deviatorischen Elementen identifiziert wer-

den (Abb. 6.1).
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Abbildung 6.1.: Identifikation des Relaxationsversuchs im Torsionsversuch bei 50◦C

Die anschließende, kombinierte Identifikation der Relaxations- und Ratenversuche mit fi-

xierten Relaxationszeiten ist in Abbildung 6.2 für das große Scherdehnungsniveau zu se-

hen.

84



10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

t [s] 

0

5

10

15

20

25
τ
 [

M
P

a]

Relax

Relax Fit

1°/min

1°/min Fit

10°/min

10°/min Fit

100°/min

100°/min Fit

Abbildung 6.2.: Identifikation des Relaxationsversuchs und der Ratenversuche im Torsions-

versuch bei 50◦C und ϕ = 15◦

Die Ratenversuche inklusive der Modellantwort sind für zwei verschiedene Scherdehnungs-

niveaus in Abb. 6.3 erneut über der Scherung dargestellt. Das Modell ist für beide Scher-

dehnungsniveaus separat identifiziert worden. Ergo existieren auch zwei verschiedene Pa-

rametersätze. Das separate Identifizieren von kleineren Dehnungen ist durch deren Re-

levanz in der praktischen Auslegung von technischen Polymerbauteilen aus (teilkristalli-

nen) Thermoplasten motiviert. Zur Herleitung eines praxisrelevanten Auslegungsbereichs

soll kurz auf das Konzept der Grenzdehnung eingegangen werden, zu dem es eine Reihe

von Untersuchungen gibt, z. B. [86, 113, 112, 114]. Die Fließdehnung εF kennzeichnet

dabei einen Beanspruchungszustand, dem sich bleibende (mikromechanische) Werkstoff-

veränderungen zuordnen lassen. Darüber hinaus wurde aus der temperatur- und dehnraten-

abhängigen Fließgrenze die kritische Grenzdehnung εF∞ abgeleitet, die als asymptotischer

Grenzwert der Fließdehnungen εF definiert ist und mithilfe eines Kriechversuchs bei niedri-

gen Dehnraten aufgenommen wird. Durch das Einbeziehen der unterschiedlichen Fließdeh-

nungen εF stellt die kritische Grenzdehnung εF∞ eine Größe dar, die nicht von Temperatur

und Dehnrate abhängt und somit eine Art werkstoffspezifischer Absolutaussage zur prakti-

schen Dehnungsauslegung liefert. Kritische Grenzdehnungen für das mit PA12 verwandte

und weitverbreitete PA6 liegen zwischen εF∞ ≈ 3− 4% [149]. Daher werden Dehnungen,

die in etwa der kritischen Grenzdehnung eines ähnlichen Polyamidwerkstoffs entsprechen,

gezielt separat betrachtet. Große Deformationen werden dennoch berücksichtigt, um das

Modell hinsichtlich seiner Leistungsfähigkeit zu testen.
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Abbildung 6.3.: Identifikation der Ratenversuche im Torsionsversuch bei 50◦C und ϕ = 6◦

(links) sowie ϕ = 15◦ (rechts)

Die deviatorischen Parameter sind in den Tabellen 6.1 und 6.2 zusammengefasst. Obwohl

das Modell keine Gleichgewichtsspannung besitzt, kann das Element mit der längsten Re-

laxationszeit im Rahmen der durchgeführten Versuche als solches interpretiert werden. Die

Parametersätze können im Hinblick auf die Optimierung nicht als globales Minimum ge-

sehen werden. Es lassen sich andere Parameterkombinationen finden, die ähnliche Ergeb-

nisse liefern. Die diskreten Signale der Versuche sind allesamt mit einer Zeitschrittweite

h = 0.01 s abgetastet worden. Somit liefern Abweichungen zwischen experimentellen Da-

ten und Modelldaten bei länger andauernden Versuchen, z. B. Relaxationsversuchen oder

Versuchen mit kleiner Dehnrate, einen größeren Beitrag zum Gesamtfehler und werden

durch den Optimierungsalgorithmus priorisiert. Dies lässt sich durch Wichtungsfaktoren

für den jeweiligen Fehlerbeitrag ausgleichen. Neben der Gleichgewichtung bei paralleler

Identifikation mehrerer Versuche können durch Wichtungsfaktoren Prioritäten für einzelne

Versuche gesetzt werden. Allein durch leichte Anpassung der Wichtungsfaktoren können

somit verschiedene Parameterkombinationen generiert werden, deren Auswirkung auf die

Optimierungsergebnisse kaum wahrnehmbar ist.

6.2.2. Parametertest an zyklischen Torsionsversuchen

Mit den identifizierten Parametern werden nun die zyklischen Torsionsversuche simuliert.

Es stehen die Versuche mit einem Traversenwinkel von ϕ = 6◦ und ϕ = 15◦ im Vorder-

grund. Dabei wurden auch jeweils die beiden unterschiedlichen Parametersätze gewählt.

Wie in Abschnitt 5.4.3 bereits beschrieben wurde, untersuchen zyklische Versuche vorran-

gig das Verhalten bei Mehrfachbelastung sowie das Relaxationsverhalten unter zyklischer
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Element Nr. tDr,i [s] Gel,i [MPa] σF,i [MPa]

1 0.22 269.69 1000.00

2 9.43 17.97 0.5

3 80.68 89.67 0.78

4 627.71 49.96 0.71

5 5000.00 35.81 0.57

6 598019.21 204.03 19.83

Tabelle 6.1.: Parametersatz für das deviatorische Modell bei großer Dehnung (ϕ = 15◦)

Element Nr. tDr,i [s] Gel,i [MPa] σF,i [MPa]

1 0.22 105.77 843.84

2 9.43 42.69 3.40

3 80.68 77.63 0.69

4 627.71 34.74 1.41

5 5000.00 22.47 1.81

6 598019.21 204.54 19.50

Tabelle 6.2.: Parametersatz für das deviatorische Modell bei kleiner Dehnung (ϕ = 6◦)
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Belastung. Der erste Halbzyklus wird vom Modell in guter Näherung abgebildet, da der

Verlauf einem monotonen Ratenversuch entspricht, auf den das Modell angepasst worden

ist. Ansonsten lassen sich in den Folgezyklen auch bei kleinen Scherdehnungen die Modell-

grenzen gut erkennen. Während die Absolutwerte der Spannungen an den jeweiligen Scher-

dehnungsgrenzlagen für beide Dehnungsniveaus gut wiedergegeben werden, entspricht der

qualitative Verlauf einer Modellantwort eines rein endochronen Modells. Dies wird insbe-

sondere für das hohe Scherdehnungsniveau in Abb. 6.5 deutlich. Hier kann aufgrund des

qualitativen Kurvenverlaufs sowie des Unterschieds zwischen dem ersten Halbzyklus und

den Folgezyklen von Entfestigungs- und Versagenseffekten ausgegangen werden, die das

hier entwickelte Modell nicht abbilden kann.

Für die Berechnung mit einem Traversenwinkel von ϕ = 6◦ entspricht die Spannungs-

antwort des Modells ebenfalls dem Verlauf des endochronen Plastizitätsmodells. Die ex-

perimentellen Daten zeigen zwischen den Dehnungsendlagen nach dem ersten Halbzyklus

einen Verlauf, der im Vergleich zur Modellantwort eine deutlich kleinere Hysteresekurve

aufweist. Wird der zyklische Versuch bei der Parameteridentifikation neben dem Relaxati-

onsversuch und den monotonen Ratenversuchen eingebunden, so lässt sich das Modellver-

halten im zyklischen Versuch zu Lasten der Abbildungsqualität der monotonen Ratenversu-

che optimieren. Die Ratenversuche werden in diesem Fall eher linear angenähert und sind

daher oberhalb einer Scherung von γ = 0.04 nicht mehr ausreichend genau. Somit können

die Materialparameter bezüglich verschiedener Optimierungsziele nur einen Kompromiss

abbilden. Da die Spannungen in den Dehnungsendlagen gut abgebildet werden, wurden an

den bisher identifizierten Parametersätzen keine Änderungen vorgenommen.
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Abbildung 6.4.: Identifikation des zyklischen Torsionsversuchs bei 50◦C und ϕ = 6◦
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Abbildung 6.5.: Identifikation des zyklischen Torsionsversuchs bei 50◦C und ϕ = 15◦

6.3. Identifikation des volumetrischen

Materialparameters

6.3.1. Auswertung der Konstitutivgleichungen für den

Zugversuch

Im Folgenden werden die Tensoren aufgestellt, die zur Auswertung des einachsigen Zug-

versuchs erforderlich sind und bereits in [60] beschrieben sind. Der Spannungs- und der

Dehnungstensor sind wie folgt besetzt, wobei die Dehnung in Zugrichtung mit ε11 benannt

wird und für die beiden Querdehnungen bei isotropem Materialverhalten ε22 = ε33 = εq
gilt

ε =





ε11 0 0
0 εq 0
0 0 εq



 σ =





σ 0 0
0 0 0
0 0 0



 . (6.4)

Zur Auswertung des Materialmodells sind die Kugelanteile und die Deviatoren von Spannungs-

und Dehnungstensor erforderlich, die sich als Produkt einer skalaren, zeitabhängigen Funk-

tion und einer konstanten Diagonalmatrix darstellen lassen.

ε
V =

1

3
(ε11 + 2εq)





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ε
D =

2

3
(ε11 − εq)





1 0 0
0 −1

2
0

0 0 −1
2



 (6.5)
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σ
V =

σ

3





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 σ
D =

2σ

3





1 0 0
0 −1

2
0

0 0 −1
2



 (6.6)

Die Zusammenhänge für volumetrische und deviatorische Spannungen gelten gleicherma-

ßen für den Gleichgewichts- und den Nichtgleichgewichtsanteil. So ergibt sich für die Span-

nung im einachsigen Zugversuch





σ 0 0
0 0 0
0 0 0



 =
σV
eq

3





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 +
n
∑

i=1

σV
neq,i

3





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 +
n
∑

i=1

2σD
neq,i

3





1 0 0
0 −1

2
0

0 0 −1
2



 .

(6.7)

Die folgenden Operationen finden auf Basis der skalaren Gleichungen statt. Die Diago-

nalmatrizen, mit deren Hilfe eine tensorielle Darstellung gelingt, sind konstant. Aus Glei-

chung (6.7) lassen sich die Gleichungen für die Zugspannung und die beiden identischen

Querspannungen ableiten.

σ =
1

3
σV
eq +

n
∑

i=1

1

3
σV
neq,i +

n
∑

i=1

2

3
σD
neq,i (6.8)

0 =
1

3
σV
eq +

n
∑

i=1

1

3
σV
neq,i −

n
∑

i=1

1

3
σD
neq,i (6.9)

Subtraktion von (6.8) und (6.9) sowie äquivalente Umformung vereinfacht die Gleichungen

für die Spannungen.

σ =
n
∑

i=1

σD
neq,i (6.10)

0 = σV
eq +

n
∑

i=1

σV
neq,i −

n
∑

i=1

σD
neq,i (6.11)

Aus den skalaren Funktionen lässt sich weiterhin mithilfe von Gl. (5.32) die skalare Glei-

chung für die volumetrische Gleichgewichtsspannung identifizieren

σV
eq = 3Keq(ε11 + 2εq) . (6.12)

Durch Einsetzen von (6.12) in (6.11) und entsprechende Umformung lässt sich ein Aus-
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druck für die Querdehnung εq gewinnen.

0 = 3Keq(ε11 + 2εq) +

n
∑

i=1

σV
neq,i −

n
∑

i=1

σD
neq,i (6.13)

εq = −
3Keq

6Keq
ε11 −

∑n
i=1 σ

V
neq,i −

∑n
i=1 σ

D
neq,i

6Keq
(6.14)

Bei sehr langsamen Prozessen verschwinden die Nichtgleichgewichtsspannungen und so-

mit auch der hintere Teil von Gleichung (6.14). Übrig bleibt das Verhältnis der Querdeh-

nungen zur Zugdehnung im Gleichgewichtszustand des Modells von νeq = 0.5. Sofern mit

einer deviatorischen Gleichgewichtsfeder Geq gearbeitet wird, fließt diese in die Berech-

nung der Querkontraktionszahl ein und es entsteht der aus der linearen Elastizitätstheorie

bekannte Zusammenhang

νeq =
3Keq − 2Geq

6Keq + 2Geq
. (6.15)

Ferner können nach Differentiation der Gleichung (5.22) und Einsetzen der Zusammenhänge

aus (6.5) und (6.6) sowie (5.30) und (5.31) die Differentialgleichungen für die Nichtgleich-

gewichtsspannungen gewonnen werden.

σ̇D
neq,i = 2Gel,i(ε̇11 − ε̇q)−

(

2

tDr,i
+

2Gel,i‖ε̇
D‖

|σD
F,i|

)

σD
neq,i . (6.16)

σ̇V
neq,i = 3Kel,i(ε̇11 + 2ε̇q)−

(

3

tVr,i
+

3Kel,i‖ε̇
V‖

|σV
F,i|

)

σV
neq,i . (6.17)

Die Längsdehnung ε11 sowie deren Zeitableitung ε̇11 sind Funktionen, die nach Abschluss

des experimentellen Programms für jeden Versuch zur Verfügung stehen. Die Querdehnung

ist im Rahmen der Experimente ebenfalls erfasst worden, soll aber im Identifikationspro-

zess des Materialmodells neben der Spannung als Ergebnis berechnet und im Vergleich

zu den Messwerten interpretiert werden. Mit der bisherigen Formulierung ist es schwierig,

die als unbekannt betrachtete Rate der Querdehnung ε̇q aus Gl. (6.16) und Gl. (6.17) zu

eliminieren.

Um die Rate der Querdehnungen auszugliedern, werden Gl. (6.16) und Gl. (6.17) zunächst

integriert

σD
neq,i = 2Gel,i(ε11 − εq)−

∫
(

2

tDr,i
+

2Gel,i‖ε̇
D‖

|σD
F,i|

)

σD
neq,i dt (6.18)
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σV
neq,i = 3Kel,i(ε11 + 2εq)−

∫
(

3

tVr,i
+

3Kel,i‖ε̇
V‖

|σV
F,i|

)

σV
neq,i dt (6.19)

Die Integrale werden in zwei zusätzliche Variablen zDi und zVi überführt, nach deren Zeita-

bleitung und Einsetzen der Nichtgleichgewichtsspannungen zwei Evolutionsgleichungen

entstehen, die nicht die Rate der Querdehnung beinhalten. Somit werden die Nichtgleich-

gewichtsspannungen zu

σD
neq,i = 2Gel,i(ε11 − εq)− zDi (6.20)

und

σV
neq,i = 3Kel,i(ε11 + 2εq)− zVi . (6.21)

Die Evolutionsgleichungen für die neu eingeführten Variable sehen wie folgt aus

żDi =

(

2

tDr,i
+

2Gel,i‖ε̇
D‖

|σD
F,i|

)

(2Gel,i(ε11 − εq)− zDi ) (6.22)

żVi =

(

3

tVr,i
+

3Kel,i‖ε̇
V‖

|σV
F,i|

)

(3Kel,i(ε11 + 2εq)− zVi ) (6.23)

Um die im Rahmen der Identifikation zu lösenden Gleichungen weiter zu reduzieren, wer-

den die Nichtgleichgewichtsspannungen aus Gl. (6.14) im nächsten Schritt in Abhängigkeit

von zDi und zVi ausgedrückt. Mit den Defintionen

Kel :=

m
∑

i=1

Kel,i (6.24)

Gel :=
n
∑

i=1

Gel,i (6.25)

können Gl. (6.20) und Gl. (6.21) umgeschrieben und voneinander subtrahiert werden

n
∑

i=1

σV
neq,i −

n
∑

i=1

σD
neq,i = (3Kel − 2Gel)ε11 + (6Kel + 2Gel)εq −

n
∑

i=1

zVi +

n
∑

i=1

zDi . (6.26)
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Einsetzen in Gl. (6.14) liefert

εq = −νeqε11 −

(

3Kel − 2Gel

6Keq
ε11 +

6Kel + 2Gel

6Keq
εq −

∑n
i=1 z

V
i +

∑n
i=1 z

D
i

6Keq

)

. (6.27)

Nach einigen algebraischen Umformungen ergibt sich folgende Gleichung für die Querdeh-

nung

εq = −
6Keqνeq + 3Kel − 2Gel

6Keq + 6Kel + 2Gel

ε11 +

∑n
i=1 z

V
i −

∑n
i=1 z

D
i

6Keq + 6Kel + 2Gel

. (6.28)

Somit stehen alle Gleichungen bereit, um das Materialmodell für den Zugversuch auszu-

werten. Für m volumetrische und n deviatorische inelastische Elemente entsteht aus den

Gleichungen (6.22), (6.23) und (6.28) ein semi-explizites differential-algebraisches Diffe-

rentialgleichungssystem, das aus insgesamt m+ n+ 1 Gleichungen der Form

0 = f(ε, εq, z
D
i , z

V
i ) , (6.29)

żDi = g(ε, εq, z
D
i ) , (6.30)

żVi = h(ε, εq, z
V
i ) (6.31)

besteht. Das Gleichungssystem kann numerisch durch rückwärtige Differenzenformeln (sie-

he Abschnitt 7) erster Ordnung sowie durch Vorgabe einer singulären Massenmatrix gelöst

werden [140, 141]. Die Zugspannung kann letztlich mithilfe von Gl. (6.10) und Gl. (6.20)

einfach berechnet werden. Durch die vorangegangene Identifikation der deviatorischen Pa-

rameter stehen diese bereits fest, sodass lediglich die volumetrischen Parameter zu identifi-

zieren sind.

6.3.2. Volumetrische Erweiterung des Modells

Dem ersten Axiom der Rheologie nach REINER folgend (Abschnitt 5.4.1), wird das Mo-

dell im ersten Schritt um eine volumetrische Gleichgewichtsfeder erweitert. Somit finden

sich alle inelastischen Anteile im gestaltsändernden Dehnungsanteil wieder. Im Zuge des-

sen wird eine Parameterstudie für mögliche Querdehnungen durchgeführt. Es gilt Kel = 0
(Gl. 6.24) sowie

∑n
i=1 z

V
i = 0 aufgrund der fehlenden inelastischen, volumetrischen Ele-

mente. Der Wert für Gel ergibt sich aus der Summe der Schubmodule aus Tabelle 6.1

und nimmt somit für t = 0 einen Wert von Gel = 667.13MPa an. Ohne deviatorisches

Gleichgewichtselement nimmt die Gleichgewichtsquerkontraktionszahl automatisch den

Wert νeq = 0.5 an, Gl. (6.15). Mit der Vorgabe vonKeq und anschließender Auswertung des

Gleichungssystems (6.29) bis (6.31), das nunmehr aus sechs Differentialgleichungen und

einer algebraischen Gleichung besteht, die miteinander gekoppelt sind, können mögliche

Werte für die Querdehnung ermittelt werden. Ausgewertet wurde der Relaxationsversuch
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der Zugprobe bei 50◦C und t = 10.000 s.
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Abbildung 6.6.: Querdehnung bei t = 10.000 s im Relaxationsversuch bei 50◦C

Anhand der Abb. 6.6 ist erkennbar, dass ein Gleichgewichtskompressionsmodul von Keq ≥
1.000MPa eine sehr geringe Auswirkung auf den Wert der Querkontraktionszahl hat, da

diese bereits gegen νeq = 0.5 konvergiert. Dies bedeutet gleichzeitig, dass sich bei festste-

henden deviatorischen Parametern auch durch die Wahl eines sehr hohen Gleichgewichts-

kompressionsmoduls keine höhere Spannungsantwort erzielen lässt. Oberhalb eines Gleich-

gewichtskompressionsmoduls vonKeq = 1.000MPa ändert sich die Spannungsantwort nur

noch in Nuancen. Somit fällt die Identifikation des Kompressionsmoduls schwer. Bei nur

marginaler Änderung der Spannungsantwort, infolge der Variation des Kompressionsmo-

duls in zwei Zehnerpotenzen, stellt sich die Frage, welcher Kompressionsmodul der
”
richti-

ge“ ist. Daher wird im ersten Identifikationsschritt der gemessene Verlauf der Querdehnung

(Abb. 5.21) für die ersten 1.000 s als Indikationsparameter, wie in Abschnitt 5.3.5 beschrie-

ben, eingeführt. Die Ergebnisse des Fitprozesses für Relaxations- und Ratenversuche mit

einem Gleichgewichtskompressionsmodul von Keq = 1.450MPa sind in den Abbildun-

gen 6.7, 6.8 und 6.9 zu sehen. Analog zum Torsionsversuch wurden auch hier bei den mo-

notonen Ratenversuchen zwei verschiedene Dehnungsniveaus berücksichtigt. In Abb. 6.8

sind die Deformationen von u = 2.5mm und u = 5mm berücksichtigt. Die Parame-

tersätze sind entsprechend von dem jeweiligen Deformationsniveau des Torsionsversuchs

übernommen.
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Abbildung 6.7.: Identifikation des Relaxationsversuchs für den Zugversuch bei 50◦C
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Abbildung 6.8.: Identifikation der Ratenversuche für den Zugversuch bei 50◦C
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Abbildung 6.9.: Identifikation der Querkontraktionszahl für den Relaxations- und Raten-

versuch unter Zugbelastung bei 50◦C

Durch die Konstanthaltung der Zugdehnung ε11 im Bereich der Relaxation ist die Mes-

sung der Querdehnung in diesem Versuch mit deutlich geringerem Rauschen verbunden

als die Messung der Querdehnung im monotonen Ratenversuch. Als Indikationsparameter

zur Anpassung der Daten wurde daher der Relaxationsversuch höher priorisiert. Anhand

der Abb. 6.9 ist erkennbar, dass der qualitative Verlauf der Modellantwort im Relaxations-

versuch den Messwerten ähnelt. Die experimentellen Daten des Ratenversuchs sowie das

daran angepasste Polynom sind mit der Modellantwort nur schwer in Einklang zu bringen.

Bei weiteren Messwerten im Ratenversuch (Abb. 5.21) ist erkennbar, dass der Verlauf des

Signals sowie die Unsicherheit reproduzierbar ist. Während der Messwert für die Querkon-

traktionszahl bis zu einer Dehnung von ε11 ≈ 5% ansteigt und damit zumindest tendenziell

der Modellantwort entspricht, bleibt sie anschließend konstant, um gegen Versuchsende zu

fallen. Laut der Theorie wird das plastische Verhalten vom deviatorischen Spannungsanteil

bestimmt und die Querkontraktionszahl entwickelt sich folglich in Richtung inkompres-

siblen Verhaltens. Dies ist hier nicht zu beobachten. Die Modellantwort hingegen zeigt

ein Verhalten, das mit der Theorie konform geht. Für die Qualität der Messung können

die Inhomogenitäten im Dehnungsfeld bei höheren Deformationen als Erklärungsansatz

dienen, eine definitive, die Abweichungen erklärende Antwort kann jedoch nicht gegeben

werden.

6.3.3. Parametertest im Stufenversuch

Die Ergebnisse in Abb. 6.10 zeigen, dass sowohl der Wert für die volumetrische Gleichge-

wichtsfeder Keq als auch das Relaxationsverhalten gut abgebildet werden können.
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Abbildung 6.10.: Identifikation des Stufenversuchs für den Zugversuch bei 50◦C

6.3.4. Parametertest bei zyklischen Versuchen

Die zyklischen Versuchsergebnisse für die Zugprobe und die Simulationsergebnisse sind

in den Abbildungen 6.11 und 6.12 dargestellt. Die Versuche mit kleinen Deformationen

können durch das Modell in guter Näherung abgebildet werden. Für größere zyklische De-

formationen zeigt das Modell eine deutliche Abweichung von den experimentellen Wer-

ten.

0 30 60 90 120 150
0

1

2

3

4

5

6

7

t [s]

σ
1
1
 [

M
P

a]

Abbildung 6.11.: Identifikation des zyklischen Zugversuchs bei 50◦C mit u = 0.3 ±
0.1mm
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Abbildung 6.12.: Identifikation des zyklischen Zugversuchs bei 50◦C mit u = 1.0 ±
0.5mm

Die Modellantworten zum zyklischen Zugversuch korrespondieren mit den Ergebnissen aus

den zyklischen Torsionsversuchen (Abb. 6.5 und Abb. 6.4). Bei größeren Deformationen

entsteht durch den Modellanteil der endochronen Plastizität eine zu große Hysteresekurve,

die in der Abb. 6.12 als zu großes, zyklisches Relaxationsverhalten wahrgenommen wird.

Bei Darstellung der Spannung über der Dehnung (anstelle der Zeit) kann der qualitative

Verlauf der Spannung analog zum endochronen Modell in Abb. 6.13 gut erkannt werden.

Wie auch bei zyklischer Torsion vergrößert sich dieser Effekt bei großen Deformationen

und führt folglich zu größeren Abweichungen in der Modellantwort.
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Abbildung 6.13.: Darstellung des zyklischen Zugversuchs über der Dehnung ε11 bei 50◦C
mit u = 1.0± 0.5mm

Nach der Identifikation der Parameter folgt nun die Implementation in Comsol Multiphysics®,

einer Software, die sich der Methode der finiten Elemente bedient und mit deren Hilfe sich

somit komplexe Strukturen bzgl. ihres Spannungs-Dehnungs-Verhaltens untersuchen las-

sen.
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7. FE-Implementierung und

Validierung

Neben der in MatLab® erfolgten Umsetzung soll das Materialmodell in der auf der Me-

thode der Finiten Elemente basierenden Software Comsol Multiphysics® (Version 6.2) im-

plementiert und getestet werden. Neben der Möglichkeit, Differentialgleichungen in der

generellen oder Koeffizientenform zu implementieren, kann auch die allgemeinste, schwa-

che Form implementiert werden. Dazu wird auf die Bilanzgleichung des Impulses, die das

Gleichgewicht der inneren Kräfte und Spannungen beschreibt, zurückgegriffen. Bei Be-

schränkung auf quasi-statische Prozesse und unter Vernachlässigung volumenspezifischer

Lasten vereinfacht sich die Impulsbilanz (Gl. 3.33) zu

Div σ = 0 . (7.1)

Unter Berücksichtigung der statischen Randbedingungen aus dem Cauchy-Theorem (Gl. 3.32)

t = σ · n, (7.2)

und Multiplikation mit einer beliebigen, jedoch den geometrischen Randbedingungen ge-

nügenden und infinitesimal kleinen Testfunktion δu sowie anschließender Integration über

das betrachtete Gebiet B, entsteht die schwache Form der Impulsbilanz

∫

B

δu Div σ dV +

∫

∂B

δu (σ · n− t) dA = 0 . (7.3)

Mit der Rechenregel für die Divergenz

δu Div σ = Div(σ · δu) (7.4)

und Anwendung der Produktregel ergibt sich

Div(σ · δu) = Grad(δu) : σ + δu Div σ . (7.5)
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Der Gaußsche Integralsatz (Gl. 3.26) liefert zudem

∫

B

δu Div σ dV =

∫

∂B

δu · σ · n dA . (7.6)

So kann die schwache Form der Impulsbilanz in der Form

∫

B

Grad δu : σ dV =

∫

∂B

δu · t dA (7.7)

geschrieben werden. Gleichung (7.7) bilanziert die virtuelle Arbeit der inneren und äußeren

Kräfte. Bei der Auswertung der Gleichung an realen Systemen entstehen nichtlineare Glei-

chungssysteme, die nur mithilfe numerischer Verfahren gelöst werden können. Ein Glei-

chungssystem der Form

K · u = f (7.8)

stellt die einfachste Lösung dar, bei der K die Steifigkeitsmatrix ist, f den Vektor der

äußeren Kräfte und u den Vektor der Knotenverschiebungen darstellt. Im Modul ”Struc-

tural Mechanics” der Software ist das verwendete Hookesche Stoffgesetz bereits imple-

mentiert. Ein Modul, das die Evolutionsgleichungen der linearen Viskoelastizität löst, exis-

tiert ebenfalls, sodass das bestehende Modul lediglich um die Komponente der endochro-

nen Plastizität erweitert werden muss. Durch die Zeitabhängigkeit der viskoelastischen

Stoffe müssen transiente Simulationen zur Bestimmung der unbekannten Variablen durch-

geführt werden. Um ausgehend von Startwerten die zeitdiskreten Lösungen zu berechnen,

werden auch in Comsol Multiphysics® die Evolutionsgleichungen mithilfe der implizi-

ten, rückwärtigen Differenzenformeln (BDF – backward differentiation formula) gelöst.

Bei der rückwärtigen Differenzenformel erster Ordnung handelt es sich um das bereits

erwähnte Euler-Rückwärts-Verfahren, mit dem alle bisher vorgestellten Berechnungsergeb-

nisse in MatLab® erzeugt wurden. Die Iterationsvorschrift für eine Differentialgleichung

ẏ = f(t, y) lautet in diesem Fall

y(tn+1)− y(tn) = h f(y(tn+1), tn+1) , (7.9)

wobei h die Zeitschrittweite tn+1 − tn bezeichnet. Die Iterationsvorschriften werden als

implizit bezeichnet, da der zu berechnende Funktionswert y(tn+1) auf beiden Seiten der

Gleichung zu finden ist. Die Iterationsvorschrift für ein BDF-Verfahren zweiter Ordnung

lautet

3y(tn+2)− 4y(tn+1) + y(tn) = 2h f(y(tn+2), tn+2) . (7.10)

In Comsol Multiphysics® können BDF-Verfahren, die grundsätzlich bis zur sechsten Ord-

nung stabil sind, bis zur fünften Ordnung durchgeführt werden [62, 63].

Anhand der Ergebnisse des Identifikationsprozesses wird das rein deviatorische Modell
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für die Torsionsversuche mit sechs deviatorischen Elementen aufgebaut und anschließend

für die Berechnung der Zugversuche um einen Gleichgewichtskompressionsmodul erwei-

tert.

7.1. Modellaufbau

Ziel einer jeden FEM-Berechnung ist die möglichst realitätsnahe Wiedergabe des Span-

nungs- und Verformungszustands des jeweils untersuchten Bauteils bzw. der untersuchten

Baugruppe. Bei den untersuchten Probekörpern handelt es sich jeweils um Einzelteile, die

ausschließlich mit der Prüfmaschine, deren Steifigkeit die Steifigkeit der untersuchten Pro-

ben um mehrere Zehnerpotenzen übersteigt, interagieren. Dadurch entfallen etwaige Her-

ausforderungen beim Definieren von Kontakten zwischen Bauteilen oder Systemgrenzen.

Alle untersuchten Strukturen sind dünnwandig. Das gilt für den schlanken Mittelbereich

der Zugprobe genauso wie für den doppelt gekerbten Bereich der Rohrprobe und die Scher-

probe. Die aufgebrachten Deformationen rufen homogene Spannungs- und Verzerrungs-

zustände hervor. Bei der Scherprobe, die im einfachen Scherversuch untersucht wurde,

können Inhomogenitäten im Spannungszustand jedoch nicht ausgeschlossen werden. Die

messtechnische Erfassung ist jedoch nicht möglich und führt dazu, dass Abweichungen

von der reinen Scherspannung im einfachen Scherversuch ignoriert werden.

Unter diesen Voraussetzungen soll im Folgenden auf die Wahl der Elemente sowie die Ver-

netzung der Bauteile eingegangen werden. Dünnwandige Bauteile sollten durch ebene Ele-

menttypen abgebildet werden, dickwandige durch volumetrische Elemente. Innerhalb eines

Bauteils können dünn- und dickwandige Strukturen über entsprechende Kopplungselemen-

te miteinander verbunden werden [81]. Die Zugprobe ist durch die Ausführung mit un-

terschiedlichen Dickenbereichen zwar geometrisch dreidimensional ausgeführt (Abb. 5.6),

wird aber dennoch als ebene Geometrie berechnet, da sich die Bereiche größerer Dicke

überwiegend im Bereich der Einspannung befinden und somit für die Gesamtsteifigkeit der

Probe von untergeordneter Bedeutung sind. Für die Rohrprobe wurde das Modell verein-

facht, um einen rotationssymmetrischen Aufbau zu ermöglichen. Dazu sind die nachträglich

montierten Stopfen zur Aussteifung des Einspannbereichs mit dem Grundkörper der Rohr-

probe vereinigt. Zudem wurden die abgeflachten Einspannbereiche ignoriert und zu einer

Einspannung auf der gesamten Mantelfläche in diesem z-Höhenbereich der Probe idea-

lisiert. Beide Modifikationen sind von geringem Einfluss, da sie in keiner mechanischen

Wechselwirkung mit dem dünnwandigen Bereich des Rohres stehen, auf den sich die Be-

rechnung fokussiert. Somit kann der Aufbau einer ebenen Rechnung auf eine rotationssym-

metrische Rechnung übertragen werden. Die Scherprobe besitzt eine konstante Dicke und

eine beidseitig flächige Einspannung, sodass keine geometrischen Modifikationen getätigt

werden müssen, um die Randbedingungen korrekt abzubilden. Neben der Problemgerech-

tigkeit ist auch die höhere Recheneffizienz eine Motivation für den ebenen Modellaufbau.

Die Randbedingungen sowie die Geometrie des zweidimensional-achsensymmetrischen
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Aufbaus der Rohrprobe sind in Abb. 7.1 mit der Umfangsverschiebung dargestellt. Für

den Zugversuch an der Rohrprobe ändert sich lediglich die Richtung der Verschiebung. Für

die Randbedingungen der Zug- und Scherprobe dienen die Abbildungen 5.6 und 5.4 zur

Orientierung.

feste Einspannung

Umfangsverschiebung

Abbildung 7.1.: Zweidimensional-achsensymmetrisches Modell der Rohrprobe

Die Scherprobe wurde mit 2D-Elementen für einen homogenen Spannungszustand in Di-

ckenrichtung aufgebaut. Die Rohrprobe ist mit 2D-achsensymmetrischen Elementen für

achsensymmetrische Randbedingungen aufgebaut. Hier können Spannungsinhomogenitäten

in Dickenrichtung der dünnwandingen Doppelkerbe berücksichtigt werden. Diese werden

jedoch als klein erwartet.

Die Bauteile wurden mithilfe von Dreiecks- und Viereckselementen vernetzt. Innerhalb

der meisten Softwarepakete werden diese Elemente als Tri- bzw. Quadelemente bezeichnet

(Triangle, engl. Dreieck, sowie Quadrilateral, engl. Viereck). Die Elemente sind von qua-

dratischer Ordnung, also verfügt jede Seite über genau einen Zwischenknoten neben den

elementbegrenzenden Eckknoten. Neben der gesteigerten Ergebnisqualität lassen sich die

verrundeten Geometrien der Bauteile durch quadratische Ansatzfunktionen detailgetreuer

bzw. mit weniger Elementen abbilden. Zu Beginn des Vernetzungsprozesses werden die für

die Auswertung besonders relevanten Bereiche, in denen große Spannungen erwartet wer-

den, strukturiert mit Viereckselementen ausgestattet, die möglichst zur Belastungsrichtung

103



ausgerichtet sind. Die Struktur kann hier sehr effizient abgebildet werden, da die Nach-

barschaftsbeziehungen der Elemente implizit gegeben sind. Außerdem weisen strukturierte

Netze eine schnellere Konvergenz auf. Nach der strukturierten Vernetzung folgt die freie,

unstrukturierte Vernetzung der übrigen Geometrie mit Dreieckselementen, wodurch kom-

plexe Geometrien einfacher abgebildet werden können [81].

Abbildung 7.2.: Vernetzung der Zugprobe mit Dreiecks- und Viereckselementen

Abbildung 7.3.: Vernetzung der Rohrprobe mit Dreiecks- und Viereckselementen
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Abbildung 7.4.: Vernetzung der Scherprobe mit Dreiecks- und Viereckselementen

Die Abbildungen zeigen die Vernetzung mit Dreiecks- und Viereckselementen mit der Ele-

mentschiefe sk als Qualitätsmaß, die sich durch

sk = 1 − max

(

ζmax − ζopt
180◦ − ζopt

,
ζopt − ζmin

ζopt

)

(7.11)

berechnet. Mit ζmin/max sind der maximale bzw. minimale Innenwinkel des Elements be-

zeichnet, wobei ζopt den Winkel des gleichwinkeligen, idealen Elements meint. Folglich

entspricht ein Wert von sk = 1 dem exakt gleichwinkeligen Element. Elementschiefen von

bis zu sk = 0.5 werden als akzeptabel eingeschätzt. Spitzwinkelige oder kurzseitige Ele-

mente mit geringem Qualitätsmaß sind in der Regel zu steif, unterschätzen die tatsächlichen

Deformationen und führen zu schlecht konditionierten Matrizen und ungenauen Ergebnis-

sen [87].

7.2. Simulationsergebnisse

In den folgenden Abbildungen sind Berechnungsergebnisse mit den in Kapitel 6 identi-

fizierten Parametern (Tabelle 6.1) zu sehen. Für die Abbildungen wurde jeweils der letzte

Zeitschritt der transienten Berechnungsergebnisse gewählt. Die Deformation ist mithilfe ei-

ner Rampenfunktion vorgegeben, um die experimentellen Deformationsgeschwindigkeiten

korrekt abzubilden.
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7.2.1. Torsionsversuche

In Abb. 7.5 ist das Ergebnis des Relaxationsversuchs nach 10000 s zu sehen. Der Traver-

senwinkel der Maschine von ϕ = 2◦ wird in die Umfangsverschiebung am Kreisbogen

von v = 0.44mm umgerechnet. Für den monotonen Ratenversuch entspricht der Winkel

ϕ = 15◦ einer Umfangsverschiebung von v = 3.35mm. Auch hier ist der letzte Zeit-

schritt in Abb. 7.6 dargestellt. Für beide Lastfälle lassen sich die homogene Spannung im

dünnwandigen Bereich der Doppelkerbe (vgl. Abb. 5.3) sowie die relativ geringen Span-

nungen im restlichen Bereich der Probe erkennen.

Torsionsspannung τ [MPa]Umfangsverschiebung v [mm]Umfangsverschiebung v [mm]

Abbildung 7.5.: FEM-Ergebnis der Spannung im Relaxationsversuch unter Torsionsbelas-

tung bei 50◦C und t = 10000 s
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Umfangsverschiebung v [mm] Torsionsspannung τ [MPa]Torsionsspannung τ [MPa]Umfangsverschiebung v [mm]

Abbildung 7.6.: FEM-Ergebnis der Spannung im Ratenversuch unter Torsionsbelastung bei

50◦C und ϕ̇ = 10◦/min

In beiden Abbildungen ist der Auswertepunkt in der Mitte der Doppelkerbe zu erkennen,

an dem die FEM-Ergebnisse mit den vorherigen Simulationsergebnissen in MatLab® ver-

glichen werden sollen. Dieser Vergleich ist für den Relaxationsversuch und monotonen

Ratenversuch in Abb. 7.7 dargestellt.
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Abbildung 7.7.: Vergleich der FEM-Ergebnisse mit den Ergebnissen der Parameteridentifi-

kation
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Für die Torsionsversuche können die Ergebnisse der Parameteridentifikation durch die FEM-

Implementierung bestätigt werden.

7.2.2. Zugversuche

Bei der Berechnung des Zugversuchs mit der Methode der Finiten Elemente wurden ein Re-

laxationsversuch mit einer Deformation von u = 0.4mm sowie ein Versuch mit konstanter

Dehnrate von u̇ = 1mm/min berücksichtigt. Die Berechnungsergebnisse von Zugspan-

nung σ11 und Deformation u der Zugprobe sind in den Abbildungen 7.8 und 7.9 darge-

stellt.

Zugspannung σ
11

 [MPa]Deformation u [mm]Deformation u [mm]

Abbildung 7.8.: FEM-Ergebnis der Spannung im Relaxationsversuch unter Zugbelastung

bei 50◦C und t = 10000 s
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Zugspannung σ
11

 [MPa]Deformation u [mm]Deformation u [mm]

Abbildung 7.9.: FEM-Ergebnis der Spannung im Relaxationsversuch unter Zugbelastung

50◦C und u̇ = 1mm/min

Für den Zugversuch erfolgt ebenfalls der Abgleich zwischen den Ergebnissen der Para-

meteridentifikation und der FEM-Implementierung. Dabei wurden die Spannungstensoren

jeweils vollständig ausgewertet, sodass neben der experimentell ermittelten Spannung σ11
auch die einzelnen Tensorkomponenten ermittelt worden sind. So verfügt der Spannungsde-

viator im Zugversuch unter Annahme von Isotropie über zwei verschiedene Komponenten

σD
11 sowie σD

22 = σD
33. Der volumetrische Spannungstensor ist entlang der Hauptdiago-

nalen mit drei identischen Komponenten besetzt σV
11 = σV

22 = σV
33. Die Summe der 22-

bzw. 33-Komponenten von Spannungsdeviator und volumetrischem Spannungstensor muss

Null ergeben, um die Spannungsfreiheit in beide Richtungen orthogonal zur Zugrichtung zu

gewährleisten. Dieser Vergleich ist vor allem aufgrund der unterschiedlichen Berechnungs-

weise von FEM und den zur Parameteridentifikation verwendeten Modellen interessant.

Im Rahmen der Identifikation stand zur Ermittlung der Querdehnungen eine algebraische

Gleichung (Gl. 6.14) zur Verfügung, die mit den Gleichungen zur Spannungsberechnung

gekoppelt ist. Im Rahmen des FEM-Berechnungsprozesses wird die Querdehnung iterativ

ermittelt, sodass die Spannungsfreiheit in beide Querrichtungen immer gewährleistet ist. In

Abb. 7.10 ist der Vergleich der Spannungskomponenten für den monotonen Ratenversuch

abgebildet, wobei in Abb. 7.11 explizit der Vergleich der ermittelten Querkontraktionszah-

len dargestellt ist.
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Abbildung 7.10.: Vergleich der Spannungskomponenten zwischen FEM und Parameter-

identifikation für den monotonen Ratenversuch
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Abbildung 7.11.: Vergleich der Querkontraktionszahlen zwischen FEM und Parameteriden-

tifikation für den monotonen Ratenversuch

Analog wurde mit dem Relaxationsversuch verfahren. Die Ergebnisse für die tensoriellen

Spannungskomponenten und die Querkontraktionszahl sind in den Abbildungen 7.12 und

7.13 dargestellt.
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Abbildung 7.12.: Vergleich der Spannungskomponenten zwischen FEM und Parameter-

identifikation für den monotonen Ratenversuch
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Abbildung 7.13.: Vergleich der Querkontraktionszahlen zwischen FEM und Parameteriden-

tifikation für den monotonen Ratenversuch

Insgesamt können die Ergebnisse, die im Rahmen der Parameteridentifikation erzielt wor-

den sind, durch die FEM-Berechnungen bestätigt werden und sollen im Folgenden validiert

werden.
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7.3. Validierungsversuche

In den kommenden Abschnitten wird das Materialmodell bzw. werden dessen Parameter

einer Validierung unterzogen. Dazu werden experimentelle Ergebnisse herangezogen, die

nicht zur Identifikation der Parameter verwendet wurden. In diesem Fall handelt es sich

um einen einfachen Scherversuch mit der in Abschnitt 5.1.2 vorgestellten Scherprobe vom

Miyauchi-Typ und um einen Zugversuch mit der Rohrprobe, die bisher nur im rein devia-

torischen Scherzustand zur Identifikation herangezogen wurde. Es wurden die Ergebnisse

des Raten- und Relaxationsversuchs bei T = 50◦C validiert, wobei sich die Validierung

der Ratenversuche auf eine Dehnrate beschränkt.

7.3.1. Validierungsversuch Scherprobe

Als erster Validierungsversuch wird das Ergebnis des einfachen Scherversuchs vorgestellt.

Bei dem Experiment mit konstanter Dehnrate wurde die Maschinentraverse mit einer Ge-

schwindigkeit von u̇ = 10mm/min bewegt. Die Ergebnisse sind in den folgenden beiden

Abbildungen 7.14 und 7.15 dargestellt.

Scherspannung τ [MPa]Deformation u [mm]

Abbildung 7.14.: FEM-Ergebnis der Scherspannung im Ratenversuch mit u̇ = 10mm/min
bei 50◦C
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Abbildung 7.15.: Modellergebnisse der Scherspannung im Ratenversuch mit u̇ =
10mm/min bei 50◦C

Im Hinblick auf die Abweichungen zwischen den einzelnen, lokalen Verzerrungsmessun-

gen (Abb. 5.18) und der Inhomogenität des Spannungszustands beim einfachen Scher-

versuch konnte eine derart hohe Ergebnisqualität der Validierungsrechnung nicht erwartet

werden. Abbildung 7.14 suggeriert einen homogenen Spannungszustand im Bereich der

Scherfläche, der jedoch dem absolut großen Bereich der Farbskala geschuldet ist. Bei ei-

nem kleineren Spannungsniveau und einer dadurch feiner abgestuften Farbskala kann der

Spannungszustand im Relaxationsversuch in Abb. 7.16 eher mit den in Abschnitt 5.1.2

vorgestellten Ergebnissen des linear-elastischen Simulationsmodells in Einklang gebracht

werden.
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Scherspannung τ [MPa]Deformation u [mm]

Abbildung 7.16.: FEM-Ergebnis der Scherspannung im Relaxationsversuch bei 50◦C
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Abbildung 7.17.: Modellergebnisse der Scherspannung im Relaxationsversuch bei 50◦C
und t = 10000 s

7.3.2. Validierungsversuch Rohrprobe unter Zugbelastung

Der Zugversuch der Rohrprobe wurde mit einer konstanten Dehnrate von u̇ = 1mm/min
und bis zu einer Deformation von u = 2.5mm durchgeführt. Für den Relaxationsver-
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such wurde eine konstante Deformation von u = 0.2mm umgesetzt. Aufgrund der axial-

symmetrischen Ausführung der Rohrprobe und der damit einhergehenden Behinderung der

Querdehnung kann im Bereich der Doppelkerbe kein homogener Spannungszustand erzielt

werden. In Abb. 7.18 ist die Auswertung der Spannung der Deformation im Ratenversuch

zu sehen. Die Zugspannung im Bereich der Doppelkerbe ist durch eine Biegespannung

überlagert. Dieser Effekt war auch im Experiment zu beobachten, wie Abb. 7.19 zeigt.

Zugspannung σ
11

 [MPa]Deformation u [mm]

Abbildung 7.18.: FEM-Ergebnis der Zugspannung im Ratenversuch mit u̇ = 1mm/min
bei 50◦C

undeformierter Zustand deformierter Zustand

Abbildung 7.19.: Biegeeffekt im Zugversuch
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Aufgrund der überlagerten Biegespannung bezieht sich das experimentell ermittelte Kraft-

signal nicht auf eine reine Deformation in Achsrichtung der Rohrprobe. Das in MatLab®

implementierte Modell berechnet die Zugspannung auf Basis von gemessenen Dehnun-

gen, die sich auf der äußeren Druckseite der Doppelkerbe befinden, also die tatsächlichen

Zugdehnungen unterschätzen. Demzufolge ist die Modellantwort mit großen Abweichun-

gen gegenüber der Spannung auf Basis der Kraftmesswerte und der Querschnittsfläche A0

behaftet. Bei der Berechnung mithilfe der FEM wurde aufgrund des inhomogenen Span-

nungszustands im Bereich der Doppelkerbe ein anderer Weg der Auswertung beschritten.

Als Grundlage wurde die Mises-Vergleichsspannung σvM (benannt nach RICHARD VON

MISES) ausgewertet, die einen realen Spannungszustand auf eine fiktive, einachsige Span-

nung zurückführt [6]1. Durch Integration der Vergleichsspannung σvM über die mittige

Querschnittsfläche der deformierten Probe kann ein einachsiges Kraftsignal erzeugt wer-

den, das sich auf die Querschnittsfläche A0 der Probe beziehen lässt. Abbildung 7.20 zeigt

die verschiedenen Spannungsantworten. Es kann festgehalten werden, dass das auf Zug

belastete Rohr bei höheren Deformationen aufgrund des inhomogenen Dehnungsverhal-

tens nicht gut zur Validierung geeignet ist. Bei den kleinen Deformationen im Relaxati-

onsversuch sind zwar ebenfalls Spannungsinhomogenitäten zu erkennen (Abb. 7.21), die

Ergebnisqualität ist jedoch hoch und führt zu einer guten Validierung der Modellparameter

(Abb. 7.22).
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Abbildung 7.20.: Modellergebnisse der Scherspannung im Ratenversuch mit u̇ =
1mm/min bei 50◦C

1Neben der von-Mises-Vergleichsspannung gibt es noch weitere Festigkeitshypothesen, die in der Praxis

Anwendung finden. Dazu sei auf die einschlägige Literatur verwiesen, z. B. [6].
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Zugspannung σ
11

 [MPa]Deformation u [mm]

Abbildung 7.21.: FEM-Ergebnis der Zugspannung im Relaxationsversuch bei 50◦C und

t = 10000 s
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Abbildung 7.22.: Modellergebnisse der Scherspannung im Relaxationsversuch bei 50◦C
und t = 10000 s

Nachdem das Modell erfolgreich mithilfe der Methode der Finiten Elemente implemen-

tiert und validiert wurde, sollen nun die Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst und einige

Limitationen des Modells kritisch beleuchtet sowie ein Ausblick auf künftige Arbeiten ge-

geben werden.
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8. Zusammenfassung und Ausblick

So eine Arbeit ist eigentlich nie fertig, man muss sie für

fertig erklären, wenn man nach Zeit und Umständen

das Mögliche getan hat.

Johann Wolfgang von Goethe (1749 – 1832)

Ziel der Arbeit war es, ein Modell zu entwickeln, das in der Lage ist, viskoelastisches

Materialverhalten mit nichtlinearer Ratenabhängigkeit in Kombination mit Plastizität ohne

klare Fließgrenze abzubilden. Das experimentelle Programm mit der Vorstellung von drei

verschiedenen, selbst entwickelten Probekörpern bildet die Grundlage zur Ermittlung der

Materialeigenschaften. Dabei wurden zwei rein gestaltsändernde und zwei volumetrisch-

deviatorische Versuchsreihen bei diversen, kontrollierten Temperaturniveaus durchgeführt.

Somit diente eine Versuchsreihe der Identifikation der Materialparameter und eine weite-

re zur Validierung. Nach umfangreicher Herleitung der Modellgleichungen aus den ma-

terialtheoretischen Ansätzen der Viskoelastizität und der endochronen Plastizität konnte

ein differential-algebraisches Gleichungssystem bereitgestellt werden, das zur Beschrei-

bung des Modellverhaltens und der Identifikation der Parameter dient. Die Modellant-

wort mit den identifizierten Parametern zeigt eine gute Übereinstimmung mit den rein de-

viatorischen und volumetrisch-deviatorischen Experimentalergebnissen. Mithilfe der kom-

merziellen FEM-Software Comsol Multiphysics® können die Modellantworten des drei-

dimensionalen Modells nachvollzogen und bestätigt werden. Das Modell ermöglicht für

einen praktisch relevanten Auslegungsbereich von ε ≤ 5% bei Temperaturen oberhalb

des Glasübergangs eine zuverlässige Vorhersage der Spannungen für transiente Berech-

nungen. Bei montonen Ratenversuchen sind die Modellantworten bei Dehnungen bis zu

ε ≤ 12% zufriedenstellend. Zyklische Versuche können im Rahmen kleiner Dehnung ab-

gebildet werden, wobei das Modell insbesondere die qualitativen Spannungsverläufe der

zyklischen Versuche auf höherem Dehnungsniveau nicht mehr abzubilden vermag. Die ho-

he Ergebnisqualität des Modells für einen praxisrelevanten Auslegungsbereich soll jedoch

erneut herausgestellt werden. Abschließend sollen nun einige Einschränkungen des Mo-

dells kritisch diskutiert und ein Ausblick auf offene Punkte für zukünftige Arbeit gegeben

werden.
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8.1. Anisotropie als Folge des Fertigungsprozesses

In den mechanischen Tests zeigten die Bauteile bereits anisotropes Verhalten (Abb. 5.10).

Die sich durch den Schichtaufbau im Fertigungsprozess ergebende Anisotropie wird durch

das Materialmodell bisher nicht berücksichtigt. Abbildung 8.1 stellt zwei Fertigungslagen

der Zugprobe und die Komponenten des Dehnungstensors mit dem zugehörigen Schicht-

aufbau dar. Die Dehnung entlang der Zugachse ist mit ε11 bezeichnet, wobei ε22 und ε33 die

Querdehnungen bezeichnet. Im Rahmen dieser Arbeit wurde die x-Fertigungslage der Zug-

probe getestet und modelliert. Die gemessenen Querdehnungen und die daraus errechneten

Querkontraktionszahlen (Abb. 5.21) korrespondieren mit der ε22-Komponente in Abb. 8.1.

Die beiden Querdehnungskomponenten wurden im Rahmen der Modellierung als identisch

ε22 = ε33 angenommen. Es liegt jedoch der Verdacht nahe, dass Unterschiede in der Quer-

dehnung innerhalb einer Schicht ε22 und zwischen den Schichten ε33 existieren. Wird die

z-Fertigungslage der Zugprobe betrachtet, so läge es nahe, transversale Isotropie zu unter-

stellen. Hier würde die ε11-Richtung als Vorzugsrichtung fungieren und die beiden Rich-

tungen ε22 und ε33 würden eine isotrope Ebene bilden. Somit würde das bisherige Modell

mit dem Schub- und Kompressionsmodul jeweils senkrecht zur Vorzugsrichtung erweitert.

Schließlich sind im Rahmen der Identifikation Stabilitätskriterien, die sich aus der Forde-

rung der positiven Definitheit der Steifigkeitsmatrix ableiten, zu erfüllen [7]. Die von der

z-Fertigungslage abweichenden Lagen lassen sich durch Rotationen abbilden. Diese Aniso-

tropie zu berücksichtigen, ist der nächste Schritt in der Weiterentwicklung des Materialmo-

dells, sodass die Fertigungslage eines Bauteils im Rahmen der Berechnung berücksichtigt

werden kann.
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Abbildung 8.1.: Fertigungslagen mit Schichtaufbau und Dehnungen
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8.2. Glasübergangstemperatur im Einsatzbereich

Die Modellierung erfolgt bisher isotherm in einem Bereich oberhalb der Glasübergangs-

temperatur. Ein Elastomer weist im entropieelastischen Bereich oberhalb seiner Glasüber-

gangstemperatur eine größere Verformbarkeit auf als im spröden energieelastischen Be-

reich. Die Erhöhung der Verformbarkeit geht mit einer Abnahme der Festigkeit einher.

Ähnliche Effekte lassen sich bei dem hier untersuchten teilkristallinen Thermoplasten PA12

feststellen. Bezüglich des mechanischen Verhaltens im Experiment kann eine Abnahme

der Festigkeit hin zu höheren Temperaturen beobachtet werden. Im Rahmen des betrach-

teten Deformationsniveaus konnte jedoch auch bei tiefen Temperaturen kein vorzeitiges

Versagen festgestellt werden. Eine Versprödung bei tiefen Temperaturen ist demnach kein

Kriterium, das den Werkstoffeinsatz limitiert. Soll ein für die Praxis relevanter Temperatur-

bereich vollständig abgebildet werden, so ist der Bereich des Glasübergangs, der nominal

bei Tg = 37◦C liegt, als Herausforderung zu sehen. Dazu ist festzuhalten, dass die kalori-

schen und (thermo-)mechanischen Eigenschaften sich durch den Glasübergang verändern.

Die Modellierung des Glasübergangs bzw. der molekularen Ursachen ist seit geraumer Zeit

Gegenstand wissenschaftlicher Arbeiten. Die Arbeiten von TOOL gehen auf die 1940er

Jahre zurück [153] [154]. Als Arbeiten, die, genau wie die im Rahmen dieser Arbeit be-

trachteten Modelle, auf der rationalen Thermodynamik basieren, seien noch die Arbeiten

von CUNAT [28], LION [99] und MITTERMEIER [115] genannt. Die Tatsache, dass die-

se Arbeiten sich neben vielen anderen ausschließlich der Modellierung des Glasübergangs

widmen, zeigt auf, dass es sich beim Glasübergang um ein komplexes Phänomen handelt,

das nicht mit einfachen Methoden innerhalb eines Materialmodells berücksichtigt werden

kann.

Aus Zeit und Kostengründen werden Simulationen für technische Thermoplaste meistens

nicht über den gesamten Temperaturbereich durchgeführt, sondern in dem Zustand, in dem

sich der Werkstoff im
”
schlechtesten“ Zustand befindet. Bei thermoplastischen Polymeren

im Allgemeinen und PA12 im Besonderen ist dies immer die höchste Einsatztemperatur.

Sofern die erforderliche Festigkeit bei der maximalen Einsatztemperatur gewährleistet ist,

so stellen niedrigere Temperaturen meist kein Problem dar. Zu berücksichtigen bleibt, dass

die Duktilität bei tiefen Temperaturen abnimmt. Für das hier beschriebene PA12 können

im Rahmen der Experimente bis 0◦C innerhalb eines praktikablen Dehnungsbereichs kei-

ne Restriktionen für die Auslegung konstatiert werden. Bezüglich der Berücksichtigung

des Glasübergangs scheint der praktikable Ansatz der Modellierung und Berechnung ober-

halb der Glasübergangstemperatur daher ein gangbarer Weg. Das Verlassen des isothermen

Pfads und Einbeziehen des Glasübergangs bedeutet eine enorme Komplexitätssteigerung

des Modells, die den praktischen Nutzen vermutlich nicht rechtfertigen kann.
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8.3. Erweiterung des Modells auf finite

Deformationen

Das Hookesche Stoffgesetz für kleine Deformationen bildet die Grundlage für das hier

entwickelte Materialmodell. Mithilfe der Theorien der Viskoelastizität und der endochro-

nen Plastizität können Nichtlinearitäten abgebildet werden, das Modell ist jedoch geome-

trisch linear und für kleine Deformationen ausgelegt. Dies ist aus praktischer Sicht aus-

reichend, da thermoplastische Polymerbauteile – im Gegensatz zu Bauteilen aus Elasto-

merwerkstoffen – im Bereich kleiner Deformationen betrieben bzw. auf diese ausgelegt

werden. In Abb. 8.2 ist ein Ratenversuch bei T = 20◦C und einer Traversengeschwindig-

keit von u̇ = 1mm/min dargestellt, für den neben der Ingenieurspannung σing auch die

wahre Spannung σwahr, die sich auf die jeweils tatsächliche Querschnittsfläche A der Zug-

probe bezieht, ausgewertet wurde. Die Auswertung wurde mit diesen Parametern durch-

geführt, da sie mit der Messung der Querkontraktionszahl im Ratenversuch (Abb. 5.21)

übereinstimmen und diese Information für die Auswertung der tatsächlichen Querschnitts-

fläche erforderlich ist.
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Abbildung 8.2.: Vergleich von Ingenieurspannung und wahrer Spannung bei der Zugprobe

mit u̇ = 1mm/min bei T = 20◦C

Die Ergebnisse der Parameteridentifikation zeigen, dass Ingenieurspannungen auch bei

großen Deformationen von ε = 10% bzw. Scherungen von γ = 0.25 noch gut abgebil-

det werden können. Es gibt jedoch bei Dehnungen oberhalb von ε ≥ 5% einen relevanten

Unterschied zwischen der wahren Spannung und der im Modell berücksichtigten Ingenieur-

spannung. Um die wahren Spannungen konsequent als die vom Modell zu beschreibende

Größe heranzuziehen, ist der Umfang der lokalen Dehnungsmessungen deutlich auszuwei-

ten, da sowohl die Temperaturen als auch die verschiedenen Dehnungsgeschwindigkeiten
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berücksichtigt werden müssen. Außerdem muss ein Materialmodell für finite Deforma-

tionen existieren, das in den folgenden Abschnitten in seinen Gleichungen bereitgestellt

wird.

8.3.1. Kinematische Zusammenhänge der

(Zwischen-)Konfigurationen

Aus kinematischer Sicht wird zur Beschreibung des Materialverhaltens ein multiplikativer

Split des Deformationsgradienten benötigt, der im Rahmen des kontiuumsmechanischen

Grundlagenkapitels bereits angesprochen wurde (Abschnitt 3.1). Als Folge der bisherigen

Modellierungsstrategie muss der Deformationsgradient in einen isochoren Anteil F̂ und

einen volumetrischen Anteil F̄ aufgeteilt werden. Im Rahmen des geometrisch linearen

Modells sind die inelastischen Effekte durch den rein gestaltsändernden Spannungsanteil

abgebildet worden. Somit wird der isochore Anteil in einen elastischen Anteil F̂e und einen

inelastischen Anteil F̂i multiplikativ aufgeteilt.

F = F̂ · F̄

F̂ = F̂e · F̂i

⇒ F = F̂e · F̂i · F̄

(8.1)

Mithilfe der bereits eingeführten Jacobi-Determinante J lässt sich der volumetrische An-

teil

F̄ = J
1

3 I (8.2)

berechnen. Der isochore Anteil, für den det F̂ = 1 gilt, kann über

F̂ = J−
1

3 F (8.3)

berechnet werden. Durch den multiplikativen Split sind neben der Momentan- und Re-

ferenzkonfiguration (Abb. 3.1) fiktive Zwischenkonfigurationen erforderlich, die für die

Kombination von isochor-volumetrischem und elastisch-inelastischem Split in der Arbeit

von JOHLITZ [76] vorgestellt worden sind, an die sich die folgenden Ausführungen anleh-

nen. Die verschiedenen Konfigurationen sind in Abb. 8.3 dargestellt.
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isochor-volumetrische

Zwischenkonfiguration

elastisch-inelastische

Zwischenkonfiguration

F̂F̄

F̂ e

F̂ i

Abbildung 8.3.: Split des Deformationsgradienten mit Zwischenkonfigurationen (in Anleh-

nung an JOHLITZ [76])

Zwischen den Konfigurationen gelten die Regeln des ,,push-forward” und ,,pull-back” nach

Gln. (3.11) und (3.12). Wird der ,,push-forward” für den Greenschen Verzerrungstensor

ausgeführt, so entsteht auf der isochor-volumetrischen Zwischenkonfiguration ein neuer

Verzerrungstensor ΓIV

ΓIV = F̄−T · E · F̄−1 =F̄−T ·
1

2

(

FT · F− I
)

F̄−1

=
1

2
J−

2

3 (C− I) =
1

2

(

Ĉ− I
)

+
1

2

(

I− B̄−1
)

= Γ̂IV + Γ̄IV .

(8.4)

Der Vorteil dieses Verzerrungsmaßes ist, dass sich die volumetrischen und isochoren Ver-

zerrungsanteile auf der Zwischenkonfiguration – analog zur linearen Theorie – additiv auf-

teilen. Im Weiteren wird der isochore, rechte Cauchy-Green-Tensor benötigt, für den

Ĉ = F̂T · F̂ = J−
2

3 C (8.5)

und

det Ĉ = 1 ⇒
(

det Ĉ
)˙

=
∂ det Ĉ

∂Ĉ
:
˙̂
C = Ĉ−1 :

˙̂
C = 0 (8.6)

123



gilt. Die Aufteilung in gestaltsändernde und volumetrische Verzerrungsanteile folgt der

Modellierungsstrategie für kleine Deformationen. Dabei wurde das inelastische Material-

verhalten gestaltsändernd abgebildet. Um dies auch im finiten Modell umzusetzen, wird

der isochore Anteil des Deformationsgradienten F̂ in einen isochor-elastischen Anteil F̂e

und einen isochor-inelastischen Anteil F̂i aufgeteilt. Somit lassen sich Nichtgleichgewichts-

spannungen innerhalb des deviatorischen Spannungsanteils abbilden. Auf der elastisch-in-

elastischen Zwischenkonfiguration entsteht durch den ,,push-forward” des Verzerrungsten-

sors ΓIV der isochor-volumetrischen Zwischenkonfiguration der Verzerrungstensor Γ̂EI

Γ̂EI = F̂−T
i · Γ̂IV · F̂−1

i =F̂−T
i ·

1

2

(

F̂T · F̂− I
)

· F̂−1
i

=
1

2

(

F̂T
e · F̂e − F̂−T

i · F̂−1
i

)

=
1

2

(

Ĉe − I
)

+
1

2

(

I− B̂−1
i

)

= Γ̂e + Γ̂i

(8.7)

Für den isochor-elastischen rechten Cauchy-Green-Tensor gilt der Zusammenhang aus

Gl. (8.5)

Ĉe = F̂T
e · F̂e . (8.8)

Der isochor-inelastische linke Cauchy-Green-Tensor berechnet sich wiederum durch

B̂i = F̂i · F̂
T
i . (8.9)

Aus Gl. (8.7) wird ersichtlich, dass dieses Vorgehen den additiven Split der elastischen und

inelastischen Deformationsmaße auf der Zwischenkonfiguration sicherstellt. Mithilfe des

isochoren, inelastischen Deformationsgradienten kann eine Bedingung für den isochoren,

inelastischen Geschwindigkeitsgradienten abgeleitet werden. Aus der Vorüberlegung, dass

alle isochoren Deformationsmaße volumenerhaltend sind, kann nach wenigen tensoriellen

Umformungen die Bedingung für die Spur des isochoren, inelastischen Geschwindigkeits-

gradienten L̂i hergeleitet werden.

det F̂i = 1 ⇒
(

det F̂i

)˙

= F̂−T
i :

˙̂
Fi = tr

(

˙̂
Fi · F̂

−1
i

)

= tr
(

L̂i

)

= 0 . (8.10)

Hieraus ergibt sich später eine rein deviatorische Form der Evolutionsgleichungen. Für den

isochoren, inelastischen Deformationsgeschwindigkeitstensor folgt aus Gl. (8.10)

D̂i =
1

2

(

L̂i + L̂T
i

)

⇒ tr(D̂i) = 0 . (8.11)

8.3.2. Spannungstensoren

Analog zur linearen Theorie wird die Spannung in volumetrisch-deviatorischer Aufteilung

bereitgestellt. Der auf der Momentankonfiguration operierende Cauchy-Spannungstensor
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ist durch

T = TV +TD (8.12)

gegeben. Nach Rücktransport des Cauchy-Spannungstensors auf die Referenzkonfiguration

ergibt sich der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

T̄ = JF−1 ·T · F−T . (8.13)

Diese Transportvorschrift kann ebenfalls für die Zwischenkonfigurationen bzw. für Teile

des Spannungstensors angewendet werden. Konkret wird die Spannung auf der isochor-

volumetrischen Zwischenkonfiguration TIV benötigt. Außerdem muss für die Berücksichti-

gung elastischer und inelastischer Anteile der Deviator der Cauchy-Spannung auf diese

Zwischenkonfigurationen transportiert werden.

TIV = ĴF̂−1 ·T · F̂−T (8.14)

T̂ = ĴF̂−1 ·TD · F̂−T (8.15)

Unter Berücksichtigung des Ansatzes für den volumetrischen Anteil des Cauchy-Spannungs-

tensors TV = −p I, der vorher dargestellten Zusammenhänge zwischen den Spannungsten-

soren auf den verschiedenen Konfigurationen sowie des isochor-volumetrischen Splits des

Deformationsgradienten F kann die zweite Piola-Kirchhoff-Spannung zu

T̄ = −p J
1

3 Ĉ−1 + J
1

3 T̂ (8.16)

umgeschrieben werden. Auf dieser Basis wird durch einige Rechenschritte die Spannungs-

leistung T̄ : Ė mit Bezug auf die Referenzkonfiguration berechnet

T̄ : Ė = −
p J̇

3
Ĉ−1 :

(

I+ 2 Γ̂IV

)

− p J Ĉ−1 :
˙̂
ΓIV

+ J T̂ :
˙̂
ΓIV +

J̇

3
T̂ :

(

I+ 2 Γ̂IV

)

.

(8.17)

Zur Vereinfachung der Spannungsleistung sind folgende Zusammenhänge erforderlich

Ĉ−1 :
(

I+ 2 Γ̂IV

)

= Ĉ−1 : Ĉ = tr
(

Ĉ−1 · Ĉ
)

=3

Ĉ−1 :
˙̂
ΓIV =

1

2
Ĉ−1 :

˙̂
C =0

T̂ :
(

I+ 2 Γ̂IV

)

= ĴF̂−1 ·TD · F̂−T : Ĉ = tr(TD) = 0

(8.18)

Somit kann die Spannungsleistung zu

T̄ : Ė = −p J̇ + J T̂ :
˙̂
ΓIV (8.19)
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vereinfacht werden. Diese Darstellung beruht auf einer Arbeit von LION [96].

8.3.3. Materialmodell

Die Grundlage für die Herleitung der Konstitutivgleichung bildet die Clausius-Planck-Un-

gleichung für die isotherme Modellierung in Bezug zur Referenzkonfiguration

−ρ0 ψ̇ + T̄ : Ė ≥ 0 . (8.20)

Die Ungleichung beinhaltet neben der bereits eingeführten Spannungsleistung die Zeitab-

leitung der spezifischen freien Helmholtz’schen Energiefunktion ψ̇ und die Dichte ρ0. Als

Prozessvariablen für die freie Energiefunktion werden die Determinante des Deformations-

gradienten J = detF sowie der elastische, isochore rechte Cauchy-Green-Tensor gewählt

Ĉe. Der isochore rechte Cauchy-Green-Tensor Ĉ ist kein Teil der Prozessvariablen, da der

deviatorische Spannungsanteil keine Gleichgewichtsspannung besitzt.

ψ = ψvol
eq (J) + ψiso

neq(Ĉe) (8.21)

Für die Auswertung der Clausius-Planck-Ungleichung (Gl. 8.20) ist die Zeitableitung der

Energiefunktion erforderlich

ψ̇ =
∂ψvol

eq (J)

∂J
J̇ +

∂ψiso
neq(Ĉe)

∂Ĉe

:
˙̂
Ce . (8.22)

Neben Gl. (8.19) sind die Zusammenhänge

˙̂
ΓIV =

1

2
˙̂
C ,

˙̂
Ce = F̂−T

i ·
˙̂
C · F̂−1

i − L̂T
i · Ĉe − Ĉe · L̂i und

∂ψiso
neq

∂Ĉe

:
˙̂
Ce =

∂ψiso
neq

∂Ĉe

:
(

F̂−T
i ·

˙̂
C · F̂−1

i

)

−
∂ψiso

neq

∂Ĉe

:
(

Ĉe · L̂i + L̂T
i · Ĉe

)

(8.23)

erforderlich, um unter Ausnutzung der isochoren Gestalt von
˙̂
C die Clausius-Planck-Un-

gleichung wie folgt umzuschreiben:

−

(

p+ ρ0
∂ψvol

eq

∂J

)

J̇ +

(

1

2
J T̂− ρ0 F̂

−1
i ·

∂ψiso
neq

∂Ĉe

· F̂−T
i

)

:
˙̂
C

+ρ0
∂ψiso

neq

∂Ĉe

:
(

Ĉe · L̂i + L̂i · Ĉe

)

≥ 0 .

(8.24)
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Schließlichen ergeben sich die konstitutiven Zusammenhänge

p = −ρ0
∂ψvol

eq

∂J

J T̂ = 2 ρ0 F̂
−1
i ·

∂ψiso
neq

∂Ĉe

· F̂−T
i

(8.25)

Nun muss die Dissipationsrestungleichung ausgewertet werden. Durch Ausnutzung des Zu-

sammenhangs für die isotrope Tensorfunktion ψiso
neq und den symmetrischen Tensors Ĉe

Ĉe ·
∂ψneq

∂Ĉe

=
∂ψneq

∂Ĉe

· Ĉe (8.26)

kann die Restungleichung wie folgt ausgewertet werden

ρ0
∂ψneq

∂Ĉe

:
(

Ĉe · L̂i + L̂i · Ĉe

)

= 2 ρ0 Ĉe ·
∂ψneq

∂Ĉe

: D̂i ≥ 0 , (8.27)

wobei

D̂i =
1

2

(

L̂i + L̂T
i

)

(8.28)

gilt.

Auf Basis der Restungleichung muss nun die Evolutionsgleichungen für den Tensor D̂i

abgeleitet werden. Dazu wird auf die bereits in Abschnitt 5.5 eingeführten Materialparame-

ter η für die Viskosität des Dämpfers und σF für die Maximalspannung des endochronen

Modellanteils zurückgegriffen.

D̂i =

(

1

η
+

||D̂||

σF

)

2 ρ0 Ĉe ·
∂ψneq

∂Ĉe

+ β I (8.29)

In der Evolutionsgleichung muss β bestimmt werden, sodass die Bedingung tr D̂i = 0 aus

Gl. (8.11) erfüllt wird. Mit

β = −
2

3
ρ0

(

1

η
+

||D̂||

σF

)

∂ψneq

∂Ĉe

: Ĉe (8.30)

entsteht

D̂i = 2 ρ0

(

1

η
+

||D̂||

σF

)(

Ĉe ·
∂ψneq

∂Ĉe

−
1

3

(

∂ψneq

∂Ĉe

: Ĉe

)

I

)

. (8.31)

und komplettiert somit die Konstitutiv- und Evolutionsgleichungen um viskoplastisches

Materialverhalten zu beschreiben. Als abschließenden Schritt werden im folgenden Ab-
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schnitt die freien Energiefunktionen zur Herleitung des Werkstoffgesetzes dargestellt.

8.3.4. Modellgleichungen für die finite Viskoplastizität

Unter der Annahme, dass sich das Material unter hydrostatischem Druck linear-elastisch

verhält, wird ein volumetrischer Term nach SIMO und TAYLOR verwendet [146]. Für die

rein deviatorischen Spannungsanteile, die die inelastischen Effekte abbilden, wird das Neo-

Hooke-Modell, als Sonderfall des Mooney-Rivlin-Modells, verwendet [117].

ρ0 ψ
vol
eq (J) =

1

2
K
[

(J − 1)2 + (ln J)2
]

ρ0 ψ
iso
neq(Ĉe) = ce10

(

I
Ĉe

− 3
)

(8.32)

Mithilfe der Ansätze für die freien Energiefunktionen lassen sich die konstitutiven Zusam-

menhänge aus Gl. (8.25) auswerten.

p = −K

[

(J − 1) +
ln J

J

]

T̂ = 2 J−1 ce10 Ĉ
−1
i −

2

3
J−1

(

ce10 tr Ĉe

)

Ĉ−1

(8.33)

Nun muss der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor mithilfe der Transportvorschriften und

der Zusammenhänge

T̄ = J F−1 ·
(

−p I+TD
)

· F−T = −p J C−1 + J F−1 ·TD · F−T

TD = F̂ · T̂ · F̂T

F̄−T = F̄−1 = J−
1

3 I

Ĉ−1 = J
2

3 C−1

tr Ĉe = tr
(

Ĉ−1
i · Ĉ

)

(8.34)

berechnet werden. Es ergibt sich nach einigen Rechenschritten

T̄ = −p J C−1 + 2 ce10 J
−

2

3

(

Ĉ−1
i −

1

3
tr
(

Ĉ−1
i · Ĉ

)

Ĉ−1

)

. (8.35)
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Auf der elastisch-inelastischen Zwischenkonfiguration hat die Evolutionsgleichung die Form

D̂i =
△

Γ̂i= 2 ce10

(

1

η
+

||D̂||

σF

)(

Ĉe −
1

3
tr
(

Ĉ · Ĉ−1
i

)

I

)

. (8.36)

Mit dem bekannten Zusammenhang für die Relaxationszeit aus Gl. (5.28) und der Trans-

portvorschrift
˙̂
Ci = 2 F̂T

i · D̂i · F̂i (8.37)

kann die Evolutionsgleichung auf der Referenzkonfiguration durch die materielle Zeitablei-

tung des rechten Cauchy-Green-Tensors dargestellt werden

˙̂
Ci =

(

4

tr
+

4ce10||
˙̂
C||

σF

)(

Ĉ−
1

3
tr
(

Ĉ · Ĉ−1
i

)

Ĉi

)

. (8.38)

Somit steht mit Gl. (8.38) die Evolutionsgleichung zur Verfügung, die aufgrund ihrer rein

deviatorischen Gestalt mit dem von SHUTOV vorgestellten Einschrittverfahren gelöst wer-

den kann [145]. Als Alternative dazu kann die Evolutionsgleichung mit dem Newton-

Raphson-Verfahren gelöst werden. Sofern die Lösung für den inelastischen, isochoren,

rechten Cauchy-Green-Tensor zur Verfügung steht, kann die Spannungsantwort des Mo-

dells mithilfe von Gl. (8.35) ausgewertet werden.

Beim Vergleich der Evolutionsgleichungen des geometrisch linearen Modells mit dem Mo-

dell für finite Deformationen wird klar, dass die numerische Umsetzung des finiten Modells

einen deutlichen Mehraufwand bedeutet. Als Vorteil des finiten Modells kann angeführt

werden, dass durch das Berücksichtigen der quadratischen Anteile des Verschiebungsfel-

des, verglichen mit dem geometrischen, linearen Modell, immer das akkuratere Ergebnis

erzielt wird. Dadurch wird das kritische Einordnen der Ergebnisse im Hinblick auf das

aktuelle Verzerrungsniveau obsolet. Zur Anpassung des finiten Modells muss das experi-

mentelle Programm deutlich ausgeweitet werden, da lokale Dehnungsmessungen für jedes

Geschwindigkeits-, Verzerrungs- und Temperaturniveaus durchzuführen sind, um die Quer-

kontraktionen des Materials unter allen relevanten Randbedingungen vollständig beschrei-

ben zu können. Inwieweit sowohl der numerische als auch der experimentelle Aufwand ge-

rechtfertigt ist, muss anhand des Verzerrungsniveaus des Bauteils sowie der gewünschten

Ergebnisqualität situativ entschieden werden.
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stoffeinsatz, Qualitätssicherung und Schadensanalyse ; [Tagung Werkstoffprüfung
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Theorie über die Fortführung von Aufschmelzvorgängen als Grund-

voraussetzung für eine robuste Prozessführung beim Laser-Sintern von Thermo-
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A. mechanische

Versuchsergebnisse

A.1. Versuchsergebnisse der Scherprobe
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Abbildung A.1.: Relaxationsversuche der Scherprobe
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Abbildung A.2.: Monotone Ratenversuche der Scherprobe bei ẋ = 10mm
min
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A.2. Versuchsergebnisse der Rohrprobe unter

Zugebelastung
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Abbildung A.3.: Relaxationsversuche der Rohrprobe auf Zug bei 20◦C und 50◦C
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Abbildung A.4.: Monotone Zugversuche der Rohrprobe bei ẋ = 1mm
min
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A.3. Versuchsergebnisse der Torsionsproben im

zyklischen Versuch
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Abbildung A.5.: Zyklische Torsionsversuche bei ϕ = 2◦ und 20◦C
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Abbildung A.6.: Zyklische Torsionsversuche bei ϕ = 2◦ und 50◦C
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Abbildung A.7.: Zyklische Torsionsversuche bei ϕ = 6◦ und 20◦C

155



-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

30

1°/min

10°/min

100°/min

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

30
1°/min

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

30
10°/min

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

30
100°/min

 γ [-]

 τ
 [

M
P

a]

 γ [-]
 τ

 [
M

P
a]

 γ [-]

 τ
 [

M
P

a]

 γ [-]

 τ
 [

M
P

a]

Abbildung A.8.: Zyklische Torsionsversuche bei ϕ = 6◦ und 50◦C
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Abbildung A.9.: Zyklische Torsionsversuche bei ϕ = 15◦ und 20◦C
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Abbildung A.10.: Zyklische Torsionsversuche bei ϕ = 15◦ und 50◦C
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