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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Faserverstiarkte Kunststoffe (FVK) bestehen im Wesentlichen aus den Komponenten der
Verstarkungsfaser, eingebettet in eine Matrix aus duroplastischem oder thermoplastischem
Kunststoff. Die Fasern iibernehmen dabei die Funktion &dhnlich eines Seils, das auf Zug
aber zunédchst nicht auf Druck belastbar ist. Erst die Matrix behindert die Fasern am Aus-
knicken, so dafl der Verbund auch Drucklasten ertragen kann. Krafteinleitung in den Werk-
stoff, Kraftiibertragung zwischen den Fasern, Sicherung der geometrischen Gestalt und der
Schutz der Fasern vor dufleren Einfliissen sind die weiteren zu nennenden Hauptaufgaben
der Matrix. Der Vorteil von FVK besteht in der Moglichkeit einer gerichteten Bauweise.
Durch die Anordnung der Fasern und durch einen gezielten Schichtaufbau kénnen die Eigen-
schaften des Verbundes in einem weiten Bereich ,,eingestellt” werden. Die dabei erzielbaren
spezifischen Steifigkeiten und Festigkeiten liegen hoher als die hochlegierter Stéhle. Diese
Besonderheiten machen die FVK attraktiv fiir die Anwendung in der Luft- und Raum-
fahrttechnik. Neben den Vorziigen der faserverstiarkten Kunststoffe gibt es allerdings auch
eine Anzahl an materialtypischen Problemen. Ein erheblicher Nachteil im Vergleich zu den
klassischen Metallen besteht in der geringen Impacttoleranz der FVK. Transversale Schlag-
beanspruchungen rufen bei duktilen Werkstoffen iiberwiegend plastische Verformungen her-
vor, wiahrend der Faserverbund vergleichsweise sprode auf diese Belastungsformen reagiert.
Die Folge sind grofiflichige Schichttrennungen, sogenannte Delaminationen, die die Druck-
festigkeit und Schwingfestigkeit des Laminates deutlich verringern. Faserverstirkte Struk-
turen miissen aus diesem Grund nach wie vor {iber aufwendige Versuchsreihen gegen Quer-
schlagschéden, die z. B. aus Vogel-, Hagel- oder Steinschlag, fallengelassenem Werkzeug oder
Beschuf§ resultieren, qualifiziert werden. In Standardimpactversuchen wird dabei an pla-
nen Probenkorpern deren Impacttoleranz unter genormten Bedingungen getestet [59, 60,
61, 69, 72]. Der geometrische Einfluf und die dominierenden mechanischen Mechanismen
auf das Schidigungsverhalten der Faserverbunde unter Schlagbeanspruchung sind dabei
noch weitestgehend unerforscht. Vorversuche zeigen jedoch einen erheblichen Einfluf3 der
Probekorperkriimmung auf das Impactverhalten [14, 16, 53]. Die meisten realen Strukturen
weisen eine Kriimmung auf, so daf} sich die im Experiment an planen Probenkérpern ermit-
telten Impacttoleranzen nur eingeschréankt iibertragen lassen. Die Folge dieser Unsicherheit
ist oftmals eine Uberdimensionierung gefihrdeter Bauteile, womit solche Strukturen nicht

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

mehr den Anforderungen des Leichtbaus geniigen.

1.1.1 Aspekte der Modellbildung

Als ein Beispiel fiir Strukturelemente mit schwacher Kriimmung kénnen die Rumpf- oder
die Fliigelbeplankungen eines Luftfahrzeuges gesehen werden. Hierbei ist der Begriff der
schwachen Kriimmung fiir Bereiche wie der Fliigelvorderkante nicht oder nur eingeschrankt
giiltig. Im folgenden werden Kriimmungsradien von 189mm < r < 564mm bei Wandstérken
von h = 4mm betrachtet. Aufgrund der Komplexitat ist es aber nicht zielfithrend, die
Gesamtstruktur eines Luftfahrzeuges zu modellieren und zu untersuchen. Vielmehr ist die
Fragestellung nach dem Impactverhalten schwach gekriimmter Strukturen aus faserverstark-
ten Kunststoffen an einer représentativen Substruktur zu studieren. Die Ersatzsteifigkeit
der Anschlufistruktur mufl dabei durch eine geeignete Wahl der Randbedingungen beriick-
sichtigt werden. Durch eine quasi-feste Einspannung oder die gefederte Lagerung einer
Teststruktur lassen sich verschiedene Ersatzsteifigkeiten realisieren. Die in den Versuchs-
einrichtungen des Wehrwissenschaftlichen Instituts fiir Werk-, Explosiv- und Betriebsstofte
(WIWEB) in Erding zur Verfiigung gestandene instrumentierte Fallbolzenanlage (s.Kap.
6.2) erlaubte dabei nur die Untersuchung verhéltnisméfig kleiner Probekorper mit einer
seitlichen Abmessung von 150mm x 100mm. Um auch den Vergleich zu den oben genann-
ten genormten Impacttests zu ermoglichen, wurden fiir die Untersuchungen die Seitenab-
messungen der Probekérper in Anlehnung an die DIN 65561 [69] und die DIN EN 6038
[72] als Ausgangsgeometrie gewihlt. Die Kriimmung realer Strukturen wurde dabei durch
einlaminierte Kugelsegmente unterschiedlicher Kriitmmungsradien modelliert (s. Kap. 6.1.3).
Diese Vorgehensweise ermoglicht es, im Rahmen genormter und erprobter Testbedingungen
den Einfluf} der unterschiedlichen Kriimmungen auf das Impactverhalten von Platten aus
faserverstiarkten Kunststoffen zu untersuchen. Die Wahl dieser Ersatzgeometrie schréinkt
aber auch den direkten Vergleich mit der Gesamtstruktur eines Luftfahrzeuges ein und ist
als ein grundsitzliches Problem der Modellbildung zu verstehen.

1.2 Stand der Technik

Im Vergleich zu Metallen zeigen Faser-Matrix-Verbundwerkstoffe unter Schlagbeanspruchung
ein relativ sprodes Materialverhalten. Charakteristisch ist daher, dafl das Material bei ei-
ner Schlagbeanspruchung im Inneren geschiddigt wird. Die in den Werkstoff eingebrachte
Schlagenergie wird dabei vornehmlich durch Ribildung dissipiert. In Abhéngigkeit von der
Schadenstoleranz des Werkstoffs entstehen dabei Delaminationen iiberwiegend zwischen den
Lagen unterschiedlicher Faserorientierung. Unter Schadenstoleranz versteht man dabei die
Fihigkeit eines Bauteils, bis zu einem bestimmten Ausmafl Fehlstellen oder Schadigungen,
welche bei der Herstellung oder wéhrend des Betriebs entstehen kénnen, zu ertragen, ohne
daf die Sicherheit des Bauteils gefdhrdet wird. Die Schadenstoleranz kann dabei sowohl
durch konstruktive Mafinahmen als auch durch die Wahl des Werkstoffs verbessert werden
[96]. Als typische Schiadigungsformen sind die Durchtrennung von einzelnen oder mehreren
Fasern, der sogenannte Faserbruch (Abb. 1.1 (d)), die Trennung parallel verlaufender Fasern
in einer Einzelschicht (Abb. 1.1 (a)), der intralaminare Rif}, und die flichige Trennung
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zueinander gedrehter Faserschichten, die als interlaminare Risse oder als Delaminationen
bezeichnet werden (Abb. 1.1 (b)), zu nennen. Seltener sind translaminare Risse, die mehrere
Schichten durchtrennen (Abb. 1.1 (c)).

1.2.1 Schidigungsverlauf unter Impact-Belastung

Der Schidigungsverlauf eines Faserverbundes unter Impact-Belastung kann iiber mehrere
Teilschritte beschrieben werden [6, 41, 109]. Die lagenweise unterschiedlich orientierte Mo-
notropie der parallelfaserverstarkten Einzellagen des Verbundes fithrt unter Impact zu Be-
lastungsunstetigkeiten im Laminat mit einem komplexen dreidimensionalen Spannungszu-
stand. Riflauslosend ist die zur Faserldngsrichtung orthogonale Zugbeanspruchung in der

Abbildung 1.1: Schadensverlauf: (a) faserparalleler, intralaminarer Rif}, (b) flachiger, inter-
laminarer Rif8 (Delamination), (c) translaminarer Rif}, (d) Faserbruch.

Einzelschichtebene [8, 9, 47, 52]. Diese fiihrt aufgrund der Uberschreitung zuliissiger Dehnung
der Matrix zwischen zwei Einzelfasern zu frithzeitigem Versagen der Matrix [79]. Der hi-
eraus resultierende intralaminare Rifl wéchst bei ansteigender Belastung zur Grenzschicht
zweier zueinander gedrehter Lagen (Abb. 1.1 (a)). Der an dieser Stelle vorherrschende
Steifigkeitssprung an den Lagen infolge der Anderung der Faserorientierung erzwingt durch
lokale Spannungs- und Dehnungsiiberschreitungen einen Rififortschritt zwischen den Lagen
[77]. Dieses interlaminare Schadenswachstum in Form der flichigen Trennung von benach-
barten Schichten wird als Delamination bezeichnet (Abb. 1.1 (b)). Nach FRIEDRICH [25]
konnen die Delaminationen aufgrund von interlaminaren Zug- und Schubspannungen bzw.
-verzerrungen weiter wachsen. Neben dem reinen Delaminationswachstum kommt es auf-
grund der weiterhin vorhandenen Belastungsmodi und der fehlenden stiitzenden Wirkung
der Nachbarschichten zu neuen, kleineren intralaminaren Rissen senkrecht zu den Delami-
nationen [8, 9]. Fiir gewebeverstirkte Schichten oder 3D-verstérkte Laminate lassen sich
dhnliche aber weniger anschauliche Mechanismen finden.

1.2.2 Impactgeschwindigkeit

Die Begriffe Nieder-, Mittel- und Hochgeschwindigkeitsimpact lassen sich nicht klar vonein-
ander abgrenzen. Im Allgemeinen geht man jedoch davon aus, daf} es sich bei Impactge-
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schwindigkeiten unterhalb von 20m/s bei kohlenstoffaserverstarkten Kunststoffen (CFK)
eher um einen Niedergeschwindigkeitsimpact handelt [12], wéhrend bei Geschwindigkei-
ten oberhalb von 100m/s von einem Hochgeschwindigkeitsimpact gesprochen wird [7, 54].
Dazwischen kann der Bereich als Mittelgeschwindigkeitsimpact bezeichnet werden. Aus-
schlaggebend fiir diese Geschwindigkeitsklassifizierung des Impacts ist aber die werkstoffab-
héngige Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Stérung im Bauteil. Eine schematische Darstel-
lung findet sich hierzu bei CANTWELL et al. [7] (s. Abb. 1.2). Wird eine Struktur im unteren

(a) (b)
()

Abbildung 1.2: (a) Niedergeschwindigkeitsimpact, (b) Hochgeschwindigkeitsimpact; [7].

Geschwindigkeitsbereich durch Impact belastet, so kann sich die Last in die Gesamtstruktur
ausbreiten, so dal das Bauteil quasistatisch belastet wird. Bei St6flen mit hohen Geschwin-
digkeiten findet eine lokal dominierte Belastung der Struktur statt. Bedingt durch die hohe
Geschwindigkeit kann sich die Belastung in dem Bauteil nicht schnell genug verteilen und
es kommt zu lokalen Uberbeanspruchungen. Wihrend beim Niedergeschwindigkeitsimpact
die Gesamtstruktur an dem Impact beteiligt wird, wirkt sich die Hochgeschwindigkeitsbelas-
tung zunéchst nur auf einen kleinen lokal begrenzten Bereich aus [29]. Der Hochgeschwin-
digkeitsimpact fiihrt daher bei gleicher Energie zu lokal begrenzten, aber hier zu grofieren
Schiadigungen als im Niedergeschwindigkeitsbereich [42].

1.2.3 Einfluflgr63en auf die Schidigung

Die Art und die Grofie des Schlagschadens werden durch verschiedene Parameter beeinflufit.
Dazu gehoren im Wesentlichen die Faser- und Harzeigenschaften, der Laminataufbau, die
Schichtdicken, sowie die dufleren Einfliisse, wie die umgebende Feuchtigkeit, die Tempera-
tur, die Impactenergie, die Geschwindigkeit, die Form und die Grofle des Impactors, die
Randbedingungen und die Grofie der nicht gestiitzten Fliache (Stiitzfenster).

Interne Einflufigréfien

Die Grole der durch Impact verursachten Delaminationen wird hauptsédchlich durch die
Biegeverformung beeinfluft und hangt damit neben den Impactparametern von der Faser,
vom Laminataufbau, der Dicke der einzelnen Lagen und der Plattengeometrie ab. Es exi-
stieren Modelle, die es erlauben die Grofle der Delaminationen in Abh#ngigkeit von den
Faserorientierungen zwischen zwei Lagen und deren Lagendicken abzuschétzen [41, 51]. Es
zeigt sich, dafl mit grofer werdendem Orientierungsunterschied zwischen benachbarten La-
minatlagen die Schidigungsfliche ansteigt. Neben dem Laminataufbau iibt die Dicke der
einzelnen Lagen einen entscheidenden Einfluf} auf die Impact-Schédigung aus. Bei gleichen
Materialeigenschaften und Laminataufbau, jedoch unterschiedlichen Lagendicken, weist das
Laminat mit den dickeren Lagen die groflere delaminierte Fliche auf. Diese Einfliisse
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bestitigt MORLO in [54]. MORLO fiihrte Untersuchungen zur Bestimmung des Einflusses der
Prepregdicke, des Stiitzfensters und der dufleren Spannungen an verschiedenen Materialien
auf das Schadensverhalten im Niedergeschwindigkeitsbereich durch. Eine Vergréflerung der
Prepregdicke bei vergroflerter Biegesteifigkeit und gleicher Dehnsteifigkeit der Probenkorper
fithrte zu einer gréfleren Schadensfliche und reduzierter Restdruckfestigkeit. Bei kleineren
Stiitzfenstern setzt der dufere sichtbare Schaden frither ein, wogegen die Restdruckfestig-
keit unbeeinflufit bleibt. Der Einflufl der Faserorientierung auf das Impactverhalten wird
vor allem an verndhten Laminaten deutlich. Dabei 14t sich eine Abnahme der Schadi-
gungsfliche gegeniiber den unvernéhten Laminaten nachweisen. Als mogliche Ursache wird
die deutliche Zunahme der interlaminaren Bruchzéhigkeit aufgrund der die Laminatlagen
durchdringenden N&hfiden angegeben [49].

Faserwerkstoff

Den Einflufl des Faserwerkstoffs auf das Impact-Verhalten differenziert zu beurteilen ist
schwierig, da sich die untersuchten Laminatsysteme trotz identischem Harzsystem meist
im Laminataufbau und/oder dem Faservolumengehalt unterscheiden. ALTSTADT et al. [4]
zeigen jedoch in einer grundlegenden Untersuchung, dafl der Einflul des Fasertyps, bei iden-
tischer Matrix und gleichem Laminataufbau, auf die Restfestigkeit nach Schlagbeanspru-
chung relativ gering ist. Dagegen ist ein deutlicher Einflufl der Faser auf die Grofle der
sich bildenden Schidigungsfliche zu beobachten, jedoch kann kein eindeutiger Zusammen-
hang zwischen den Fasereigenschaften und der Grofle der Schadigungsflichen hergestellt wer-
den. Zudem zeigt sich, daf§ Glasfaserlaminate im Allgemeinen ein deutlich besseres Impact-
Verhalten aufweisen als vergleichbare kohlenstoffaserverstiarkte Laminate. Dies 148t sich auf
Unterschiede der interlaminaren Festigkeiten zuriickfiithren, die wiederum vom Werkstoftauf-
bau (Glas- oder Kohlenstoffaser) abhéngen.

Matrizwerkstoff

Ein Zusammenhang zwischen dem Impact-Verhalten und den Eigenschaften der Matrix kann
relativ sicher hergestellt werden. Es zeigt sich, daff mit zunehmender Reinharzzéhigkeit, d. h.
mit steigenden Bruchzéhigkeitskennwerten der Matrix, sowohl die Schadigungsflichen ab-
nehmen als auch die Restfestigkeitswerte der geimpacteten Probenkérper zunehmen. Dabei
existiert die Modellvorstellung, dafl bei einem zidhen Harz die Energie mehr durch Deforma-
tion der Matrix als durch die Schaffung freier Oberflichen umgesetzt wird [4].

Bruchzihigkeit des Laminatsystems

Die Bruchzéhigkeit ist ein Maf3 fiir den Widerstand eines Werkstoffs gegen Riflausbreitung.
Die Beanspruchungen eines rilbehafteten Bauteils werden in der Bruchmechanik beziiglich
der Rififortschrittsrichtung an der Riflspitze bzw. -front beschrieben, hergeleitet und der
Zusammenhang mit der Riflausbreitung ermittelt. Sie konnen in drei Grundbeanspruchun-
gen aufgeteilt werden: Normal-, Langsschub- und Querschubbeanspruchung. Diese werden
als Mode I, II und IIT bezeichnet. In der Arbeit von HEUTLING [41] wurde ein Zusammen-
hang zwischen den interlaminaren Mode-II-Bruchzihigkeitswerten und der Schadenstoleranz
gegen Impact gefunden. Dabei kann ein Probekorper bei Schlagbeanspruchung als Platte
angesehen werden, die beim Aufprall des Schlagkorpers eine Biegung erfiahrt [4]. In Folge der
Durchbiegung treten dabei erhebliche interlaminare Schubspannungen auf, vergleichbar mit
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einer Belastung unter Mode-II-Beanspruchung. Dabei kommt es bevorzugt zu interlaminarer
Riflausbreitung zwischen zwei Lagen mit unterschiedlicher Orientierung [41].

Einflufs der geometrischen Grofien

Daf§ ein direkter Zusammenhang zwischen dem Verhalten unter Schlagbeanspruchung und
den dufleren geometrischen Abmessungen der belasteten Probekorper besteht, konnten Go-
LOVOY et al. in [33] anhand von Schlagbiegeversuchen unidirektionaler, glasfaserverstéirk-
ter Dreipunkt-Biegeproben nachweisen. Uber eine Variation der Auflagerabstinde konnte
das Langen-Dicken-Verhiltnis der untersuchten Proben auf einfache Weise gesindert werden.
Dadurch war es moglich, in den Proben eine iiberwiegende Schub- oder eine iiberwiegende
Zug-Druck-Belastung durch die Schlagbeanspruchung zu realisieren. Dabei zeigte sich, dafl
die zum Initiieren eines Bruchs notwendige Impact-Energie, mit zunehmendem Lé&ngen-
zu Dickenverhéltnis, d.h. mit zunehmender Zug-Druck-Beanspruchung der Probe deutlich
ansteigt. Erste Untersuchungen zur Impacttoleranz zylindrischer Faserverbundbauteile fiihr-
ten CHRISTOFOROU et al. [10] durch. Der Einflufl der Strukturkriimmung wird bei den Ar-
beiten von LUI et al. [52] an gebogenen FVK-Balken und von MAIER [53] bei thermomecha-
nisch behandelten und dadurch schwach gekriimmten CFK-Impactprobenkorpern deutlich.

Umweltfaktoren

Wird ein faserverstiarkter Kunststoff einer natiirlichen Umgebung ausgesetzt, so sind vor
allem die Temperatur, die Feuchtigkeit und die Zeit bestimmmende Faktoren fiir die Eigen-
schaftsverdnderungen des Werkstoffs. Im Gegensatz zur Feuchteaufnahme findet die Durch-
warmung eines faserverstarkten Kunststoffverbundes sehr viel schneller statt und kann somit
anndhernd als homogen im Innnern einer diinnen Probe betrachtet werden. Demgegeniiber
ist der zeitliche Einflufl bei der Betrachtung der Feuchteaufnahme, d.h. die Einwirkdauer,
von Bedeutung [1, 99].

Einfluf$ der Temperatur

Der Einflu} unterschiedlicher Temperaturen auf das mechanische Verhalten von Hochlei-
stungsverbundwerkstoffen ist relativ gut untersucht [99]. Anderungen im mechanischen Ver-
halten aufgrund einer Temperatureinwirkung koénnen dabei auf unterschiedliche Ursachen
zuriickgefithrt werden:

e Erweichung und thermischer Abbau des Matrixmaterials,

Bildung von Rissen und Delaminationen im Laminat aufgrund der thermischen Aus-
dehnung,

e Nachvernetzungsvorgéinge im Matrixsystem,
e Verdnderungen im Feuchtegehalt des Laminats,

e Abbau der Interphase und Abbau der Fasereigenschaften.

Impactversuche bei verschiedenen Temperaturen unterhalb der Glasiibergangstemperatur
des Matrixsystems zeigen, dafl die Schidigungen im Werkstoff bis zur Schmelz- bzw. Zer-
setzungstemperatur mit steigender Temperatur abnehmen [96]. Dies wird auf eine Zunahme
der Bruchzahigkeit der Matrix mit steigender Temperatur zuriickgefiihrt.
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Einfluf$ der Feuchtigkeit

Der Einflufl von Feuchtigkeit auf das Impact-Verhalten ist sehr differenziert zu beurteilen:
Einerseits kommt es durch die mit der Aufnahme der Feuchtigkeit verbundenen Erweichung
der Matrix im Allgemeinen zu einem Anstieg der zum Initiieren des Bruchs notwendigen En-
ergie. Andererseits tritt vor allem bei glasfaserverstarkten Systemen, aufgrund der Abnahme
der Festigkeit der Fasern und der Verringerung der Festigkeit und Steifigkeit der Interphase
und der Matrix, eine Reduzierung des Energieaufnahmevermégens auf [41, 99]. Wie bereits
oben beschrieben, stellt die Einwirkdauer einen wesentlichen Faktor bei der Betrachtung der
Feuchteaufnahme und der daraus resultierenden Materialdegradationen dar.

1.2.4 Mechanische Modellierung

Plattenmodellierung

Da das intra- und interlaminare Versagen mafigebend fiir das Schédigungsverhalten der
Gesamtstruktur ist (Kap. 1.2.1), kann auf eine dreidimensionale Spannungsermittlung ver-
zichtet werden. Fiir die Beschreibung der Durchbiegung ebener flichenférmiger Strukturen
gibt es u. a. verschiedene analytische Ansétze. Ein grundlegender Ansatz fiir die Berechnung
eines ebenen, isotropen Flachentragwerkes ist z. B. die KIRCHHOFFsche Plattentheorie. Die
vereinfachten Annahmen dieser Theorie erlauben dabei die Analyse isotroper, schubstar-
rer Platten [37, 101]. Mit diesem Ansatz lassen sich die Biegefliche sowie ein Teil der
Schnittspannungen berechnen. Da die FVK im Vergleich zu vielen Metallen als schubweich
zu bezeichnen sind, ist die Annahme der Schubstarrheit der KIRCHHOFFschen Theorie fiir
bestimmte Dickenverhéltnisse jedoch nicht ausreichend. Als Beispiele fiir erweiterte Platten-
theorien, die die Schubbeanspruchung des ebenen Flichentragwerkes beriicksichtigen, sind
die Ansétze von HENCKY und MINDLIN [18, 37] sowie REISSNER [18, 88] zu nennen. Mit
diesen Theorien 148t sich das Spannungs- und Verzerrungsfeld der schubweichen Platte er-
mitteln.

Stofsimodellierung

Neben der Berechnung der Plattendurchbiegung statisch belasteter Strukturen kann nach
einem Ansatz von SZABO [101] auch die Maximaldurchbiegung einer isotropen Platte unter
StoBbelastung approximiert werden. Als grundlegendes Stofimodell zur Beschreibung der
Interaktion zwischen Impactor und Ziel wére das HERTZsche Kontaktmodell [40] zu nennen,
das sich auf zwei kugelférmige, isotrope Korper beschriankt. TAN et al. [102] und LEE et
al. [50] liefern einen erweiterten Ansatz der HERTZschen Kontakttheorie, der die Ermitt-
lung des Stoflkraft-Zeit-Verlaufes quasiisotroper, elastischer Impactvorgéinge bei FVK im
Niedergeschwindigkeitsbereich ermoglicht.

Versagensmodellierung

Neben der reinen Strukturantwort der durch einen Stofl belasteten Platte ist ab dem Schéadi-
gungsschwellwert der Probe die Beschreibung des Impactschadens erforderlich. Hierfiir ist
die Einfiithrung von Versagenskriterien notwendig, die bei den verschiedenen Modellen in der
Formulierung unterschiedlicher Lastfille variieren. Generell lassen sich zwei Beschreibungs-
gruppen anfiihren:
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1. Nicht-interaktive Modelle wie z. B. das Spannungsmaximum-Kriterium ohne Differen-
zierung zwischen Faser- und Matrixversagen und

2. interaktive Modelle wie z. B. das Modell nach HASHIN [39] und CHOI et al. [8, 9], das
zwischen Faser- und Matrixversagen unterscheidet.

Die erste Modellgruppe setzt das sofortige Versagen der Schicht bei Erreichen eines Kriteri-
ums voraus und beriicksichtigt nicht, dal im Umfeld des initiierten Schadens die Nachbar-
lagen einen Teil der Last mittragen. Modelle, die diesen Effekt mit einbeziehen, werden
als CDM (Continuum Damage Model) bezeichnet [109]. Der Abfall der Schichtsteifigkeit
erfolgt in der Realitdt abgestuft. Durch Beriicksichtigung dieses Materialverhaltens ist es
prinzipiell méglich, Werkstoffmodelle zu entwickeln, die sich in ein Finite-Element-Programm
implementieren lassen, wodurch die numerische Simulation des Schadigungsablaufs, der
Schadensstruktur und -flaiche méglich ist. Die Generierung geeigneter Werkstoffmodelle er-
forderte jedoch bisher immer die Anpassung an die experimentellen Ergebnisse durch nicht-
physikalische Parameter [109]. Mit dem Finite-Element-Programm ANSYS Structural kann
lediglich das erste Versagen eines Verbundes (First Ply Failure) numerisch berechnet wer-
den. Die Simulation der Rilausbreitung ist mit diesem Programm aber nicht méglich. Bis zu
den Programmversionen 6.z wurden die Querschubbelastungen bei Schichtverbunden nicht
immer fehlerfrei berrechnet, so dal abhéngig von den Dickenverhéltnissen und den Randbe-
dingungen die Biegesteifigkeiten der Laminatplatten nicht in allen Fillen korrekt ermittelt
wurden.

1.3 Zielsetzung und Vorgehen

Ziel dieser Arbeit ist es, den Geometrieeinflufl schwach gekriimmter Probenkorper auf das
Impactverhalten faserverstarkter Kunststoffplatten zu untersuchen. Dabei besteht die we-
sentliche Eigenleistung in einer moglichst allgemeingiiltigen Abbildung der oben genannten
Fragestellung im Experiment und deren Analyse. Hierzu werden, ausgehend von den Stan-
dardimpactversuchen an planen Probenkoérpern, Kugelsegmente in Impactprobenkorpern aus
kohlenstoffaserverstirktem Kunststoff laminiert und definierten transversalen Schlagbean-
spruchungen ausgesetzt. Das Schédigungsverhalten des Verbundes wird in Abhéngigkeit
unterschiedlicher Geometrien und Impactenergien untersucht (s. Kap. 6). Ausgewertet wer-
den die Ergebnisse aus dem Kraft-Zeit-, Weg-Zeit- und Energie-Zeit-Verlauf des Impacts
als auch aus den mikroskopischen Analyseverfahren (s. Kap. 7). Die im Versuch vorliegende
Beanspruchung wird mit analytischen zweidimensionalen Schichtmodellen abgebildet. Zur
Hinfiihrung auf eine Problemlésung werden im Kapitel 2 die Zusammenhénge der linearen
anisotropen Elastizitdt und im Kapitel 3 ausgewihlte Plattentheorien betrachtet. Uber die
Beschreibung des Faserverbundes im Kapitel 4 mit Hilfe der Klassischen Laminattheorie
(Classical Laminate Theory - CLT) und der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung (First
Order Shear Deformation Theory - FSDT) soll der sich beim Impact ausbildende Span-
nungszustand und das daraus bei Uberbeanspruchung resultierende Versagen diskutiert wer-
den (s.Kap. 8). Ergénzend wird an einem achsensymmetrischen, dreidimensionalen Finite-
Element-Modell der dreidimensionale Spannungszustand betrachtet (s. Kap. 8.7). Mit Hil-
fe dieser Vorgehensweise ist der Geometrieeinflufl auf das Impactverhalten faserverstarkter
Kunststoffe phianomenologisch zu beschreiben und zu kléren.



Kapitel 2

Lineare anisotrope Elastizitit

Die lineare anisotrope Elastizitdt beschreibt das Materialverhalten anisotroper Korper und
stellt somit den allgemeinsten Fall der Werkstoffeigenschaften dar. Zunéchst werden die
Gleichungen fiir das HOOKEsche Gesetz am Beispiel eines isotropen Korpers aufgestellt, der
als Spezialfall der Anisotropie gesehen werden kann. Im weiteren werden die allgemeinen
Gleichungen linearer anisotroper, monotroper, orthotroper, transversalisotroper und isotro-
per Materialien eingefiihrt (s.a. ALTENBACH et al. [3], EMMERLING [17], FAHLBUSCH [22],
GEBBEKEN [28, 31], GROSS et al. [36], R. M. JONES [46], REDDY et al. [86]).

2.1 Das HoOkEsche Gesetz des isotropen Korpers

2.1.1 DMaterialgesetz

Das HOOKEsche Gesetz beschreibt das Materialverhalten belasteter Korper im linearen
Bereich. Lasten konnen z. B. durch Kraft, Temperatur oder Feuchtigkeit eingepriagt werden.
Im folgenden sollen die Temperatur- und Feuchtigkeitseinfliisse vernachléssigt werden. Die
Last ruft als Reaktion Verzerrungen in dem Material hervor, die nach Dehnungen, Stauchun-
gen und Gleitungen unterschieden werden. Bei einer Dehnung oder bei einer Stauchung
andert der betrachtete Korper seine Abmessungen und somit sein Volumen, aber nicht seine
Gestalt. Bei einer Gleitung édndert der Korper seine Gestalt, jedoch nicht sein Volumen (s. a.
Abb. 2.1). Dehnung und Stauchung eines Korpers berechnen sich aus dem Verhéltnis der
Langenidnderung des Korpers zu seiner Ausgangs- oder Grundlédnge:

=1y Al
= S — 2.1
T o 21)
Die Gleitung v wird bestimmt durch die Winkeldnderung des deformierten Korpers:
A
7~ tany = =, (2.2)

In der Abbildung 2.1 sind die Verzerrungsarten als Folge einer Belastung dargestellt. Im
folgenden wird der Einfachheit halber von Léngsverzerrung (Dehnung, Stauchung) und

9
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Gleitung gesprochen. Die Normalspannung wird bestimmt durch die auf eine Ausgangs-
flache Ay wirkende Kraft F:

F
= —. 2.3
T= 4 (23
Die Schubspannung ist der Quotient von Tangentialkraft T und Grundfliche Ag:
T
= 2.4
. (2.4

Der Zusammenhang zwischen den Spannungs- und Verzerrungs-Grofien wird durch die Ma-

A
| 1=1y* Al
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Abbildung 2.1: Liangsverzerrung ¢ und Gleitung v eines Korpers der Lénge [y und des
Querschnitts Ag

terialgleichung bestimmt. Diese 148t sich allgemein in matrizieller Form schreiben als

{o} =[Cle} (2.5)

Die Matrix [C] wird als Stoffmatrix bezeichnet, die in dieser Darstellung einer Steifigkeits-
matrix entspricht.Fiir den einfachsten Fall der Materialgleichung, fiir eindimensionale lineare
Isotropie, ergibt sich folgender Zusammenhang:

o= FEe Eist der Elastizitatsmodul oder YOUNGsche Modul, (2.6)
T =Gy G ist der Schub- oder Gleitmodul. (2.7)

Isotropie bezeichnet ein richtungsunabhéngiges Materialverhalten. Hierbei reduzieren sich
die Matrizen zu Skalaren und das Gleichungssystem verringert sich auf zwei Gleichungen.
Zwischen dem Elastizitdtsmodul E und dem Gleitmodul G des isotropen Korpers existiert
der Zusammenhang:

E=201+v)G. (2.8)

Bei der Belastung eines Korpers mit der Normalkraft F tritt neben der Léngsverzerrung e
in Kraftlingsrichtung noch eine Querverzerrung e, senkrecht zur Kraftrichtung auf. Wirkt
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auf einen isotropen Korper nach Abbildung 2.2 die Zugspannung o, so erfahrt der Korper
eine Dehnung ¢, in Belastungsrichtung und eine Stauchung ¢, bzw. €, orthogonal hierzu:

_b=by_ (ot Ab) by —Ab 29)

T T, o o

Der Zusammenhang zwischen beiden Verzerrungsgréfien wird mit Hilfe der POISSON- bzw.
Querdehnungszahl

y— %1 (2.10)

R,

A

A

A

A

Abbildung 2.2: Isotroper Probenkorper unter einachsiger Belastung

tung und einer moglichen weiteren Belastung in y-Richtung. Dieser Zusammenhang kann
mit Hilfe der Gleichungen (2.6) beschrieben werden durch

L= 2.11
€= 3 (2.11)

und mit (2.10) durch
Ty
€T = — = — I 2012
€ Vey v ( )

Fiir isotropes Material ergeben sich damit zwei unabhéngige Materialkonstanten; der Elas-
tizitdtsmodul E bzw. der Gleitmodul G und die Querkontraktionszahl v (s. Gl. (2.8)). Das
HooKEsche Gesetz lautet fiir den zweidimensionalen Fall

1 1 1

Ep = z (0, —voy), €, = z (0y —V0z) s Yay = aTxy. (2.13)

Berticksichtigt man die Verzerrungen im dreidimensionalen Fall unter mechanischer Belas-
tung, so lautet das HOOKEsche Gesetz fiir die lineare isotrope Elastizitét
€z = [0 =V (0y +02)],

€y = oy —v(ox+02)],

&~ =



12 KAPITEL 2. LINEARE ANISOTROPE ELASTIZITAT

1
g, = —=lo.—v(oz+0y)],

Yez = FTzz

G

FE

1
Yyz = aTyz;

1

1
Yoy = aTxy- (2.14)

Die Gleichung (2.14) kann matriziell geschrieben werden als

r 1 v v .
Ex E —E " E 0O 0 O Oy
€y % T _1% 00 0 Ty
€z _ _% _% E 0 0 O g,
Yo 0 0 0 0 0|7 (2.15)
Vi 0 0 0 0 3% 0 Tea
Yoy L0 0 0 0 0 %7y

bzw.

{e} =[E]"{o} = [S}{o} (2.16)

Fiir die Spannungen und Verzerrungen sind in der Literatur verschiedene Schreibweisen
gebréuchlich:

Oza Orx O 011 011 01
Oyy Oyy Oy 09292 0922 ()]
Ozz Ozz Oz 033 033 g3
{O-} Oyz Tyz Tyz 0923 T23 04 . (2 ' 17)
Oz Tzx Tz 031 T31 Os
Oy Txy Ty 012 T12 O¢

Die Abbildung 2.3 zeigt die Wirkungsrichtung der positiv definierten einzelnen Spannungskom-
ponenten fiir den dreidimensionalen Fall, wie sie in Gleichung (2.17) dargestellt sind. Fiir
die Verzerrungsgrofien finden folgende Schreibweisen Anwendung:

Exx Exx Ex €11 €11 €1
Eyy Eyy Ey £929 €99 E9
{8} — €22 — €2z — €z — €33 — €33 — €3 ] (218)
25yz Yyz Yyz 2523 Y23 €4
25zz Yoz Yex 2531 Y31 €5
ngy Yy Yy 2812 Y12 €6

2.1.2 Kinematische Beziehungen

Bei der allgemeinen Belastung eines Korpers treten, wie oben besprochen, Verzerrungs-
groflen auf, die die Punkte einer gedachten Linie des unbelasteten Korpers nicht nur in den
Absténden zueinander sondern auch in ihrer Lage zur Ausgangsposition verdndert. Der
Korper erfahrt somit nicht nur eine Verzerrung e, sondern auch eine Verschiebung wu sei-
ner einzelnen Partikel. Hierbei sind Verschiebungsanteile enthalten, die nicht Spannungen



2.1. DAS HOOKESCHE GESETZ DES ISOTROPEN KORPERS 13

Abbildung 2.3: Spannungen an einem infinitesimalen Wiirfel mit den Seitenldngen dx, dy
und dz.

dx

A

utdu

‘dx+(u+du5—u
1

Abbildung 2.4: Dehnung eines Stabes unter der Zuglast F

erzeugen; die sogenannten Starrkorperverschiebungen. Der Zusammenhang zwischen Ver-
zerrung und Verschiebung 148t sich mit Hilfe der kinematischen Beziehungen herstellen; den
Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen. Die Abbildung 2.4 zeigt einen Stab, der mit der
Kraft F belastet wird. Unter der Last wird ein infinitesimal kleines Stiick dx des Stabes um
die Grofle du geldangt. Aus der Betrachtung der einzelnen Verschiebungspunkte 148t sich die
neue Lange dT ablesen:

dz = dzx + (u + du) —u = dz + du. (2.19)

Somit kann die Dehnung iiber die Verschiebung unter Beriicksichtigung der Gleichung (2.1)
notiert werden als

:l—lo df—daz:da:deu—da;_du (2.20)

T dz dz T dr
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Die Dehnungen lassen sich fiir die drei Richtungen z, y, z schreiben als

ou o ow

&= - (2.21)

Die obigen Gleichungen gelten analog fiir Stauchungen. Die Abbildung 2.5 zeigt die Gleitungs-
beziehungen in der Ingenieur- und Tensorschreibweise. Analog zur Gleichung (2.21) kénnen

— T

—_—
—
1 I SE
—
—

T
Einfache Schubbelastung Reine Schubbelastung

------ Y
Schubverzerrung in Schubverzerrung in
Ingenieurschreibweise Tensorschreibweise

Abbildung 2.5: Schubverzerrungen in Ingenieur- und Tensorschreibweise

die Gleitungen dargestellt werden als

Lo dw o u
T 9z dy ° 9x 9z ° T oy o

€4 (2.22)

Unter Beachtung der Gleichung (2.18) lassen sich die Gleichungen (2.21) und (2.22) auch in
tensorieller Schreibweise zusammenfassen:

1

2.1.3 Lokale Bewegungsgleichung

Fiir den dynamischen Fall lassen sich die erweiterten Gleichgewichtsbeziehungen ausgehend
vom Newtonschen Grundgesetz
F =ma (2.24)

herleiten (EMMERLING [17], FRISCHBIER [26]). Voraussetzung ist die Existenz eines homoge-
nen, anisotropen Kontinuums mit makroskopisch gleichen Eigenschaften. Die Abbildung 2.3
zeigt ein aus dem Kontinuum herausgeschnittenes infinitesimales Volumenelement der Dichte
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p. Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (2.17) und (2.18) kann das Kriftegleichgewicht
mit Hilfe der Gleichung (2.24) gebildet werden. Ausgehend von

YF,=0 (1=1,2,3) (2.25)
folgt fiir die x;-Richtungen:
80'1 87'21 87'31 62’&
—pdV— = 0 2.26
A A, 4 Y e ’ (2.26)
820'1 827'21 827'31 82’&
= drdydz) — 2.27
Oydz 0z0x 0Ox0dy pldw dy dz) ot2’ (2:27)
801 87’21 87’31 82’&
= p—. 2.28
or | By | 0z P o (2.28)
Analog folgen die lokalen Bewegungsgleichungen fiir die xo- und z3-Richtungen:
87'12 80'2 87'32 62’0
= p— 2.29
oz "oy oz Pame (2.29)
Ori3 | Ome3  Oo3 0w
= p—. 2.30
or + oy 0z P ot? ( )

In tensorieller Schreibweise lassen sich die Gleichungen (2.28, 2.29) und (2.30) unter Beriick-
sichtigung von Gleichung (2.17) zusammenfassen zu

. 62Ui
~or

ajO'ji (Z,j = 1, 2, 3) . (231)

2.2 Materialsymmetrien

Viele Werkstoffe besitzen ein richtungsabhéngiges Materialverhalten, bei denen eine Symme-
trie der Materialkennwerte beziiglich einer Achse oder einer Ebene feststellbar ist. In diesem
Unterkapitel wird das Materialverhalten fiir anisotrope, monotrope, orthotrope, transver-
salisotrope und isotrope Werkstoffe hergeleitet (ALTENBACH et al. [3], EMMERLING [17],
GEBBEKEN [31], GROSS et al. [36], JONES [46], REDDY et al. [86]).

2.2.1 Anisotropie

Das allgemeine HOOKEsche Gesetz nach Gleichung (2.5) stellt die dreidimensionale Spannungs-
Verzerrungs-Beziehung fiir ein allgemeines Material dar:

{o} = [CHe}.

Deren Inversion liefert:

{e} = [SHo}. (2.32)
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Die Matrix [S] ist eine Inverse der Stoffmatrix [C] und wird als Nachgiebigkeitsmatrix be-
zeichnet. Zwischen den Steifigkeitsmatrizen und den Nachgiebigkeitsmatrizen besteht somit
der Zusammenhang

[C] =[]~ (2.33)
Fiir den dreiachsigen Zugversuch 148t sich Gleichung (2.5) in tensorieller Form schreiben als
045 = Cijklgij (’l,j = 1, vy 6) . (234)

Der Spannungstensor o;; und der Verzerrungstensor ¢;; sind Tensoren 2. Stufe mit jeweils
9 Komponenten und der Elastizititstensor Cj;; ein Tensor 4. Stufe mit 81 Komponenten.
Aufgrund der Symmetrie von o;; und ¢;; reduzieren sich die Spannungs- und Verzerrungs-
tensoren zu Tensoren 1. Stufe mit 6 Komponenten wie sie in den Gleichungen (2.17) und
(2.18) dargestellt sind. Auch der Elastizitétstensor verringert sich durch die Symmetrieeigen-
schaft Cijr = Cjity = Cijie = Cjuk zu einer (3 x 3)-Matrix mit 36 Komponenten. Somit folgt
aus der Gleichung (2.34):

0; = Cijgj (’l,j = ]., ceey 6) . (235)

Bei anisotropen Materialien zeigt sich fiir jede Betrachtungsrichtung ein unterschiedliches
Werkstoffverhalten, so dafl alle 36 Komponenten der Steifigkeitsmatrix [C] und der Nachgie-
bigkeitsmatrix [S] von Null verschieden sind. Es existieren 21 unabhingige Materialkenn-
werte. Fiir die Steifigkeitsmatrix kann man somit schreiben

C11 1 CYl 2 CY13 C114 C115 Clﬁ
OZ 1 022 023 C124 025 026
03 1 032 033 C134 035 036

Cl = . 2.36
CI=1Cn Co Cu Cu Co Ci (2.36)
05 1 052 053 054 055 056

C’61 C’62 C’63 C’64 C’65 C’66

Fiir die Nachgiebigkeitsmatrix 148t sich dann schreiben

i Sll S12 Sl3 S14 Sl5 Sl6
‘5’21 5’22 5’23 ‘5’24 525 526
‘5’31 S32 S33 S34 535 536 —1
Sl = =|C . 2.37

SI=1 Sy Se Si Su Si S | L (2.37)

551 552 553 554 S55 S56

561 562 563 564 565 SG6

Existiert fiir das anisotrope Material ein elastisches Potential bzw. eine Verzerrungsener-
giedichtefunktion, so kann die inkrementelle Spannungsarbeit fiir ein inkrementelles Volu-
menelement beschrieben werden mit

Hierbei ergibt sich die elastische Arbeit der Spannung o; auf dem Weg der inkrementellen
Verzerrung ¢;. Die Gesamtarbeit an einem Volumenelement kann durch Integration der
spezifischen Arbeit dWW erhalten werden

W= / oi de; (2.39)
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Mit der Gleichung (2.35) folgt aus (2.39)
1
W = /CZ] i d€j = 502']'62'6]' . (240)

Die partielle Differentiation von Gleichung (2.40) nach den Verzerrungen Og; fithrt auf das
allgemeine HOOKEsche Gesetz nach der Gleichung (2.35)

ow
e, = Oijéfj . (241)

Nochmalige partielle Differentiation liefert den Stofftensor bzw. Steifigkeitsmatrix

PW

=0y . 2.42
6& 85j J ( )

Geht man analog dem obigen Vorgehen von der Gleichung
dW = Cji Ej dSi (243)

aus, filhrt die zweifache partielle Differentiation der Integration von Gleichung (2.43) auf die

Form
O*wW

=C5. 2.44
Oe j 882' I ( )
Da die Differentiationsreihenfolge unabhéngig ist [31], muf} gelten

Die Steifigkeitsmatrix [C] ist somit symmetrisch und besitzt folglich nur 21 unabhéngige
Konstanten. Sie 1afit sich dann schreiben in der Form

[ C1i Cia Ciz Ciy Cis Cig |
022 023 024 025 026

Csz Csq Cs5 Csg
Cl= . 2.46
€] Cu Ci Cig (2.46)
sym. Css Cse

066

Fiir die Nachgiebigkeitsmatrix folgt
[ S11 S12 Sis S Sis Swie
Sgg  Saz Sas Sas Sog

Ssz Sza Sz Sse

S| = ) 2.47
5] Su Si Si (2.47)
sym. S55 S56
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2.2.2 Monotropie

Monotropes bzw. monoklines Materialverhalten ist dadurch charakterisiert, dafl eine Sym-
metrieebene existiert, an der eine Spiegelung aller Kennwerte zu dieser Ebene erfolgt. Die
Steifigkeitsmatrix [Cpono] und somit auch die Nachgiebigkeitsmatrix [Spono] besitzen 20,
[Ci;] bzw. [S;;] ungleich Null mit 13 unabhéngigen Kennwerten. Monotropes Materialver-
halten tritt bei unidirektionalen Faserverbunden auf, wenn keine Koordinatenachse mit der
Faserrichtung zusammenfillt. Die Steifigkeits- und Nachgiebigkeitsmatrizen fiir monoklines
Material schreiben sich in Abhéngigkeit ihrer Symmetrieebenen.

(x9 — x3)-Ebene, Isotropieebene z; = 0:

[ Cll 012
022
[Cmono] =
i Sll 512
522
[Smono] -

(x3 — z1)-Ebene, Isotropieebene x5 = 0:

[ Cll 012
022
[Cmono] =
i Sll 512
S22
[Smono] -

(x1 — z2)-Ebene, Isotropieebene z3 = 0:

C’11 C’12
C’22

[Cmono] =

Cis
Cas
C’33

sym.

813
823

sym.

Cis
C’23
C’33

sym.

Sl3
Sa3
S33

sSym.

014
024
034
044

514
524
Ss4
S44

o O O

C’44

o O O

S44

o O O

044

Cis
C’25
C’35

055

515
Sa5
535

555

o O O

Cis
055

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)
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[Smono] =

[S mono] =

2.2.3 Orthotropie

512 Sl3
S22 S23
S33
sym
V21 _ v
E> E3
1 _ 32
E> Es3
1253 1
E> E3
sym

o O O

S44

o o o

o O O

Sas

B8 o o o

19

(2.53)

(2.54)

Im Fall der Orthotropie konnen im Material zwei bzw. drei zueinander orthogonale Symme-
trieebenen gefunden werden, zu denen symmetrische Punkte gleiche Eigenschaften besitzen.
Die Steifigkeitsmatrix [Co10] und die Nachgiebigkeitsmatrix [Sy1,] besitzen 12 von Null ver-
schiedene Eintrige mit 9 unabhingigen Kennwerten. Die Steifigkeitsmatrix fiir orthotropes

Material schreibt sich

i Cl 1 012 013
022 023
C!
[Cortho] = 53
sym.

mit
(1 — o3 v32) E4
Cy = Cio =
1 A , Cri2
1-— E
022 = ( V21AV13) 2 , 023 =

(V12 — 13 V32) E,

o O O

C’44

o O O O

A

(V23 — Va1 V13) Es

A

OO O OO

) 013:

’ 033:

C’44 = G237 055 = G13a C’66 = G12

A =1— 1y V19 — U3y Vag — V13 V31 — 2 Va1 Vi3 Vg

Fiir die Nachgiebigkeitsmatrix folgt
S

[Sortho] =

Sz Si3
Sa2 Sa3
S33

sym.

o O O

S44

o O O O

555

o O O OO

S66 d

(V13 — V12 V23) Es

(1 — w9y v12) Es

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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bzw.
Aom om0 0 0
5 1%; 0 0 0
—Lm = 0 0 0
[Sortho] = £ Es 1 1 0 0 (258)
Ey = Ga3 1 1
sym. B = G L _O N
L FEg - G12 u
hierbei sind
E\, E,, E3 die E-Moduli in der 1-, 2-, 3-Richtung,
Vo3, V31, V12 die Querkontraktionszahlen und
Gz, G31, G1o  die Gleitmoduli in der 2-3-, 3-1-, 1-2-Ebene.
Die Querkontraktionszahl ist hierbei definiert als
vy = -2 (i,j=1,2,3 2.59
1] T . a] - < ) ( . )
Mit der Maxwell-Betti-Beziehung
Vij Vji
— = = 2.60
kann die Steifigkeitsmatrix [S] auch in der Form
[ & —1%2 —H 0 0 0 ]
= —ﬁ 0 0 0
= 0 0 0
[Sortho] = Es 1 0 0 (261)
Gas 1
SYym. Tor 0
1
L Gio |

geschrieben werden.

2.2.4 Transversalisotropie

Transversalisotropes Materialverhalten ist dadurch gekennzeichnet, dafl eine Zentralsymme-
trie beziiglich einer Achse existiert und die Steifigkeitsmatrix [Cy;s,] und die Nachgiebigkeits-
matrix [Syso] 12 von Null verschiedene Eintrige besitzen mit 5 verschiedenen Kennwerten.
Fiir die Steifigkeitsmatrix kann man allgemein schreiben

[ Cy Cr O3 0 0 0
022 023 0 0 0
Cs3 0 0 0
Ctiso) = 2.62
[ t ] 044 0 0 ( )
sym. Css O
I Ces |
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Die Nachgiebigkeitsmatrix stellt sich dar in der allgemeinen Form als

[Ctiso] -

[ S11

Sz Siz 0
Sog Sa3 0
S33 0
Saa
sym.

0 0

0 0

0 0

0 0

555 0
Se6

21

(2.63)

Transversalisotropes Materialverhalten liegt beispielsweise bei unidirektionalen Faserverbun-
den vor, wenn eine Koordinatenachse in Faserldngsrichtung zeigt. Senkrecht zur Faser kann
dann das Werkstoffverhalten als quasiisotrop angesehen werden. Abhéngig von der Symme-
trieebene ergeben sich fiir die C;j, S;; und E; folgende Zusammenhénge:

(x9 — z3)-Ebene, Isotropieebene x; = 0:

1
Cap = C33, C1a =Ci3, Cs5 = Ces, Caa = 5(022 — Cy3)

Soa = Ss3, S12 = S13, S55 = Se6, Saa = 2(S22 — Sa3)

[Otiso] =

r (17U§3)E1

A

[Otiso] =

[Stiso] =

Es
E,, By =F;3, Gi3 =Gy, V19 =113, Gogg = ———
1 2 3 13 12 12 13 23 2(1 + I/Qg)
[ Ci1 Ciz Chpp 0 0 0
Cy Oy 0 0 0
Co 0 0 0
$(Cye—Cy) 0 0
sym. Ces O
066 i
(v21—v V21—V
21 A23)Ez (21 A23)Ez 0 0
(I—viov21)E2  (v23—v21v12)En 0 0
A A
(1—viov91)FEo 0 0
A
(1—va3—2v21v12) By 0
2A
sym. G1o
A = (]. —+ 1/23)(]. — Vo3 — 2 V91 V12)
[ S Sz Si 0 0 0
Saa So3 0 0 0
S99 0 0 0
2(522 — 523) 0 0
sym. Ses 0
i See

o O O O O

G12 J

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)
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—’;3—1 0 0 0 7
2
Eisz 0 0 0
o 0 0 0
2(1+v23) 0 0
Es
1
sym e (1)
G2 A

(x3 — z1)-Ebene, Isotropieebene x5 = 0:

1
C’11 = O33a C112 = 023a C144 = OGGa C155 = 5(033 - 013)

Sll = 333, S12 = S237 S44 = S667 S55 = 2(533 - Sl3)

E,=Es, Ey, Gz = G2, Vig = Va3, Gz =

[Ctiso] =

[Stiso] =

[ Cn

[ S

012
022

512
522

Cis
012
C’11

o O O

066

sSYym.

St
512

o O O

SGG

sym.

(x1 — z2)-Ebene, Isotropieebene x5 = 0:

o O O

%(011 — C13)

o O O

2(511 — Si3)

Ey

2(1 + Vlg)

OO O OO

Cos |

O O O OO

1
C11 = Ca, U3 =Ch3, Cay=Css5, Ces = 5(011 — C12)

Sll = 5227 S23 = 5137 S44 = 5557 S66 = 2(Sll - 512)

E,=E,, E3, Gos = Gi3, Vig = Va3, G2 =

Ey
2(1 —+ V12)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)
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[Otiso] =

[Stiso] =

2.2.5 Isotropie

[ Cn

012

013
Cis
033

sym.

O O O

044

o O O

544

0 0
0 0
0 0
0 0
Cua 0

$(Ci1 — C12) |

0 0 |
0 0
0 0
0 0
Saa 0

2(S11 — S12) |

23

(2.80)

(2.81)

Isotrope Materialien zeigen zu allen Ebenen und zu allen Achsen symmetrisches Materialver-
halten. Die Steifigkeitsmatrix [Cjs,] und die Nachgiebigkeitsmatrix [S;s,] zeichnen sich durch
12 von Null verschiedene Eintrage mit 2 unabhéngigen Materialkennwerten aus: F,v. Die
Steifigkeitsmatrix 148t sich schreiben als

[ Ci1 Cia Ch 0 0 0 i
Cii Cho 0 0 0
Cn 0 0 0
Ciso -
(Cisol 2(Ci1 — Cha) 0 0
sym %(011 — 012) 0
L %(Cn — Ch2)
bzw.
[ (1-v)E vE vE
I+)(1-2v) (A+v)(1—2v) (I+v)(1—2v) 0 0 0
(1-v)E vE 0 0 0
(1+v)(1—2v) (IJﬁ/z(UleQV)
(Civo] = w0 0 0
G = 2(1+v) 0 0
sym. G= ﬁ 0
_ E
L T 2(1+4v)
Fiir die Nachgiebigkeitsmatrix folgt somit
[ S11 Sz Sie 0 0 0 i
811 512 0 0 0
S 0 0 0
Siso ==
[Sise 2Si — Sha) 0 0
sym. 2(S11 — S12) 0

2(S11 — S12) |

(2.82)

(2.83)

(2.84)



24 KAPITEL 2. LINEARE ANISOTROPE ELASTIZITAT

bzw.
r 1 v v T
5 _1E —E 0 0 0
Loy 0 0 0
1 0 0 0
[Siso] = 1 2(1+4v 0 0 (285)
G E
sym é = 2(1;5") 0
1 _ 2(14+v)
L G E |




Kapitel 3

Betrachtungen ausgewihlter
Plattentheorien

Eine Platte ist ein ebenes Flichentragwerk, das nur senkrecht zur Mittelflache beansprucht
wird [2, 18, 28, 30, 37, 38, 101, 104, 111]. Hierbei verformt sich die im Ausgangszustand ebene
Platte, fiir die angenommen wird, daf} ihre seitlichen Abmessungen a und b grofl gegeniiber
der Plattendicke h sind. Zur Beschreibung der Zustandsgréfien der Platte wird das Plat-

A
S
\ {

Mittelfliche

Abbildung 3.1: Rechteckplatte

tenkontinuum auf seine Mittelfliche reduziert. Abhingig von dem Seiten-Dicken-Verhéltnis
der Platte, der Gréfle der Durchbiegung und der Beriicksichtigung von Schubverformungen
ist die Auswahl der zu verwendenden Theorie zu treffen. Die KIRCHHOFFsche Plattentheo-
rie beschreibt diinne Platten mit kleiner Durchbiegung ohne Beriicksichtigung der Schub-
verformung. Die Erweiterung dieser Theorie mit Einbeziehung der Schubverformung wurde
von REISSNER und MINDLIN vorgenommen, die die Berechnung dicker Platten mit kleinen
Durchbiegungen ermdoglicht. Fiir diinne Platten mit grofien Verformungen ist der nichtlineare
Membranzustand der Platte nicht mehr zu vernachléssigen. Eine geeignete Theorie, die diese
Nichtlinearitét beriicksichtigt, ist die Beschreibung nach KARMAN [82, 104].

25
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3.1

KAPITEL 3. BETRACHTUNGEN AUSGEWAHLTER PLATTENTHEORIEN

KircHHOFFsche Plattentheorie

3.1.1 Annahmen

Fiir die Herleitungen der Plattengleichungen nach der klassischen bzw. KIRCHHOFFschen
Plattentheorie sind folgende Annahmen zu treffen:

Belastungen werden nur orthogonal zur Plattenmittelfliche bzw. als Randmomente
eingepragt.
Die Plattendicke h wird als konstant und klein gegeniiber den Seitenabmessungen a

und b betrachtet: h < a,b. (Leichtbau: h < &, 5—b0; Stahlbau: h < o, %; Massivbau:
h<g 2)

55
Die Verformung w(z,y) der belasteten Platte ist klein gegeniiber der Plattendicke
h: w < 0,2h. Aus dieser Annahme folgt, dafl das Gleichgewicht am unverformten
Plattenelement gebildet werden darf. Die Herleitung liefert damit eine Theorie 1.
Ordnung.

Die Normal-Verzerrungen ¢,, €, und die Gleitungen -, der Plattenmittelfliche sind
aufgrund der Definition einer Platte: e, = &, = v;, = 0.

Das Material wird als homogen, isotrop und linear elastisch angenommen; es gilt das
HooKEsche-Materialgesetz.

Die Unabhéngigkeit der Materialkonstanten von der Wahl des Koordinatensystems
wird gefordert (Prinzip der Objektivitét).

Punkte auf einer Normalen zur Plattenmittelebene liegen auch im belasteten Zu-
stand der Platte auf einer Normalen zur verformten Plattenmittelfliche (schubstarr:
Gh — o0). Eine solche Annahme wird als Normalenhypothese bezeichnet, die KIRCH-
HOFF analog zur BERNOULLIschen Hypothese formuliert.

Aquidistante Punkte auf einer Normalen zur Plattenmittelfliche befinden sich auch im
belasteten Zustand auf der Normalen zur Mittelebene im gleichen Abstand zueinander.
Die Plattendicke dndert sich im Widerspruch zur Materialgleichung nicht:

ow

- —=0. 3.1
0z (3.1)

Die Spannung o, verlduft linear iiber die Plattendicke und nimmt Werte zwischen

p(z,y) an der belasteten Oberfliche und Null an der unbelasteten Oberflédche an. Die

Grofle der Spannung o, sei klein gegeniiber den Spannungen o, und o, und wird im

Weiteren vernachléssigt: o, = 0.

€z

Durch die oben getroffenen Annahmen wird fiir die KIRCHHOFFsche Plattentheorie ein
ebener Spannungszustand angenommen:

o = 0gx(z,y,2), (3.2)
Uy = O'y(l',y,Z) ) (33)
Toy = Ty = Tuy(T, Y, 2), (3.4)
O, = Tpp =Tap =Ty =Toy = 0. (3.5)

Die zur Gleichung (3.5) gehdrenden Verzerrungen sind Null:
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Es sei an dieser Stelle angemerkt, daf die in Gleichung (3.5) getroffenen Annahmen nicht
besagen, dal die angegebenen Spannungen bei der belasteten Platte nicht auftreten. Der
ebene Spannungszustand 148t lediglich die Berechnung dieser Spannungen nicht zu.

3.1.2 Grundgleichungen der KIRCHHOFF-Platte

Die Grundgleichungen der schubstarren Platte sollen anhand eines ebenen Flachentrag-
werkes, wie es in der Abbildung 3.1 dargestellt ist, hergeleitet werden.

Schnittgroflen

Die z-y-Ebene des eingefiihrten kartesischen Koordinatensystems liegt in der Plattenmittel-
fliche (Schwerpunktsfliche), so da8 die Plattenoberflachen bei z = +h/2 liegen. Zur Her-
leitung der Gleichungen wird gedanklich ein differentiell kleiner Quader mit der Dicke h aus
der Platte herausgeschnitten. An den positiven Schnittufern werden, wie in Abbildung 3.2
dargestellt, die Spannungen positiv eingetragen, die jeweils im Abstand z von der Mittelebene
wirken. Durch Integration iiber die Plattendicke werden die Spannungsresultierenden, die
Plattenschnittgroflen, in der Dimension ,,Kraft pro Einheitslinge” bzw. ,Moment pro Ein-
heitslange” ermittelt. Unter der oben getroffenen Annahme, dafl in der Plattenebene keine
Lasten angreifen - das wére dann der Scheibenzustand - verschwinden die zu den Spannun-
gen oy, 0y, Tpy und 7, gehdrenden resultierenden Schnittgrofien. Diese Spannungen rufen
lediglich Momente hervor. Demgegeniiber sind die Resultierenden der Schubspannungen 7.
und 7., Schnittkréfte, die als Querkrifte bezeichnet werden. Durch Integration der Span-

Abbildung 3.2: Links: Spannungsverldufe iiber die Plattendicke h am positiven Platten-
schnittufer. Rechts: Spannungsresultierende (Schnittgrofen) am inkrementellen Plattenele-
ment.
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nungen folgt fiir die Querkrifte mit der Einheit []L{;Zgﬂ
1 L
/ 2 / 2
Qe = / Tz dz = Tacz,mawgha Qy = / Tyz dz = Tyz,maacgha (37)
_n _n
2 2
fiir die Biegemomente mit der Einheit K’"%’lhz’z‘;?l’;igge}
1 L
2 2 2 2
My = / o,2dz = Tamaz my = / oyzdz = Oymarg (3.8)
h h
—3 -3

Kraft - wahreLinge
FEinheitslange

und ebenso fiir die Torsionsmomente mit der Einheit { } unter der Annahme

Tey = Tyz

2

Mgy = Myg = [ Tyyzdz = Taymaz™g - (3.9)

| .
vl T —

Der Kleinbuchstabe fiir die Querkréfte und Biegemomente zeigt an, dafl die Schnittgrofien
bei Flachentrdgern auf die Einheitslinge bezogen werden. Die Indizierung der Momente
gibt hierbei nicht die Drehachse sondern die Spannungen wieder, aus denen sie gebildet
werden. Die Abbildung 3.3 zeigt die Lasten und Schnittgréfien einer Platte mit den lateralen
Abmessungen dz und dy. Die Orientierung der abgebildeten, positiven Kréifte und Momente
richtet sich dabei nach den Angaben aus den Gleichungen (3.7)-(3.9).

Gleichgewichtsbedingungen

Durch Bildung des Kréftegleichgewichtes in z-Richtung (s. Abb. 3.3) erhilt man

O0q,  Oqgy
My _ 1
9c Ty = P (3.10)

Das Momentengleichgewicht um die z-Achse liefert bei Vernachlassigung der kleinen Gréflen

dritter Ordnung
omg, ~Om,

oz oy -
Die Bildung des Momentengleichgewichtes um die y-Achse liefert in gleicher Weise den
Zusammenhang

(3.11)

Omy, — Omy,

T g = (3.12)
Die Gleichungen (3.10), (3.11) und (3.12) werden als die Plattengleichgewichtsbedingungen
bezeichnet. Die Differentation der Gleichung (3.11) nach y, der Gleichung (3.12) nach x und
das Einsetzen in die Gleichung (3.10) liefert unter der Annahme m,, = m,, die Momenten-
gleichung der Platte, ) , )
0“my, Fmgy  0°my
Ox? Ox Oy + oy b (3:.13)

in der die Querkréfte g, und g, eliminiert sind.
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A, dx

A
Y

(my + aalyydy)dx

(m et a;n; dy) dx

(qy +aaiy”dy)dx  J

Abbildung 3.3: Plattenschnittgrofien

Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen

Aufgrund der zweifach innerlich statischen Unbestimmtheit der Platte (Fiir die fiinf Platten-
schnittgrofen m,, my,, myy, ¢, und ¢, stehen nur drei Bestimmungsgleichungen (3.10)-(3.12)
zur Verfiigung.) konnen bei gegebener Last p aus den Gleichgewichtsbeziehungen alleine
nicht die Schnittgréfien bestimmt werden. Hierfiir sind zusétzliche Gleichungen erforderlich.
Sie werden durch Beriicksichtigung der Verformungen erhalten. Die Abbildung 3.4 zeigt
zwei Schnitte durch die verformte und unverformte Platte. Die Normale, auf der sich der
Punkt P befindet, steht sowohl im unbelasteten als auch im belasteten Zustand senkrecht
auf der Mittelflache. Durch die Neigung der Normalen zum Urzustand, bedingt durch die
Verschiebung der Mittelebene, wird der Winkel v; eingeschlossen. Der Index i kennzeichnet
hierbei die Verschiebungsrichtung und nicht die Drehachse. Durch die beschriebene Plat-
tendurchbiegung und unter der Annahme kleiner Verschiebungen erfihrt der Punkt P die
Verschiebungen

U(.’L‘,y,Z) = Z%x(%ﬂ) und U(.’,U,y,Z) = Z%(%y) : (314)

Unter Beriicksichtigung der Gleichung (3.14) werden die kinematischen Beziehungen analog
zu den Gleichungen (2.21) und (2.22) notiert als

B 3u_ 0, _@_ % B
T o “or ey_f)y_zﬁy’ =0,
— @+a_w—¢ +a_w
T2 T 5 oy Y oy’



30 KAPITEL 3. BETRACHTUNGEN AUSGEWAHLTER PLATTENTHEORIEN

u=zy,

Abbildung 3.4: Plattenverformungen

%+8_w—¢ _|_8_w
N P
o, 0 (%, 20

Yy = a_y + % ==z < ay O (315)

Zur Herleitung des Zusammenhangs zwischen den kinematischen Beziehungen aus der Glei-
chung (3.15) und den SchnittgroBen der Platte ist die Hinzuziehung der getroffenen KIRCH-
HOFFschen Annahmen (Kapitel 3.1.1) erforderlich:

e Die Belastung p(z,y) greift nur an der Plattenoberfliche an der Stelle z = —h/2 an
(s.a. Abb. 3.2). Dadurch nimmt die Spannung o, linear Werte zwischen o, (z,y, —h/2) =
—p(x,y) und 0,(z,y, +h/2) = 0 an. Analog ist eine Lasteinpragung auch bei z = +h/2
moglich und fiihrt fiir diesen Fall zu einem entsprechenden Spannungsverlauf.

e Im Vergleich zu den Biegespannungen o, und o, ist im Rahmen der Biegetheorie die
Spannung o, als sehr viel kleiner zu betrachten:

lo.| < Jogl,|oyl - (3.16)
Die Spannung o, in Plattendickenrichtung kann somit vernachléssigt werden:
lo.| =0. (3.17)

Anmerkung: In praktischen Ausfiihrungen kann eine Platte sehr wohl lokal bis zur
Fliefigrenze (07 = op) beansprucht werden. Dann sind gesonderte Nachweise erforder-
lich (lokale Vergleichsspannung, Durchstanzen etc.)

e Fiir die isotrope Platte sind die Annahmen des ebenen Spannungszustandes anwendbar:

E
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Tey = GPYzy ;
Tyz = G7yz )
Tor = GV . (3.18)

Hierbei sind, wie in Kapitel 2.1.1 eingefiihrt, F der Elastizitdtsmodul, G der Schub-
modul und v die Querkontraktionszahl.

Die getroffene Annahme, o, = ¢, = 0, ist widerspriichlich und fithrt bei Beachtung der
Gleichung (2.14) zu der unbrauchbaren Aussage o, = —o,. Dennoch zeigen auf dieser An-
nahme basierende Theorien eine gute Ubereinstimmung mit den realen Versuchsergebnissen
diinner Platten. Durch Einsetzen der Gleichungen (3.15) in die Gleichungen (3.18) des ebe-
nen Spannungszustandes isotroper Platten erhélt man

o 1_Ey2 @% *”aazﬁ “

Oy = 1ij2 <887§y+yaazix>z,

Toy = G (aﬁff + %) z,

Ty = G (% + %) ,

Tow = G(%+Z—Z’> . (3.19)

Man erkennt, dafl die Spannungen o,, o, und 7,, lineare Funktionen der Variablen z sind
und jeweils an den Oberflachen der Platte ihre Maximal- bzw. Minimalwerte sowie in der
Bezugsebene den Wert Null annehmen. Die Schubspannungen 7,, und 7,, werden nach der
Gleichung (3.19) als konstant beschrieben, was im Widerspruch zur Realitét steht. Da an
den Plattenoberflichen keine Belastungen in z- bzw. y-Richtung wirken, miissen an den
Orten z = +h/2 die Schubspannungen verschwinden. Das Einsetzen der Gleichung (3.19) in
die Gleichungen (3.7)-(3.9) liefert das Elastizititsgesetz fiir die Schnittgrofien der isotropen
Platte:

[N

my = .h‘ 0.2 =K (aaw:: + 1/%—%) ) (3.20)
Hierbei wird der Vorfaktor
K — E—h3 (3.21)
C12(1 —?) '

als die Plattensteifigkeit bezeichnet. Analog zur Gleichung (3.20) und unter Beriicksichtigung
des Faktors K in der Gleichung (3.21) erhilt man das Elastizitétsgesetz fiir die restlichen

Plattenschnittgrofien:
_ Yy Oy
my, = K(@y +v 8:15) : (3.22)
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B 1-v o, O,
May = My = —5 K( 2 + 6:17) : (3.23)
ow
ow
q@ = Ghs <¢y + 8_y> . (3.25)

Die in den Gleichungen (3.24) und (3.25) hergeleiteten Zusammenhénge fiir die Querkréfte
¢, und g, enthalten das Produkt Ghs. Der hier eingefiihrte Parameter hy < h wird als
die Schubdicke der Platte bezeichnet. Die Schubdicke h, stellt einen Korrekturfaktor dar,
um die bereits oben erwahnte, ungleichméfiige Schubverteilung von 7., und 7,. iiber die
Dicke der Platte zu beriicksichtigen. Das Produkt Ghs wird als die Schubsteifigkeit der
isotropen, schubweichen Platte bezeichnet. Eine wesentliche Annahme in Kapitel 3.1.1 zur
Herleitung der KiIRCHHOFFschen Theorie war die Forderung der Schubstarrheit der Platte.
Die Schubsteifigkeit wird somit als sehr grofl angenommen,

Ghy — 0, (3.26)

so dafl unter der Annahme endlicher Querkrifte ¢, und ¢, aus den Gleichungen (3.15), (3.24)
und (3.25) folgt:

ow ow
’sz—%c‘l'%—o = @/}z——%, (3.27)
ow ow

Die Zwischenergebnisse (3.27) und (3.28) liefern durch Einsetzen in die Gleichungen (3.20),
(3.22) und (3.23) die Elastizitétsgesetze fir die Berechnung der Momente:

*w Pw
0*w O*w
Pw
Mgy = My, =—K(1—-v) 900y (3.31)

Mit der Momentengleichung (3.13) der Platte und den Zusammenhéngen (3.29) bis (3.31)
stehen nun vier Gleichungen fiir die Ermittlung der drei Schnittmomente m,, m,, mgz, = my,
und die Durchbiegung w zur Verfiigung. Durch Einsetzen der Gleichungen (3.29) bis (3.31)
in die Gleichung (3.13) erhélt man

0*w *w 0*w
K <8x4 t2gmast 8y4> —p. (3.32)

Mit der Kurzschreibweise des Delta- bzw. LAPLACE-Operators

o* 07

A=zt op

(3.33)
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kann die Gleichung (3.32) auch geschrieben werden als

p
AAw = — . 3.34
w="2 (3.34)
Die Gleichungen (3.32), (3.34) werden als die KIRCHHOFFsche Plattendifferentialgleichung
bezeichnet. Die auf diesem Wege hergeleitete Plattentheorie liefert allerdings kein eigenes
Elastizitétsgesetz fiir die Querkréfte ¢, und ¢,. Aus den Gleichgewichtsbedingungen (3.11)
und (3.12) konnen mit Hilfe der Gleichungen (3.29)-(3.31) die Zusammenhénge zwischen
der Durchbiegung w und den Querkréften ¢, und ¢, in LAPLACE-Operator-Schreibweise
angegeben werden:
0 0

= —K 2 (Aw) | - K2 (Aw) . 3.35

b= K g (Bu), g =K 5 (Au) (3.35)
Mit den Zusammenhéngen der Gleichungen (3.27) und (3.28) lassen sich die Spannungen der
Platte in Abhéngigkeit von der Biegefliche w(x,y) angeben:

E 0w 9*w
S _1_y2<ax2+”ay2>z’ (3.36)
E 0w 9*w
o, — _1_y2<6y2+”ax2>z’ (3.37)
0*w E 0w
Toy = —2G<8xay>z——1+y<axay>z. (3.38)

Auf diese Weise sind alle Kraftgrofien auf die Durchbiegungsfliche w = w(x, y) zuriickgefiihrt
worden.

3.1.3 Plattenspannungen in Abhingigkeit der Schnittgréflen

Um die Spannungen der KIRCHHOFFschen Platte in Abhéngigkeit von den Schnittgréfien
darzustellen, ist es erforderlich, die Ergebnisse der Gleichungen (3.29)-(3.31) unter Beriick-
sichtigung der Beziehung (3.21) in die Gleichungen (3.36)-(3.38) einzusetzen:

E m, 12

Oy = 1_ .2 72 = ﬁmzz (339)
E m, 12

Oy = 1_ .2 72’ = ﬁmyz (340)
E  my, 12

Toy = T2 0T e (3.41)

Die in den vorangegangenen Unterkapiteln hergeleiteten Zusammenhénge der KIRCHHOFF-
schen Plattentheorie lassen eine direkte Ermittlung der Schubspannungen 7. und 7,, sowie
der Spannung o, nicht zu. Um dennoch den Verlauf der durch die Querkréfte hervorgerufenen
Schubspannungen 7,. und 7,., sowie ndherungsweise die zunéchst zu Null angenommene
Spannung o, bestimmen zu kénnen, werden die Gleichgewichtsbedingungen an einem Volu-
menelement betrachtet (Abb. 3.2, rechts) [101]:

0oy  OTyy = OTuy
_l_

ox oy 0z

+X =0 (3.42)
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OTpy Ooy 0Ty

9 oy o +Y =0 (3.43)
01y, 01y, 0o, B
T b e (3.44)

Die Krifte {K}T = {X,Y,Z} sind die je Volumeneinheit eingeprigten dufieren Krifte.
Auf die Herleitung dieser Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik (3.42)-(3.44) wird an
dieser Stelle verzichtet (s. z. B. [36]). Unter Vernachldssigung des Platteneigengewichts und
des Verschwindens der auf das Volumenelement dV' = dx dy dz eingepriagten dufleren Krifte
(X =Y = Z = 0) folgt unter Beriicksichtigung der Zusammenhinge (3.36)-(3.38) aus den
Gleichungen (3.42), (3.43):

Or..  Ez 0 A or.,, Ez 0

0z _1—1/28_91;( w) 0z _1—1/28_y(Aw)‘ (3.45)

Durch Integration beziiglich z erhélt man aus den Gleichungen (3.45):

[ Ez 0 B E 0 9

T = 120 (Aw) dz = 2(1—v?)0x (Aw) {Z + Cl(x’y)} (3.46)
B Ez 0 B E 0 9

T o= —1_V2a—y(Aw) dz= 3 5 (Aw) |22 + Cy(z, )| (3.47)

Die Integrationskonstanten C1(x,y) und Cy(x,y) werden durch die Forderung bestimmt, daf§
an den Plattenoberflichen z==+h/2 die Schubspannungen 7,, und 7,, verschwinden:

h2
g .
Somit folgt fiir die Schubspannungen 7, und 7, unter Hinzuziehung der Plattensteifigkeit K
(3.21) und den Gleichungen (3.35):

Ci(z,y) = Co(z,y) = — (3.48)

6]
o - -] e
_ %% [1_ (%ﬂ . (3.52)

Durch Umformen der Gleichung (3.44) folgt mit (3.49), (3.51) und Integration iiber die
Plattendicke h der Zusammenhang:
3K [ 423

0: = 53 |2 3m - C’g(x,y)] AAw. (3.53)

Mit der Voraussetzung, dafl am unteren Plattenrand z=h/2 die Spannung o, verschwindet,
folgt fiir die Integrationskonstante Cs(z,y) aus der Gleichung (3.53):
h

Cal,y) = -3, (3.54)
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so daf} fiir den Verlauf der Spannung o, geschrieben werden kann als

o, =—K

1-3(3)+2(3)’| adw. (3.55)

Unter Hinzuziehung des Zusammenhangs (3.32) folgt aus der Gleichung (3.55):

o, = —g ll ~3 G) +4 (%)3] . (3.56)

Fiir z=—h/2 148t sich aus (3.56) die korrekte Angabe

0. (x,y,z:—g> — p(ay) (3.57)

ableiten; an der Plattenoberseite nimmt die Spannung o, den Wert der eingepréigten Last
an.

3.1.4 Randbedingungen der KIRCHHOFF-Platte

Die KIRCHHOFFsche Plattengleichung (3.32), (3.34) ist eine inhomogene Bipotentialglei-
chung bzw. eine lineare, inhomogene, partielle Differentialgleichung 4. Ordnung. Fiir die
Losungsfunktion der Plattendifferentialgleichung ist es erforderlich, acht Integrationskon-
stanten zu finden. Somit miissen fiir die schubstarre Platte an jedem Rand jeweils zwei
Randbedingungen formuliert werden. Da an jedem Rand drei Schnittgréfien vorliegen (das
Biegemoment m, bzw. m,, das Torsionsmoment m,, = m,, und die Querkraft ¢, bzw. ¢,),
wiaren folglich fiir die Losungsfunktion der Plattendifferentialgleichung 12 Intergrationskon-
stanten erforderlich.

Einfithrung von Ersatzquerkriften

Das oben beschriebene Problem wird nach einem Vorschlag von THOMSON und TAIT (1876)
dadurch umgangen, dafl das Torsionsmoment m,, durch die stetige Verteilung von Kréfte-
paaren ersetzt wird. Nach dem Saint-Vénantschen Prinzip klingt dieser Spannungszustand
in einem eng begrenzten Bereich ab. Die Abbildung 3.5 zeigt am Beispiel des Randes y = b
die Reduktion der Torsionsmomente m,, dz durch stetig verteilte Kréftepaare my,.

An den Grenzen zweier benachbarter Randelemente mit der Breite dx verschwinden die
Krifte m,,. Lediglich der Zuwachs dm,, = a—g‘w’ﬁdm bleibt bestehen. Die Summe der auf
dzr bezogenen Querkrifte g, und der , Torsionskréfte” m,, wird zu einer Ersatzquerkraft g,
zusammengefafit. Fiir den Rand y = b kann die Ersatzquerkraft formuliert werden als

Omy,(x,b
7,(z,0) = qy(z,0) + —ya( ) (3.58)
x
bzw. unter Beachtung der Gleichungen (3.31) und (3.35) als
_ Ow(z,b) OPw(z,b)
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dx
y\ dx X

z ‘%A
_om,, 4
/ \ " ox o

&
(m o dmyx )d x&/ )
l \ m,, +—"-dx
myxdx / — ox
)(]N

(myx + dmyx . T l
myx

= dx

p) \ /

~ om
= dx
ox

Abbildung 3.5: Ersatz der Torsionsmomente durch statisch &dquivalente, stetig verteilte
Kraftepaare

Analog kann fiir den Rand = = a die Ersatzquerkraft

Omyy(a,y) PPw(a,y)

©(ay) = @aloy)+—p ==K |—75=+2-v)

Pw(a,y)

52007 (3.60)

angegeben werden.

Besonderheiten an den Plattenecken

Bei der oben beschriebenen Einfiihrung von Ersatzkréiften tritt an den Plattenecken eine
Besonderheit auf. Durch die Aufteilung der Torsionsmomente my, dy bzw. m,, dz in Kréfte-
paare verbleiben an den rechtwinkligen Plattenecken zwei Einzelkréfte mg,, und m,,. Die
Krifte addieren sich dort zur Gesamtkraft

Fr = mygy +my, (3.61)
woraus mit dem Zusammenhang
My = My (3.62)
die Eckkraft mit der Grofle
Fg =2my, (3.63)

folgt.

e Da an freien Ecken keine dufleren Kréfte wirken, mufl an dieser Stelle die Eckkraft Fg
verschwinden:
Fg=mgy, +my, =0. (3.64)
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Abbildung 3.6: Besonderheit an den Plattenecken: Eckkraft Fg
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e [st die Plattenecke zugfest-gelenkig gelagert, so kann das Lager die Kraft Fiz aufnehmen.
Die Eckkraft bedingt dadurch eine Verdnderung der Auflagerreaktionen. Ein positives
Torsionsmoment mg, = m,, > 0 verursacht dabei eine Zugkraft auf das Lager mit dem
Bestreben, die Plattenecke von der Lagerung abzuheben.

e Sind die zu einer Plattenecke gehérenden Plattenrédnder eingespannt, verschwinden die
Torsionsmomente an diesen Rdndern und damit die Kraft an der Plattenecke:

Fg=mg =my, =0.

(3.65)

3.1.5 Gelenkig gelagerte Rechteckplatte - Losung nach NAVIER

Eine allseitig zugfest-gelenkig gelager-
te Rechteckplatte ist in einem recht-
eckigen Bereich mit den Seitenldngen
ao und by und den Mittelpunktskoor-
dinaten xy und y durch eine beliebige
Last p(x,y) belastet (Abb. 3.7). Die
Seitenkanten der belasteten Fléche ver-
laufen parallel zu den Kanten der Plat-
te. Gesucht werden sowohl die Biege-
fliche w(z,y) als auch die resultieren-
den Belastungen der Platte. Die an
den Plattenrdndern zu fordernden Be-
dingungen

w(0,y)
Aw(oa y) =

Abbildung 3.7:
Rechteckplatte mit Rechtecklast py.

Yo

Y

A

A

\ B

w(a,y) =w(z,0) =w(z,b) =0
Aw(a,y) = Aw(z,0) = Aw(z,b) =0

>
X

Zugfest-gelenkig gelagerte
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werden als die NAvIERschen Randbedingungen bezeichnet [18, 101, 104]. Fiir die Biegefliche
erfiillt der FOURIERdoppelreihenansatz

Y)= > > Wpysin 7Y in n_zy (3.68)
m=1n=1 a

die Randbedingungen des Problems. Analog dem Ansatz (3.68) wird die Flichenlast p(x,y)
in einer FOURIERdoppelreihe entwickelt:

= > Y Dmnsin M2 sin Y. (3.69)
m=1n=1 a b

Zur Berechnung der FOURIERkoeffizienten p,, werden beide Seiten der Gleichung (3.69)
mit den orthogonalen Funktionen sin “%£ und sin =% multipliziert und iiber den gesamten

Plattenbereich integriert:

a b ~
/ / p(z,y smm?msin%dmdy:

=0 y=0
mmx mnx ; n n
T T T T
= Z men / sin sin dx / sm—ysm—ydy (3.70)
g/ o a a o b b
Bei Beriicksichtigung der Orthogonalitdtsbeziehungen
/ sin mrg sin mm d¢=0 fir m#m (3.71)
Lo c c
und .
. mmu§ . m7r§ c .. N
/ sin sin d¢ =—- fir m=m (3.72)
= ¢
folgt fiir die Gleichung (3.70) der Zusammenhang
a b ~ b
T . nw a
/ / (z,y) sin 222 sin Tyda: dy = - Prms (3.73)

woraus sich durch Umformen die Koeffizienten p;; bzw. nach Umbenennung der Indizes die
Koeffizienten p,,, bestimmen lassen:

Prn = — / /pa; y) sin mre sm%dmdy (3.74)

=0 y=0

Die zur Beschreibung der Biegefliche w(z,y) noch unbekannten Koeffizienten w,,, werden
aus der KIRCHHOFFschen Plattendifferentialgleichung AAw = p/K (Gl. (3.34)) gewonnen.
Mit )
2 2
KAAw =K Z Z <m_ + b2> MWy SIN —— sin % = p(z,y) (3.75)
a

m=1n=1
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erhalt man durch Koeffizientenvergleich mit der Gleichung (3.69)

1 Pmn
Wmn = K7T4 (m_22+2L_22)2 (376)
und somit | e
mn . mTmr . n
w(z,y) = 7 > 2p S sin ;T sin Zy (3.77)
() (3]

Platte mit konstanter Rechtecklast p

Wird die Platte analog zur Abbildung 3.7 mit einer konstanten Rechtecklast py belastet, so
lassen sich die FOURIERkoeffizienten p,,, unter Beriicksichtigung von

a a
p(xvy):po xo—?0§$§1'0+?0

b b
p(z,y) = po fiir m—§§y§m+§ (3.78)
p(z,y) =0 den Restbereich

mit der Gleichung (3.74) bestimmen:

zo+ %1 Yo+ %l
4pg ' ' . mwx . nmy
— sin sin —= dz dy
ab . S, a b
z=z0— 3 y=yo— 2

~ 16py . (mm . /mmag\ . /nm . [nmb
= sin < a;0> sin < p_— > sin < 2 yo) sin ( 2 ) (3.79)

mnm? a

Pmn =

mit m,n = 1,3,5... . So folgt fiir die Biegefliiche aus der Gleichung (3.77) mit dem Zusam-
menhang (3.79)

00 00 i MAXTQ o3ry MTAQ o3y N : nwh
w(z,y) = 16po Z Z sin 770 gin 270 gin #R0 32111 e sin mmnx sin nmy ‘ (3.80)
Kb == mn |:(m>2 n <ﬂ>2:| a b
a b

Platte mit Einzellast P im Punkt (zo, o)

Fiir die Berechnung der Biegefliche w(x, y) bei Belastung durch eine Einzelkraft P im Punkt
(20, yo) konnen die Koeffizienten p,,,, aus dem Grenziibergang aus Gleichung (3.79) erhalten
werden. Hierzu wird fiir die Kraft P

P= poaobo (381)

gesetzt. Aus der Gleichung (3.79) folgt unter Beachtung von Gleichung (3.81)

4P mmry sin TR nmy, Sm% 3.89
Prmn = —p sin— gy~ S0 - (3.82)

2a 2b
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Anschliefend wird der Grenziibergang ag — 0 und by — 0 mit Hilfe der L’HOSPITALschen
Regel [81] durchgefiihrt. Mit

SlIl mmag mag CcoS mmaq

mma
li 20 — Jim 2¢——2¢ — ]im cos 01 (3.83)
ag—0 %ﬁl ag—0 %Q ap—0 2a
und
sin e by ¢og mrbo mb,
lim 2 = im 22——20 — lim cos 0 -1 (3.84)
bo—)O iy b0—>0 Ut} b0—>0 2b
2b 2b
folgt fiir die Gleichung (3.82) somit
4P MTTg nTYo
lim p,, = — sin sin 3.85
2070 b ab a b ( )

und somit fiir die Biegefliche w(z,y) aus der Gleichung (3.77)

4P 00 00 iy MATQ gip MIYO giyy MAL o5p) MY
§ : a b a b
abKm?t

N (C R ON|

w(z,y) = (3.86)

Ermittlung der Schnittlasten

Laft sich fiir den untersuchten Belastungs- und Lagerungsfall der Platte ein Biegeflichen-
verlauf angeben, so konnen die Momente, Querkréifte und Spannungen in Abhéngigkeit des

Ortes mit Hilfe der Gleichungen (3.29)-(3.31) und (3.35)-(3.38) angegeben werden. Die
Qualitat der Belastungsverldufe ist dabei abhéngig von der Ordnung der gefundenen Losung.

3.1.6 Fest eingespannte Rechteckplatte - RiTz-Ansatz

X, Fiir eine allseitig fest eingespannte Recht-
eckplatte mit einer an der Stelle x = xg
und y = yo angreifenden Einzellast P (Abb.
3.8) sollen der Biegeflachenverlauf w(z,y)
P und die daraus resultierenden Plattenbelas-
tungen ermittelt werden. Die Losung des
Problems mufl den Randbedingungen der
allseitig fest eingespannten Rechteckplatte
J a geniigen. Fiir diesen Fall 148t sich keine
) strenge Losung des Plattenproblems mit Hil-
v fe einer Reihenentwicklung analog der Glei-
Abbildung 3.8: Fest eingespannte Rechteck- chung (3.68) angeben, die die geforderten
platte mit Einzellast P. Randbedingungen erfiillt. Um dennoch eine
analytische Losung der fest eingespannten

Rechteckplatte zu entwickeln, ist die Anwendung eines Naherungsverfahrens erforderlich.

Yo
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Hier eignet sich das Verfahren von RITZ, das als ein allgemeines Variationsproblem der Elas-
tizitatstheorie das Prinzip vom Minimum des elastischen Potentials formuliert [2, 5, 18, 78,
82, 101, 104]. Existiert ein Variationsproblem des elastischen Potentials

I=W;—W,, (3.87)

erfiillen alle geometrisch zuléssigen Verschiebungen, die das Gesamtpotential minimieren,
auch die Gleichgewichtsbeziehungen des Problems. Voraussetzung fiir die Existenz eines
Variationsproblems ist die Darstellbarkeit des elastischen Potentials IT in Abhéngigkeit von
den unabhingigen Konstanten, der Verschiebungsfunktion w(x,y) und deren Ableitungen
als Integralausdruck. Verschiebungsfunktionen, die diese geometrischen Randbedingungen
erfiillen, werden als Vergleichsfunktionen bezeichnet. Eine Minimierung des Gesamtpoten-
tials bedeutet, daf§ die Variation des elastischen Potentials Null wird:

S =6(W;—W,)=0. (3.88)

Das elastische Potential II in Gleichung (3.87) setzt sich aus der Differenz der Forménde-
rungsarbeit Wy und der Endwertarbeit der &ufleren Belastung W, zusammen. Im Fall des in
der KIRCHHOFFschen Plattentheorie angenommenen ebenen Spannungszustandes 148t sich
nach TIMOSHENKO et al. [103] die Forménderungsarbeit schreiben als

1
Wy =5 [ (Oraan + Oy + Tan/ton) AV (3.89)
\%

Wegen der Schubstarrheit der Platte,

Yoz = Vyz = O, (390)

gehen die Schubspannungen 7., und 7, nicht in die Gleichung fiir die Formé&nderungsarbeit
ein. Mit der Forderung

€. =0 (3.91)

flieBt auch kein Energieanteil von o, in die Gleichung (3.89) ein. Unter Beriicksichtigung des
HookEschen Gesetzes fiir den ebenen Spannungszustand (Gl. (3.18)) folgt aus der Gleichung
(3.89) durch Substitution der Spannungen durch die Verzerrungen der Zusammenhang

1—v

1 L 2 2 2
Wy = §V/ =07 <5m +eyy T2V Em Eyy + 5 %y> av. (3.92)

Ersetzt man die Verzerrungen durch die Ableitung der Biegefliche (Gl. (3.36)-(3.38)) und
integriert iiber die Plattendicke h, so erhédlt man aus der Gleichung (3.92) unter Beachtung
des Zusammenhangs (3.21)

1 [/0%w\? Pw\’ 0w 0w Pw \’
Wy = §A/K <W> +<8_y2> +2vwa—y2+2(1—v)<axay> dA
1 | 9 0w 0w Pw \’
_ 5A/K (Aw)? +2(1 - v) (W BT <8x8y dA. (3.93)
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Im betrachteten Fall der Rechteckplatte mit konstanter Plattensteifigkeit K ist eine weitere
Vereinfachung der Gleichung (3.93) moglich. Durch partielle Integration von

0w 6w 0%*w Ow 92w H%w
s —dy — | == dud 4
83’3 8y 8&8 oy 83) J 0y? Ox Y J 022 Oy xray (3.94)
folgt aus der Gleichung (3.93)
0w 8w * 0w 8w
A+ K (1— ‘
2/ d + K (1-v) L 920y R ay2 o } (3.95)

Fiir die Randbedingungen der festen Einspannung verschwinden die Randintegrale, so dafl
sich der Ausdruck fiir die Forménderungsarbeit weiter vereinfachen 1a3t zu:

_ %/K [(Aw)’] dA. (3.96)

Als die Endwertarbeit der d&ufleren Belastung W, versteht man die Arbeit der dufleren Be-
lastung, die bei voller Belastungsgrofie bis zur Endverschiebung geleistet wird. Bei der Be-
trachtung von normal zur Oberfliche angreifenden Flichenbelastung p(z,y) und Einzellast
Py(z,y) folgt

W, = /pwdA—i—ZP w; . (3.97)

=1

Statt der unbekannten Verschiebung w wird bei dem Verfahren von RITZ eine Vergleichs-
funktion @ als Doppelreihenansatz der Form

w(z,y) = w(z,y) z_:z_: i Xi'(x) Y (y) (3.98)

eingefithrt. Hierbei sind X}’(x) Funktionsansétze in Abhéngigkeit der Koordinate z und
Yj“’(y) von y abhéngende Ansétze, die lediglich die wesentlichen Randbedingungen erfiillen
miissen. Beziiglich der Durchbiegung w sind dies die geometrischen Randbedingungen (w
und w, bzw. w,). Die unbekannten Koeffizienten a;; werden durch das Minimum des
elastischen Potentials bestimmt:

ko1
II - a

Im Fall der nicht trivialen Lésung

erfordert die Minimierung des elastischen Potentials das Verschwinden der ersten Ableitung
des elastischen Potentials nach den Koeffizienten a;;:

oWy —W,)

=0. 101
o 0 (3.101)
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Im folgenden sollen beispielhaft zwei Vergleichsfunktionen betrachtet werden, die die geo-
metrischen Randbedingungen des Problems erfiillen [18, 21]:

x@ = [(0)' 20"+ ()]
AU ORSORIONS

X (x) = [1—cos(Zz2)],
Y(y) = [1—cos(3)].

Die Bestimmung des Koeffizienten a;; fiir beliebig angreifende Einzellasten folgt nach Glei-
chung (3.101) unter Beachtung der Gleichungen (3.96) und (3.97) aus dem Zusammenhang

2 4 ~ .
8%{ [ K (a0 dA—ZPpwp} - 0,

OAW
Oay

(3.102)

und

(3.103)

ow
dA — ZPP&L; = 0. (3.104)

[ K aw
A
Nach Einsetzen der allgemeinen Formulierung der Ansatzfunktion w aus der Gleichung (3.98)

folgt dann fiir den Zusammenhang (3.104)

rORXY B2XP

M M .
KY Y ay| [ Sk de /waw
=0

b
do / vy ot

i=1j=1

b
2X 82 w 82Y’w 2yw
/X;”akx/ ]Ywder/X“’Xkd/ 26 dy| —
J, Oy Ay

_ZP Xy (@) Y1 (yp) = 0.

p=1
(3.105)
bzw.
KZZZZJM Qij = ZP Xy (@) Y1 (yp) - (3.106)
=1 j= p=1
Die Koeffizienten Z,j;; bestimmen sich aus dem Zusammenhang
FOPXE XY I A G
Ziju - da / Yy, i [, T
= =0 y=0
aZX 82 w a b 82}/711 82Yw
p G / ]Y“’d /X.“’X“’d/ 1O gy,
+/ i y+x: i k 4T / 8y2 ay2 Y
(3.107)

Matriziell kann die Gleichung (3.106) weiter vereinfacht werden zu

[Zijul {aij} = { Port} (3.108)
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so daf sich die gesuchten Koeffizienten a;; des RiTz-Ansatzes durch Umstellen und Losen
der Gleichung (3.108) ermitteln lassen:

{aij} = (Ziju] ™" { Pomt} - (3.109)

3.2 Die schwach gekriimmte KIRCHHOFF-Platte

Die im Kapitel 3.1 abgeleitete Plattentheorie kann auch als ein Sonderfall der allgemeinen
Schalentheorie gewertet werden. L&t man beispielsweise bei einer Kugel- oder Zylinder-
schale den Radius gegen unendlich gehen (r — o0), so erhilt man die Beschreibung der
ebenen Platte. Es zeigt sich, dafl schon eine geringe Wélbung ausreicht, um einen Spannungs-
zustand mit typischem Schalencharakter zu erhalten [20, 23, 24, 104]. Eingeprigte senkrechte
Lasten werden mit abnehmendem Radius nicht mehr ausschlieflich iiber Querkréfte ¢ und
Momente m sondern iiber Membrankréfte n abgetragen. Die sich aus der Flachheit ergeben-
den Vereinfachungen der Schalentheorie ermoglichen es, mit geringerem Berechnungsaufwand
als bei der allgemeinen Theorie der Schalen Fragestellungen schwach gekriimmter Strukturen
zu untersuchen. Ein solches Tragwerk wird als schwach gekriimmte Platte bzw. als flache
Schale bezeichnet.

Analog zur Plattentheorie wird die Geometrie der flachen Schale durch den Verlauf der Mit-
telfliche in einem kartesischen Koordinatensystem hinreichend genau beschrieben. Fiir die
schwach gekriimmte Platte wird dabei die Annahme getroffen, dafl die Kriimmungen der
Mittelfldche klein beziiglich der x-y-Ebene sind:

82\’ 0z\?

— 1 — 1. 3.110

<3w> <5 (8@/) < (3:110)
Schnittgroien

Aufgrund der getroffenen Annahme habe ein infinitessimal kleines Schalenelement in der
Abbildung 3.9 die Seitenldngen dx und dy. An den Elementseiten lassen sich die Querkréfte

-
/ Y . ¥
Y P z -
bt T T T~
s PP P
<. _ P o 7
\/ =
- — P

Abbildung 3.9: Links: Beschreibung der Schalenmittelfliche als Funktion z(z,y) im karte-
sischen Koordinatensystem. Rechts: Spannungen am infinitessimalen Schalenelement.
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Te(1— =) dz (3.111)

Teo(1 — i) dz und ¢, =
Ty

dx =
Ty

(-

ol T >
(-

Bl T >

in der Einheit [ﬂL} antragen (Abb. 3.10). Die an der Mittelfliche wirkenden Biege-

FEinheitslange

dx
—
4 om,
1 > om
P Lom, +—2dx
. ox
BRSE % om
m_+—>"dx
3 T ox
q,.+ idx

ox

z

Abbildung 3.10: Infinitessimaler Ausschnitt der Schalenmittelfliche mit eingeprégten
dufleren Lasten. Links: Scheibenschnittgrofien. Rechts: Plattenschnittgrofien.

momente
) : )
my = / 0,2(1 — —)dz sowie m, = / oy2(1 — —)dz (3.112)
A "y _h Ta
2 2
und Torsionsmomente
3 3
7 z 7 z
May = [ Toyz(l ——=)dz und my, = / Tye2(1 — —)dz (3.113)
. Ty . T
h h
-3 -3

haben die Einheit [K’”‘g’;thggl’;%g“e”ge} Die schiefwinkligen Schnittkrafte

ny = [ 0z(1— i) dz, mny= [ o,(1— i)dz, (3.114)
( Ty ( Ty
" "
2 2
A A
/ z / z
Ny = / Toy(1 — 'r_) dz und ny, = / Tya(1 — 'r_) dz (3.115)
_h 4 _h 4
2 2

in den Gréflen [W[Z?s%ge} sind in diesem Fall von gew6hnlichen Normal- und Schubkréften
nicht unterscheidbar. Im Fall der Kugelschale gilt fiir die die Geometrie beschreibenden
Radien r, =7, =r. Im Fall der ebenen Platte (r, — oo, 7, — 00) gehen die Gleichungen

(3.111)-(3.113) in die Plattenbeziehungen (3.7)-(3.9) iiber.
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Gleichgewichtsbedingungen

Dem Schalenelement werden, wie in der Abbildung 3.10 dargestellt, die &ufleren Lasten p,,
py und p, eingeprigt. Anders als bei ebenen Scheiben und Platten liefern bei den flachen
Schalen orthogonal zur Mittelfliche angreifende Kréfte auch in der Mittelfliche wirkende Be-
anspruchungen. Umgekehrt gehen in der Schalenmittelfliche wirkende Kréfte in die Gleichge-
wichtsbetrachtungen in senkrechter Richtung mit ein. Die Abbildung 3.11 zeigt exemplarisch
die Beitrige der Krifte n, dr und deren Zuwéchse in z-Richtung. So fliefit bei der Annahme

dx

V:

Abbildung 3.11: Kriimmungsabhéngigkeit der Belastungskomponenten.

einer schwachen Kriimmung,

0
wza—; und 1, =7y, (3.116)

z

der Anteil n, % dz dy mit in die Gleichgewichtsbetrachtungen in z-Richtung ein. Durch die
9%z 9%z

Kriimmung 5= 5y st die schiefwinklige Kraft n, dy mit dem Faktor = 59 dz in der Aufstellung
des Gleichgewichts in z-Richtung zu beriicksichtigen. Analoges gilt fiir alle Schnittgréfien
des Schalenelementes, so dafl sich nach Streichen der allen Gliedern gemeinsamen Fliche
dz dy die Gleichgewichtsbeziehungen in den drei Raumrichtungen angeben lassen zu:

87'% 8nxy 822 822
_ _ = A1
anzy any 622 622
Y _q, — = A1
5o "oy “asoy Wop + py 0 (3.118)
und 5 o 92 ) )
z 2 % o, . (3.119)

T A o 2 Y A A A o
e B + 2Ny oz Oy Ty oy Ox Oy
Das Aufstellen der Momentengleichgewichte liefert analog zur Plattentheorie die Zusam-

menhénge
Omg ~ Omy, Omg,  Om,

oz oy oz oy -
Zur weiteren Vereinfachung der Gleichung (3.119) sind die Gréfenordnungen der Einzel-
glieder in den Gleichungen (3.117) und (3.118) abzuschétzen. Hierzu wird eine Linge [
gewihlt, so daf} gilt:

=¢, und (3.120)

0y
ozx

~g md 12y (3.121)

l
Ox
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Unter einer dhnlichen geometrischen Betrachtung wie in der Abbildung 3.11 kann dann der
Zusammenhang

0%z

formuliert werden. Die getroffene Annahme (3.110) la8t sich erweitern zu

2 2
<z %) <1, (3.123)

so dafl die Beziehung

Pny\” 82z \* 2z\’

2 x 2

~ (1 A= = el =— 3.124
M < Oz? > > <n 8332) @ >\ 8a;2> ( )
gefolgert werden kann. Die linke Seite der Gleichung (3.124) ist auch ohne die Quadrate um
zwei Stufen grofer als die rechte, so dal weiter der Zusammenhang

o (3.125)

e =0 d — =0 3.126
o "oy W e Ty T (3.126)
Die Einfiihrung der A1ryschen Spannungsfunktion ®, den Beziehungen
0P ' 0?P ' 0?P
na;:a—y2—( Pz dx ny:w—/pydy, nzy:—axay (3.127)

geniigen. Somit 148t sich die Gleichung (3.119) mit den Zusammenhéngen (3.126)-(3.127)
schreiben als:
9?P 9%z *® 9%z 0% 9%z Oq, Jgy

0?2z 0%z
o . = —P:t55 e AT+ —— dy. (3.12
0x? 0y?> — Ox 0y Ox 8y+8y2 8x2+ Oz T dy p +8y2 /p x"'axz /py y. (3.128)

3.2.1 Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen

Zur Herleitung der Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen der schwach gekriimmten KIRCH-
HOFF-Platte werden zunéchst die kinematischen Beziehungen einer Normalen Aq A= eines
Schalenelementes betrachtet (s.a. Abb. 3.12). Der Punkt Ay kennzeichnet eine beliebige
Position auf der Schalenmittelfliche. Der Punkt A befindet sich innnerhalb der Schalendicke
mit dem Abstand 0 < { < h/2 zur Mittelfliche der Schale und bildet mit dem Punkt A,
eine Normale zur Schalenmittelfliche. Durch die Schalenkriimmung

0%z 0%z

= w und Kly = a—yz (3129)

K

schlieit die Tangente im Punkt Ay mit der z-Achse den Winkel % ein. Analog 143t sich fiir
einen Schnitt z=const. der Winkel g—z angeben. u, v und w kennzeichnen die Verschiebun-
gen in der Schalenmittelfliche bzw. senkrecht dazu (s. Abb. 3.13). Die Verschiebungen im
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dx

A
A

u+a—udx
Yz ox
Abbildung 3.12: Kinematische Beziehun- Abbildung 3.13: Linienelement mit den
gen des Schalenelements beim Schnitt y = Endpunkten Ay, By auf der Schalenmit-
const.. telflache beim Schnitt y=const..

Abstand ¢ zur Mittelflache und parallel zu u, v und w werden mit u¢, v, und w, bezeichnet
(s. Abb. 3.14). Nach den Verschiebungen v und w des Punktes A in der Abbildung 3.12
besitzt das Linienelement AgA die neuen Endpunkte AjA’. Die Tangenten durch die Punkte
Ap und Aj schlieen zusammen den Winkel g—gj ein. Durch die gegenseitige Anndherung der
Normalen AygA und AjA’ kann fiir die Verschiebungen des Punktes A fiir kleine Winkel,

sma~a und cosa~x1, (3.130)
die Beziehung
0 0
U =u — 8_7;3)< bzw. analog v =v — 8—ZC (3.131)

angegeben werden. Die Abbildung 3.13 zeigt das Linienelement AB im Abstand ( zur
Mittelflache. Aufgrund der Flachheit der Schale kann die Lénge des Linienelementes mit
ds~dzr angenommen werden. Durch die Verschiedenheit der Verschiebungen in den Punkten
A und B erfahrt das Linienelement die Verldngerung %ﬂm. Die radiale Verschiebung w, fiihrt
aus Griinden der gegenseitigen Annéherung der Normalen AygA und BB zu einem negativen
Anteil —% bei der Langsdehnung des Linienelementes AB. Somit kann fiir die Dehnung
der Zusammenhang

8’LL§ 82w<
e == — 3.132
c Ox Ox? ( 2)
bzw. in analoger Weise
81)4 82’11)4
== _ 3.132b
Sy 83} ayg ( )
formuliert werden. Bedingt durch die Verdrillung
0?2z
oy = 3.133
"y = Br y ( )

der Schalenmittelfliche ist die Radialverschiebung w? an der Stelle B zur Verschiebung wg‘

des Punktes A nicht nur um den Betrag w, 8;;”24 dz in z-Richtung geneigt, sondern auch um
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‘ dx - - dx .
0’z i >x
W, —5 dx ;
We axz, Qk/wg 0°z e
‘ 5 oxdy
4 3
We
0’z
dy Wy 8)/_2 dy
“ 0’z
e —dy
y &—%b axay
( C
\ 4 Lo

Abbildung 3.14: Verzerrungen des Linien- Abbildung 3.15: Schubverzerrungen der Lini-
elementes AB. enelemente AB und AC.

wg%dy in y-Richtung. Ein analoges Verhalten kann fiir den Punkt C' formuliert werden,
der mit dem Punkt A ein zu dem Linienelement AB orthogonales Linienelement AC' bildet
(s. Abb. 3.15). Bei der Betrachtung der Schubverzerrung -, liefert somit auch die Radialver-

schiebung w, einen winkelvergréflernden Anteil zu der aus dem ebenen Verzerrungszustand
Qv

5.+ Die Schubverzerrung 148t sich im Fall der flachen Schale

bekannten Komponente %—L;f +
mit

. 811{ 8Ug 82’11)(

Tay = Oy L wgf)xay

angeben. Mit den kinematischen Beziehungen der schwach gekriimmten Platte bzw. der

flachen Schale (3.132a), (3.132b), (3.134) folgt mit den Gleichungen (3.131) fiir die Verzer-

rungen

(3.134)

ou  O*w 0%z
T o e (3-1352)
ov  O%w 0%z
_ v _wZE 1
I e S (3.135h)
und ou 0 0? o”
T By YR (3.135¢)

%y_8_y+8x Oz Oy w@xf)y'

3.2.2 DMaterialgesetz

Ausgehend von einem linear-elastischen Materialverhalten und einer isotropen Materialsym-
metrie der flachen Schale kénnen die Zusammenhénge zwischen den Spannungen und Ver-
zerrungen iiber das HOOKEsche Gesetz der Gleichung (3.18a)-(3.18¢c) hergestellt werden.
Unter der vereinfachenden Annahme sehr diinner Schalen und einem grofien Kriimmungsra-
dius r geht das Glied z/r in den Gleichungen (3.111)-(3.115) gegen Null. Mit Hilfe des
HookEschen Gesetzes, den Definitionsgleichungen (3.112)-(3.115) der Schalenmomente und
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-spannungen und den Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen der Gleichungen (3.135a)-
(3.135¢) folgt nach der Integration iiber die Schalendicke h das Elastizitdtsgesetz der schwach
gekriimmten Platte zu

ou  Ov 0z 02z
— D|= —— = — 1
Ny [8:}5_“/5@/ <8x2+yay2>w] , (3.136a)
ov  Ou 2z 0%
— D= - _ 1
Ny [83/_‘_1/890 <8y + 82)10], (3.136b)
1—v[ou  Ov 0?2
Ngy = 5 [8 +v . —2 pe 8yw] (3.136¢)
. e Eh
mit der Dehnsteifigkeit D = 12
Pw 0w
Pw 0w
my = -K [a—y2 + V@‘| , (31366)
0w
My = —K (1-v) 920y (3.136f)
3
mit der Biegesteifigkeit K = B (Efﬁ ")

3.2.3 Schwach gekriimmte Platte iiber rechteckigem Grundrif3

Die Zusammenhénge (3.120), (3.127) und (3.128) kénnen auf zwei Differentialgleichungen
vierter Ordnung mit den Unbekannten ®(z,y) und w(z,y) reduziert werden (s.a. FLUGGE
[24] und SCHNELL et al. [98]):

Fo(z,y)  0*0(z,y)

KAA - = 1
w(z,y) — K o Fy =53 p(z,y), (3.137a)
Pw(z,y)  Pw(z,y)
Mit der Einfiihrung einer zunéchst noch unbekannten Hilfsfunktion 1 (z, y) und der Ansétze
w(z,y) = AAY(z,y) (3.138a)
*h(z,y) 0*Y(z,y)
wd () = D) | TN 1, TR s

kann das Problem in eine partielle Differentialgleichung achter Ordnung iiberfiihrt werden:

D(1—v?) lﬁz "y (z,y) 0*p(z, y) 2 0Y(z,y) ya

AAAAY(z,y) + I + 20, by 5y TRy | =

Oyt T 02 0y? vy Ozt K’

(3.139)
Die unbekannte Hilfsfunktion ¢ (z,y) kann fiir die gelenkige Lagerung analog dem Vorgehen
in Kapitel 3.1.5 in einer FOURIER-Doppelreihe entwickelt werden:

_ i iwmn Sin(mwx

m=1n=1

nmTy
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Der Ansatz (3.140) erfiillt die NAVIERschen Randbedingungen (3.141) der frei drehbar
gelagerten, schwach gekriimmten Platte, z. B. fiir den Rand = = const.:

w=v=my="n, =0, (3.141)

Ebenso wird die Vertikallast p(x,y) in einer FOURIER-Doppelreihe entwickelt,

p(z,y) = fj ipmn sin(m;m) sin(22Y)y (3.142)

m=1n=1 b
deren FOURIER-Koeffizienten fiir die Einzellast bereits in dem Kapitel 3.1.5 mit

4P . mmxg

Prn = — sin(

) sin(nzyo) (3.143)

bestimmt worden sind. Durch Einsetzen der Doppelreihenansétze (3.140) fiir die Hilfsfunk-
tion ¢(z,y) und (3.142) fiir die Last p(x,y) in die partielle Differentialgleichung (3.139)
und anschliefenden Koeftfizientenvergleich erhédlt man den FOURIER-Koeffizienten fiir die
Hilfsfunktion ¢ (z,y):

B Pran
e = K [(7“)2 + (%)Zr +Eh

S (3.144)

o (22)" e (52)

Damit ist es nun méglich mit der Gleichung (3.138a) die Durchbiegung w(z,y) der Platten-
mittelfliche zu berechnen,

Y (x,y) +284¢(w,y) N I*Y(x,y)
Oxt Ox2 Oy? oyt

w(x,y) = (3.145a)

so daf} sich nach Einsetzen der Hilfsfunktion (3.140) mit den Gleichungen (3.142) bis (3.144)
der Zusammenhang

2 2 2 : : nTm : mmnr o3 nm
AP . [(%) + (%) } sin(™E20) sin(=540) sin 2% sin =74

A () (o) e () ()

fiir die Biegefléche ergibt. Mit der nun bekannten Spannungsfunktion ®(x,y) aus der Glei-
chung (3.138b) konnen die Schnittkréfte bestimmt werden:

(3.145D)

0 MY (z,y) Y (z,y)
Ne = o5 = —FEh l/@w By Ky 32 22 | (3.146a)
_ 0 0" (z,y) 0*Y(z,y)
n, = T —Eh [/@w 922 0y Ry —5 : (3.146b)
o' 0" (z,y) " (z,y)
— — Eh |, 20 TV 14
Moy Oz Oy l T Oz oy3 Ty oy (3.146c)
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Abbildung 3.16: Kugelschale iiber quadratischem Grundrif3.

Beispielberechnung

Als Beipielberechnung wird eine allseitig gelenkig gelagerte, schwach gekriimmte Platte {iber
quadratischem Grund betrachtet. Der Grundriff sei a=b=>50mm und die Platte habe eine
Uberhshung von jeweils U = 0, 6mm,/ £ 1,2mm/ £ 1,8mm (s. Abb. 3.2.3, links; s. a. Kap.
6.1.3). Die Dicke der Platte betrage h = 4mm. Das Material weise eine Steifigkeit von
E =T70GPa mit einer Querkontraktionszahl von v = 0,3 auf. Belastet wird die schwach
gekriitmmte Platte durch eine zentral angreifende Vertikallast F' (Abb. 3.2.3, rechts). Hinre-
ichende Konvergenz der Losungen mittels der FOURIER-Doppelreihenansitze (3.145b) kann
dabei mit der Ansatzordung M = 11 nachgewiesen werden (s.a. Kap. 4.5.3). Im Sonderfall
der schwach gekriimmten Platte iiber quadratischem Grundriffi (¢ = b) 148t sich dann die
Plattenmittelfliche mit

z(a;,y):% [(m—%)ﬂ (y—gﬂ —U (3.147)

beschreiben. Somit bestimmen sich die Kriimmungen mit der Gleichung (3.129) zu

0%z Pz 1
Ro = o =y = 97 R (3.148)
Die Abbildung 3.17 zeigt die relative Steifigkeit als Quotienten der relativen Maximaldurch-
biegung w®”! /F der ebenen Platte und der relativen maximalen Durchbiegung w;y,q./F der
schwach gekriimmten Platte in Abhingigkeit von der Uberhéhung U. Desweiteren ist in
der Abbildung 3.17 die maximale relative Membranspannung o' /F = Ny mae/(h F) der
schwach gekriimmten Platte bezogen auf die maximale relative Biegespannung o, ../F
der ebenen Platte iiber der Uberhéhung aufgetragen. Bei der Berechnung der schwach
gekriitmmten Platte mit einer Doppel-FOURIER-Reihe (3.145b) erfiillen die gewahlten Ansatz-
funktionen (3.140) und (3.142) die geforderten NAviERschen Randbedingungen. Die Berech-
nungen zeigen, dafl die Plattenkriimmungen einen wesentlichen Einflufl auf die Steifigkeit
der schwach gekriimmten Platte und die Schnittlasten besitzen. So sinkt bei gleicher Ver-
tikallast F' mit zunehmender Uberhéhung U die Durchbiegung w(z,y). Das heifit, dafi die

Kriimmung der Platte die Steifigkeit erhoht. Die Darstellung der relativen Durchbiegung
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Abbildung 3.17: Geometrieabhéngigkeit der relativen Steifigkeit und der relativen Mem-
branspannung der schwach gekriimmten Platte.

itber der Uberhohung zeigt dabei einen symmetrischen Verlauf, so daf die Orientierung der
Kriimmung keinen Einflufl auf die Gesamtsteifigkeit besitzt. Wie bereits im Kapitel 3.2
diskutiert, werden mit zunehmender Uberhhung die eingeprigten Vertikallasten nicht mehr
ausschlielich {iber Querkréfte und -momente sondern auch iiber Membrankréfte abgetra-
gen. In der Abbildung 3.17 wird deutlich, dafl mit der Kriimmung der Platte auch die
Membranspannungen ansteigen. Der Kurvenverlauf der relativen Membranspannung iiber
der Uberhohung ist antimetrisch. Konvex belastete Platten erzeugen Druckspannungen und
konkav belastete Zugspannungen. Beziiglich der hier betrachteten Membrankraft besitzt die
Kriimmungsorientierung der Platte eine wesentliche Bedeutung.

3.3 Erweiterte KIRCHHOFFsche Theorie fiir orthotrope
Platten

Die im Kapitel 3.1 hergeleitete KIRCHHOFFsche Plattentheorie beschriankt sich auf Platten
mit homogenen, isotropen Materialeigenschaften. Fiir den Fall einer Richtungsabhéngigkeit
der Materialeigenschaften ist die Plattentheorie in Kapitel 3.1 nicht ausreichend. Generell
wird zwischen einer werkstoffabhéngigen Anisotropie, wie sie beispielsweise in einer Einzel-
schicht eines Mehrschichtverbundes auftritt, und einer konstruktiven Anisotropie, wie sie
in einem Laminat vorliegt, unterschieden. In diesem Kapitel soll die allgemeine KIRCH-
HOFFsche Plattentheorie fiir den Sonderfall der Orthotropie erweitert werden. Das Material
soll hierzu als makroskopisch homogen betrachtet werden.
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3.3.1 Annahmen der orthotropen KiRCHHOFF-Platte

Analog den Aufzidhlungen in Kapitel 3.1.1 gelten fiir die orthotrope KIRCHHOFF-Platte die
Annahmen der allgemeinen KIRCHHOFFschen Plattentheorie. Diese Grundannahmen der
isotropen Platte sind fiir den Fall der Orthotropie zu ergénzen [3]:

e Das Material wird als makroskopisch homogen und orthotrop betrachtet. Das heifit,
sind die lokalen Stérungen der Isotropie (z. B. Ubergang von Faser und Matrix) geniigend
klein, so kénnen die Unstetigkeiten , verschmiert” werden.

e Die Materialeigenschaften werden als konstant iiber die Plattendicke und in den zwei
orthogonalen Richtungen betrachtet.

3.3.2 Grundgleichungen der orthotropen KiRCHHOFF-Platte

Ausgehend von den Annahmen der orthotropen Platte in Kapitel 3.3.1 und unter Beriick-
sichtigung der analogen Voraussetzungen der allgemeinen KIRCHHOFFschen Plattentheorie,
wie sie in Kapitel 3.1 getroffen worden sind, behalten alle Grundgleichungen, mit Ausnahme
des Stoffgesetzes, ihre Giiltigkeit bei. Somit kénnen die Plattenschnittgrofien (3.7)-(3.9),
die Gleichgewichtsbedingungen (3.10), (3.13) sowie die Verzerrungs-Verformungs-Beziehung
(3.15) fiir die weitere Herleitung tibernommen werden [82]. Das HOOKEsche Gesetz ist
nun zu erweitern fiir linear elastisches, orthotropes Material. Fallen die z- und y-Achse
mit den Orthotropierichtungen des Materials zusammen, so ist der Elastizitdtsmodul F,
fiir die z-Richtung und E, fiir die y-Richtung zu definieren. Die Querkontraktionszahl fiir
die Querverzerrung in y-Richtung infolge einer Spannung in z-Richtung wird als v,, be-
zeichnet. Die POISSON-Zahl v,, beschreibt folglich die Verformungsantwort des Materials
in z-Richtung aufgrund einer Belastung in y-Richtung [32, 104]. Somit ergeben sich fiir die
orthotrope Platte die Zusammenhénge

o oy

Er = E—w — Vyzfy s (3149&)
oy Oz
€y = — — Vsy/r, (3.149b)
Yy Ey ?!Elz
Tay
Yoy = Yyz = ~ (3.149c)
Yy Y ny
wobei gilt:
Ty = Tyz - (3.150)

Durch Umstellen der Gleichungen (3.149a)-(3.149c) lassen sich die Zusammenhéinge nach
den Spannungen auflosen:

E,
Oz = 7 VayVyz (€ + Vyaty) (3.151)
Ey (g, + ) (3.152)
= ——— (& + Vpyla) , )
Oy 1 — Vuytiye y Yy

Tey — Tyz = Gzyﬁ)/zy . (3153)
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Mit den Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen analog den Gleichungen (3.15) folgt aus
den Gleichungen (3.151)-(3.153)

E. 0*w 0w

- e 154

o 1 — Vyylys (6962 o 6y2> : (3.154)
E, 0*w 0*w

_ ow 1
oy T <6y2 gy | 2 (3.155)
0w
Toy = —2Ggy <—8:L' 6y> z. (3.156)

Da die weitere Giiltigkeit der Plattenschnittgroflen der KIRCHHOFFschen Plattentheorie
gefordert wurde, folgt durch Einsetzen der Gleichungen (3.154)-(3.156) in die Gleichungen
(3.8)-(3.9)

E.h?

0w

0w
x — Ty o | 1
" 12 (1 — Vaytya) <ax2 M 6y2> (3.157)
E,h? 0*w O*w
_ gw 1
" 12(1 = vyyvya) <892 ey ox? )’ (3.158)
Guyh® [ 0w
oy = .= — . 3.159
Mit Einfiihrung der Plattensteifigkeiten
E.h3
K, = 1
T12(1 — vy vye) (8.160)
und B
K, = Y 161
Y12 (1 — vy Vya) (3.161)
folgt aus (3.157) und (3.158)
0w 0w
und 52 52
w w
my = —I\y <8_y2 —I— waw> . (3163)

Die Konstanten K, K, v, und v, sind dabei nach dem Reziprozititssatz von MAXWELL-
BETTI [101]

Es = £y (3.164)
Vpy — Vya
verkniipft durch die Beziehung
K, K
— = (3.165)

Da die Schubspannungen 7,, und 7,, aufgrund der Gleichgewichtsbedingungen (Satz von
der Gleichheit zugeordneter Schubspannungen) gleich sind, ist dieser Zusammenhang auch
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fir die Drillmomente m,, und m,, zu fordern [32]. Fiir die isotrope Platte gilt nach der
Gleichung (3.31) der Zusammenhang
0w

Oz Oy

Mgy = My, = —K (1 —v) (3.166)

Mit der Gleichung (3.150) kann weiter auch eine Abhéngigkeit der Plattensteifigkeiten K,
und K, von den Materialeigenschaften beider Hauptrichtungen gefolgert werden. Die Mit-

telwerte /KK, der Steifigkeiten und /v, 7, der Querverzerrungen liefern damit eine gute
Néherung fiir den orthotropen Fall. Somit folgt aus (3.166)

9*w

My = Mye = —| Ko K, (1= /Uy 323y (3.167)
fiir das Drillmoment der orthotropen Platte. Mit Einfithrung der Drillsteifigkeit
2C = /K. Ky (1= \/Vmyys ) (3.168)
folgt aus (3.167) fiir das Drillmoment

9w

My = Myg = _20833 o7 (3.169)
und mit der Gleichung (3.159)
h3
20 =2Gy— . 1
C =2Gu 1 (3.170)

Die Drillsteifigkeit 2C' kann entweder mit der Gleichung (3.168) aus den Materialkennwerten
der orthotropen Platte berechnet oder aus dem Schubmodul G, ermittelt werden. Fiir die
Querkrifte ¢, und g, folgt aus den Gleichungen (3.35) mit (3.162), (3.163) und (3.169):

Pw Pw
Pw Pw

Durch Einsetzen der Ausdriicke fiir die Querkréfte der Gleichungen (3.171) und (3.172) in
die Gleichgewichtsbedingungen (3.10) folgt die Plattendifferentialgleichung der orthotropen
Platte

o*w *w *w
K, 2H K,— = , 1
8&)4 + 83)28'}/2 + y8y4 p(.’L‘ y) (3 73)
mit
2H = Ky, + Ky, +4C' . (3.174)

Im Sonderfall der Isotropie

K, = K,=K, (3.175)
Vey = Uyz =V (3.176)

geht die Plattendifferentialgleichung der orthotropen Platte (3.173) in die Differentialgleichung
der isotropen Platte (3.32) iiber.
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3.3.3 Plattenspannungen der orthotropen KIRCHHOFF-Platte

Die Plattenspannungen in Abhéngigkeit der Schnittgréfien der erweiterten KIRCHHOFFschen
Plattentheorie fiir orthotrope Platten lassen sich analog zu den Gleichungen (3.39)-(3.41)
angeben. Ahnlich der KIRCHHOFF-Platte konnen die Spannungen in Dickenrichtung nicht
direkt angegeben werden - sie sind wieder aus den lokalen Bewegungsgleichungen (3.42)-
(3.44) herzuleiten:

w o*w Htwl (22 h? h?
o.(z,y,2) = — [Cuw + (2C12 + 4C%) 8&:2—83/2 + 0228_3/4] <E iy + ﬂ) ;
Pw Pw] (2 h?
sz(xa Y, Z) = [(012 + 2066) M —+ 0226_y3‘| <E _ E) ,
Te(T,y,2) = [an + (C12 + 2Cs) &E—ﬁyQ] <3 - §> : (3.177)

Die Cy; (i,j = 1,2,6) sind dabei die Koeffizienten der orthotropen Steifigkeitsmatrix [C] aus
der linear-elastischen Kontinuumsmechanik (2.55).

3.3.4 Randbedingungen der orthotropen KIRCHHOFF-Platte

Fiir die Randbedingungen der orthotropen KIRCHHOFF-Platte gelten die gleichen Uberlegun-
gen wie in Kapitel 3.1.4 fiir die isotrope KIRCHHOFF-Platte. Die Plattengleichung der or-
thotropen Platte (3.173) ist wiederum eine Differentialgleichung vierter Ordnung mit acht
Integrationskonstanten. Pro Rand kénnen nur zwei Randbedingungen formuliert werden, so
daf} erneut Ersatzquerkrifte wie in den Gleichungen (3.58)-(3.60) eingefithrt werden miissen
(32, 82]. So folgt unter Beriicksichtigung der Zusammenhénge (3.171) und (3.172) fiir die
Ersatzquerkréifte

[ 03w <4C’ Pw ]

Kw + Vya:) W_ 5 (3178)

und P ]
w

g, =—K, | — — oy | ——— | . .

dy y _8y3 + <Ky + v y> 52 8y_ (3.179)
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Kapitel 4

Grundgleichungen anisotroper
Laminatplatten

Im Kapitel 3 wurde bei der ebenen Platte davon ausgegangen, dafl der Scheiben- und Plat-
tenzustand voneinander entkoppelt sind. Wahrend bei der Scheibe die Kréfte in der Ebene
des Flachentragwerkes wirken, greifen bei der Platte die Lasten ausschliefllich quer zur Mit-
telebene an [2, 28, 30, 32]. Die auftretenden Schnittlasten sind drei ScheibenschnittgroBen
und fiinf Plattenschnittgroffen, die im Fall der hergeleiteten isotropen und orthotropen
KIrRCHHOFF-Platte voneinander unabhéngig sind. Bei der Betrachtung von mehrschichtigen
Laminaten ist diese Annahme nicht uneingeschrankt {ibertragbar. Im nachfolgenden Ab-
schnitt soll in die Berechnung von Schichtverbunden mit Hilfe der Laminattheorie eingefiihrt
werden.

4.1 Monotrope Einzelschicht

Die kleinste Einheit eines Laminates ist die Einzelschicht (ES), deren Materialkennwerte sich
aus dem Werkstoffverhalten der Einzelkomponenten berechnen lassen. Die mikromecha-
nische Betrachtung der Eigenschaften der Einzelkomponenten des Verbundes zur Ermitt-
lung der effektiven Gesamteigenschaften der unidirektionalen (UD) beziehungsweise paral-
lelfaserverstiarkten Einzelschicht (P-ES) wird als Homogenisierung bezeichnet. Fiir dieses
Vorgehen sind zahlreiche Vorschlige fir die Mischungsregeln entworfen worden [28, 58,
83]. In der Praxis ist die Materialeigenschaftsermittlung der Einzelfaser sehr schwierig
bzw. unmoglich, so daBl im allgemeinen das Werkstoffverhalten der Einzelschicht ermit-
telt wird. Aus diesem Grund wird auf eine Betrachtung der Mikromechanik im folgen-
den verzichtet. Die Werkstoffeigenschaften der Einzelkomponenten des Verbundes sind
dabei so zu kombinieren, daf§ fiir den geforderten Einsatzbereich eine moglichst vorteilhafte
Gesamteigenschaft entsteht. Dieser Vorteil kann unter anderem in einer besonderen Rich-
tungsabhéngigkeit der Werkstoffeigenschaften, besonders guter spezifischer Materialkenn-
werte oder der Thermostabilitdt fiir einen bestimmten Anwendungsbereich, etc. bestehen.
Die Materialeigenschaften der unidirektionalen Einzelschicht werden in Faserlangsrichtung
durch die Eigenschaften der Faser und senkrecht hierzu durch die Matrixeigenschaften do-
miniert. Wird das lokale Koordinatensystem so gewéhlt, dafl die Bezugsachsen mit den Mate-

59
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rialhauptachsen zusammenfallen, weist die Steifigkeitsmatrix der Einzelschicht eine transver-
salisotrope Materialsymmetrie auf. Oftmals ist die Wahl eines Koordinatensystems sinnvoll,
bei dem die Richtungen der Bezugsachsen in der Schichtebene nicht gleich mit denen der
Stoffhauptachsen der Einzelschicht sind, so daff man von einer monotropen Materialsymme-
trie spricht. Fiir den verallgemeinerten ebenen Spannungszustand (ESZ) gilt analog dem
Vorgehen im Kapitel 3 die Annahme

023 = 031 = 033 = 0. (4.1)

Aus den Monotropiebedingungen bei Symmetrie beziiglich der (1,2)-Ebene folgt fiir die
Nachgiebigkeiten

S14 = S15 = Saq = Sas = S34 = S35 = Sy6 = Ss6 = 0. (4.2)

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf§ fiir die Koeffizienten der Nachgiebigkeits- bzw.
der Steifigkeitsmatrizen unterschiedliche Indizierungen in der Literaur angewendet werden.
Hier ist durchgingig die sogenannte Ingenieurschreibweise gewéhlt worden, so dafl sich der
Spannungsvektor {o} schreibt als

{U}T = { O11 022 033 T23 T31 T12 } (4~3)
und der Verzerrungsvektor sich in der Form

{S}T:{&l €22 €33 723 31 712} (4.4)

darstellt. Somit reduziert sich das Stoffgesetz der monotropen Einzelschicht zu

€1 = Suon + Spoxn + STz,

€2 = OS12011 + Sop02 + STz,

€33 = Sion + Swzo + S3Tiz, (4.5)
Y23 = 0, '
31 = 0,

Y2 = Si6011 + See022 +  SgeTiz-

Die Verzerrung e33 in Dickenrichtung der Schicht ist hierbei keine unabhéngige Grofle. Sie
kann aus den Gleichungen (4.1) und (4.5) mit

o33 = Cizeqr + Cogear + Cszezs + Oz 712 = 0 (4.6)
abgeleitet werden:
1
€33 = —0—(013 en1 + Coz €0 + Cas 712) - (4.7)
33

Unter Beriicksichtigung der abhingigen Verzerrung e33 148t sich die Spannungs-Verzerrungs-
Beziehung ermitteln:

o1l = (011 — %}};) €11 + (012 - Q&—fﬁ) €92 + (016 - ngg%m) Y12,
022 = (012 - %) €11+ (022 - %) €22 + (026 - %) Y12 (4-8)

Cae O Cas C &
o = (Cio— G688) en + (O — %) en + (Con— ) mo-
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Durch Einfiihrung der reduzierten Steifigkeit [46]

Ci3 Cj3
Csy

kann die Spannungs-Verzerrungs-Beziehung in Gleichung (4.8) vereinfacht werden:
oin = Quen + Qurén + Qinz,
o2 = Quren + Qunen + (72, (4.10)

Ti2 = Queenn + Q€22 + QosMi2-

Unter der getroffenen Annahme des ebenen Spannungszustandes lassen sich fiir den Fall, dafl
die Achsen des betrachteten lokalen Koordinatensystems mit den Stofthauptachsen zusam-
menfallen, aus (4.9) die reduzierten Koeffizienten direkt angeben:

E..

i = ———, 4,j=1,2 4.11

Q o (4.11)
Vij Ejj ..

o= T 19 4.12

Qij o (4.12)

Qes = Gr2. (4.13)

Fiir die Nachgiebigkeiten folgt dann weiter:

1
Vji .o
Sij = _Eljj y L) = 172 ) (415)
Se = — (4.16)
66 — G12 . .

4.1.1 Schnittgrofien der monotropen Einzelschicht
Betrachtet man die Schnittgéflen am differentiellen Element der monotropen Einzelschicht

im faserorientierten xi-xo-r3-Koordinatensystem, so 148t sich der aus dem Scheibenzustand
resultierende Schnittkraftvektor {n}T = {ny1,n2,n12} angeben als [28]:

n}= / (o) das. (4.17)

My

Unter der Annahme einer konstanten Spannungsverteilung {J}T = {011,002, T2} ilber die
Schichtdicke h des reinen Scheibenspannungszustandes folgt aus der Gleichung (4.17) weiter:

{n}={o} h. (4.18)

Mit der Bezeichnung
50(1‘1, 1’2) = 5(1‘1, Lo, T3 = 0) (419)
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der Mittelflichenverzerrungen der Einzelschicht und unter Einbeziehung der iiber die Schicht-
dicke h konstanten, reduzierten Steifigkeit [()] 1a8t sich fiir die Gleichung (4.10) der Zusam-
menhang

{n}=[Qleoh=[A] & (4.20)

schreiben. Hierbei stellt
[Al =[Q] A (4.21)

die Scheibensteifigkeit und

ou Ov Ou 81}} (4.22)

T g0 g0 Ao —
{eo}” = {11, €5, V12 } {5371’ Oxy’ Oz " O

die ebene Verzerrung der Mittelfliche dar. Analog der Betrachtung des differentiellen isotro-
pen Plattenelementes (Abb. 3.2) fithrt man fiir iiber die Elementdicke verénderliche Span-
nungen die Schnittkréfte

[Ny

{m} = | {o} z3dxs (4.23)

—

[

mit
{m}" = {ma1, ma, min} (4.24)

ein. Dabei treten Kriimmungen ki1, k9o und Verdrillungen k15 mit

2 2 2
0“w  Ow 0“w } (4.25)

T
_ 212} = —=—7, — 25> —2
{k} {11, K22, 2K12} { 0x?’ 0x3 Oz 0x

der Schnittflache auf. Fiir die iiber die Plattendicke h linearen Verzerrungen {e} la8it sich
schreiben:

{e(x1, 0, 23)} = {K} 3. (4.26)

Mit den Gleichungen (4.23)-(4.26) folgt weiter der Zusammenhang

(m} = Q) (s} | aldoa = (@1 r} = = (DI} (27

My

Hierbei kennzeichnet [D] die Plattensteifigkeit der Einzelschicht:

h3

D] =1Q] 13- (4.28)

Erfahrt die monotrope Einzelschicht gleichzeitig Belastungen des Scheiben- und Plattenzu-
standes, so superponieren sich die Scheiben- und Plattenverzerrungen zur Gesamtverzerrung

{e(x1, ma, x3)} = {e0(1, 22)} + {K(x1,22) } 3. (4.29)
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4.1.2 Spannungsberechnung der monotropen Einzelschicht

Fiir den Spannungsvektor {o} folgt mit der Gleichung (4.29) unter Beachtung des Zusam-
menhangs (4.10)

{o(21, 22, 23)} = [Q{e0(21, 22)} + [Q] {K (21, 22) } 5. (4.30)
Die Schnittgrofien in den Gleichungen (4.17) und (4.23) kénnen somit in Hypermatrixschreib-

weise notiert werden als
Lo =16 @ {0 ) o)

Fiir den Fall der Kopplung der Platten- und Scheibenzustdnde wird durch die Koppel-
steifigkeitsmatrix [B] der Zusammenhang zwischen den Schnittgrofien und Verzerrungen

hergestellt:
L )= [ B ) o

Ahnlich der KIRCHHOFF-Platte fiir isotrope Materialien enthilt die Beschreibung der mono-
tropen Einzelschicht keine direkten Informationen iiber die Spannungen in Dickenrichtung
der Schicht; sie sind wieder aus den lokalen Bewegungsgleichungen herzuleiten. Aus der
Gleichung (3.42) folgt zunichst

87’31 0o11 0721
= — — . 4.
8333 8.731 8332 ( 33)

Aus (4.30) 148t sich mit (4.22) und (4.25) der Zusammenhang

9 v Pu 9 Pw P &
o = [Qn—u + Q12 + Qe <8 o 3331)] [Q” * Qwé)_xu%) 2Qu 014 g)l‘z] s

(4.34)

angeben. Analog zu der Gleichung (3.38) folgt aus (4.30) weiter

u 2u v 0w 0w 0w
Top = [Qﬁla + QGQa s + Qe6 (6 o 5951)] |F?61 + QﬁQa 2 + ZQﬁﬁaxl 8:)521 z3.

(4.35)
Unter der Annahme einer symmetrischen reduzierten Steifigkeitsmatrix [@)] folgt durch Ein-
setzen der Gleichungen (4.34) und (4.35) in (4.33) der Ausdruck fiir die Schubspannung in
3-1-Richtung:

7'31(331,332,903) =
T3

0? 0%u 62 0?
/ { |FQ11 + Qwa g s + QGG + Q16 + (Qi2 + Q16) ;@‘F

0? BPw o3 o3 o3
+Q2 Z] [Qn +3Q16 22} o + (Q12 + 2Qss) ax—;}xg + Qzﬁa—;g] Ts} dTs

82 82 82 82 82 82
[Qn + Qlﬁa g s + QGG + Qlﬁ + (Q12 + Qlﬁ) Q26 ]

Pw 3 3 o 2 2
X <5L’3 h) lQll + 3@16 8 gj + (Q12 + QGG) 8 = + Q2 w] <% — %) .
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Aus (3.43) erhélt man durch Umstellen der Bewegungsgleichung:

Ot Omia Ooay
5333 N 8%1 8%2 ' (437)
Aus der Gleichung (4.30) mit (4.22) und (4.25) folgt:
ov Pu 0% 0w 0w 0?
[Qﬂ + Q22 + (26 (8 s + 5761)] [Qm + QaFm— o2 + 2@26 ;UxQ T
(4.38)

Mit (4.35) und (4.38) kann die Gleichung (4.37) unter der Annahme einer symmetrischen
reduzierten Steifigkeitsmatrix [(Q)] geschrieben werden als:

T32(5L’1,IL'2,$3) =

0%u 0%u 0% v
/h { [Qlﬁ + (Qr2 + Q6) 7——F— 9z, O + Q%@_x% + Qﬁﬁa 7 T 2@268 o7 2‘1‘
621) 3 63 83 63
+Q22—%1 + |F?16 + (Q12 + 2Qss) 220 s + BQ%WZU% + Q228_::”}] Ts} dTs
9%u 92 92u 92 9% 9%
[Qlﬁ + (Q12 + Qe6) 9z g + Qz@@ + Qﬁﬁa Z + 2@26a 2y Q22 1

Pw 3 3 P 2
X (fﬁs + h> [QIG + (Qu2 + 2@66) ow + Q26 Ow + Q2 w] <ﬁ - h-) -

22 019 1 0 2 8
(4.39)
Aus der lokalen Bewegungsgleichung (3.44) kann wiederum der Zusammenhang
80'33 . 87'13 67‘23
8%3 B 8331 83;2 (440)
formuliert werden. Mit den Herleitungen (4.36) und (4.39) folgt nach Einsetzen:
033(71, T2, T3) =
x3
u Pu u 831)
/h {[Qn + Qlﬁaxl 2 0y + (Qu2 +2Q66) 57— 9z, 022 + Q%a 3 T Q168
v v Pv h 4w
+ (Q12 + 2@66) 22 05 Q%’a 022 sz ] (fﬁs + > [Qll
O*w 84w O*w Atwl| (72 h? B
+4Q16 55— 925 0y + (2Q16 + 4Q66) 573 022 022 Q%f) 03 Q22—4] <73 — g)} dTs3
u u 83 v
[Qn + 3@16 220 + (Q12 + 2Qss) W + Q%a 3 T Qlﬁa 3
63 v P 2 h h? Mw
+(Q12 + 2@66) 2 0 3@26 1 022 Q22 1 (7 + 573 + g) [Qn
Mw 4w M*w Nw] (x5 k2 h?
40 p———— i e N
+ Qlﬁax% D2y + (2Q16 + 4Q66) 757 022 022 Q268 073 + Q22 &L’%] < G 3B 24>

(4.41)
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4.2 Klassische Laminattheorie (CLT)

Die Klassische Laminattheorie (CLT - Classical Laminate Theory) bildet, ausgehend von
der Theorie der monotropen Einzelschicht (Kap. 4.1), die Grundlage fiir die Analyse von
Schichtverbunden. Voraussetzungen fiir die Zulassigkeit der Berechnung eines Laminates
mit der Klassischen Laminattheorie sind:

e Die Einzelschicht kann als quasihomogen mit konstanter, reduzierter Steifigkeit {Q}
betrachtet werden.

e Fiir die Einzelschichten wird der ebene Spannungszustand angenommen.
e Alle Schichten sind ideal miteinander verbunden.
e Fiir den Schichtverbund gelten die KIRCHHOFFschen Hypothesen, das heif3t

— alle Verschiebungen sind klein im Vergleich zur Laminatdicke h,
— die Verbunddicke h bleibt ndherungsweise konstant,

— der Verbund wird als schubstarr betrachtet: die Schubverzerrungen ;3 und ~s3
werden zu Null angenommen, dabei bleibt die Senkrechte zur Laminatmittelfliche
auch bei Belastung orthogonal und eben.

(@)

Abbildung 4.1: Schichtverbund: (a) globales Koordinatensystem z-y-z, (b) lokales Schichtko-
ordinatensystem xj-yg-2 der k-ten Schicht.

Fiir den verallgemeinerten Schichtaufbau nach Abbildung 4.1 (a) wird die Dicke der k-ten
Einzelschicht definiert als

hk:zk—zk_l, k::1,2,...,n. (4.42)
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Fiir die Laminatdicke h folgt aus der Gleichung (4.42)
=3 Iy (4.43)
k=1
mit dem Abstand z, der Unterseite der k-ten Einzelschicht von der Mittelfliche (Abb. 4.2):
=== hi,  i=0,1,2... k. (4.44)

Der Abstand Z; der Mittelfliche der k-ten Einzelschicht von der Laminatmittelflache wird
beschrieben mit

1
Ekzi(zk_1+zk), 221,2,,]{3 (445)

Analog zur Gleichung (4.32) 148t sich die Laminatsteifigkeit des Gesamtverbundes angeben.

7'y y yll
ZO 7'y é r ol Zl
Zl ZZ

Fy
2y
AR ] v
v v | Bezugsfliche ] —%
Fy Fy Fy
Zry / 1z
“ry k__y )
/ vy
Zn . n "'
z

Abbildung 4.2: Aufbau eines n-lagigen Schichtverbundes.

Die Elemente der Gesamtsteifigkeitsmatrix des Laminates fiir die Scheibensteifigkeiten A;;,
die Plattensteifigkeiten D;; und die Koppelsteifigkeiten B;;, mit i, j=1, 2, 6, folgen aus den
Gleichungen (4.17), (4.23) und (4.30):

Ay = > _gj) (2 — 2-1) = ) @f)hk , (4.46a)
k=1 k=1
1 " —(k n —(k _
By = B) > ij) (le - 213—1) = Qz(‘j)hk Zk (4.46b)
k=1 k=1
R ) hi
D;; = 3 2 ij ( -z 1) Z Q ( 12> hy . (4.46¢)

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafl die hier definierte Lagenabfolge sich an der
in der Literatur iiblichen Definition orientiert. Somit wird der ersten Laminatschicht der
kleinste und der n-ten Schicht der grofite z-Wert zugeordnet. Die Legevorschriften in der
Fertigung bezeichnen dem gegeniiber die Reihenfolge der Schichtnumerierung nach der DIN



4.2. KLASSISCHE LAMINATTHEORIE (CLT) 67

EN 7000-11 [73] entgegen der z-Achsenrichtung (s. Abb. 6.3), so daf die jeweils getroffene Be-
zeichnungsdefinition zu beachten ist. Die hier angegebenen Steifigkeiten @ij sind die globalen
Steifigkeiten der Einzelschicht, die sich durch Transformation aus den lokalen Steifigkeiten
(Q)i; ermitteln lassen (s. Anhang A). Mit Hilfe der Gleichungen (4.46a)-(4.46¢c) kann der
Zusammenhang zwischen den Schnittgréfen und den Verzerrungen des Schichtverbundes
analog zur Gleichung (4.32) in Hypermatrizenform angegeben werden:

Ngg A A A | B Bz Bis | 521

Ny Ag1 Az Age | Bai Bax  Bag 52y

Ny _ Agt Agy Aes | Be1 Bs2  Bes 521, (4 47)
Myy By By Big|Din Dy Dis Rz ' '
My By1 By Bag | Dai By Dag Ryy

Mgy | Be1r Bs2 Bes | Ds1 De2  Des | Ry

Lost man die Gesamtsteifigkeitsmatrix (4.47) nach den Verzerrungen auf, so ergibt sich
durch Inversion der Steifigkeitsmatrix die Nachgiebigkeitsmatrix des Gesamtverbundes in

Hypermatrixform:
(o y=[8 W) =

Hierbei lassen sich die Untermatrizen [a], [b], [c], [d] nach [3, 58] durch Inversion ermitteln:

o] = [A" — (A (B (D) - (B[] (B]) (B4 (4.492)
b = — (A7) (D] - (B[4 [B]) (4.49b)
d = " =~ (D) - (BI[A([B]) (B[4, (4.49¢)
d = (ID]-[BIA(B]) (4.490)

Mit dem Zusammenhang (4.48) kénnen nun die Spannungen und Verzerrungen der k-ten
Einzelschicht berechnet werden:

= (@] & (4.50a)
{ohy = Q[T {7}, = [Ql, {c}s - (4.50b)

Der Verzerrungsvektor {€} fiir das Gesamtlaminat ist gleich dem Verzerrungsvektor der
Einzelschichten des Verbundes, da fiir beide die gleiche kinematische Hypothese gilt. Die
Verzerrungen setzen sich aus einem Scheibenanteil {€y} der Mittelfliche des Laminates und
einem iiber die Gesamtdicke h linearen Anteil x aus der Plattenkriimmung zusammen:

{g} ={z0} + 2 {R} . (4.51)

Die Spannungen [7]; besitzen analog zu den Verzerrungen einen konstanten und einen li-
nearen Anteil. Da die reduzierten Einzelschichtsteifigkeiten [@]; aber unterschiedlich sein
konnen, sind die Spannungsverldufe an den Schichtgrenzen nicht zusammenhéngend, sondern
weisen Spriinge auf. Im Fall der Plattenbiegung mit kleinen Durchbiegungen w kann nach
dem Vorschlag von ROHWER [90] ndherungsweise eine reine Biegeform angenommen werden,

so daf die Scheibenverzerrungen {gy} vernachlissigt werden konnen.
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4.2.1 Berechnung der interlaminaren Spannungen

Die globalen Spannungen 7,,, 7., und o, verlaufen parabolisch iiber die Laminatdicke h.
Lediglich die Grofle der Spannungsverldufe dndert sich an den Schichtgrenzen bei unter-
schiedlichen reduzierten Steifigkeiten der Einzellagen. Analog zu den Gleichungen (4.36),
(4.39) und (4.41) konnen die interlaminaren Spannungen des Schichtverbundes aus den
lokalen Bewegungsgleichungen (2.31) abgeleitet und in den globalen Koordinaten angegeben
werden [3, 93, 94]. Fiir eine beliebige Schicht m des Verbundes erhilt man dann die Span-
nungen:

m—1 2k 2—
k@u )y 0%u k) 0%u k) 0°0
= {/{ l@§16 2 Qlﬁa 8 Q6662 Qgﬁag

—(k —(k 62 62
+< §2)+Q§6)) a a QQG a 2‘| +

)y O3w ) Pw —( — Pw k) 03w
[Qﬁ a 3 +3Q16 a 28 <Q12 +2Q((§ilé)> a a 2 Q26 a 3] }dZ}

+ ] (g e R A g
) 25 2
[Q“ o5 3 Oz za <Q12 + 200 )6235; + 0l 23312}0&
=7:11{ [ A 6625 + Qs 222 oA
+ (@ +QY) g+ TG et
[Qﬁ 23 ria 3Q16 8821;) + <_§§) + 2@&?) 8838 5+ Q26 23 3] hkzk}
- (A0 R A S O
(@) gy + TG (- 2 +
[@iﬁ" 0 e+ (@) + 20 i + T 233] e }
fir zm_1 <2z<zp, (4.52)
T4 (@Y, 2) =

o 0% 0°u )0%T () O°T
= {/ { [QlﬁaQ <Q12+Q ) +Q2682+Q2282

k=1 |z,
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y 0% k) 0%
+2Q268 a +Q;28 2‘| +

P 5w | o O
[Qlﬁauﬁ( 1y + 205 ))828 L P 97 Q2283]Z}dz}

m) 0% 0*u m) 0% —(m) 0*D
+/{ [§662+< +Q )> +Q5682+Q6682

31} ma'U
+2Q26 a a +Q;2 82‘|+

) O3w m Pw Pw m) 03w
[Qlﬁ 83+< ( +2Q66)828 + QQG)a 82+Q;2 83]Z}dz
= ) 0*T Pu 0T | k0T
= { [QlG or2 <Q12 +Q > +Q;6 a 2 +Q66 or 2
k=1

y 0% k) 00
+2Q26 9z 0y Qéz B 2] hy +

83 k) 8310 3w ké)?’ .
[Q1683+< 5 +2Q66)828 QQGa 0y Q;283‘|h’kzk}

m)  —=m)\ 0% m) 0% y 0%
{ [Qlﬁ or a..2 < §2)+Q((56)>8 a Qéﬁ 82+Q66 a 2+ Q26 or a A At

Q5| (e 2 +
O o) 2 2 5] 2
fiir zm_1 <2< 2, (4.53)
o) =
2T ([ e () S i e
) o

0*w —k) 0w

84
[Qll Ot + QIG a 36 +4Q ) aanyQ +4Q26 5x8y3+

4 + (2l
] 2l
(@

k83 o*u 53 k83
/ ﬂglas”%aw H200) gy + O D gt
m) 0’ 0’0 ) 0%
+< ( +2Q ))6 26 + Q26 or 82 Q22 83] (Z_Zm—l)_

—(m) 0w —(m —( O*w —m) Otw
[Qll a 4 +4Q16)8 36 <2Q16 +4Q66))6 26 2+ Q26)a a 3+
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yOtw| 2% — 22
+Q22 841 1}dz

2
m—1 3— 3 3= 3= 3
(ka 0°u (k) 0°u (ka 5
:;{[ 1163+3Q16626 +< +2Q66>6 Oy? Q2683+Q1663+
N\ 0% v k) 0°T
+< +Q66)a2a+Q26a BIE Q228y 7_

—k)  —=(k)
11 g + Q16 925 0y <2Q16 +4Q66> W?““Qzﬁ 8x—8y3'+

~wow] (2 mz | s
TOng 41 (6 > 73
3T WU ) 0T

63
{[Q1183+Q16822 <Q12+Q >8 82+Q2683+Q1683

v —(m) 0D ] (2 — Zm-1)’

[Q(k 84 8411) 0w —(k) 0w

(m) —)
+< +2Q66)a2a Q%aw Q2 55 5

(m) O w 0w —(m) 0w

|F?11 B Q16 8 38 <2Q +4Q66) axQ—ayQ"“leﬁ 8x—3y3'+

—(m) 0w _3 _ i1 It
Q22 8 4‘| (6 2 Z+ 3 )

fir z,-1 <2z < 2z,. (4.54)

Aus den hier aufgestellten Gleichungen fiir die Querschubspannungen und Spannungen in
Dickenrichtung des Verbundes erkennt man, dafl die Spannungen der Einzellagen abhéngig
sind von den Beanspruchungen der benachbarten Schichten. Zur Berechnung der Querspan-
nung einer beliebigen Einzellage summieren sich die Spannungen der Lagen zwischen der
duBersten Laminatschicht und der zu betrachtenden Schicht auf. Somit verschwinden die
Spannungen lediglich an nur einer Oberflache des Gesamtverbundes. Die gewéhlten Integrale
befriedigen damit nur eine Bedingung des Randwertproblems. Dennoch sind die mit dieser
Theorie zu erzielenden Ergebnisse hinreichend genau und lassen eine befriedigende Berech-
nung der Spannungen in Plattendickenrichtung zu. Die in den Gleichungen (4.52-4.52) herge-
leiteten Zusammenhénge zeigen, dafl sich aus den Verschiebungen der Laminatmittelebene
die gesuchten Querschubbeanspruchungen ermitteln lassen. Neben der Plattenbiegung w
haben die Membranverschiebungen » und v Einflul auf die Gréfle der interlaminaren Span-
nungen. Solche Membranverschiebung entstehen bei Scheibenbeanspruchungen und bei der
Beanspruchung nicht ebener Flichentragwerke. Im Fall einer Kriimmung des Laminates
werden die transversalen Lasten nicht mehr ausschliefllich iiber Quer- sondern auch iiber
Membrankréfte abgetragen (Kap. 3.2), so dal die Geometrie einen wesentlichen Einflufl auf
die Spannungsverteilung besitzt.

4.2.2 Variationsformulierung des elastischen Potentials einer sym-
metrischen, schubstarren Laminatplatte

Zur Berechnung des Biegeflichenverlaufes w(x,y) 148t sich weder fiir die zugfest-gelenkige
noch fiir die feste Einspannung eine Losung auf der Basis eines Doppelfourierreihenansatzes
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finden. Analog zu dem Vorgehen in Kapitel 3.1.6 ist hierzu fiir das RiTzsche Verfahren die
Variation des elastischen Potentials der Laminatplatte zu formulieren [2, 3, 5, 18, 78, 82, 87,
101, 104]. Existiert ein Variationsproblem des elastischen Potentials

I=W;—W,, (4.55)

erfiillen alle geometrisch zulédssigen Verschiebungen, die das Gesamtpotential minimieren,
auch die Gleichgewichtsbeziehungen des Problems. Das elastische Potential Il in Gleichung
(4.55) setzt sich aus der Differenz der Forménderungsarbeit Wy und der Endwertarbeit der
auleren Belastung W, zusammen. Voraussetzung fiir die Existenz eines Variationsproblems
sind die Darstellbarkeit des elastischen Potentials I in Abhéngigkeit von den unabéngigen
Konstanten, den Verschiebungsfunktionen u(z,y), v(z, y) und w(z, y) und deren Ableitungen
als Integralausdruck. Verschiebungsfunktionen, die diese geometrischen Randbedingungen
erfiillen, werden als Vergleichsfunktionen bezeichnet. Eine Minimierung des Gesamtpoten-
tials bedeutet, dafl die Variation des elastischen Potentials verschwindet:

ST =6(W;—W,)=0. (4.56)

Im Fall des in der Klassischen Laminattheorie angenommenen ebenen Spannungszustandes
1483t sich fiir das RiTzsche Verfahren die Forménderungsarbeit Wy der Laminatplatte for-
mulieren [3, 87, 103] zu:

1 -
Wi = 5 [ (Gufon+ Oy + Tayey) AV - (4.57)
v
Mit der kinematischen Hypothese fiir den Schichtverbund [5, 28, 46, 58, 87|,
[e(2,y,2)} = {eo(@,y)} + {n(z, )} 2 (4.58)
mit den Scheibenverzerrungen
Oou Ov [Ou Ov
T
= = == 4.58b
e = |50 5 (5 55 (4.550)

und den Kriimmungen der Plattenmittelflache

()T = [ Pw  w 0w ]

I Y 4.
oz’ 9y2’ "oz dy (4.58¢)

lautet das Stoffgesetz
@ = [0] (Zo} +2 (7)) (4.59)
der monotropen Einzelschicht im globalen Koordinatensystem x-y-z. Fiir die Formédnderungs-

arbeit des elastischen Potentials der Laminatplatte folgt durch Einsetzen der Gleichung
(4.59) in die Gleichung (4.57) der Zusammenhang

ou 0w —k) [Ov  O*w ou v
2/{%/ (2 (52 - 5e) 0 (55 - ) + A0 (5 -
0w ou 0w ou  Pw o *w
) (o) (G- 5) - (555
au v v ou 0w v
+ ( 5 Yty ))( ‘W) (Qm (7 )+ (55

0w 8u ov ou Ov 0w
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Mit den Gleichungen (4.46a)-(4.46¢) lassen sich die Summen der reduzierten Steifigkeiten
in der Gleichung (4.60) als die Scheibensteifigkeiten A;;, die Koppelsteifigkeiten B;; und die
Plattensteifigkeiten D;;, mit ¢, j=1, 2, 6, des Schichtverbundes identifizieren:

1 ou du dv oudu  Oudv ov\?

Oudv  Ovdv o o\’ ou 0*w
+2A%<a 8y+6a:6y> - Ase <a +ax> ~ 2B e T
oud*w v d*w oud*w  Ovo*w ou 0w
—2 B + == - ——— t e T2 -
or y y? Jy 0x? Oy 0x?> = Ox 0x? Ox 0z Oy
Y Ov 0*w B 8_u82w+@82w+28_v 0w B
>0y 0y® dy Oy Ox 0y2 |~ Oy oz dy

ou 0w  Ov Pw 0w 0*w 0%w ’w 0w
— 4 Bes (6_y@x8y+%6x8y> Du (a 2> 2Dy agr TP aray

*w 0*w 92w 2 9w \2
+4D268_y2—8$ By + Dos <8_y2> + 4 Degg <ax 8y>

Die noch unbekannten Verschiebungen u, v und w werden durch Doppelreihenansétze der
Form

dA. (4.61)

u(z,y) = a(r,y) = ; Z;ug Xi(2) Yj'(y), (4.62a)
v(z,y) = o(z,y) = ;Z:lvg Xi (@) Y} (y) (4.62b)
und  w(z,y) R w(z,y) = Y Y wi; X (x) Y (y) (4.62¢)

i=1j=1

beschrieben. Die Wahl der Ansatzfunktionen X; und Y; richtet sich nach den Randbedin-
gungen des zu berechnenden Plattenproblems. Die Minimierung des elastischen Potentials
(4.56),

oIl oIl oIl

=0 =0 d — =0 4.63
Qg ’ O T Bwm ’ (4.63)

liefert im nichttrivialen Fall u;; # 0, v;; # 0 und w;; # 0 die fehlenden Koeffizienten
der Ansatzfunktionen (4.62a)-(4.62c). Somit folgt nach partieller Differentiation fiir den
Zusammenhang (4.61) weiter:

oWy _
Ouy B
M M Xu XU a XU a Y
ZZ wij | Any / 0X;'0 Skds /Y“Y“dy+A16(/ X;‘a L da / Iy udy +
: : : wi 0
b
z u ual v Vvu aY]vaYEu
) L Xjeda :/Y dy)%—AG@z/OXXkd / 5o
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+ZZUU

i=1j=

a b
o e [ Wy [ B [y

y=0

=0

+ Ao / XX td a ayudy Ass / OX! Xudy / Y”
=0

=0

6;)(2“’ Xy /wau dy + By / OXY an oxy / Y

J  ox
=0 y=0

=0
). 6D, ¢
Bie | 2 —Z—’“d/ / X /Y“’
+16( w0 ] oy 92 K
Tr= yf

82 w Yu Xw b Y Y gy
+ Bag / XX Udg / N 1+ 2 Beg / OX Xudy / oY
=0 Oy =0 Oz =0 0y Oy

—%fw

i=1 j=1

Bll

Y“dy +

(4.64a)

sowie
oWy _
Qv

M M
=2 > wj |4

i=1 j=1

) / aa; XVdz /Y“ayvdew / aa)iuandx / YUV dy +
2=0 y=0 =0

b
Y vy Xv oy
+ A / XU XVdz / 6 Ly + A /Xj‘a kdg;/ LY dy
- - Y

y=0

+

a

b b
aY?' oy’ 8X oYy}
v Vi l k J

0 6y
oXY LY rOXPOXY o
+/ Xide /YJ‘ agjdy)+‘466/ oz a_;dx./yjyldy
— y=0

+ZZUU

=1 j=1

Y, dy +

[ 0°X w0V i a2xwan oy
Bu [ 2 X /Y dy+Bus | o kds / Y Y dy +

z=0

y %Y wayv oXp
+ Ba '/X XVdz / 5+ B (2/ S X |

_Zzwu

=1 j=1

anw Yy
Oy

=0

;i XV 82w T OXwOXY | OYY
+ /Xg”aaxkdx/ 5 ; Y”dy) + 2 Bgg / 0 ’hda:/ iy dy
z=0 y=0 :

- 5 (4.64D)

=0
und

oWy _
Owyy B

_fji/[:uij

i=1 j=1

/ OXFO2XY

a b
. u w ' 8X7:u w ' an}flw
—-da / Y*Y;"dy + Bis / L Xjdo / Vg +
y=0 =0
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w

/ xp? 2’“ / Y“Y“’dy) +

roXy oxy .,
+ Bis (2 s Oor Oz /Y

+ By / XX dr /Oaay 82Ywdy+2366 / X® 8Xkd y/o a;;juaa%d -
_ ;;% Bis / Xfaa‘;‘;kd /0 L Y“’dy+Blﬁz _/O a;(: a;Xk dz / YV dy +
+322x /O XpXpdr | 5 8;};wdy+B26( / : [ oY, %Z)d
_/ ZX};’d :/ Yﬁ v, ) HB%JO axvan / Yvayw
+ iﬁ;w] Dy / 86‘;‘; a;‘;‘;’“ dz / YY;dy + Dis ( /O X;vag‘;i’“ dz /0 7Y, wY’”dy+

‘ . w82Y OXPORXY [ OYM_
+ / — Xy / Y dy)+2D16(.0 = da /O TR
= y=

=0 y=0

X OXY /”
0x? 61’

=0 y=0

oy ) / XX de / ki e

oy?  0y?

=0

a b
" an Y} an OXP . Y} 82Y“’
2D (/0 X e 6y2 y / Xi'de / 0y dy?
r= y 0 =0 y=0

a b
OX¥ XV Y ¥ gyw
4D : k 3 L 4.64
+ 66'/0 - &de'oay 5 (4.64¢)
r= y=!

Fiir das RiTzsche Verfahren kann die Endwertarbeit der dufleren Belastungen W, mit

W, = —/ (Npz + Nyey + Ny Yey) dA+/pwdA+ZP W, - (4.65)

p=1

angegeben werden. Wie SZABO in [101] am Beispiel des Stabknickens und der Platten-
verformung fiir kleine Durchbiegungen w zeigt, setzen sich die Membranverzerrungen {e}
der Plattenmittelfliche fiir die Scheibenbelastungen aus den Ableitungen der ebenen Ver-
schiebungen u und v und einem Transversalanteil zusammen:

ou 1 [ow\’
Ex = e + 5 <%> , (4.66&)
ov 1 [ow\”
= (== 4.
Ey 9y + 5 <8y> , (4.66b)
Yoy = @ + @ + — Ow Ow (4.66¢)

Jy Ox Ox 6y
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Durch Einsetzen der Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen (4.66a)-(4.66¢) in die Formu-
lierung der Endwertarbeit der &ufleren Lasten (4.65) folgt weiter:

Wi = /[N gquNg N, <g“ gZﬂdA— (4.67)

ow Oow Ow
2/[ <_> Ny <ay> 2N By

Nach den partiellen Ableitungen der Endwertarbeit der &ufleren Lasten der Gleichung (4.67)
folgen unter Beachtung der Ansitze (4.62a)-(4.62c) die Zusammenhénge:

dA+/pwdA+ZP w, .

p=1

i a b a b
oW, X oy
@ _ Nz/ kg /Y“d N, /X Lyl 4.68
Ouyy ox o ” 00y + Nay . k4T . 6y Y ( a)
| = v= =0 =
i a b
oW, oY
“:N/X”d/ Nz/ d/Y”d, 4.68b
on Y vdx o v T Yy (4.68b)
= y=0
oW, 1M " axw an ’ oY P gy
a _ _Z N, ekl /Y“’Y“’d N, /Xwad / i N g
Owyy 2;;10) /0 Ox v+ k 33':0 oy Oy v
Xw X
+2Nzy(/ S X;:da;/yw /Xw8 E gy / a] Y“’dy)
b
+p / Xyds [ Y“’dy+ZPXk ()" (3p) (4.68¢)
z=0 y=0

Matriziell konnen nun die Gleichungen (4.64a) und (4.68a) als

[200)28] (i) + [2078] {oi} + [Z0)7] g} = {801} (4692)
die Zusammenhénge (4.64b) und (4.68b) als
2] {uig} + [ Z0)54] Lo} + [Z(w)T] {wig} = { NP} (4.69b)

und die Zwischenergebnisse (4.64c) und (4.68c) als

Z(u) T ) {uig} + [Z)o8 | {vi} + ([2() 5] + [N )Tt ]) {wis} = {p"} + { P}

(4.69c¢)
bzw. in Hypermatrixschreibweise als
[Zwln] (205 (7)1 fu) {vom
[z 2] Z(w) o] {vy} ¢ = sy
[z [z (2] + [Nw)de] | {ws) [p?4} + (P}

(4.70a)
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zusammengefafit werden. Das Auflosen des Gleichungssystems (4.70a) nach den noch un-
bekannten Koeffizienten liefert den Zusammenhang

fui} [Z(wZs] [200)2] (2 w241 S {wemd
fogd ¢ =1 [2@GE] [20)5)] 2] {vou]
(4.70b)

als Bestimmungsgleichung fiir die Ansatzfunktionen (4.62a)-(4.62c).

4.2.3 Wahl der Ansatzfunktionen

Die Wahl geeigneter Ansatzfunktionen X;’(z) und Y;*(y) des Doppelreihenansatzes (3.98)
fiir die Plattendurchbiegung w ist abhéngig von den Randbedingungen des jeweils betrach-
teten Plattenproblems. Nachfolgend werden fiir den Fall der reinen Plattenbiegung einer
allseitigen zugfest-gelenkigen Lagerung und einer allseitig festen Einspannung einer sym-
metrischen, schubstarren Laminatplatte die Randbedingungen und die geeigneten Ansatz-
funktionen diskutiert.

Zugfest-gelenkige Lagerung

Fiir die allseitige zugfest-gelenkige Plattenlagerung sind an den Réandern die Bedingungen

w(0,y) = w(a,y) = Mz(0,y) = My(a,y) = 0,

w(z,0) = w(z,b) = M,(x,0) = M(x,b) = 0 (4.71)
zu erfiilllen. ALTENBACH et al. schlagen in [2] als Ansatz die Eigenfunktion des an zwei
Seiten zugfest-gelenkig gelagerten Balkens vor,

T

X (z) = sin (T) ,  Y(y) =sin <%> : (4.72)

die den geforderten Randbedingungen des Problems geniigen.

Feste Einspannung

Bei der allseitigen festen Einspannung miissen die zu wéhlenden Ansatzfunktionen die Rand-
bedingungen

ow(0,y)  Ow(a,y)

'U)(O, y) = w(a’7 y) = ax - 6.1' = O )
w(z,0) = w(z,b) = 6wéz, 0 = 8w§;, ) =0 (4.73)
erfiillen. In [18, 21| findet sich hierzu ein Cosinusansatz der Form
X (z) = {1 — cos <222x>} , Yy = [1 — cos (2‘7%)} . (4.74)

Die von ALTENBACH et al. [2], PETRY [78] und REDDY [87] vorgeschlagene Eigenfunktion
des beidseitig fest eingespannten Balkens ist als eine weitere Moglichkeit zu nennen.
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Abbildung 4.3: Biegeverformung einer schubweichen Platte.

4.3 Schubdeformationstheorie 1. Ordnung

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung (First Order
Shear Deformation Theorie - FSDT) [2, 3, 5, 28, 87| sind die Verschiebungsansitze

uz(z,y,2) = u(z,y)+ 2¢.(z,y), (4.75a)
Uy(l’,y, Z) = U(xvy) —I—Z’lﬂy(f.ﬁ,y) ) (475b)
uy(z,y,2) = wz,y). (4.75¢)

Wie in der Abbildung 4.3 dargestellt, wird die Annahme getroffen, dafl eine gedachte Nor-
male zur unverformten Mittelfliche nach der Biegeverformung eine Gerade bleibt. Eine
Verzerrung in Dickenrichtung kann vernachléssigt werden. Im Unterschied zur Klassischen
Laminattheorie hat die gedachte Linie nach der Plattendurchbiegung aber eine Neigung, die
sowohl von der Biege- als auch von der Schubbeanspruchung abhéngt. Aus dieser Hypothese
folgt, dafl ¢, (z,y) und v, (x, y) unabhingige Drehwinkel darstellen, die also nicht mehr allein
von den partiellen Ableitungen der Durchbiegung w(z, y) abhingen. Wihrend die Klassische
Laminattheorie zur Beschreibung der Plattenverformung auf die drei unabhéngigen Funktio-
nen u(x,y), v(z,y) und w(z,y) aufbaut, sind bei der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung
fiinf unabhéngige Funktionen u(z, y), v(z,y), w(z,y), ¥.(x, y) und ¥, (x, y) zur Beschreibung
des Deformationszustandes erforderlich. Die Verzerrungen der schubweichen Platten lauten
ausgehend von den Verschiebungsansétzen (4.75a)-(4.75¢):

_ Ou 0y
frr T g tz ox ’
_Ov Oy
€yy - 6'3} + z ay )
Ezz = 07
ow

Yyz — a_y+¢y7
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VYez = a—+¢z,
X
Cu B Oy O,
Yy = 6y+8$+z<8y +_6£L'> . (4.76)

Die Spannungen o0,,, 0y, und 7,, verlaufen unter Giiltigkeit des HOOKEschen Gesetzes dabei
linear iiber die Laminatdicke h, wéhrend die Schubspannungen 7,, und 7,, im Widerspruch
zu den Gleichgewichtsbedingungen am differentiellen Element konstant iiber A sind. Die
Berechnung der Querschubsteifigkeit aus den Materialkennwerten der Einzelschicht bereitet
analog zur CLT ebenfalls Schwierigkeiten (s.a. ALTENBACH et al. [2]). Die Addition des
Produkts aus den Querschubmoduli der Einzelschichten und der Einzelschichtdicken hj zur
Gesamtquerschubsteifigkeit

Ay =Y GPhy, i,j=4,5, (4.77)
k=1

hier in lokaler Formulierung, liefert nur eine grobe Naherung, die die reale Steifigkeit {iber-
schétzt. Eine Genauigkeitsverbesserung der Querschubsteifigkeitswerte durch Schubkorrek-
turfaktoren ist daher erforderlich. Eine bessere Ndherung wird erzielt, wenn man trotz der
Spannungsspriinge fiir 7,, und 7,, an den Schichtgrenzen wie bei einer Einzelschicht eine
iiber die Laminatdicke stetige Funktion f(z) als Gewichtsfunktion fiir die Verteilung der
Querschubspannungen annimmt. Die Funktion

f(z) = Z {1 - <hi/2ﬂ (4.78)

stellt eine solche parabolische Gewichtsfunktion dar. Dieser Ansatz fiihrt auf die Uberein-
stimmung mit der REISSNERschen Theorie fiir schubweiche Platten [104]. Ausgehend von
der Konstitutivgleichung fiir die Querschubspannungen der k-ten Schicht

(k) A(k)
ngl;) = Q44 7yz + C245 Yz s
—(k —(k
® = Qv + 0% e (4.79)

mit den im lokalen faserorientierten Koordinatensystem formulierten reduzierten Steifigkei-
ten

Qy; =Cij, 4,j=4,5 (4.80)
erhélt man die Querkraftschnittgrofien
Q = > / Té’;)dz (4.81a)
k=17
) i 2\’
- S e - () ) 5 e - () ]

und

Q = 3 / 70 g (4.81b)
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Die Zusammenhénge (4.81a) und (4.81b) lassen sich dann mit den Gesamtquerschubsteifig-
keiten (4.77) als Materialgleichungen fiir die Querkréfte ; und Q5 formulieren:

Q2 = Auyy. + Assvas,
Q1 = Asavye + AssVee - (4.82)

Hieraus folgt die Néherungslosung fiir die Querschubsteifigkeiten A;;

55~ 4 4
Aij = Z kX::l ij [(Zk — Zk—l) — % (Zk — Zk—l):|
bt 4 hh? L
=1 ];Ql(-j) [hk _ ﬁhk <( - + z2 mit (4,5 =4,5). (4.83)

Fiir den Sonderfall einer isotropen Einzelschicht mit den reduzierten Steifigkeiten @y =
Q55 = G und Qg5 = 0 folgt die aus der Plattentheorie nach REISSNER [2, 104] bekannte

Aussage
<~ 5 4h ([ h? 5
A _ZG [h——(E—l—O)] _EGh' (4.84)

Hierbei kann man wiederum als Schubkorrekturfaktor den Wert K = 5/6 und fiir die Schub-
steifigkeit die Grofle Gh identifizieren.

4.3.1 Variationsformulierung des elastischen Potentials
einer symmetrischen, schubweichen Laminatplatte

Da zur Berechnung des Biegeflachenverlaufs w(z, y) fiir die symmetrische, schubweiche Lami-
natplatte keine strenge analytische Losung moglich ist, wird iiber das RiTzsche Verfahren
eine Naherungslosung des Problems hergeleitet. Hierzu wird das elastische Potential der
symmetrischen, schubweichen Laminatplatte formuliert:

I = W;—W,. (4.85)

Als Endwertarbeit der d&ufleren Belastung W, folgt fiir die normal zur Oberfliche angreifen-
den Flidchenbelastungen p(z,y) und Einzellasten P;(z,y) der Zusammenhang

Wa:/pwdA+ZBwi. (4.86)
;4 =1

Die Forménderungsarbeit W des elastischen Potentials kann unter Beachtung der Quer-
schubverformung [2, 3, 5] formuliert werden als

1

Wy = 5 / (CuzCan + Oyyyy + TayVay + TyzVyz + TaozVaz) AV . (4.87)
v

Die reduzierten Steifigkeiten Ql(-f) (7,7=1,2,6 und 4, 5) sind schichtweise konstant, so daf} sich
fiir die Spannungen der k-ten Einzelschicht im globalen Koordinatensystem des Laminates
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die Zusammenhénge

aa(cI;:) = gl) €xp T le + Qlﬁ ’sz )
1(11;;) = ;1 € ) + Q22 + Q26 %y )
w(lgj) = él Eqr ) + Qaz g(k + QGG wy ;
355) = Q44 ’Y ) + Q45 %z )
é'? = Q54 ”sz + Q55 ’sz . (4.88)

ergeben. Mit den Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen (4.88) der Schubdeformationstheo-
rie 1. Ordnung ergibt sich fiir die Formanderungsarbeit (4.87) unter Beriicksichtigung der
Symmetrie der Steifigkeitsmatrix [3, 28, 31]:

L 1 & [Ak —(k —(k — _
= 5 / {Z [le)giz + 2Q§2)5zw5yy + 2Q§6)5xarﬁ)/xy + Q228§y —+ QQéG)Syy"yzy—l—
v =1
—(k —(k —(k —(k
+Qé6)7§y + Qz(m)”y;z + 2@1(15)”sz’7xz + Qé;%%z} } dv'. (4.89)

Unter der Annahme einer reinen Plattenbiegung folgt aus der Gleichung (4.89) mit dem
Verzerrungs-Verschiebungs-Ansatz (4.76):

2/{;/ {Q“ ( ) 00y gy (32/ ’ 8w>22+

Yy
dz} dA.

N o, ?
+Q22<ay> 2 4 ogW a¢y$’<a¢y+5i> +O% <¢+%> 24

*) [ Ow ? — (k) [ Ow ow — () [ Ow ?
+Quy <8_y + ¢y> +2Qy5 (% + 7%) <8_y + ¢y> + Q35 (% + ¢z>

(4.90)
Mit den Definitionen der Scheibensteifigkeiten,
"L (K "L (& .
Z Qz(j) (2 — 2k-1) = Z Qz(j)hk (1,7=1,2,6), (4.91a)
k=1 k=1
der Koppelsteifigkeiten
1 n —(k) n )
By = 5> Q; (22— 224) = Z ez (i,7=1,2,6), (4.91b)

]_ —k) n —(k) _ h2 ..
Di; = gz ij (22_213—1)22 i | %kt D) he (4,7=1,2,6), (4.91c)

eines schubstarren Gesamtverbundes nach der Klassischen Laminattheorie [28, 46, 58] und
der Naherungslosung (4.83) fiir die Querschubsteifigkeiten A;; (i, j=4,5) folgt dann aus der
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Forménderungsarbeit (4.90):

2
Wf — 1 D11 6¢w 22 + 2D12 a¢z a¢y + 2D16 6¢z 6¢x + a¢y 22_|_
2 4 ox

or Oy or \ Jy ox
o, Oy (D OV, o O\
+D22< 6y> + 2Dqg 9y \ g + o + Dgs 2 + o + (4.92)

ow 2 ow ow ow 2
+ Ay <3y +¢y> + 2A45 <a—+¢x> (8_y+w > + Ass (391; +¢z> } dA.

Fiir die noch unbekannten Funktionen der Plattenbiegeverformung w(z,y) und der Dreh-
winkel ¢, (z,y) und ¢, (z,y) lassen sich Ansétze in der Form

M M
w(z,y) = D> a XY}, (4.93a)

i=1j=1

5 M M
bolz,y) = DD by XY, (4.93b)

i=1j=1

5 M M .

Yylzy) = D> e XY™ (4.93c¢)

i=1j=1
angeben. Die Minimierung des elastischen Potentials (4.85),

ot om ol

il ~ _ — =0 4.94
Oayy ’ Oby ’ Ocyy ’ ( )

liefert im nichttrivialen Fall a;; # 0, b;; # 0 und ¢;; # 0 die fehlenden Koeffizienten der
Ansatzfunktionen (4.93a)-(4.93c). Mit der Forderung (4.94) folgt aus der Gleichung (4.92):

o
if{f‘/’(“ /8 = (/ xplXEy, |0
+§:§sz s /a Xf Xy do /b v 8; / X o 8Xk dr / erywdy} +

i=1j=1 { =0 y=0 =0 y=0

Aus / XV X dz / Y%ayl dy + Ays / waaxkd / Y Yrdy
z=0 y=0
(4.95a)

sowie
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oWy _

Obyy
M M ¢ oYy oXw ;

=3 ay{ A / X2 XY dy / LY dy + As / SEXjda / YUYy b+
i=1 j=1 =0 y(:() Y z=0 t y=0

+ZZbij{D11 0X, an dz / Y¢ry¢rdy+D16( / Xf””an dz / LYy
J =0 ( =0

=0

anz oY ¢y
+ Ass / XV X} da / Y¢wy¢wdy}+zz%{% / XP I gy / Yo dy+
=0 y=0 i=1j =0 y
b

oX) X gy er
+D16/ OXe” i /Y%Y%dwp% /X%Xk“”da:/ ; M gy

=0 Oz 83/
8X¢y Y a b
+ Des / S Xy dx / Y 5y W T A / XX da / Yy dy (4.95b)
=0 =0 y;O
und
oWy _
dcw
M M ; Loy oXy /
=3 ay { Au / XU XY de / T3y Py 1 A / XYy / YUYy b+
=1 j=1 : : 6'3/ : a :
=0 = =0 y=0
e 0X}" oY, X/ 90X}
+3°5 by D12/ X[ da /Y% /68 0% 4o /Y%Y”’ydw
i=1j=1 oto 97 Lo 97
4D / X X dy / oY Wwyd 4D / X%aX’f dz / eryd’yd +
Y+ Y
26z /) k ay 66 y
a b b P P
oY oy,
+A45 / wawadx / Y¢xy¢'ydy +ZZCU D22 / waXZ}deE/ —_J 3 dy+
z=0 y=0 =1Jj= 2=0 Oy 9y
Xd’y 8Y¢y
1Dy ( / aa X\ de / Y% / X% / / Y%dy) +
x=0
X} aX
+Deg / St da / YV dy + Agg / X xirde | Y%Y%dy} (4.95¢)
=0 y'

Matriziell kann der Zusammenhang (4.95a) als

a5 fas} + [Z0050] (bo} + (205 {eu) = (P (4962)
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die Gleichung (4.95b) als
Z{a)i] L} + [20)5] b} + [20)7 | {e} = {0} (4.96b)
und die Herleitung (4.95¢) als

258 {ais} + | 2055 | {bis} + |25 ] {ei} = {0} (4.96¢)

bzw. in Hypermatrixschreibweise als

Z@i] [zo5a] [2e%58] ) ( {ag) { Py}
z@n] [zegs] [z ] et p=9 {0} (4.97a)
Z@iH] [zos] |z | e {0}

formuliert werden. Das Auflosen des Gleichungssystems (4.97a) nach den noch unbekannten
Koeffizienten liefert den Zusammenhang

{a;} (z@%) (2% [20%] ) ( (Pwd
byt =1 (2] [2038] (2% {0} (4.97b)
{ei} z@%] [z0%] [2(0%%] {0}

als Bestimmungsgleichung fiir die Ansatzfunktionen (4.93a)-(4.93c).

4.3.2 Wahl der Ansatzfunktionen

Statt der unbekannten Verschiebung w(z,y) und der Drehwinkel ¥, (z,y) und ¥, (z,y)
wird bei dem Verfahren von RITZ eine Vergleichsfunktion als Doppelreihenansatz der Form
(4.93a)-(4.93c) eingefithrt. Hierbei sind X¥(z), X**(z) und X,”(z) Funktionsansitze in
Abhingigkeit der Koordinate x und Y;*(y), Y]‘I”C () und Y]\I’y () von y abhéngende Ansétze,
die lediglich die wesentlichen Randbedingungen des jeweiligen Plattenproblems erfiillen miis-
sen. Nachfolgend werden fiir den Fall der allseitigen zugfest-gelenkigen Lagerung und der
allseitig festen Einspannung einer symmetrischen, schubweichen Laminatplatte die Randbe-
dingungen und geeigneten Ansatzfunktionen diskutiert.

Zugfest-gelenkige Lagerung

Fiir die allseitige zugfest-gelenkige Plattenlagerung sind an den Réandern die Bedingungen

w(0,y) = wla,y) = Mo(0,y) = My(a,y) = 0,
w(z,0) = w(z,b) = M,(x,0) = M(x,b) = 0 (4.98)

zu erfiillen. ALTENBACH et al. [2], PETRY [78] und REDDY [87] schlagen als Ansatz fiir
die Biegeverformung w(z,y) (4.93a) die Eigenfunktion des an zwei Seiten zugfest-gelenkig
gelagerten Balkens,

X" (x) = sin <?> und  Y;’(y) = sin <%> : (4.99)
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vor, die den geforderten Randbedingungen des Problems (4.98) geniigen. Fiir die unabhéngi-
gen Drehwinkel v, und 1, finden sich bei ASHTON et al. [5]

X?* () = cos <?) : de’” (y) = sin <%> (4.100)
und _ .
X} () = sin <@> , Yjwy (y) = cos <]%> (4.101)
a

als Vorschlag fiir geeignete Funktionsanséatze.

Feste Einspannung

Bei der allseitigen festen Einspannung miissen die zu wéhlenden Ansatzfunktionen den
Randbedingungen

ow(0,y)  Ow(a,y)

’LU(O, y) = w(av y) = Oz - Oz = 0,
w(z,0) = w(z,b) = awé?’ 0 _ awg;’ Yy (4.102)

geniigen. In Anlehnung an ESCHENAUER et al. [21] findet sich hierzu ein Cosinusansatz der
Form )y 1 iy
X (x) =3 1—cos< z;rx)} , Y;"(y):5 {l—cos <%)

Fiir die unabhéngigen Drehwinkel finden sich in der Literatur keine geeigneten Ansatzvor-
schldge. Deshalb werden die Funktionsansitze der Form

1

(4.103)

9 :
X{*(z) = sin ( TC) . Y (y) =sin (%) (4.104)
und _ 0
pedl () = sin <?) , Y}wy(y) = sin <$) (4.105)

gewihlt, die den in (4.102) geforderten Randbedingungen geniigen und hinreichend genaue
Ergebnisse liefern.

4.4 Anwendung schubstarrer oder -weicher Theorien

In den Annahmen zur Herleitung der KIRCHHOFFschen Plattengleichung (Kapitel 3.1) wur-
den bereits die Einsatzgrenzen einer schubstarren Plattentheorie fiir isotrope Materialien
angesprochen. Unter der Kenntnis schubweicher, geschichteter Flachentragwerke sollen an
dieser Stelle die Auswahl der zur Beschreibung des Problems geeigneten Theorien diskutiert
werden. Bei sehr diinnen, flichigen Bauteilen ist es moglich, die Freiheitsgrade zur Beschrei-
bung der Plattenverformung auf der Grundlage der Normalenhypothese nach KIRCHHOFF
zu reduzieren. Diese Hypothese, der auch im Zustand der Plattenbiegung unverdnderlichen
Orthogonalitdt einer Normalen zur unverformten Plattenmittelfliche bei Vernachlissigung
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der Verzerrungen in Dickenrichtung, wurde in Kapitel 4.1 und 4.2 auf die Herleitung der
Klassischen Laminattheorie (CLT) iibertragen [2, 3, 28, 46, 58, 83, 87, 106]. So 148t sich fiir
isotrope, diinne Platten,

) b
% > 10 (4.106)
und mitteldicke Platten mit _ )
5 < % <10 (4.107)
bei kleinen Biegeverformungen
% <0,2 (4.108)

die schubstarre KIRCHHOFF-Theorie anwenden. Hierbei sind min(a,b) die Lénge der klein-
sten Plattenseite a bzw. b, h die Dicke der zu betrachtenden Rechteckplatte und w die
Plattendurchbiegung. Zur Beschreibung diinner, isotroper Tragwerke mit groflen Durch-
biegungen,

0,2 <

>

<5, (4.109)

ist die Anwendung einer nichtlinearen Theorie, wie sie zum Beispiel von VON KARMAN
beschrieben wird [2, 18, 82, 104], erforderlich. Dicke isotrope Platten sind mit einer schub-
weichen Theorie zu berechnen, worauf an dieser Stelle nicht weiter eingegangen wird. Zur
Biegeberechnung geschichteter Platten weist ROHWER in [91, 92, 93] darauf hin, dafl bei
Laminaten aufgrund des grofleren Verhéltnisses von E-Modul in Faserlangsrichtung E7; zum
Schubmodul G5 in der Plattenebene fiir die Giiltigkeit der KIRCHHOFF-Annahme grofiere
Plattenschlankheiten H = %(“b) erforderlich sind als bei isotropen ebenen Tragwerken. Als
Richtwert fiir die Plattenschlankheitsgrenze fiir eine zuléssige Anwendung einer schubstarren
Laminattheorie geben ROHWER und GEIER in [91] das Verhéltnis

~ min(a,b)

H
h

> 20 (4.110)
an. Bei den zu betrachtenden Impactversuchen (Kapitel 6.2) in Anlehnung an die Airbus-
Norm AITM 1.0010 [59] und die DIN EN 6038 [72] wird eine rechteckige Laminatplatte
mit den Abmessungen 150mm x 100mm in den Einspannrahmen eingesetzt. Die Platten-
aufnahme weist ein freies Stiitzfenster von 125mm x 75mm auf, so daf sich fiir die Platten
mit einer Dicke ca. 4mm ein Schlankheitsverhéltnis von M’"T(“b) = 18,75 ergibt. Folglich ist
davon auszugehen, daf} in diesem Fall die Anwendung einer schubweichen Laminattheorie
zur Berechnung der Plattenbiegeverformung erforderlich wird. Eine geeignete Theorie zur
Berechnung schubweicher Schichtverbunde ist die in Kapitel 4.3 hergeleitete Schubdeforma-
tionstheorie 1. Ordnung (FSDT).

4.5 Vergleich schubstarrer und -weicher Theorien

Nun sollen am Beispiel einer Laminatplatte unter zentraler Einzelkraft P die Ergebnisse
schubstarrer und schubweicher Schichtverbunde diskutiert werden. Die zu betrachtende
Laminatplatte hat in Anlehnung an das in den Impactversuchen nach Norm [59, 72] vor-
liegende freie Auflagefenster die seitlichen Abmessungen 125mm x 75mm. Der verwendete
quasiisotrope Lagenaufbau ist abweichend von der DIN EN 7000-11 [73] (Abb. 6.3) nach der
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Definition der Schichtreihenfolge in [46, 87] und in der Abbildung 4.2 als [[-45/0/ + 45/90],]
anzugeben. Fiir das gewihlte Prepregsystem HEXEL 8552/IM7 mit den Materialausle-
gungskennwerten bei Raumtemperatur [65] von

E, = 155GPa Elastizititsmodul parallel zur Faserlangsrichtung,

E, = 10GPa Elastizitdtsmodul sekrecht zur Faserlangsrichtung,

Gj. = 4,5GPa Gleitmodul parallel/senkrecht zur Faserldngsrichtung,

v = 0,3 Querkontraktionszahl parallel /senkrecht zur Faserldngsrichtung,
hr, = 0,125mm Einzelschichtdicke

ergibt sich somit fiir die 32 Lagen des Schichtverbundes eine Plattendicke von ca. 4mm.

4.5.1 Schubstarre Laminatplatte

Nach der Klassischen Laminattheorie konnen aus den Gleichungen (4.46a)-(4.46¢) fiir den
oben genannten Schichtverbund die Gesamtsteifigkeiten angegeben werden. Beziiglich der
Scheibenbelastung stellt sich der Verbund als transversalisotrop dar:

N
—. 4111
— (4.111)

[A] = | 83034,4 260963 0

0 0 88964, 3

260963 83034, 4 0
n

Durch den symmetrischen und ausgewogenen Lagenaufbau verschwinden die Koppelsteifig-
keiten,

B] =

00 0
00 0| in N. (4.112)
00 0

Durch den quasiisotropen Laminataufbau zeigt der Verbund ein monotropes Materialverhal-
ten der Plattensteifigkeiten:

373263 119583  —19370,3
119583 304897  —19370, 3 in Nmm. (4.113)
—19370,3 —19370,3 127490

(D] =

Das heifit, es besteht bei der Plattenbelastung eine Kopplung der Steifigkeiten zwischen
Biegung und Torsion. Diese Eigenschaften der Plattensteifigkeiten verhindern eine Berech-
nung der Biegeverformung mit Hilfe einer Doppel-FOURIER-Reihe, wie sie z.B. bei AL-
TENBACH et al. [2, 3] oder bei TIMOSHENKO et al. [104] fiir die Biegeberechnung von allseitig
zugfest-gelenkig gelagerten isotropen und orthotropen Platten vorgeschlagen wird. Auch die
Beschreibung der Biegeverformung iiber eine Formulierung der lokalen Bewegungsgleichung,
wie sie von REDDY [87] fiir orthotrope Verbunde vorgestellt wird, eignet sich bei diesem
Lagenaufbau nicht, da beide Niherungsverfahren das Verschwinden der Biege-Torsions-
Kopplungen fordern. Bei der Herleitung der Variationsformulierung mit dem Verfahren
nach Ri1Tz (Kap. 4.3.1) ist diese Einschrankung nicht gegeben.
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4.5.2 Schubweiche Laminatplatte

Fiir die schubweiche Laminatplatte konnen die Ergebnisse der Klassischen Laminattheorie fiir
die Scheibensteifigkeiten (4.111), Koppelsteifigkeiten (4.112) und Plattensteifigkeiten (4.113)
iibernommen werden. FErgénzend sind nun die Querschubsteifigkeiten nach der Gleichung
(4.83) zu beriicksichtigen. Unter den getroffenen vereinfachenden Annahmen

ve3 = 113=0,3,
—(k) Es
— G = —
b 23 2(1 + 1/23) ’
_z(LI;) = 0,
oW — Q=G 4114
55 = Giz=G (4.114)

ergeben sich die Querschubsteifigkeiten des gewédhlten Laminates unter Beriicksichtigung
einer parabolischen Schubspannungsverteilung (4.78), (4.83) zu:

l Ay Aus ] B l 13958,1 54,3 . N

Asy Ass 54,3 13862,4 | O mm (4.115)

4.5.3 Vergleich der Ergebnisse

Zur Untersuchung des Schubeinflusses auf die Biegeverformung rechteckiger Laminatplatten
soll im folgenden die auf das Produkt aus Einzellast und Fliache P - a - b bezogene Maximal-
durchbiegung wy,,, iiber dem Schlankheitsverhiltnis H = min(a,b)/h dargestellt werden.
Hierbei sei min(a,b) die fir die Biegung charakteristische, jeweils kiirzere Plattenseite a
bzw. b. Aufgrund der Symmetrie der gewéhlten Platte konnen zur schnelleren Konvergenz
der Berechnungsergebnisse die Ansatzfunktionen fiir die zugfest-gelenkige Lagerung (4.99)-
(4.101) so gewahlt werden, dafl nur die ungeraden Ansatzglieder betrachtet werden:

i—2i—1), j—(2j-1). (4.116)

Der Losungsansatz fiir das oben beschriebene Plattenproblem wurde mit dem Programm-
paket Mathematica 4.1 und Mathematica 4.2 [108] programmiert und berechnet. Die Abbil-
dung 4.4 zeigt exemplarisch fiir die zugfest-gelenkige und die feste Lagerung die Konvergenz-
betrachtung an einer Laminatplatte mit den Seitenabmessungen 125mm x 75mm x4mm. Aus
den Berechnungen wurden hinreichend konvergente Losungen fiir Ansétze der Ordnung i, j =
1,2,...,11 gefunden. Die Abbildungen 4.5 und 4.6 zeigen die Berechnungsergebnisse fiir die
schubweiche Laminatplatte mit parabolischer Schubspannungsverteilung (F'SDT K = Fkt,
s.a. Gl (4.78), (4.83)), mit konstanter Spannungsverteilung (F.SDT K =1) und mit konstan-
ter, reduzierter Spannungsverteilung (F'SDT K =5/6). Zum Vergleich sind die Losungen
schubstarrer Laminatplatten nach der Klassischen Laminattheorie (CLT') dargestellt. Die
Diagramme zeigen jeweils ergdnzend die Abweichungen der schubstarren Theorie ohne Schub-
korrekturfaktor (F'SDT K =1) bzw. der schubstarren Theorie (CLT) von der Schubdefor-
mationstheorie 1. Ordnung mit einer iiber die Plattendicke parabolischen Schubspannungs-
verteilung (F'SDT K = Fkt). Es ist erkennbar, da§ mit abnehmender Plattenschlankheit der
EinfluB8 der Schubsteifigkeit zunimmt. Ab einem Schlankheitsverhéltnis von H <20 bei der
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1,0
*,v A FSDT zugfest-gelenkig
0,9 1 . | o © FSDT fest
0,8
%j_ a =200mm
R=i 0,7 1 A A A A A A A A £ . “
=¥
\é 0,6 1 A
B |
o 05
g
?)n 0,4
0 O <
203 o o ° e o e e F
8 2
8021 o o
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Ansatzordnung i, j

Abbildung 4.4: Konvergenzbetrachtung der schubweichen, zugfest-gelenkig gelagerten und
fest eingespannten Laminatplatte mit den Abmessungen 200mm x 120mm x 4mm.

zugfest-gelenkigen Lagerung und einem Verhéltnis von H <30 bei der festen Einspannung
ist eine Berechnung der Plattenverformung unter Verwendung einer schubstarren Theorie
nicht mehr gerechtfertigt, da die Verbundsteifigkeit in diesem Fall {iberschétzt wird. Die
Abweichung der Berechnungsergebnisse der schubstarren Theorie von der schubweichen Plat-
tentheorie wird in diesem Fall grofler als 10%. Mit weiter abnehmender Plattenschlankheit
wird es erforderlich, einen geeigneten Schubkorrekturfaktor einzufiihren, um die Gesamt-
nachgiebigkeit des Laminates ausreichend zu beriicksichtigen. Ab einem Verhéltnis von
H <5 bei der zugfest-gelenkigen Lagerung und von H <8 bei der festen Einspannung wird
der Fehler bei Verwendung einer schubweichen Laminattheorie ohne Schubkorrektturfaktor
(FSDT K =1) grofler als 10%. Erkennbar ist weiter, dal zwischen der Einfithrung eines kon-
stanten Korrekturfaktors K =5/6 und der parabolischen Gewichtung des Querschubes nach
den Gleichungen (4.78) und (4.83) kein signifikanter Unterschied in den Berechnungsergeb-
nisse deutlich wird.
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Durchbiegung wm./(P a b)in 1/N Mm

89

100 T+ 100
B FSDT K=5/6 gg
01 -, ——FSDTK=Fktgg | 0
gl .-~ FSDT K=1 gg 180
| —6—CLT gg 1
70 “e Fehler CLT 70 )
60 - Fehler FSDTK=1 T 60%;
50 A 1303
40 - 140
3016 8 i & g 30
20 .. -+ 20
Ry
101 e T 10
i’—=‘.~‘__‘__7*_7___*77___*_ b b bt [ SERTETRP -9
0 ‘ e e e e 3
0 10 20 30 40 50

Plattenschlankheit H=min(a,b)h

Abbildung 4.5: Darstellung der relativen Maximaldurchbiegung w,q./(P-a-b) in (N - Mm)~*
tiber die Plattenschlankheit min(a,b)/h fur die allseitig zugfest-gelenkig gelagerte Laminat-

platte. CLT: schubstarr; FSDT: schubweich.

Durchbiegung wm/(F a b)in 1/N Mm

100 T+

90 A
30 A
70 A
60

=& FSDT K=5/6 fest
—— FSDT K=Fkt fest
--A- FSDT K=1 fest
e CLT fest

¢ Fehler CLT
--&— Fehler FSDT K=1

100

+ 70
+ 60

Fehler in %

20

30

Plattenschlankheit H=min(a,b)h

Abbildung 4.6: Darstellung der relativen Maximaldurchbiegung w,yqz/(P-a-b) in (N - Mm)~*
tiber die Plattenschlankheit min(a,b)/h fir die allseitig fest eingespannte Laminatplatte.
CLT: schubstarr; FSDT: schubweich.
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Kapitel 5

Transversale Sto3belastung an
Rechteckplatten

Nachfolgend soll eine Moglichkeit aufgezeigt werden, um naherungsweise die Maximalver-
formung der Platte bei einem Niedergeschwindigkeitsimpact abzuschétzen. Die gewéhlte
Theorie beruht auf der Annahme, dafl bei kleinen Impactgeschwindigkeiten die statische
und dynamische Verformung als gleich angenommen werden kann. Dieses Berechnungsver-
fahren erlaubt aber keine Impactdauerberechnung.

5.1 N&aherungsweise Berechnung der Plattenbiegung

Zur Ermittlung der Plattenbeanspruchungen wéihrend eines Niedergeschwindigkeitsimpacts
ist es erforderlich, die Maximaldurchbiegung der Platte zu kennen. Mit Hilfe der Extremalaus-
lenkung und einer zu wihlenden geeigneten Plattentheorie konnen die aus einem Stoivorgang
resultierenden Schnittkraftgrofien ermittelt werden.

SzABO [101] stellt einen Ansatz vor, der es ermdglicht, niherungsweise die extremale Durch-
senkung der Plattenmitte beim Aufprall einer Masse m; mit der Geschwindigkeit v; zu
bestimmen. Hierzu wird fiir die dynamische Verformung w(z,y,t) der Plattenmittelebene
withrend des StoBvorganges die Ahnlichkeit der statischen Plattenverformung w(z,y) unter
der Einzellast P an der Stofstelle 0 vorausgesetzt. Fiir die weitere Betrachtung ist eine
Unterteilung des Impactvorgangs in vier Phasen erforderlich:

1. In der Zeit t < ty bewegt sich die Masse m; mit der Geschwindigkeit v; auf die ruhende,
unbelastete Platte zu (Abb. 5.1).

2. Zum Zeitpunkt t = ty beriihrt die Masse die Platte im Auftreffpunkt 0. In diesem Mo-
ment hat noch kein Impulsaustausch stattgefunden (Abb. 5.1). Der Impactor besitzt

noch den Anfangsimpuls
Iimp = Mmyvy . (51)

3. Der Zeitraum ty < t < ¢, wird als Kompressionszeit von Impactor und Platte bezeich-
net. In dieser Zeit beschleunigt die aufprallende Masse m; die Masse 77 im StofSpunkt

91
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der Platte auf die gemeinsame Geschwindigkeit ug(ty) (Abb. 5.1). Vorausgesetzt wird,
daf} Platte und Impactor sich nicht mehr trennen, so daf§ der Stoflvorgang mit dem
Ende der Kompressionszeit abgeschlossen ist.

4. Die vierte zu betrachtende Phase ist die Extremalauslenkung w..(z,y) der Platte
(Abb. 5.1). Zu diesem Zeitpunkt verschwinden Geschwindigkeit und Impuls von Im-
pactor und Platte:

Vimp = Upt = Up = 0. (5.2)

Kraft F
~
|
ON -

~
=}
~ |
o

tl . tl
Zeit t

Abbildung 5.1: StoBlkraft-Zeit-Verlauf und Phasen des Impactvorgangs.

Fiir den statischen Fall kennzeichnet w,q die Durchsenkung der Platte am Kraftangriffspunkt
0 unter der Einzellast F', wobei sich schreiben 148t:

wil0) = w0 2 — v f(ag) (3
s0
mit

flay) = 220 (5.4

Hierbei ist f(z,y) eine dimensionslose Funktion, die die Plattendurchsenkung bei einer Ein-
heitsverschiebung des Kraftangriffpunktes 0 beschreibt. Die Gleichung (5.3) 148t sich auf
den dynamischen Fall erweitern:

(e, p,t) = un(t) 2D — (0 f(o,0) (55)
mit ( 0
r o w\zr, Yy,

wobei wy(t) die Auslenk_ung der Platte zum Zeitpunkt ¢t am Stopunkt 0 ist. Mit der obi-
gen Voraussetzung der Ahnlichkeit von statischer und dynamischer Verformung gilt verein-
fachend fiir die dimensionslosen Funktionen in den Gleichungen (5.3)-(5.6):

flz,y) = f(z,y). (5.7)
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Die Ableitung der Durchsenkung w(z, y, t) nach der Zeit ¢ liefert die Geschwindigkeit u(z, y, t)
der Platte an der Stelle (z,y) zum Zeitpunkt ¢:

%w(m y,t) = w(z,y,t) = u(z,y,t). (5.8)
Unter Beriicksichtigung der Gleichung (5.5) und (5.7) folgt aus (5.8):
u(®, y,t) = wo(t) f(2,y) = uo(t) f(2,y) . (5.9)

Hierbei kennzeichnet wug(t) die gemeinsame Geschwindigkeit von Impactor und Platte am
StoBpunkt 0 zum Zeitpunkt ¢. Aus dem Impulssatz wird die gemeinsame Geschwindigkeit
von Impactormasse m; und Plattenmasse m am Aufprallpunkt ermittelt:

(m1 + m)UQ(tIO) = M1V (510)
bzw. —

Das Produkt m ug(t) ist der Impuls, den die Platte in der Kompressionszeit erfahrt. Dieser
Impuls kann auch aufgefafit werden als die Summe aller Elementarimpulse der einzelnen
Plattenelemente in der Zeit ¢y <t < t:

a b
mug(ty) = / / mu(z,y,ty) - (5.12)

Mit Einfiihrung der dimensionslosen Léngen

z Y
== d =2 1
e=2 wmd  p=? (513)
folgt fiir die Beschreibung der inkremellen Plattenmasse
dm = phdxdy =phabdfdny=mdfdn. (5.14)

Hierbei ist p die Plattendichte und m die Masse der Platte. Somit folgt unter Beriicksichti-
gung des Zusammenhangs

u(®,y, ty) = uo(to) f(z,y) (5.15)
fiir die Gleichung (5.12):
11
mug(ty) = mug(ty) / /f a&,bn) d¢ dn . (5.16)
£=0 =0

Hieraus folgt fiir die Vergleichsplattenmasse m im Aufprallpunkt:

1 1

m/ /f(a&,bn)d&dn:mm/ (5.17)

m
mit

:/1 /1fa§ bn) dé d . (5.18)
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Bei bekannter Biegefliche wg(z,y) der Platte unter statischer Punktlast lafit sich mit der
Gleichung (5.18) die Geschwindigkeit ug(t;) in Gleichung (5.11) bestimmen zu:

uo(ty) =

my
1 5.19
(my + mr') v ( )
Mit Hilfe der ermittelten Geschwindigkeit ug(t;) zum Ende der Kompressionszeit und unter
Hinzuziehung der Energiezustinde zur Zeit ¢, (Lage 1, Abb. 5.2) sowie im Augenblick der
maximalen Plattenauslenkung (Lage 2, Abb. 5.2) ist es moglich, die extremale Plattendurch-
senkung wg ;e am Stofpunkt zu berechnen. Fiir die Energiebilanz in den Lagen 1 und 2

r_ X —™ ”o(t(,))
~ o wlny) 1 Wi max

l »;;;?é;,ro‘o"/ — +

Abbildung 5.2: Plattendurchsenkung zum Zeitpunkt ¢, und ¢'.

z

kann der Zusammenhang
11(to) + Ering + Epor,n = II(t) + Eginz + Epot2 (5.20)

formuliert werden. Hierbei stellen II die Verformungsenergie der Platte, Ej;,; und Epo,
die kinetische und potentielle Energie von Platte und Impactor in der Lage ¢+ dar. Da die
Verformungsenergie II(¢;) der Platte in der Lage 1 als Null angesehen werden kann, sowie
die kinetische Energie Ej;, » und die potentielle Energie E,,; o zum Zeitpunkt der maximalen
Plattenauslenkung verschwinden, vereinfacht sich die Gleichung (5.20) zu

Ekin,l + Epot,l = H(t,) . (521)

Unter Beriicksichtigung der Energiesétze folgt weiter aus Gleichung (5.21):

a b
1 1
leuo (to) + 5/ / dmug(z,y,tg) + M1 g Womaz +
=0 y=0
]' 2
+/ /dmgwmaz(x y) = §cw0,max‘ (522)
=0 y=0

Die Federkonstante ¢ bezeichnet dabei mit der Auslenkung wg e, die Kraft, die erforderlich
ist, eine Plattendurchsenkung am Stoffpunkt von wy = 1 zu erzeugen. Die Plattendurch-
biegung zum Zeitpunkt ¢ = ¢;, wird dabei als vernachléssigbar klein zur Maximalauslenkung
angesehen. Fiihrt man als weitere Parameter

:/1 /1f2 (a, bn) d¢ dn (5.23)
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ein und formuliert die Energieterme aus Gleichung (5.22) unter Beriicksichtigung der Zusam-
menhénge (5.5, 5.9, 5.18) und (5.23) zu:

a b
1
2/ /dmuoxy,t/) = 3 / / dmud(ty) f*(z,y)
=0 y=0

=0 y=0
L1

1
= smud(ty) [ | f(ag bm) de
£=07=0
1
= §mug(t6)fi" (5.24)
sowie

/“ /bdmgwmw”?‘/) = /“ /b dm g wo.maa (2, y) f(,y)

2=0 y=0 z=0y=0

= M g Womaz /1 /1 f(a&,bn)d§ dn

£=0n=0
= MGWomaz K" (5.25)
folgt aus Gleichung (5.22)
1 1
3 (my +mE") ud(ty) + (M1 +mE) g Womar = 3 CWY g - (5.26)
Fiithrt man fiir das Gewicht der Platte
G=myg (5.27)
und fiir das Impactgewicht
Gl =myg (528)

ein, so kann man mit der statischen Auslenkung

! G 'G

mittels der Losungsformel fiir dynamische Gleichungen 2. Grades die Maximaldurchsenkung
des Aufprallpunktes 0 aus Gleichung (5.26) bestimmen:

ud(ty) (my + K" m)
c

Wo.maz = Wso + x/w?o + (5.30)

Mit der Gleichung (5.19) kann nun der vollstdndige Zusammenhang fiir die Maximaldurch-
biegung am Stofipunkt angegeben werden:

m3 my + K'm
Wo,maz — (wso + $ wgo + ( L Ul( ! )

my + K 'm) c

1 -
+ g (G1+ K Go)*

(5.31)

= W0

1+$ cv? G%(G1+/</’G2)] |

Hierbei sind lediglich die Beiwerte ' und " sowie die Federkonstante ¢ in Abhéngigkeit von
der gewahlten Plattentheorie und den jeweiligen Randbedingungen zu bestimmen.
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5.1.1 Maximaldurchbiegung der Laminatplatte beim Impact

Die im Kapitel 5.1 hergeleiteten Zusammenhénge eignen sich zum Abschétzen der maxima-
len Plattendurchbiegung und der daraus resultiernden Plattenbeanspruchungen (s.a.Kap.
3.1.3, 3.2.2, 3.3.3, 4.1.2, 4.2, 4.3) bei einem Impactversuch. In Abh#ngigkeit von den
Probekdérpereigenschaften ist das Plattenmodell zu wéhlen. Im Kapitel 4.5 wurden die Ergeb-
nisse der Berechnungen schubstarrer und -weicher Plattentheorien miteinander verglichen.
Der dort betrachtete Laminataufbau und die Materialeigenschaften werden fiir die weiteren
Berechnungen als gegeben angenommen. In Anlehnung an die durchgefiihrten Impactver-
suche wird dabei eine Plattendicke von h=4, 1mm betrachtet. Ausgehend von dem im Kapi-
tel 6.2 beschriebenen Versuchsaufbau mit einem freien Auflagefenster von 125mm x 75mm
mit pneumatischer und fixierter Einspannung werden Laminatplatten mit einer seitlichen
Abmessung von 125mm x 75mm mit zugfest-gelenkiger Lagerung und fester Einspannung
untersucht. Die Impactmasse m;,,, wird analog zur Abbildung 6.10 variiert. Die Fallhthe
betrégt in Anlehnung an die experimentellen Untersuchungen h;,,,, =0, 306m. Die Abbildung
5.3 zeigt vergleichend die maximalen Plattendurchbiegungen der durchgefiihrten Berechnun-
gen und der Versuchsergebnisse in Abhéngigkeit von der Impactenergie. In der Darstellung

3,0
----FSDT - gelenkig
1 CLT - gelenkig
2,5 A
é --—--FSDT - fest A
= ——CLT - fest &
oo 2071 A Experiment - pneumatisch A ¢
= ¢ Experiment - fest A R _
gl) . 0,3mm e
SRR e
S ot T
5 e Q‘,.,—"/" — _
[ 130 1 '/_f"" é_,-’
b ,’(,é _/.é"' Delaminationen und
‘2‘5 s groBere plastische Verformungen
054 S
{’ Schadensfreier Impact mit
0.0 geringen plastischen Verformungen
0 2 4 6 8 10

Energie inJ

Abbildung 5.3: Maximale Plattendurchbiegung w,,,, versus Impactenergie Ej,,.

der Ergebnisse aus den Experimenten konnen lediglich die wéhrend des Impacts gemessenen
Wege des Impactschlittens angegeben werden. Unberiicksichtigt bleibt eine Korrektur der
Angaben, die durch elastisch-plastische Verformungen unter dem Impactdorn und einer Ver-
ringerung der Plattenbiegestiefigkeit durch entstehende Delaminationen zu grofleren Wegen
fithren. Die in diesen Versuchen auftretenden plastischen Verformungen kénnen abhéngig
von der GroBe der Stoflkraft auf wyqs ~0,1 — 0, 4mm abgeschétzt werden (s. Abb. 5.3, 7.1,
7.2). Die elastischen Eindringtiefen wurden im Experiment nicht bestimmt. Bei Bertick-
sichtigung der Eindringtiefen wird deutlich, daf3 sich die Einspannbedingungen des fixierten
Impactprobekorpers als quasi-fest bezeichnen lassen. Zur deutlichen Differenzierung der
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Randbedingungen werden in den Kapiteln 7.3 und 7.4 die pneumatische Einspannung als
halb-gelenkig bezeichnet. Basierend auf den Ergebnissen des Kapitels 4.5.3 und den obigen
Betrachtungen fiihrt die Verwendung einer schubweichen Laminattheorie bei den vorliegen-
den Seiten-Dicken-Verhéltnissen von H = Mnha_bl = 18,29 zu besseren Berechnungsergebnis-
sen als bei einer schubstarren Theorie.
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Kapitel 6

Experimentelle Einrichtungen,
Versuchsdurchfiihrung und
Auswertung

In diesem Kapitel werden die Probenkorperherstellung und die Mafinahmen zu deren Quali-
tatssicherung, die verwendeten Versuchseinrichtungen und -verfahren sowie die analytischen
Untersuchungsmethoden vorgestellt.

6.1 Probenkorperherstellung und -geometrie

Fiir die Aussagefahigkeit der experimentellen Ergebnisse waren das zur Probenkoérperher-
stellung verwendete Prepregmaterial, dessen Zusammensetzung und mechanischen Eigen-
schaften, der verwendete Autoklavzyklus und die Geometrie der Impactproben von entschei-
dender Bedeutung.

6.1.1 Zusammensetzung und Kennzeichnung des Prepregsystems

Fiir die Untersuchungsreihen wurde das Prepreg HEXCEL 8552/IM7 der Firma HEXCEL
CoOMPOSITES ausgewihlt. Das hochvernetzende Prepregsystem mit relativ hohen Glasiiber-
gangstemperaturen und guten , hot-wet”-Eigenschaften wird beispielsweise als Strukturwerk-
stoff des Eurofighter Typhoon eingesetzt. Das verwendete Prepreg besteht aus den Kohlen-
stoffaserrovings IM7, die eingebettet in das Harz-Hérter-Gemisch gewalzt und bei ca. 80°C
vorvernetzt wird, um ein handhabbares Halbzeug zu erhalten. Das dann als Prepreg (engl.:
Pre-Impregnated) bezeichnete Halbzeug [97, 110] wird fiir die Zwischenlagerung beidseitig
mit einer Tragerfolie versehen und auf Rollen mit einer Breite von 75mm und einer Léange von
ca. 240m bzw. 300m aufgerollt. Die Materialkennwerte nach Herstellerangaben der vernetz-
ten Einzelschicht sind in der Tabelle 6.1 aufgefiithrt. Neben der Materialbezeichnung tragen
die Prepregrollen eine sogenannte Chargen-Nummer. Der Begriff Charge bezieht sich dabei
auf die wihrend der Fertigung der Halbzeuge verwendeten diskontinuierlich hergestellten

99
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Tabelle 6.1: Statische Materialkennwerte des unidirektionalen Prepregsystems HEXCEL
8552/IM7 nach Herstellerangaben [76] bei Normalklima [65].

Materialkennwerte | Konstruktionswerte | Einheit

Longitudinal | Zugmodul 165 155 GPa

Druckmodul 145 155 GPa

Zugfestigkeit 2600 2400 M Pa

Druckfestigkeit 1500 1300 MPa

Transversal | Zugmodul 9,4 10 GPa

Druckmodul 10,6 10 GPa

Zugfestigkeit 60 50 M Pa

Druckfestigkeit 290 250 M Pa

Schub Schubmodul 4,5 4,5 GPa

in der Ebene | Schubfestigkeit 90 85 M Pa
Querkontraktionszahl 0,3 0,3 -

Interlaminare Festigkeit 117 109 MPa

Harzpastenansitze. In den Vorversuchen zeigte sich, dafl zur Untersuchung des Geome-
trieeinflules bei den sehr sensitiven Impactversuchen auf die Verwendung einer einheitlichen
Charge unter Beibehaltung gleicher Fertigungsbedingungen zu achten ist. Um den Effekt der
langsam fortschreitenden Vernetzung des Harz-Hérter-Gemisches im gelagerten Prepregsys-
tem zu vermeiden, war eine rasche Fertigung einer Versuchsreihe innerhalb weniger Wochen
erforderlich.

6.1.2 Verarbeitung des Prepregsystems

Die bei —18°C gelagerten Prepregrollen wurden vor der Verarbeitung bei Raumtemperatur
aufgetaut und anschliefend mit einer Schlagschere in Teilstiicke unterschiedlicher Langen und
Winkel zugeschnitten. Auf einem Vakuumtisch wurden die einzelnen Prepreglagen aufeinan-
der geschichtet, so dafl ein Gelege mit einer seitlichen Abmessung von 170mm x 120mm
entstand. Die Fixierung der Einzellagen zueinander entstand durch die nach der Entfer-
nung der Tragerfolien vorliegenden Eigenklebrigkeit des Prepregs, die als ,, Tack” bezeichnet
wird. Durch die Orientierung der abzulegenden Einzelschichten wird der gewiinschte La-
genaufbau erzielt. Nach jeder gelegten Schicht wurde dem Laminat durch das Anlegen
von Vakuum die eingeschlossene Luft entfernt. Das Gelege wurde dann fiir die Vernet-
zung in einem definierten Druck-Temperatur-Profil in einer Laminatpresse ausgehértet. Um
die gewiinschten Geometrien der Probenkorper zu erreichen, wurden entsprechend negativ
geformte Grund- und Deckplatten zur Formgebung verwandt. Auf das fertig geschichtete
Laminat wurde beidseitig ein Glasfasergewebe, das sogenannte Peelply, aufgebracht, um das
iiberschiissige Harz aufzusaugen und zu binden. Dadurch wurde eine mégliche Verklebung
der Werkzeuge und der Ansaugstutzen verhindert. Zur besseren Entformbarkeit des ferti-
gen Laminates und als zusétzlicher Schutz der Werkzeuge gegen auslaufendes Harz wurde
als duflere Verpackungsschicht eine PTFE-Folie (Polytetrafluorethylen - Teflon) eingelegt.
Das Laminat mit Verpackung, Peelplay und PTFE-Folie, sowie die Grund- und Deckplatten
wurden zur besseren Applizierung des Vakuums auf ein Kupfernetz gelegt und anschlieend
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mit einer 5mm dicken Vakuumfolie aus PTFE bedeckt. Die Vakuumfolie wurde seitlich
abgedichtet, so dal unterhalb der Folie Vakuum und oberhalb der Folie Druck aufgebracht
werden konnte. Die in dem oberen und unteren Rahmen der Laminatpresse integrierten
Heizschlangen dienten der geregelten Aufbringung der Temperatur. Die Abbildung 6.1 zeigt
den prinzipiellen Aufbau der fiir die Probenkorperherstellung verwendeten Laminatpresse.

beheizter oberer Laminat mit
Rahmen Verpackung Deckplatte
/
PTFE- - / | Druck
Vakuumsack / Tl —
A —— O\ ]
| |
p X
Kupfernetz /
beheizter unterer ‘ Vakuum Grundplatte

Rahmen

Abbildung 6.1: Prinzipskizze der verwendeten Laminatpresse.

Verwendeter Autoklavzyklus

Die Abbildung 6.2 zeigt den verwendeten Autoklavzyklus fiir das Harzsystem HEXCEL 8552
nach den Herstellerangaben [74]. Uber den Vakuumstutzen wird zunéchst ein Vakuum

A
200 185 £ 5°C, 120 - 180 min
. Druck: 7 +0,4 bar, 250 min 5
I 1 4 g
E l (X) T -
é_ =
2
& =
50 | :
I P Vakunt08-09bar,270mn i
} 0
0 120 180 240 300
Zeit in min

Abbildung 6.2: Verwendeter Autoklavzyklus fiir das Harzsystem HEXCEL 8552 [74].

von 150mbar(abs) angelegt. Das Vakuum dient der besseren Entgasung des Laminates
wihrend des Herstellungsprozesses. Uber den DruckanschluB wird anschlieBend ein ab-
soluter Druck von Thar aufgebracht. Nach Erreichen des Solldrucks wird das Vakuum auf
800 — 900mbar(abs) reduziert und die Temperatur kontinuierlich mit 0,5 — 2°C/min auf
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185°C erhoht. Wahrend der Aufheizphase sinkt zunéchst die Viskositit des Harz-Hérter-
Gemisches ab [75] und durch das angelegte Vakuum sowie den aufgebrachten Druck beginnt
das Gemisch die Fasern zu umflieen. Die Prozefiregelung mufl dabei durch Vorversuche so
eingestellt sein, daf} ein iiberméfiger Harzflul bzw. ein ausbleibender Harzflufl vermieden
wird. Ein zu grofler Harzfluf§ fithrt zu einem zu groflen Faservolumengehalt des fertigen
Laminates mit zunehmend sproderen Materialeigenschaften. Wird der Harzflul unterbun-
den, findet keine ausreichende Umspiilung der Faser statt, so daB} der Verbund inhomogen
wird. Bereits in der Aufheizphase beginnt die Vernetzung von Harz und Hérter, so dal nach
dem anfinglichen Absinken der Matrixviskositdt das Gemisch zunéchst gelartig und dann
fest wird. Am Ende der ca. zwei- bis dreistiindigen Aushértezeit bei 185°C' wird zunéchst die
Temperatur mit 2°C'/min und dann der Druck und das Vakuum auf Umgebungsbedingungen

abgesenkt.

6.1.3 Probenkorpergeometrie

Fiir die Impactuntersuchungen in Anlehnung an die Airbus Industrie Test Method AITM
1.0010 [59], die Boing Specification BSS 7260 [61] und die DIN EN 6038 [72] wurden ebene

und schwach gekriimmte Probenkorper gefertigt.

Ebene Probenkorper
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Abbildung 6.3: Prinzipskizze des verwendeten Lagenauf-
baus [[+45/0/ — 45/90],], gemaf DIN EN 7000-11 [73].

Die Herstellung der Proben-
korper fand in Anlehnung an
die Normen DIN EN 2565
[71] und DIN EN 7000-11
[73] statt.  Die jeweils ca.
0,125mm  dicken Prepreg-
Lagen des Materials HEXCEL
8552/IM7 wurden zu ei-

nem 32-lagigen, ca. 4mm
dicken Verbund mit dem
quasiisotropen  Lagenaufbau

[[+45/0/ — 45/90]4]s (Abbil-
dung 6.3) laminiert. Die Lami-
nate wurden dabei zunéchst
mit einer seitlichen Abmes-
sung von ca. 170mm x 120mm
gefertigt. Die Lagenfolge
war so gewahlt, dafl die erste
Schicht, in diesem Fall die
+45°-Lage, auf die ebene
Grundplatte abgelegt wurde.
Die z-Achse verliauft dabei
orthogonal zur Plattenmittel-
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ebene und weist vom Betrachter weg. Das Laminieren der weiteren 31 Lagen erfolgte ana-
log, so da} der ersten Schicht, der Impactseite, der grofite z-Wert und der n-ten Schicht,
der von der Stoflbelastung abgewandten Seite, der kleinste z-Wert zugeordnet wurde. Diese
Definition der Schichtreihenfolge unterscheidet sich von der in der theoretischen Beschrei-
bung eines Schichtverbundes iiblichen Konvention der Schichtnumerierung (s. Abb. 4.2). Es
ist somit zwischen einer theoretischen und einer fertigungstechnischen Beschreibung eines
Schichtaufbaus zu unterscheiden. Die Aushirtung der Laminate erfolgte anschliefend, wie
Kapitel 6.1.2 beschrieben, unter einem definierten Druck-Temperatur-Profil in einem Plat-
tenautoklaven.

Schwach gekriimmte Probenkoérper

Die Herstellung der gekriimmten Probenkorper erfolgte analog zu den ebenen Platten. Die
unterschiedlichen Kriimmungen der Laminate wurden iiber in die Werkzeugplatten einge-
fraste Kugelsegmente unterschiedlicher Radien realisiert (Abbildung 6.4). Der Probenkorper-

g r,= 27mm

U i < r,= 26mm -
Il - >
< r, = 25mm

-

h = 4mm

100mm

X

-

. 150mm .

Abbildung 6.4: Geometrie der gekriimmten Probenkorper

geometrie konnen dabei ein duflerer Radius R, und ein innerer Radius R; zugeordnet werden.
Die Differenz beider Radien entspricht der Plattendicke h:

R,=R;+h. (6.1)

Der Punkt der groften Erhebung zur ebenen Plattenoberfliche wird als Uberhshung U

bezeichnet und errechnet sich zu:
U=R,—\/R2—1}. (6.2)

Als wichtigster Parameter der Versuche ist die GroBle bzw. Tiefe der Strukturkriimmung
K=2 /(R,+ R;) der Probenkorper zu nennen. Der Ubergangsbereich zwischen Kugelsegment
und ebener Platte wurde so gestaltet, dafl in einem Bereich 50mm < d < 54mm ein jeweils
angepafiter Radius r; bzw. r, eingearbeitet wurde. Der Radius r; 143t sich schreiben als:

2+ (R~ U) —R?
2U '

(6.3)

r; =
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Die Verbindungen von dem Kugelsegment zum Ubergangsradius und weiter zur ebenen Plat-
te bilden dabei jeweils die Wendepunkte im Oberflichenverlauf und erfiillen somit die C-
Stetigkeit der Flichengeometrie mit minimaler Anderung der Faserorientierung. Alle aus-
gehérteten Probenkorper wurden zur Eingangsuntersuchung im Ultraschall-C-Scan-Verfahren
(Kap. 6.3.1) gepriift. Der Zuschnitt der Probenkorper auf die Abmessungen 150mmx100mm
erfolgte so, daB die groBte Uberhohung in der Plattenmitte lag. Eine Kontrolle der Plat-
tenebenheiten und der gefertigten Uberhohungen erfolgte an einer 3D-KoordinatenmeBanlage
(Kap. 6.1.4). Da die erste Laminatlage die Impactseite darstellt, war trotz des quasiisotropen
Lagenaufbaus eine Differenzierung in konkave und konvexe Impactprobenkorper erforderlich.
In den Versuchen wurden Probenkérper mit Uberhohungen von —1,8mm < U < 1,8mm
untersucht. Eine negative Uberhohung (U < 0) kennzeichnet hierbei die konkav gewolbten
Impactprobenkdrper. Konvexe Platten sind durch positive Uberhthungsangaben (U > 0)
kenntlich gemacht.

6.1.4 Untersuchungen zur Qualititssicherung

Nachfolgend werden ausgewéhlte und angewandte Verfahren zur Qualitétssicherung der Im-
pactprobenkorper vorgestellt. Das ebenfalls zur Sicherung der Qualitédt eingesetzte Ultra-
schallverfahren wird in Kapitel 6.3.1 und die Lichtmakroskopie in Kapitel 6.3.2 beschrieben.

3D-Koordinatenmef3gerit

Abbildung 6.5: Links: 3D-Koordinatenmefgerit LErTz PMM 12106 in der Ubersicht.
Rechts: Mefitaster mit Einspannvorrichtung und Impactprobekorper.
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Fiir die geometrische Vermessung der Impactprobenkoérper wurde das 3D-Koordinatenmef3-
gerdt LEITZ PMM 12106 verwendet. Die Abbildung 6.5 zeigt das Koordinatenmefgerit
in der Ubersicht (links) und den Mefitaster mit Einspannvorrichtung und Impactprobekor-
per (rechts). Bei dem 3D-Koordinatenmefigerdt der Firma LEITZ handelt es sich um ein
Préazisionsmehrkoordinatenmefgerét in stationédrer Portalbauweise mit beweglichem, luftge-
lagertem Werkstiicktisch aus Diabas mit einem Meflvolumen von 1200mmx1000mmx600mm.
Das Langenmefsystem LEITZ LSG A20 besteht aus einem elektrooptischen Glasstab mit
interferentieller Abtastung [19], die die hochste Genauigkeitsklasse von 1um/100mm reali-
siert. Die Gesamtanlage befindet sich in einem klimatisierten Raum und ist schwingungs-
gedampft gelagert. Zur Vermessung der Impactprobekorpers wird dieser, wie in der Ab-
bildung 6.5 rechts dargestellt, in einer Einspannvorrichtung auf dem Werkstiicktisch fixiert.
Der Meftaster fahrt rechnergesteuert den Probekorper méanderformig ab und tastet dabei
ein Mefigitter von 20 x 20 Punkten ab. Aus den Koordinaten der auflerhalb des Kugelseg-
mentbereichs liegenden Oberflichenpunkte wird eine Referenzebene berechnet. Beziiglich
dieser Bezugsebene erfolgt anschlieBend die Ermittlung der Uberhéhung U der einlaminierten
Geometrie, deren Position sowie Radius, Mittelpunkt und Genauigkeit der die Geometrie
bildenden, gedachten Kugel (s.a. Kap. 6.1.3).

Bestimmung des Faservolumengehaltes

Die mechanischen Materialkennwerte des Laminates werden wesentlich durch das Verhéltnis
von Faser- und Matrixanteilen bestimmt. Von hiufigem Interesse ist hierbei der Faservo-
lumengehalt ¢, der den Volumenanteil der Fasern am Laminatgesamtvolumen beschreibt.
Im Rahmen der Qualitdtskontrolle werden, wie in der Abbildung 6.6 dargestellt, aus aus-
gewahlten Impactplatten nach dem erfolgten Schlagversuch drei Proben mit den seitlichen
Abmessungen 20mmx10mm mit der Diamantsige entnommen. Zur Bestimmung des Faser-

Proben fiir - §
Faservolumengehalts- <
bestimmung
Y
Bereich mit
Kugelsegment

Abbildung 6.6: Probenentnahme fiir die Faservolumengehaltsbestimmung.

gehaltes nach der DIN EN 2564 [70] und DIN 29971 [64] werden zunéchst die Dichten der
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drei Zuschnitte nach der DIN 53479/A [67] bestimmt. AnschlieBend werden diese Proben-
zuschnitte in 96%-iger Schwefelsdure gekocht. Durch die Siure wird die Epoxidharzmatrix
abgebaut und die Verstirkungsfasern bleiben nach dem Waschen und Trocknen {ibrig [13].
Uber die ermittelte Fasermasse und mit Kenntnis der Faserdichte kann dann der Faservolu-
menanteil bestimmt werden.

Dynamische Differenzkalorimetrie (DSC)

Mit Hilfe der thermoanalytischen Untersuchungsmethode der DSC (Diffential Scanning
Calorimetrie - quantitative Warmemengenmessung) konnen Aussagen iiber das thermische
Reaktionsverhalten des Prepregsystems gewonnen werden [13, 89, 97, 110]. Bei der dyna-
mischen Differenzkalorimetrie wird der Warmeflufl zwischen der Probe und einer Referenz
in Abhéangigkeit von der Temperatur und der Zeit gemessen. Die Untersuchungen wur-
den mit dem Thermoanalyse-Datensystem 2100 der Firma TA Instruments in Verbindung
mit der DSC-Zelle 910 nach DIN 53765-B-10 [68] in einem offenen Aluminiumtiegel mit Ein-
waagemengen von 10—20mg durchgefiihrt. Die Aufheizgeschwindigkeit bei den dynamischen
DSC-Untersuchungen betrug 10K /min in einem Temperaturbereich von —50°C' bis +300°C.
Die Abbildung 6.7 zeigt beispielhaft das thermoanalytische Ergebnis einer Prepregprobe.
Gemessen wurde hier eine Glasiibergangstemperatur [66, 89] des noch ungehérteten Prepregs
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Abbildung 6.7: DSC-Untersuchung an einer Probe des Prepregsystems HEXCEL 8552/IM7.

von Ty, =—1,58°C. Der thermische Peak lag bei T}, =226,4°C mit einer extrapolierten
Anfangstemperatur von T,;,, =179, 5°C mit einer Enthalpiednderung von AH,,, = 167,7J/g.
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6.2 Instrumentierte Fallbolzenanlage

Die Impactversuche im Niedergeschwindigkeitsbereich wurden in Anlehnung an die Airbus
Industrie Test Method AITM 1.0010 [59], die Boing Specification BSS 7260 [61], DIN 65
561 [69] und die DIN EN 6038 [72] durchgefiihrt. Aufgrund der einlaminierten Probenkor-
perkrimmung wurde auf den abschliefenden Druckversuch verzichtet, da die Léngsdruck-
steifigkeiten unterschiedlicher Geometrien nicht vergleichbar sind. Die eingesetzte instru-
mentierte Fallbolzenanlage (Abb. 6.8, 6.9) besteht im wesentlichen aus den mechanischen

Impactanlage
Auswerte-
KraftmeBdose einheit

EEEE— . | ———P

’é u. -verstiarker
PC

I i
o} . Transienten-

—>
% Trigger recorder ¢
: v
& Versuchs-

- Inkrementeller - protokoll
Wegmesser

Abbildung 6.8: Prinzipaufbau der instrumentierten Impactanlage.

Komponenten Impactschlitten mit Impactdorn und integrierter Kraftmefidose, dem inkre-
mentellen Wegmefsystem sowie der Aufnahmevorrichtung fiir die Impactprobenkoérper. Der
Impactschlitten setzt sich aus einem zylindrischen Zentralteil zur Aufnahme von Gewichten,
der piezoelektrischen Kraftmeldose und dem gehérteten Impactdorn mit einem Dornradius
von 8mm zusammen. Die Probenkorperaufnahme erfolgt durch einen unteren und einen
oberen Einspannrahmen mit einem freien Stiitzfenster von 125mm x 75mm. Somit ergibt
sich fiir die Impactprobenkoérper mit den seitlichen Abmessungen von 150mm x 100mm
eine umlaufende Auflagefliche mit einer Breite von 12,5mm. Abweichend von der DIN
65 561 [69] wird die Laminatplatte nicht mit vier federnden Klemmen mit einer jeweiligen
Einspannkraft von 750N fixiert. Statt dessen wird wéihrend des Impacts der obere Rahmen
pneumatisch mit einer Kraft von ca. 1875V angeprefit. Diese Form der Einspannung wird zur
Unterscheidung nachfolgend als , halb-gelenkig” bezeichnet (s. a.Kap. 5.1.1). Nach dem Stof§
schnellt der obere Einspannrahmen wieder in die Ausgangsposition zuriick und fangt dabei
den Impactschlitten, um somit einen Mehrfachsto3 auf den Probekorper zu vermeiden. Vor
dem Schlagvorgang wird der Impactschlitten auf eine voreingestellte Hohe verfahren und
dort ausgelost. Uber einen Trigger werden das elektrisch verstirkte Kraftsignal und das
Wegsignal in dem Transientenrecorder aufgezeichnet und zur weiteren Auswertung an einen
PC weitergeleitet. In dem Versuchsprotokoll wird neben dem gemessenen Stoflkraft-Zeit-
und Weg-Zeit-Verlauf auch der Energie-Zeit-Verlauf und die Impact-Einzelwerte, wie die
Maximal- und Minimalangaben, sowie die Impact-Dauer dokumentiert. Die Impactenergie
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Impactschlitten

Trigger

Oberer
Emnspannrahmen

Unterer
Emnspannrahmen

Abbildung 6.9: Instrumentierte Impactanlage mit Auswerteeinheit.

E;,p berechnet sich ndherungsweise aus der potentiellen Energie F,, des Impactschlittens:
Eimp = Epot =mgh. (6.4)

Unter Vernachlédssigung der Reibung kann mit der Annahme der Gleichheit der potentiellen
Energie im Auslosepunkt des Schlittens und der kinetischen Energie Ey;, im Auftreffpunkt
der Versuchsplatte,

Ekin ~ Epot> (65)

die Impactdorngeschwindigkeit am StofSpunkt bestimmt werden:

v /2gh. (6.6)

Um den Einflufl der Stérungsausbreitung in der Laminatplatte in den durchgefiihrten Ver-
suchsreihen vernachlissigen zu konnen, wurde die Impactenergie nur iiber die Anderung
der Impactmasse gesteuert. Die Hohe des Schlittens vor der Auslésung des Impacts und
damit die Schlaggeschwindigkeit wurden mit A, =306mm bzw. v;y,,=2,452m/s konstant
gehalten. Die Versuche wurden mit Probenkorpern mit einer Plattendicke von h =4, 1mm
durchgefiihrt, die mit einem Impact von Ej,, = 6,10J, E;y, = 7,82J bzw. E;,, = 9,36J
belastet worden sind. Die Impactparameter der einzelnen Versuchsreihen kénnen der Abbil-
dung 6.10 entnommen werden.
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Abbildung 6.10: Probenkorpergeometrie und Impactparameter der durchgefiihrten Stoflver-
suche.

Impactversuch mit quasi-fester Einspannung

Die Impactversuche mit quasi-fester Einspannung wurden in analoger Weise durchgefiihrt
wie die in Kapitel 6.2 beschriebenen Schlagversuche. Abweichend von den Standardim-
pactversuchen wurde hier die Laminatplatte nicht mit mit Klemmen oder einem pneuma-
tisch angeprefiten Rahmen fixiert. Unter Beibehaltung der geometrischen Abmessungen
des oberen und unteren Einspannrahmens wurde eine Priifkérperaufnahme verwendet, die
mittels Schraubverbindung eine quasi-feste Probenkorpereinspannung realisierte. Fiir diese
Versuchsreihe wurden Probenkérper mit einer Impactenergie von Ej,,, =7, 82J belastet und
mit den Ergebnissen der halb-gelenkigen Einspannung verglichen.

6.3 Mikroskopische Untersuchungsmethoden

Zur Schadensdetektion kamen im Wesentlichen zwei mikroskopische Untersuchungsmetho-
den, die Ultraschallanalyse und die Lichtmikroskopie, zur Anwendung.

6.3.1 Ultraschallanalyse

Zur Qualitatssicherung der Impactprobenkoérper und zur Ermittlung der Delaminationsfla-
chen wurde die Ultraschallpriiftechnik eingesetzt. Von dem Schadensbild lassen sich neben
der lateralen Ausdehnung auch die Tiefenlage der Delaminationen bestimmen [41, 43, 57, 62,
63]. Uber einen Sender, ein Piezokristall, werden die Ultraschallimpulse in den Probekérper
eingeleitet. Zur besseren akustischen Ankopplung befindet sich der Probekoérper in einem
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Wasserbad, in dem die Abtastung mianderformig in einem Ubertragungsbereich von 1M Hz
bis 100M H z mit 3d B-Abfall stattfindet. Bei dem angewandten Impuls-Echo-Verfahren wer-
den einzelne Schallsignale ausgesendet und die an den Grenzflachen reflektierten Echoimpulse
aufgenommen. Der Priifkopf beinhaltet dabei die Sende- und Empfangseinheit. Uber die
Laufzeit des Signals kann bei bekannter Schallgeschwindigkeit die Fehlertiefe ermittelt wer-
den. Das empfangene Ultraschallsignal besteht aus den Grenzflachenechos der Probekorper-
oberflichen, dem Bodenecho des Wasserbeckens (Glasplattenecho) und der im Material
vorhandenen Ungéinzen!. Zur Schidigungsbewertung wird die Dimpfung des Empfangssig-
nals betrachtet. Bei der in dieser Analyse verwendeten Ultraschall-C-Scan-Methode (Am-
plitudenbild) wird die gemessene Intensitidt der Ultraschallsignale in Farbwerte bzw. Grau-
werte konvertiert. Durch die farbliche Wiedergabe des Amplitudenabfalls des Ultraschallsig-
nals wird eine bildgebende Darstellung der Probenkorper ermdoglicht. In der Abbildung
6.11 ist das Ultraschall-C-Bild eines ungeschéadigten und eines geschiadigten gekriimmten
Probekorpers dargestellt. Durch die Laufzeitunterschiede der Ultraschallsignale erscheint der
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Abbildung 6.11: Ultraschall-C-Scan eines Impactprobekdrpers mit einer Uberhshung von
U = +1,2mm. Links: Eingangs-US-Bild vor Impact. Mitte: Riickwandecho nach Impact
mit 9,1J. Rechts: Glasplattenecho des Kugelsegmentbereichs nach Impact mit 9,1J.

Bereich des Kugelsegmentes in der Mitte des Impactprobekorpers als schwarze Ringstruktur
mit hellerem Zentrum (Abb. 6.11, links). Mit Hilfe der Auswertung des Riickwandechos kann
die Schadensstruktur eines impactbelasteten Probekorpers dargestellt werden (Abb. 6.11,
Mitte). Durch die Setzung von Laufzeitfiltern (Blenden) ist es moglich, das Riickwandecho
zur Analyse von Delaminationen in den einzelnen Zwischenschichten zu verwenden (Abb.
7.4). In der Abbildung 6.11, rechts erscheint die schraubenférmige Delaminationsstruktur
durch die Auswertung des Glasplattenechos in der Projektion des Schadens als schwarze
Flache. Die hier verwendete Gesamtpriifeinrichtung HFUS 2000 ist modular aufgebaut
und besteht aus einer digital einstellbaren Verstdrkungseinheit, Hauptverstirker, Blenden-
erzeuger, Spitzendetektor, Laufzeitmonitor und Rechnerinterface [44, 62]. In den drei zur
Verfiigung stehenden Blenden wird der gemessene Spitzenwert im Single-Shot-Verfahren
in 1dB-Stufen digitalisiert. Hierbei steht ein maximaler Dynamikumfang von 63dB zur
Verfiigung. Die Ansteuerung des Manipulators mit einer maximalen Auflésung von 2um des
Ultraschallgerites erfolgt rechnergestiitzt. Im Fall der hier untersuchten CFK-Priifkérper di-
ente ein breitbandiger 20 M H z-Priifkopf mit einer spektralen Bandbreite von 17,6M H z fiir
den 6dB-Abfall vom Maximum der Priifkopfiibertragungsfunktion. Die relative Bandbreite
betriagt dabei 117%. Der Einsatz dieses Priifkopfes erlaubt bei breitbandiger, elektrischer

'Als Ungénze werden in der Ultraschalltechnik Bereiche im Priifkérper bezeichnet, die eine von der
Umgebung gleichen Materials abweichende Schallcharakteristik aufweisen. Ursachen fiir solche Ungénzen
konnen z. B. Materialverdnderungen, Grenzschichten wie Delaminationen oder Fremdeinschliisse sein.



6.3. MIKROSKOPISCHE UNTERSUCHUNGSMETHODEN 111

Probenentnahme Schliffprobe
20/30mm x 10mm x ca.4mm

Impactprobe
150mm x 100mm x ca.4mm

11,4mm
|t L.

Abbildung 6.12: Schliffprobenentnahme und Makroskopieaufnahme mit separater Darstel-
lung der Bruchstruktur.

Anregung die Laufzeittrennung der 0, 125mm dicken Einzellagen des Verbundes [41]. Die
in diesem Verfahren ermittelte Schadensfliche ist die sich in der Projektion abbildende De-
laminationsfliche A4, der geschadigten Probenkérper. Fiir die Impactprobenkorper, die
fiir die lichtmakroskopische Untersuchung ausgewéhlt wurden, miissen mit entsprechenden
Blendeneinstellungen die einzelnen Delaminationsflichen separat analysiert werden.

6.3.2 Lichtmakroskopische Untersuchungen

Zur Verifikation der im Ultraschallverfahren ermittelten Ausdehnung der Delaminationen
und zur Analyse der Schadensstruktur iiber die Probenkorperdicke wurden lichtmakroskopi-
sche Untersuchungen an Schliffproben im Auflichtverfahren durchgefiihrt [13, 97]. Die Pro-
benkorper wurden hierzu an markierten Stellen zu 20mmx10mm bzw. 30mmx10mm grofien
Abschnitten mit einer wassergekiihlten Diamantséige ausgeschnitten (s. Abb. 6.12). Zur
besseren Handhabung wurden die 20mmx10mmx4mm groflen Probenabschnitte mit dem kalt
aushartenden Epoxidharz Araldit D und dem Harter Hardener HY 956 der Firma Vantico in
einer zylindrischen Kunststofform mit 40mm Innendurchmesser eingegossen. Hierzu wurde
zundchst der Kunststoftfzylinder zur besseren Entformbarkeit mit dem Spriihfett A-Agent-
Release SI der Firma Leco eingefettet. Nach der ca. 9-stiindigen Aushértezeit wurde die
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Probe entformt und auf der Riickseite mit einem Schleifpapier 120er Kérnung plan geschlif-
fen. Der Anschliff der zu makroskopierenden Seite erfolgte in der Schleifmaschine Struers
RotonForce-4 in 5-miniitigen Arbeitsschritten unter Wasserspiilung mit der Schleifscheibe
Alegro der Firma Struers mit einer mittleren Kérnung von 30um und 15um. Anschliefend
wurden die Proben von Hand unter Wasserspiilung auf Schleifpapier mit einer Kérnung von
1200 und 4000 nachgeschliffen. Der Poliervorgang erfolgte wieder in der Schleifmaschine
Struers RotonForce-4 mit 150 Umdrehungen pro Minute und mit einer Probenanprefikraft
von 50N in 5-miniitigen Arbeitsschritten unter Wasserspiilung. Nach jedem Poliervorgang
wurden die Proben eine Minute im Ultraschallwasserbad gereinigt, anschlieflend getrocknet
und unter dem Auflichtmakroskop auf Riefen und Ausbriiche untersucht. Als Poliersystem
wurden die Diamantpasten der Firma Leco und die Polierscheiben der Firma Struers verwen-
det. Die einzelnen Polierschritte erfolgten mit abnehmender Kérnung unter Verwendung je-
weils einer Diamantpastensorte pro Arbeitsgang. Es wurden dabei Diamantpasten mit einer
mittleren Kérnung von 15um, 6um, 3um, 1um sowie Tonerde zur Oberflichenbehandlung
eingesetzt. Die makroskopischen Untersuchungen im Hellfeld erfolgten mit dem Wild Pho-
tomakroskop M/00im Auflichtverfahren. Hierbei wurden die Teilaufnahmen der Proben mit
der Vergroferung 12, 5 unter Verwendung einer 2-fach Vorlinse und einem A-Filter aufgenom-
men. Mit dem Programm analySIS 3.1 erfolgte die anschlieende Zusammensetzung der
Einzelbilder. Aus der Gesamtaufnahme einer Schliffprobe wurde dann das Rifbild mit dem
Bildbearbeitungsprogramm Adobe Photoshop 5.5 herausgefiltert, das selektiv dargestellt zur
weiteren Analyse der Schadensstruktur diente.



Kapitel 7

Ergebnisse der Untersuchungen

In diesem Kapitel wird das Schédigungsverhalten von gekriimmten Laminatprobenkérpern
unter Schlagbeanspruchung untersucht. Hierzu werden die Schadensfliche, die Rifstruktur
und der Schidigungsverlauf analysiert.

7.1 Ergebnisse des Niedergeschwindigkeitsimpacts

In der Abbildung 7.1 sind die Kurvenverldufe der Kraft F', des Weges w und der Energie
E iiber die Zeit t bei einer Impactenergie von FEj,, = 3,00J und einer Schlagmasse von
Mimp = 1,02kg ohne aufgetretene Delaminationen in dem Probekorper dargestellt. Der
Impactversuch kann generell als quasi weggesteuerter Versuch betrachtet werden, bei dem
F eine gemessene Reaktionskraft ist. Zum Zeitpunkt ¢, der ersten Beriihrung w(¢y) von
Impactor und Probekérper baut sich die in der Kraftmefidose (s. Kap. 6.2) gemessene Reak-
tionskraft bis zu einem Maximum F,,,, auf. Analog zum Kraft-Zeit-Verlauf nimmt der Weg
des Impactschlittens nach dem Triggerpunkt im Achsenursprung bis zum Maximum w4,
zu. Das Wegmaximum liegt dabei hinter dem Kraftmaximum. Diese Differenz der Max-
ima wird als Phasenverschiebung bezeichnet und ist charakteristisch fiir eine erzwungene
und geddmpfte mechanische Schwingung (s. RAPP [85]). Nach ihren Maxima nehmen der
Kraft-Zeit- und der Weg-Zeit-Verlauf quasi symmetrisch zu ihren Anstiegen ab. In diesem
Bereich ist eine leichte Abflachung des Kraft-Zeit-Verlaufes im Vergleich zu der getrichel-
ten symmetrischen Kurve in der Abbildung 7.1 erkennbar. Durch plastische Verformungen
verringern sich die riickstellenden Kréfte aus der Plattenbiegeverformung. Der Impactschlit-
ten erfihrt dabei betraglich eine geringere Beschleunigung als zu Stoflbeginn, so dafi die
Kraft-Zeit-Kurve nach dem Maximum flacher als davor verlduft. Deutlich wird auflerdem,
dafl der Weg-Zeit-Verlauf spéter die Zeitachse schneidet als die Kraft-Zeit-Kurve. Diese
» Wegdifferenz” wg; ¢y resultiert aus der Phasenverschiebung und einer plastischen Verfor-
mung Wyest- Im Kontaktbereich von Impactdorn und Platte kommt es aufgrund der Belas-
tung zu einer plastischen Vertiefung an der Laminatoberfliche. Diese Vertiefung wpies: ist
oft nur wenige zehntel Millimeter tief und wird bei Eindriicktiefen von wp,s: < 0,3mm als
,kaum sichtbarer Schaden”, BVID (Barrely Vissible Impact Damage), bezeichnet (s. MOR-
LO et al. [59, 57]). Nach dem Abheben des Impactdorns von der Platte verschwindet die
Reaktionskraft, wobei jedoch der Weg des Impactschlittens aufgrund der plastischen Ver-
formung unter der Dornspitze in diesem Moment noch nicht wieder den Punkt der ersten

113
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Abbildung 7.1: Kraft-Zeit-, Weg-Zeit- und Energie-Zeit-Diagramm eines planen Probe-
korpers mit 4,07mm Dicke wihrend eines Impacts mit einer Impactenergie von 3,00J und
einer Impactmasse von 1,02kg ohne aufgetretene Delaminationen, sowie Kraft-Zeit-Verlauf
nach GRESZCZUK [35].

Beriihrung erreicht hat: w(t1) = wairy > w(ty). Zum Zeitpunkt ¢; nimmt die Kraft den
Wert Null an. Die zeitliche Differenz des ersten und letzten Kontaktes von Impactor und
Probekérper wird als Impactdauer 1" =t; — ty bezeichnet. FErkennbar ist, dafl sich neben
dem glockenférmigen Verlauf der Kontaktkraft bei einem Stofi auf einem halbunendlichen
Korper (s. HERTZ [40]), wie sie beispielsweise bei GRESZCZUK [35] beschrieben wird, noch
deutlich die 2. Eigenfrequenz der zur Schwingung angeregten Platte iiberlagert (s. RAPP
[85]). Durch die Superposition der beiden ersten Platteneigenfrequenzen kommt es zu ei-
ner grofferen Maximalkraft als sie aus einer vereinfachten Stoflberechnung nach GRESZCZUK
herrithren wiirde. Nach einem kurzzeitigen Einschwingvorgang reduziert sich gegen Ende
des Impacts durch Strukturdidmpfung die Amplitude der 2. Eigenfrequenz der zur Transver-
salschwingung angeregten Platte. Die Amplitudengréfie der Eigenschwingungen steigt dabei
mit der Impactenergie an. Der Energie-Zeit-Verlauf stellt das Integral der Kraft-Weg-Kurve
dar (s. ZHOU et al. [112]). Das Energiemaximum FE,,,, wird zum gleichen Zeitpunkt wie das
Wegmaximum erreicht. Dabei weist die Energie-Zeit-Kurve einen zunéchst analogen Verlauf
zur Weg-Zeit-Kurve auf. Zum Zeitpunkt ¢; geht die Energie allerdings nicht wieder auf Null
zuriick. Der verbleibende Energieanteil kennzeichnet die im System durch plastische Ver-
formungen, Schwingung, Reibung etc. dissipierte Energie F4s. Die dissipativen Vorgénge
wéhrend des Impacts erklaren auch den flacheren Kurvenabfall der Kraft und des Weges
iiber die Zeit. Die Abbildung 7.2 zeigt die Kraft-Zeit-, Weg-Zeit- und Energie-Zeit-Verlaufe
eines Schlagversuches mit einer Impactmasse von 2,60kg und einer Energie von 7,82J auf
einen planen Probekorper. Zunéchst steigt wie in der Abbildung 7.1 die Kraft iiber der Zeit
an. Bei der Schadigungskraft F..s sinkt der Kurvenverlauf schlagartig wie bei einem weg-
gesteuerten Versuch auf ein niedrigeres Niveau ab. Dieser Vorgang wiederholt sich zweimal.
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Abbildung 7.2: Kraft-Zeit-, Weg-Zeit- und Energie-Zeit-Diagramm eines planen Probe-
korpers mit 4,06mm Dicke wiahrend eines Impacts mit einer Impactenergie von 7,82J und
einer Impactmasse von 2,60kg mit Probenkorperschidigung. Gestrichelt ist der geglittete
Kraft-Zeit-Verlauf vor (1) und nach (2) dem ersten Versagen eingezeichnet.

Die Kraft F,..s kennzeichnet den Zeitpunkt des ersten Versagens der Laminatplatte [112].
Es ist davon auszugehen, dafl jeder Krafteinbruch das schrittweise Versagen des Verbundes
markiert. Der fallende Impactschlitten leistet zunéchst Verformungsarbeit an dem Probe-
korper, wobei der Schlitten in seiner Geschwindigkeit kontinuierlich abgebremst wird. Zum
Zeitpunkt der Schidigung verringert sich schlagartig die Biegesteifigkeit des Probekorpers.
Aufgrund der Massentriagheit des Impactors kann der Schlitten nicht sofort folgen, so daf3
wie bei einem weggesteuerten Versuchsablauf die Reaktionskraft fast senkrecht abfallt. Ein
analoges Verhalten weggesteuerter Versuche wird von GEBBEKEN in [27] beschrieben. Nach
dem Maximum nimmt die Kraft im Mittel mit einem deutlich flacheren Verlauf iiber die
Zeit als beim Kraftanstieg ab. Die Steigung einer Tangente im Bereich des Kraftanstiegs
vor dem ersten Versagen (Abb. 7.2, (1)) mit der Steigung m; ist zum Vergleich im Bereich
nach dem Versagenseintritt (Abb. 7.2, (2)) eingetragen und verdeutlicht den hier flacheren
Kurvenverlauf der Kraft. Durch die Probenkorperschiadigung verringert sich die Plattenbie-
gesteifigkeit, wodurch sowohl die Maximalkraft als auch die riickstellende Beschleunigung
kleiner sind als mit einem Probekorper mit geringerer oder keiner Schiadigung. Die Verldufe
des Weges und der Energie iiber der Zeit sind qualitativ vergleichbar mit denen in Abbil-
dung 7.1. Da in diesem Fall der dissipative Anteil auch die Schiadigungsenergie enthélt,
wird jedoch zum Zeitpunkt ¢; ein deutlich gréferer irreversibler Energieanteil erkennbar. Im
Gegensatz zu einem Stoflversuch ohne aufgetretene Delaminationen zeigt der Probekorper
nach den Zeitpunkten des Versagens noch deutliche Plattenschwingungen. Die durch den
Schadenseintrag reduzierte Plattensteifigkeit des Impactprobekorpers fiihrt zum Ende des
Impactvorgangs zu gréfleren Schwingungsamplituden und kleineren Eigenfrequenzen als bei
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ungeschédigten Probekorpern.

7.2 Ergebnisse der mikroskopischen Untersuchungen

Die im Rahmen der mikroskopischen Untersuchungen ermittelten Ergebnisse dienen der Be-
stimmung der Schadensgrofle und der Schadensstruktur. Die Abbildung 7.3 zeigt exem-
plarisch den Schadensbereich von Probenkérpern, die mit einer Impactenergie von Ejp,, =
9,36/ belastet worden sind. Dargestellt ist links, (a) und (d), ein Probekorper mit ei-
ner Uberhéhung von U = —1,2mm. (b) und (e) zeigen einen planen und rechts, (c) und
(f), einen Probekérper mit einer Uberhéhung von U = +1,2mm. Die Aufnahmen wur-

i | s |

Abbildung 7.3: Ultraschall-C-Scan nach einem Impact mit E;,,, =9, 36.J; oben: Riickwand-
echo, unten: Glasplattenecho; links: U =—1, 2mm; mitte: plan; rechts: U=+1, 2mm.

den im Ultraschall-C-Scan-Verfahren erstellt. In der oberen Reihe erfolgte die Blendenein-
stellung so, dafl das Riickwandecho die Delaminationsstruktur wiedergibt. Die Ermittlung
der Schadensprojektionsflache fldel mit Hilfe des Glasplattenechos ist in der unteren Reihe
dokumentiert. Die Ultraschallaufnahmen mit der Auswertung des Riickwandechos lassen
die typische Delaminationsstruktur in Form einer , Wendeltreppe” erkennen. Sowohl auf
den Ultraschallbildern in der ersten als auch der zweiten Reihe kann man erkennen, dafl
im Bereich des Impactortes das Laminat keine Delaminationen erfahren hat. Im Rahmen
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der Sichtpriifung konnte hier lediglich eine bleibende plastische Verformung erkannt wer-
den. Die in den vorliegenden Experimenten ermittelten Vertiefungen mit wpis: < 0, 3mm
sind als ,,kaum sichtbarer Schaden”, Barely Visible Impact Damage - BVID, einzustufen. Die
Ultraschallmethode erlaubt, wie in Kapitel 6.3.1 beschrieben, die Analyse einzelner Laminat-
schichten, wobei hintereinander liegende Delaminationen durch die Abschattung der oberen
Grenzschichten nicht erfafit werden konnen. Die Abbildung 7.4 zeigt, wie sich die wendel-

Abbildung 7.4: Ultraschall-C-Scan nach einem Impact mit Ej,,,=9,36J. Schraubenférmige
Delaminationsstrukturen zwischen den Laminatschichten (a) 3/4; (b) 3/4 und 4/5; (c) 3/4,
4/5 und 5/6; (d) 3 bis 8; (e) 3 bis 9; (e) 3 bis 29.

treppenformige Delaminationsstruktur aus schraubenartigen Delaminationen zwischen zwei
unterschiedlich orientierten Lagen zusammensetzt. Diese typische Schraubenstruktur bei ei-
nem quasiisotropen Lagenaufbau wird in der englischsprachigen Literatur auch als Peanut-
Struktur bezeichnet. CLARK [11], GOSSE et al. [34], HEUTLING [41], HULL et al. [45], L1u
[51] und SRINIVASAN et al. [100] diskutieren in ihren Arbeiten die Abhéngigkeit der Delami-
nationsstruktur von dem gewéhlten Lagenaufbau. Die von den ringférmig um den Impactort
durch Scherversagen entstehenden Risse und den davon ausgehenden Delaminationen konnen
in der Abbildung 7.5 a) studiert werden. Die schraubenférmigen Delaminationen der einzel-
nen Zwischenschichten fiigen sich aneinander. Zur ndheren Analyse der Bruchstruktur und
zur Verifikation der Ultraschallaufnahmen wurden von ausgewéhlten Proben Schliffprépara-
tionen angefertigt und im Auflichtverfahren makroskopisch untersucht. Die Schnittstellen
der hier dokumentierten Schliffe sind in der Abbildung 7.5 b) gekennzeichnet, wobei die einge-
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Abbildung 7.5: Ultraschall-C-Scan (Riickwandecho). a) Delaminationen und intralaminare
Risse mit ungeschidigtem Zentralbereich (1). b) Delaminationsstrukturen eines planen Pro-
bekorpers nach einem Impact mit 9,36.J mit Darstellung der Schnittlinien (1) und (2). Die
Pfeile kennzeichnen die jeweilige Betrachtungsrichtung.

zeichneten Pfeile die jeweiligen Betrachtungsrichtungen bei der anschliefenden Makroskopie
kennzeichnen. Die schliffpréiparierte Probe und der daraus gefilterte Rifiverlauf eines planen
Impactprobekérpers (s. Abb. 7.6), der mit einer Schlagenergie von E;,, =9,36J belastet
worden ist, zeigt einen unzerstorten, zylindrischen Zentralbereich (s. Abb. 7.6 (1)), der den
Impactort markiert. Links und rechts von dem delaminationsfreien Gebiet erkennt man
kleine intralaminare Risse, die aufgrund von Scherversagen entstanden sind (s. Abb. 7.6 (2)).
Von diesen intralaminaren Rissen verlaufen die Delaminationen stufenformig, seitlich in das
Laminat, wobei die Delaminationen einzelner Zwischenschichten durch intralaminare Risse
verbunden sind. Die Ausldufer der Risse bilden in der Probe die Form eines Kegelseg-
mentes. Bei einem Schnitt auflerhalb des Impactortes (s. Abb. 7.5 b), (2) und 7.7) zeigt
sich bei dem hier untersuchten Lagenaufbau, dafl die ,,Wendeltreppe” vom Ort der Belas-
tung betrachtet sich bis zur Symmetrieebene rechts reindreht und dann links herausdreht.
In der Abbildung 7.7 rechts wird dies deutlich an der vom Ort des Impacts nach rechts
und dann ab der Mitte nach links abgestuften Rifistruktur. Die Risse enden im Schliffbild
an der zur Betrachtungsebene quer verlaufenden unidirektionalen Einzelschicht. Mehrere
solcher Schliffpraparationen erméglichen es, die Riflstruktur eines impactbelasteten Probe-
korpers zu untersuchen und Riickschliisse auf das dreidimensionale Spannungsfeld zu ziehen
(s.a.Kap. 8.3).
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Abbildung 7.6: Schliffprobe 27, 8mmx4, 1mm durch den Impactort (Abb. 7.5 b), Schnitt (1)).
Links: Makroskopiebild. Rechts: Rifiverlauf. D 7/8: Delamination zwischen den Schichten
7 und 8. I 7: Intralaminarer Rif} in der Schicht 7. Z 32: Zugversagen in der Schicht 32.
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Abbildung 7.7: Schliffprobe 26, 5mm x 4, Ilmm seitlich des Impactorts (Abb. 7.5 b), Schnitt
(2)). Links: Makroskopiebild. Rechts: RiBverlauf. D 7/8: Delamination zwischen den
Schichten 7 und 8. I 7: Intralaminarer Rifl in der Schicht 7. 7Z 32: Zugversagen in der
Schicht 32.
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7.3 Auswertung der Schadensprojektionsflichen

In der Abbildung 7.8 sind dle im Ultraschallverfahren ermittelten Delaminationsflachen in
der Projektion Agy in mm? iiber die Uberhéhung U in mm der Impactprobenkérper aufge-
tragen. Es ist erkennbar, dal die Schadensprojektionsflichen einer Impactreihe gleicher
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Abbildung 7.8: Schadensprojektionsfliiche Ay iiber der Uberhb'hung U.
Energiestufe mit der Probenkorperiiberhohung ansteigt. Dabei nimmt die Steigung einer
gedachten Regressionskurve mit der Impactenergie und die Streuung der Einzelwerte mit
der Uberhohung zu. Probenkorper gleicher Kriimmung zeigen mit der Erhéhung der Im-
pactenergie groflere Schadensprojektionsflichen. Die Abbildung 7.9 stellt vergleichend die
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Abbildung 7.9: Schadensprojektionsfliiche Ay iiber der Uberhéhung U bei halb-gelenkiger
und quasi-fester Einspannung.

Schadensprojektionsfliche in mm?

Ergebnisse einer Impactbelastung von E;,,, =7, 82.J bei halb-gelenkiger (gg) und quasi-fester
(fest) Einspannung dar. Es zeigt sich, dafl die Schidigung mit der Erhchung der Impactener-
gie auch bei quasi-fester Einspannung ansteigt. Die Probenkorper zeigen sich aber insgesamt
schadenstoleranter und der Verlauf der Regressionskurve ist weniger progressiv.
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7.4 Untersuchungsergebnisse des Impactverhaltens

Die Darstellung der Schadigungskraft F..s in kN iiber der qurhb’hung U in mm in der
Abbildung 7.10 1&8t erkennen, daf} die Schidigungskraft mit der Uberh6hung abnimmt. Bei
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Abbildung 7.10: Schadigungskraft F.,, iiber der Uberh('jhung U.

Probenkérpern gleicher Geometrie steigt die Kraft beim ersten Versagen mit der Stoflen-
ergie an. Der Vergleich der Schédigungskraft F.,s zwischen halb-gelenkiger und quasi-fester
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Abbildung 7.11: Schadigungskraft F,.,.s iiber der Uberhb'hung U bei halb-gelenkiger und
quasi-fester Einspannung.

Einspannung in der Abbildung 7.11 zeigt keinen signifikanten Unterschied.
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Abbildung 7.12: Schidigungsweg wye,s iiber der Uberhéhung U.

Der Weg zum Zeitpunkt des ersten Versagens wye.s in mm ist in der Abbildung 7.12 iiber
der Uberhshung U in mm aufgetragen. Eine Abhingigkeit des Schidigungsweges von der
Impactenergie ist nicht erkennbar. Eine signifikante Abhéngigkeit des Schadigungsweges von
der Geometrie ist ebenfalls nicht gegeben, wenn auch der Weg bei dem ersten Versagen eines
planen Probekorpers im Mittel etwas grofer ist als bei einem konkav oder konvex geformten
Impactprobekorper.
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Abbildung 7.13: Schidigungsweg wye,s iiber der Uberhdhung U bei halb-gelenkiger und
quasi-fester Einspannung.

Die Abbildung 7.13 zeigt, dafl der Versagensweg w,.s bei quasi-fester Einspannung kleiner
ist als die der drei Verldufe in der Abbbildung 7.12. Das erste Versagen der gekriimmten
Probenkorper tritt bei quasi-fester Einspannung noch friiher ein.
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Abbildung 7.14: Schidigungsenergie Ee.s iiber der Uberhshung U.
Die in der Abbildung 7.14 iiber der Uberhshung U in mm aufgetragene Schidigungsenergie

Eyers in J als Integral der Schidigungskraft und des Schiadigungsweges 148t keine klare
Geometrieabhéngigkeit erkennen.
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Abbildung 7.15: Schidigungsenergie Eye,s iiber der Uberhohung U bei halb-gelenkiger und
quasi-fester Einspannung.

Die Schidigungsenergie E,..s zeigt in der Abbildung 7.15 einen qualitativ &hnlichen Verlauf
bei quasi-fester Einspannung wie in der Abbildung 7.13. Vergleichend ist der Verlauf der
Schidigungsenergie iiber der Uberhohung bei quasi-fester Einspannung niedriger als bei halb-
gelenkiger, wobei sich die Ergebnisse der planen Probekorper nicht signifikant voneinander
unterscheiden.
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Abbildung 7.16: Maximalkraft F},,, iiber der Uberh('jhung U.
In der Abbildung 7.16 ist die Maximalkraft F},,, in kN {iber der Uberhb'hung U in mm aufge-

tragen. Es ist erkennbar, daf die Maximalkraft mit der Uberhéhung abnimmt. AuBerdem
steigt mit zunehmender Impactenergie die Maximalkraft leicht an.
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Abbildung 7.17: Maximalkraft F,,,, iiber der Uberhshung U bei halb-gelenkiger und quasi-
fester Einspannung.

Der in der Abbildung 7.17 gezeigte Verlauf der Maximalkraft iiber der Uberhéhung bei quasi-
fester Einspannung ist parallel aber im Mittel deutlich hoher als bei halb-gelenkiger Randbe-
dingung. Die Gesamtbiegesteifigkeit der Platte vergréfert sich bei quasi-fester Lagerung.
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Abbildung 7.18: Maximalweg Wynq, iiber der Uberhdhung U.
Der Maximalweg wy,,,; in mm iiber der Uberhb'hung U in mm ist in der Abbildung 7.18

dargestellt. Der Maximalweg steigt mit der Uberhohung an. Mit gleicher Uberhéhung zeigt
sich mit der Vergroflerung der Impactenergie eine ansteigende Auslenkung des Probekérpers.
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Abbildung 7.19: Maximalweg wmq, iiber der Uberhshung U bei halb-gelenkiger und quasi-
fester Einspannung.

Der Maximalweg-Uberhohungs-Verlauf bei quasi-fester Lagerung in der Abbildung 7.19 ist
niedriger als die der halb-gelenkigen Einspannung. Lediglich die Ergebnisse der konvexen
Probenkérper zeigen keinen signifikanten Unterschied.



7.4. UNTERSUCHUNGSERGEBNISSE DES IMPACTVERHALTENS 127

6.0
5.0 - »
@ T
g 40 g
.8 _ﬁ—“’ddﬁ __________ o
o TR T = B
2307 foosoEmerTT L= PN
% E e
E | e
éz,o— & h=410mm E=610T
Lo O h=410mm E=7.82T
’ A h=410mm E=936]
U,U T T T T T T T
2.0 15 1.0 05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Uberhéhung in mm

Abbildung 7.20: Impactdauer T iiber der Uberhshung U.

Die Dauer des Impacts steigt mit der Uberhéhung an. Bei Probenkorpern gleicher Geometrie
vergroflert sich mit der Erhohung der Impactenergie die Sto3dauer.

= = Lh
- Lh =
] 1

Impactdauer in ms

O h=410mm E=7.827- g
A h=410mm E=7.827 - fest

e (h=4 100, E=7.827 - gg)

— (h=4101mm E=782T - fest )

o o = = NN
) h wh h = Lh
1 | 1 | 1 | 1

1
|
[a=)

-1.5

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1.5 2,0
Uberhéhung in mm

Abbildung 7.21: Impactdauer T iiber der Uberhshung U bei halb-gelenkiger und quasi-fester

Einspannung.

Die Impactdauer bei einer quasi-festen Einspannung verkiirzt sich tendenziell. Wobei bei der
Uberhohung von U > +1, 2mm kein wesentlicher Unterschied zwischen den Lagerungsarten

deutlich wird.
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Kapitel 8

Diskussion der Ergebnisse

Die Abhéngigkeit der Schadenstoleranz faserverstarkter Kunststoffe von der Probenkorper-
geometrie, den Randbedingungen und den Impactparametern soll in diesem Kapitel an den
in den Experimenten und analytischen Betrachtungen gefundenen Ergebnissen diskutiert
werden. Desweiteren wird an einem einfachen, achsensymmetrischen FE-Modell der Einflufl
der Kriimmung auf die Schnittlasten untersucht.

8.1 Einflull der Probenkérpergeometrie auf die
Schadensfliache

Die im Kapitel 7.3 dargestellten Ergebnisse der Schadensanalyse impactbelasteter, gekriimm-
ter Probenkorper zeigen einen deutlichen Zusammenhang zwischen dem Impactschaden
einerseits und der Probenkorpergeometrie sowie der Impactenergie andererseits. Wie be-
reits aus der Literatur bekannt [41, 53, 54, 57], steigt mit der Erhohung der Impactenergie
die Grole des Schadens an. Einen sehr viel deutlicheren und bisher nicht untersuchten Ein-
fluB auf die Impactschiadigung besitzt die Geometrie des Probekorpers. Mit zunehmender
Konvexitdt nimmt die GroBe der Schidigung zu. Hierbei sind die sich bei einer konvex be-
lasteten Struktur ausbildenden Druckmembranspannungen und die sich erh6henden interla-
minaren Spannungen in Kombination mit einer geringen Schadenstoleranz der faserverstérk-
ten Kunststoffe gegen diese Beanspruchungen von wesentlicher Bedeutung (s. a. Kap. 1.2.3,
3.2.3, 8.7). Dieser Einfluf} steigt dabei mit der Erhohung der Schlagbeanspruchung an.
Somit zeigt der Verlauf der Schidigungs-Uberhchungs-Kurve mit Vergréferung der Impact-
energie einen zunehmend progressiveren Verlauf. Nachfolgend werden mit Hinblick auf eine
zielfithrende Problemltsung verschiedene Aspekte der Geometrieabhingigkeit des Impactver-
haltens faserverstiarkter Kunststoffe diskutiert.

129
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8.2 Einflull der Probenkoérpergeometrie auf den
Impactvorgang

In dem Kapitel 7.4 ist an ausgewihlten Kennwerten des Impactverlaufs der Zusammenhang
zwischen der Probenkorpergeometrie und dem Impactvorgang dargestellt worden. Durch
dieses Vorgehen soll neben der bereits erfolgten Betrachtung der Schadensgrofle die geome-
trieabhéngige Anderung der relevanten Impactparameter untersucht und diskutiert werden.
Die sich beim ersten Versagen einstellende Kraft F,.,s und der Weg w,.,s zeigen dabei keine
signifikante Geometrieabhéngigkeit. Im Mittel steigt die Versagenskraft mit der Impactener-
gie und fillt leicht mit der Uberhéhung. Dieser schwach ausgeprigte Zusammenhang und die
durchgefiihrten mikroskopischen Analysen lassen darauf schliefen, daf die sich zentrisch um
den Impactort und zylindrisch iiber die Probenkoérperdicke ausbildende Scherbeanspruchung
dominierend bei der Riffinitiierung ist. Der Zusammenhang zwischen Schidigungsweg und
Uberhshung 148t erkennen, daf die zum ersten Versagen erforderlichen Beanspruchungen
aufgrund der erhohten Steifigkeit der gekriimmten Probenkorper eher erreicht werden als
bei planen Impactprobenkorpern. Hierbei ist kein wesentlicher Unterschied zwischen je-
weils konkaver und konvexer Kriimmung erkennbar. Die Darstellung der Versagensenergie
FE,e.s bestatigt den durch die Impactkraft dominierten Einflul auf die Riflinitiierung. Die
sich mit zunehmender Probenkorperiiberhohung deutlich verringernde Maximalkraft Fj,,.,
148t sich mit der zunehmenden Schédigung und der daraus sich verringernden Plattenbiege-
steifigkeit erkldren. Die mit der Schidigung zunehmende Plattennachgiebigkeit vergrofiert
den Maximalweg w,,,, mit der Uberhéhung. Der mit der Probenkorperiiberhohung sich
vergroffernde Schaden und die daraus resultierende Abnahme der Plattensteifigkeit und Zu-
nahme des Maximalweges fiihren zu einer Erhohung der Impactdauer T'. Es 148t sich somit
zusammenfassen, dafl die Kriimmung der Impactprobenkorper keinen wesentlichen Einflufl
auf die Riffinitiierung besitzt, aber die Riausbreitung und den daraus resultierenden Schéadi-
gungsverlauf dominiert. Die Resistenz der faserverstiarkten Kunststoffe auf Schubbelastun-
gen ist gering. Die Ausbreitung der Delaminationen wird jedoch durch die Querschubbelas-
tungen und Membrankréfte bestimmt. Diese Zusammenhénge lassen somit den Schlufl zu,
daB die sich mit der Geometrie unterschiedlich ausbildenden Querschub- und Membranbe-
anspruchungen im Innern des Probekorpers das Schiadigungsverhalten wiahrend des Impacts
wesentlich beeinflussen.

8.3 Impact- und Probenkorpergeometrieabhingigkeit
der Rif3verliufe

Die Untersuchung der Rifverldufe gekriimmter Impactprobenkorper 1d8t Riickschliisse auf
die im Innern der Probenkorper wirkenden Beanspruchungen zu. Die Schliftbilder durch
den Impactort zeigen, dafl sich unterhalb des Impactdorns iiber die Probenkérperdicke
ein zylindrischer schadensfreier Bereich ausbildet (Abb. 8.1). Das an dieser Stelle Nicht-
entstehen von Rissen kann durch einen unterhalb des Impactdorns auftretenden andersar-
tigen Spannungszustand (keine Querschubspannungen im Bereich der Symmetrieachse) und
der dort vorhandenen Druckspannungen o,, erkliart werden. Diese Druckspannungen o,
erlauben groflere interlaminare Spannungen und Membranspannungen bis zum Versagen.
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Abbildung 8.1: Unterhalb des Aufschlagpunktes bildet sich durch die Uberlagerungen der
transversalen Spannungen o, ein zylindrischer, schadensfreier Bereich aus (1). Ringformig
um den Impactort und iiber die Plattendicke versagt das Laminat unter Scherung (2).

An diesen schadensfreien Bereich (Abb. 8.1, (1)) schlieit sich konzentrisch ein Gebiet mit
iiberwiegend intralaminaren Rissen an, die hier den Ort der Riflinitiierung aufgrund von
Scherbeanspruchungen vermuten lassen. Ausgehend von diesen Rissen breiten sich die in-
terlaminaren, flichigen Delaminationen seitlich in der Probe aus (Abb. 8.2). Der sich sys-

(a) (b)
—45° e

- v v
+45° 2 3\\1 e ) —>
90°

Abbildung 8.2: Ausgehend von den intralaminaren Rissen (1) um den Impactort breitet
sich der Ri} flachig als Delamination (2) zwischen zwei zueinander gedrehten Lagen aus.
Die seitliche Ausbreitung der Delamination hingt dabei von der Groéfle der Querschub-
und Membranspannungen ab. Der Riflwinkel bestimmt sich durch den Lagenaufbau.
Schraubenférmige Delaminationen benachbarter Zwischenschichten werden dabei durch wei-
tere intralaminare Risse (3) verbunden, die oberhalb (4) und unterhalb (5) der Delamina-
tionsflache verlaufen.

tematisch darstellende gestufte Rifiverlauf ist auf den Schichtaufbau des Laminates zuriick-
zufithren (Abb. 8.3). Die von der Probenkorpergeometrie unabhingige Bruchstruktur und
von der Kriimmung und somit von der Schadensgrofie abhédngende interlaminare Rifflange
158t den SchluB zu, daB mit der Uberhshung des Impactprobenkorpers der Anteil der de-
laminationsbegiinstigenden Schub- und Membrandruckbeanspruchungen ansteigt (s. a. Kap.
3.2, 8.7).

8.4 Beriicksichtigung der Schubweichheit

Die schubstarren Platten- und Laminattheorien erlauben die Berechnung des Verzerrungs-
und Spannungszustandes ebener, diinner Flachentragwerke. Die Bezeichnung , diinn” und
damit die Annahme der Schubstarrheit sind aber gebunden an die relativen Abmessungen
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Abbildung 8.3: Delaminationsmodell zweier um 45° zueinander gedrehter Einzellagen. Die
Bereiche A wirken riBhemmend. Die Punkte B begiinstigen die Riflausbreitung.

der Platte und die Materialkennwerte. So erlauben isotrope Tragwerke eine kleinere Platten-
schlankheit als anisotrope. Der grofle Steifigkeitsunterschied unidirektionaler FVK-Einzel-
schichten in Faserlangsrichtung und senkrecht dazu erfordern eine groflere Plattenschlankheit
H. Als Richtwert fiir die Verwendung einer schubstarren Laminattheorie wird in der Lite-
ratur der Wert H > 20 angegeben [91]. Die im Kapitel 4.5 ausgefiithrten Berechnungen
zeigen, dafl bei der Festlegung der Giiltigkeitsgrenzen einer schubstarren Laminattheorie der
Einfluf} der Randbedingungen nicht vernachléssigbar ist. So erfordern fest eingespannte La-
minatplatten ein groBeres Seiten-Dicken-Verhéltnis (H > 30) als zugfest-gelenkig gelagerte
(H > 20). Bei relativ dicken Laminaten wird zusétzlich die Wahl eines geeigneten Schubkor-
rekturfaktors erforderlich. Ab Plattenschlankheiten von H > 8 bei fester Einspannung und
von H > 5 bei zugfest-gelenkiger Lagerung ist der tatsdchliche parabolische Querschubspan-
nungsverlauf iiber die Laminatdicke zu beriicksichtigen. Bei den ausgefiihrten Berechnungen
(s. Abb. 4.5 u. 4.6) war ein Unterschied zwischen der Verwendung eines Korrekturfaktors mit
konstantem Wert oder mit einer Gewichtsfunktion nicht feststellbar.

8.5 Einflul von Scheiben- und Transversalbelastungen

Nachfolgend soll der Einflufl von Scheibenbelastungen auf das Impactverhalten von faserver-
starkten Kunststoffen diskutiert werden. Die durch den Impact hervorgerufene Durchbiegung
w(z,y) der Laminatplatte fithrt, wie bereits in der Einleitung beschrieben, zu einem kom-
plexen dreidimensionalen Spannungs-Verzerrungs-Zustand in dem Impactprobekorper. Die
Klassische Laminattheorie stellt einen Zusammenhang zwischen den Schnittgréfien und den
Verzerrungen geschichteter, schubstarrer Verbunde her (s. G1. (4.47)). Uber ein zu wihlendes
Versagenskriterium kénnen dann die Versagensgrenzen und Versagensmodi berechnet wer-
den (s.z.B. Puck [80]), die im Fall der Klassischen Laminattheorie aus dem ebenen Span-
nungszustand folgen. Belastungen wie die Querschubspannungen 7., 7. und die transversale
Spannung o, lassen sich nur indirekt {iber die Formulierung der Gleichgewichtsbeziehungen
des rdumlichen Spannungszustandes bestimmen. Mdéchte man die bei einem Impact entste-
henden Delaminationen abschétzen, ist die Betrachtung der transversalen Spannungsverldufe
Toz (%, Y, 2), Ty2(x,y, 2) und 0,.(x,y, z) (Gl (4.52)-(4.54)) erforderlich. Die fiir die Berechnun-
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gen notwendige Kenntnis des Verschiebungsfeldes kann mit den Ansatzfunktionen (4.62a)-
(4.62c) und der Bestimmungsgleichung (4.70b) fiir die noch unbekannten Koeffizienten der
Ansatzfunktionen iiber die Variation des elastischen Potentials der schubstarren Laminat-
platte berechnet werden (s. a. Kap. 4.2.2 u. 4.5). Die Wahl eines zweidimensionalen Modells
des Schichtverbundes zur Beschreibung eines dreidimensionalen Beanspruchungszustandes
1488t zunéchst nur eine begrenzte Darstellung der Realitdt zu. Dennoch kénnen die Zusam-
menhénge im Kapitel 4 zur Problemlosung beitragen, wobei in den nachfolgend diskutierten
Schlufifolgerungen stets die Begrenztheit des Modells bedacht werden mu#f.

Prégt man einer Laminatplatte mit einem symmetrischen Lagenaufbau (B;; = 0) iiber die
Mittelflache konstant verteilte Scheibenlasten ein, so erfihrt die Platte lediglich Verzerrun-
gen und Spannungen in der Ebene (s.a. Gl. (4.51), (4.70a)). Die Ableitungen dieser kon-
stanten Belastungen liefern keinen Beitrag zu den interlaminaren Spannungen 7., 7,, und
0... Lediglich ein iiber die Mittelfliche verteiltes Scheibenbelastungsfeld 2. oder hoherer
Ordnung ruft, wie in den Gleichungen (4.52)-(4.54) erkennbar, interlaminare Spannungen
hervor. Im Fall des Verschwindens der Koppelsteifigkeiten fiihrt eine reine Biegeverformung
der Platte zu Momenten und interlaminaren Spannungen. In den Gleichungen (4.52)-(4.54)
ist erkennbar, daf der Verlauf der Biegeverformung w(z,y) der Laminatmittelfliche dreifach
differenziert in die Querschubspannungen 7., und 7,, und vierfach abgeleitet in die Berech-
nungen der transversalen Spannung o, eingeht. Fiir eine punktformige Transversallast sind
groflere Querschubspannungen zu erwarten als bei einer Rechtecklast, da im Vergleich zur
Rechtecklast das Verschiebungsfeld w(x,y) der Einzellast von hoherer Ordnung ist.

Pragt man der symmetrischen Laminatplatte zunéchst Scheibenbelastungen ein, z. B. eine
auBere Druckspannung N,, und erzwingt durch einen Impact eine Durchbiegung w, so liefern
die Lasten aufgrund der vergroferten Biegeverformung, wie aus den Gleichungen (4.65),
(4.66a), (4.69a), (4.52)-(4.54) erkennbar ist, einen Beitrag zu den interlaminaren Span-
nungen. Die Formulierung der Endwertarbeit der dufieren Lasten (4.65) unter Beachtung
der Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen (4.66a)-(4.66¢) 1afit erkennen, daf§ eine Drucklast
(N, < 0) die Durchbiegung und damit die interlaminaren Spannungen erhoht. Eine ebene
Zuglast (N, > 0) verringert dagegen die resultierenden interlaminaren Spannungen. In den
Arbeiten von MORLO [56] findet sich eine experimentelle Bestétigung fiir diese Uberlegungen.
MORLO prigte Impactprobenkoérpern Scheibendrucklasten ein. Die durch den anschlieflen-
den Impactversuch entstandenen und im Ultraschallverfahren ermittelten Delaminations-
flichen wurden mit den Impactergebnissen ohne Scheibenbelastung verglichen. MORLO
fand dabei heraus, dafl mit steigender Scheibendrucklast die Grofle der Delamination zu
und damit die Impacttoleranz abnahm. Eine analoge Untersuchungsreihe unter seitlicher
Zuglast wurde bisher nicht durchgefithrt. In den Arbeiten von EHRLICH et al. [14, 15, 16]
und MAIER [53] konnte ein GeometrieeinfluBf schwach gekriimmter Platten auf die Impact-
toleranz nachgewiesen werden. Untersuchungen zeigen, dafl konvex geformte Probenkorper
eine deutlich geringere Schadenstoleranz als plane Impactprobenkorper besitzen. Im Gegen-
satz dazu weisen konkave Geometrien eine erhchte Impacttoleranz als plane Strukturen auf.
Dabei zeigt sich, dal schon eine geringe Woélbung ausreicht, um einen Spannungszustand
mit typischem Schalencharakter zu erhalten [20, 23, 24, 104]. Eingeprigte senkrechte Lasten
werden mit abnehmendem Wolbungsradius nicht mehr ausschlielich iiber Querkrifte ¢ und
Momente m sondern iiber Membrankréfte n abgetragen. Die sich dabei durch einen Impact
auf eine schwach gekriimmte Platte ausbildenden Verschiebungsfelder u(z,y) und v(z, y) sind
von zweiter oder hoherer Ordnung. Konvexe Strukturen erzeugen lokale Scheibendrucklas-
ten und vergroflern somit die interlaminaren Spannungen wéahrend eines Impacts. Dagegen
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bilden konkav gewolbte Probekorper lokale Scheibenzuglasten aus, die zu einer Verringerung
der interlaminaren Spannungen fiihren.

8.6 Einflull der Randbedingungen auf das Impactver-
halten

Die Art der Lagerung beeinfluit die transversale Verformbarkeit der Platte. Bei gleichen
Impactparametern ist die Biegung des zugfest-gelenkig gelagerten Probekorpers grofler als
die bei fester Einspannung. Wie in den vorangegangenen Kapiteln ausgefiithrt wurde, nimmt
die Schadensgréfie mit der Plattendurchbiegung zu. Die Versagensgrofie hat dann wieder
EinfluB auf den gesamten Impactverlauf. Die in dieser Arbeit vergleichend dargestellten
Versuchsergebnisse einer halb-gelenkigen und einer quasi-festen Einspannbedingung sind in
Teilen nicht signifikant verschieden. Dieses kann auf die Ahnlichkeit der gewihlten Randbe-
dingungen zuriickgefiihrt werden. Dennoch 148t sich eine tendentielle Unterscheidung zwi-
schen einer gelenkigen und einer festen Lagerungsart erkennen. Die experimentellen Ergeb-
nisse stiitzen damit die oben diskutierten phinomenologischen Erkenntnisse der Impact-
und Schidigungsmechanismen. Eine weitere Beeinflussung der schadensbestimmenden Plat-
tenbiegeverformung 1483t sich iiber die Grofle des freien Stiitzfensters, den Auflagerabstand,
erzielen. MORLO zeigt in [55], daf8 die Schadensprojektionsfliche mit der Grofie des Stiitzfen-
sters zunimmt.

8.7 Geometrieeinflufl

Zur Untersuchung des Geometrieeinflusses auf das Belastungsverhalten schwach gekriimmter
Strukturen eignet sich die Analyse mit der Finiten-Elemente-Methode (FEM). Hierzu wurde
das FE-Programm ANSYS 8.0 mit dem Acht-Knoten-Element PLANES2 verwendet. Auf-
grund der Symmetrie des betrachteten Problems konnte die Geometrie (s.a.Abb. 6.4) auf
ein achsensymmetrisches Modell reduziert werden. In der Abbildung 8.4 ist links die Pro-
blemstellung und rechts das gewihlte Ersatzmodell dargestellt. Hierbei ist der Impactdorn
als achsensymmetrische Halbkugel mit einem Radius von rx = 8mm diskretisiert worden.
Die Knotenpunkte der Halbkugeloberseite sind gekoppelt und werden statisch mit der Last
F=9kN belastet. Durch die Vernetzung der Probenkorperoberseite und der Halbkugelunter-
seite mit Kontaktelementen (TARGE169, CONTA172) wurde die Krafteinleitung realisiert.
Die Materialeigenschaften des Dorns wurden vereinfacht als isotrop und die Laminateigen-
schaften des Probekorpers als quasiisotrop angenommen (Abb. 8.5).

8.7.1 Konvergenz

Die Aussagekraft eines FE-Modells ist abhéngig von der erzielten numerischen Genauigkeit.
Ein wichtiges Kriterium ist dabei die ausreichende Diskretisierung. Zur Konvergenzbetrach-
tung dienten zunéchst fiinf Modelle mit unterschiedlichem Vernetzungsgrad (s.a. Tab. 8.1).
Die Auswertung der Simulationsergebnisse fand an den in der Abbildung 8.4 (b) dargestell-
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Abbildung 8.4: (a) Impactprobekorper 150mm x 100mm x 4mm und Einspannrahmen mit
einem freien Stiitzfenster von 125mm x 75mm, (b) Achsensymmetrisches FE-Ersatzmodell
mit Auswertepfaden S;;.

E,. =70GPa
E, =10GPa
Probekérper mit G,, = 3846 M Pa
»quastisotropen” Lagenaufbau | G,, = 26,9G Pa
Vry, = 0,3
Vrp = 0,3
Dorn E =210GPa
v=20,3

Abbildung 8.5: Koordinatensystem und Materialkennwerte des Laminat-Ersatzmodells.

ten Pfaden S;; statt. Ausgehend von der Annahme, dafl sich die Last F' {iber Querkrifte
q in der Struktur ausbreitet, kann an der Stelle r aus Gleichgewichtsgriinden die Querkraft
mit

a(r) = — ®.1)

C27r

bestimmt werden (Abb. 8.6). Bei der Annahme einer iiber die Plattendicke A parabolischen

IF — F
VA Sy are
q

Abbildung 8.6: Ubertragung der Kraft F' durch Querkrifte q.

Verteilung der Querschubspannung 7,., 148t sich der Spannungsverlauf schreiben als

e - -G ] 352 o2



136

KAPITEL 8. DISKUSSION DER ERGEBNISSE

Tabelle 8.1: FE-Modelle zur Konvergenzbetrachtung.

Modell 1 | Modell 2 | Modell 3 | Modell 4 | Modell 5
Gesamtanzahl Elemente 298 340 721 2693 5921
Anzahl Elemente, Kugel 26 76 201 613 1241
Anzahl Elemente, Platte 272 264 520 2080 4680
Anzahl Elem., Platte, horizontal 17 33 65 130 195
Anzahl Elem., Platte, vertikal 16 8 8 16 24

mit —E <z < —f-ﬁ.
2 - = 2

Der in der Abbildung 8.7 betrachtete Maximalwert des Querschubes in der Plattenmit-
telfliche kann folglich mit

3\ F
Trzmaz(T) = <4W) e (8.3)
angegeben werden. Die in dieser vereinfachten Uberlegung getroffene Annahme einer Belas-
tung durch eine Einzelkraft ergibt eine Singularitit am Pol der schwach gekriimmten Platte.
Fiir das FE-Modell wurde daher die Krafteinleitung iiber ein angeprefites Kugelsegment
gewihlt. Hierdurch ergeben sich Unterschiede in der Plattenbelastung im Krafteinleitungs-
bereich, die im Bereich A zu den zu beobachtenden Abweichungen der Querschubverldufe
fithren. Fiir die Konvergenzbetrachtungen wurden die numerisch ermittelten Querschub-
spannungen in der Plattenmittelfliche mit den nach Gleichung (8.3) zu erwartenden Span-
nungen verglichen (Abb. 8.7). Die Betrachtung zeigt, dafl das Modell 4 als ausreichend fein

250
A\_ —— Theorie
A ---—-Modell 1
200 + —e— Modell 2
-aModell 3

50 4 ‘;r\. K

Querschubspannung in N/mm

0 I' T T T T
2 4 6 8 10

Pfadlange S11 in mm

Abbildung 8.7: Querschubverlauf in radialer Richtung iiber die Pfadlédnge Si;.

diskretisiert angesehen werden kann. Die nachfolgend dargestellten numerischen Berech-
nungsergebnisse wurden mit diesem Modell erzeugt.
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8.7.2 Berechnungsergebnisse
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Abbildung 8.8: Verschiebungsverldufe wu, in radialer Richtung.

Die Geometrieabhéngigkeit der Verschiebungen und Belastungen verdeutlichen die Abbil-
dungen 8.8 und 8.9. Wie bereits im Kapitel 3.2 diskutiert, bilden sich bei einer konvex
gekriimmten Platte Membrandruckspannungen aus. Im Fall der konkaven Kriimmung sind
dies Membranzugbeanspruchungen, die sich jeweils mit den Biegespannungen iiberlagern.
Die Abbildung 8.10 zeigt zudem die mit der Pfadldnge S;; abnehmenden Querschubspan-
nungen 7,, iiber die Plattendicke h. Dargestellt sind die Berechnungsergebnisse an jeweils
zwei Pfaden senkrecht zur Plattenmittelfliche im Abstand ro; = 3, 75mm und rop = 6, 25mm
vom Probenkorpermittelpunkt. Erkennbar ist, dal analog zu der Abbildung 8.7 und zu der
Uberlegung in der Abbildung 8.6 die Querschubbeanspruchungen jeweils gleicher Probenkor-
pergeometrien aufgrund der sich kreisférmig vergréoffernden Belastungsfliche nach aulen hin
abnehmen. Der Vergleich der Querschubspannungsverlidufe eines konkaven (U = —1,2mm),
eines planen (U = Omm) und eines konvexen (U = +1,2mm) Probekérpers verdeutlichen
die sich geometrieabhéngig unterschiedlich ausbildenden Querschubspannungen. Der Ein-
flufl der Geometrie auf die Beanspruchungen und damit auf das Schadigungsverhalten wird
deutlich, wenn ein Festigkeitskriterium auf die Berechnungsergebnisse angewendet wird. Mit
dem Programm Mathematica 4.1 wurden die numerisch berechneten Spannungen eingelesen
und mit einem modifizierten TSAI-WU-/TsAI-HAHN-Kriterium [105, 106] gewichtet:

F = F1 oy + FgO'Z -+ F11 O'T2 + 2F130'T 0, + F33 0'3 + F55Tr2z =1. (84&)

Hierbei enthalten die Festigkeitskoeffizienten Fj; die einachsigen Bruchfestigkeiten der uni-
direktionalen Einzelschicht:

1 1 1 1
F = — o= — - — 8.4b
" R. Ry’ Tz (8.4b)
1 1
F11 = F33 = =0 (84C>
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Abbildung 8.9: Radialspannungsverlidufe o,.

s = summrm e
2 liq 4z 4g
mit R, = 2400M Pa Zugfestigkeit in der Laminatebene,
Ry = 1300M Pa Druckfestigkeit in der Laminatebene,
50M Pa  Zugfestigkeit senkrecht zur Laminatebene,
Zg= 250MPa Druckfestigkeit senkrecht zur Laminatebene,
S = 109MPa Querschubfestigkeit.

(8.4d)

N
I

Ein erstes Versagen wird angenommen, wenn der Ausdruck (8.4a) den Wert F > 1 annimmt.
Eine Aussage iiber die Versagensform kann dabei nicht getroffen werden. Da mit diesem
Kriterium kein Rifffortschritt berechnet werden kann, 148t sich nicht auf die entstehende ab-
solute Schadensfliche schliefen. Die VerhéltnisméBigkeit der Belastungsgrofien lassen aber
eine tendenzielle Abschéatzung zu. So zeigen die Abbildungen 8.11 und 8.12, daf§ sich die Fe-
stigkeiten konvexer Platten im Vergleich zur ebenen Platte erhhen. Dagegen verringert sich
die Festigkeit konkaver Platten verglichen mit ebenen. Mit der Annahme einer kreisférmi-

Tabelle 8.2: Geometrie- und pfadabhingiger relativer Vergleich der Versagensfliachen.

Geometrieabhéingige rel. Versagensflache
Kriterium fiir Bruch | Pfad | U=—1,2mm | U=0mm | U=+1,2mm
Fe1 S 84% 100% 115%
St 87% 100% 112%
F=05 Sty 79% 100% 120%
’ S12 S0% 100% 123%

gen Versagensfliche ergeben sich bei unterschiedlichen Festigkeitswerten F abhingig von der
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Abbildung 8.10: Querschubspannungsverldufe iiber die Probenkérperdicke.

Geometrie verschieden grofie Fliachen (Tab. 8.2). Da das gewihlte TSAI-WU-/TSAI-HAHN-
Kriterium, wie bereits erwahnt, nicht zwischen den Versagensarten differenziert und auch
keine Berechnung des Riflfortschritts erlaubt, ist davon auszugehen, dafl nach der Rifini-
tilerung durch Spannungsumlagerungen auch Bereiche versagen, die einen Festigkeitswert
kleiner Eins aufweisen. Durch den Vergleich der geometrieabhiingigen Festigkeitswerte F
1Bt sich somit zumindest ein tendentielles Schiadigungsverhalten vorhersagen. Die Berech-
nungsergebnisse zeigen die im Experiment beobachtete Tendenz, dafl die Probenkorpergeo-
metrie einen wesentlichen Einflu} auf die Art und Groéfle der Plattenbeanspruchung und
damit auf das Schiadigungsverhalten schwach gekriimmter Strukturen besitzt. So kann aber
bereits mit einem einfachen Schiadigungskriterium, wie das hier gewéhlte TSAI-WuU-/TSAI-
HAHN-Kriterium, dargestellt werden, dafl bei einer konvex belasteten Platte die Schidigungs-
flache im Vergleich zur ebenen Platte ansteigt. Demgegeniiber wirken die konkav belasteten
Probekdrper im Vergleich zur ebenen Platte deutlich schadenstoleranter.
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Abbildung 8.12: Festigkeitsverlidufe der Pfade S5 und Sss iiber die Probenkorperdicke.



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Zur phanomenologischen Kliarung des Geometrieeinflusses schwach gekriimmter Strukturen
auf das Impactverhalten faserverstirkter Kunststoffplatten wurde eine experimentell-analy-
tische Vorgehensweise gewahlt. Die Betrachtung bestehender Plattentheorien und die For-
mulierung neuer Losungen diente der Beantwortung der Problemstellung. Ergénzend wurde
an einem achsensymmetrischen, dreidimensionalen Finite-Element-Modell der dreidimensio-
nale Spannungszustand betrachtet.

Der erste Teil der Arbeit zeigt einen Weg zur Berechnung isotroper und anisotroper Platten
auf, wobei die Herleitung der ausgewéhlten Plattentheorien im Kapitel 3 und die analytische
Beschreibung faserverstidrkter Laminate im Kapitel 4 der Hinfithrung zur Problemlésung
diente. Zur allgemeinen Analyse des Geometrieeinflusses von schalenartigen Flachentrag-
werken auf das sich ausbildende Verzerrungs- und Spannungsfeld wurde die KIRCHHOFFsche
Plattentheorie auf die Theorie schwach gekriimmter Platten bzw. flacher Schalen erweitert.
Die Bedeutung der Querschubberiicksichtigung bei Laminaten wurde eingehend untersucht.
Fiir die Annahme einer quasi-statischen Beanspruchung, wie sie im Fall des Niedergeschwin-
digkeitsimpacts angenommen werden kann, wurde ausgehend von einer Idee nach SZABO
[101] eine Moglichkeit skizziert, die Maximaldurchbiegung bei einer Schlagbeanspruchung
abzuschétzen. Der vorgestellte Weg erlaubt dabei die Beriicksichtigung unterschiedlicher
Theorien, wie sie zuvor hergeleitet worden sind.

Im zweiten Teil der Arbeit wurde der geometrische Einflufl schwach gekriimmter Probenkor-
per auf das Impactverhalten und die Schadenstoleranz untersucht. Hierzu wurden, ausge-
hend von dem Standardimpactversuch, in zunéchst plane Probenkérper mit den seitlichen
Abmessungen von 150mmx100mmx4mm und einem quasi-isotropen Lagenaufbau Kugelseg-
mente einlaminiert. Sowohl plane als auch schwach gekriimmte Probenkorper wurden dann
definierten Schlagbeanspruchungen in einer instrumentierten Fallbolzenanlage ausgesetzt.
Die Ergebnisse der Impactversuche wurden ausgewertet und in Beziehung zur Kriimmung
der Plattenmittelfliche respektive zur Uberhohung gesetzt. Es zeigte sich, daB der EinfluB
der Probenkorperkriimmung auf das Impact- und Schadensverhalten nicht zu vernachléssigen
ist. Konvex belastete Probenkorper wiesen im Experiment eine sehr viel grofiere Schadigung
auf als plane. Demgegeniiber stellte sich der Impact auf konkave Probenkorper im Vergleich

141
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zu planen als deutlich schadenstoleranter dar. Dieser Geometrieeinflul auf die Schadens-
toleranz faserverstiarkter Kunststoffe verstéirkte sich mit der Erh6hung der Impactenergie.
Vergleichend wurde der Einflu} der Lagerungsarten bei sonst gleichen Impactbedingungen
untersucht. Die Art der Einspannung bestimmt die Verformbarkeit der Platte und damit
den Impact- und Schiadigungsverlauf. Fest eingespannte Probenkorper zeigten sich im Ex-
periment tendentiell impacttoleranter als halb-gelenkig gelagerte.

Der dritte Teil der Arbeit diskutiert die analytischen und experimentellen Ergebnisse. Der
EinfluB der Querschub- und Membranbeanspruchung auf das Impactverhalten faserverstéark-
ter Kunststoffe wird als wesentlicher Faktor erkannt. Es zeigt sich, dafl bei den hier verwen-
deten Probenkorperabmessungen und den vorliegenden Randbedingungen zur Berechnung
der Plattenverformung und des Spannungszustands die Anwendung einer schubweichen La-
minattheorie erforderlich ist. Zur phdnomenologischen Kldrung des Geometrieeinflusses sind
die hergeleiteten Zusammenhénge der schwach gekriimmten Platte und der Querschubspan-
nungen aus der Klassischen Laminattheorie ausreichend. Das sich bei einem Impact aus-
bildende dreidimensionale Spannungsfeld wird in Abhéngigkeit von der Kriimmung bzw. der
Uberhshung des Probekérpers analysiert. Schon eine geringe Wolbung ist ausreichend, um
einen Spannungszustand mit typischem Schalencharakter zu erreichen. Eingeprégte transver-
sale Lasten werden dann nicht ausschlieflich iiber Querkrifte und Momente sondern iiber
Membrankrifte abgetragen. Die durch den Schalencharakter hervorgerufenen Membranbe-
anspruchungen beeinflussen den Anteil an Querschubspannungen. In Abhéngigkeit von der
Wolborientierung fithren diese Membranbeanspruchungen zu einer Verbesserung oder Re-
duzierung der Schadenstoleranz. Es stellt sich heraus, dafl konvexe Laminatstrukturen einen
grofieren Querschubanteil aufweisen als plane und konkave (s. Kap. 8.5, 8.7).

Der Einflufl der Probenkorpergeometrie auf das Schiadigungsverhalten faserverstarkter Kunst-
stoffe ist generell von grofler Bedeutung, da die Untersuchung der Schadenstoleranz der
Faserverbundwerkstoffe nach den geltenden Normen an planen Probenkorpern erfolgt. Reale
Strukturen weisen aber iiberwiegend konvexe Geometrien auf. Somit ist die Ubertragbarkeit
der im Experiment ermittelten Impacttoleranz des Faserverbundwerkstoffs auf reale Struk-
turen nur eingeschrénkt giiltig. Die gewonnenen Erkenntnisse und Vorstellungen iiber die
Geometrieabhéngigkeit des Schidigungsverlaufs und der damit verbundenen Schéadigungs-
grofle ermoglichen die Einschitzung der Schadenstoleranz faserverstiarkter Kunststoffstruk-
turen bei baulichen Verdnderungen, der Variation der Impactparameter oder der Randbe-
dingungen.
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Ausblick

Die vorliegende Arbeit zeigt und erklart phinomenologisch den Einflufl unterschiedlicher
Kriimmungen auf den Impactverlauf und die Schadenstoleranz bei faserverstirkten Kunst-
stoffplatten. Die gewonnenen Erkenntnisse sind in weiteren Forschungsarbeiten in geeignete
Versagensmodelle zu integrieren. In analytischen Berechnungen oder bei der numerischen
Simulation mit angepafiten Finite-Elemente-Codes ist die Eignung geeigneter Materialmo-
delle, die die fiir das Schiadigungsverhalten von Laminaten wesentlichen Beanspruchungen in
Dickenrichtung mit beriicksichtigen, zu untersuchen. Die experimentellen Ergebnisse dieser
Arbeit konnen dabei als Grundlage zur Modellverifikation herangezogen werden. Durch wei-
tere Versuche ist zu klédren, ob sich der Geometrieeinflul impactbelasteter Faserverbunde
in eine einfache Formel fassen 1&8t, so daf sich die Impacttoleranz realer Strukturen iiber
die Kriimmung und die im Experiment an planen Probenkérpern ermittelten Kennwerte
abschétzen 1aBt. Zum experimentellen Nachweis der Bedeutung von Membranlasten auf die
Ausbildung von Querschubspannungen und damit auf die Auspragung der Schadenstoleranz
bei Schlagbeanspruchung sind ausfiihrliche Untersuchungen durchzufithren. Generell ist zu
priifen, ob sich die gefundenen Zusammenhénge auf das Schiadigungsverhalten faserverstéark-
ter Kunststoffe bei Hochgeschwindigkeitsimpacts iibertragen lassen.
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Anhang A

Koordinatentransformation

Die Drehtransformationsmatrizen [T,] bzw. [T.] transformieren die Spannungen {7} bzw.
Verzerrungen {g} des iibergeordneten globalen Koordinatensystems in die Spannungen {o}
bzw. Verzerrungen {e} des lokalen UD-Koordinatensystems der k-ten Schicht als mathema-
tisch positive Drehung um die z-Achse.

Tabelle A.1: Transformationen der Spannungen und Verzerrungen.

lokales KS < globales KS

globales KS « lokales KS

{o} = [T,]{7}
{e} = [T]{E}

{7} = [1T,] {0}
{g} = [Te]{e}

Tabelle A.2: Transformationen der Steifigkeits- und Nachgiebigkeitsmatrizen.

lokales KS « globales KS | globales KS « lokales KS
C] = [T[C][T,]" [C] = [T.]"[C][T]
18] = [T][S][T]" [S] = [T,]"]9][T]
Wobei allgemein gilt:
)" = [T

Transformationsmatrizen in zweidimensionaler Formulierung:

cos®(¢) sin’(¢p) 2 cos(p) sin(¢p)
T,] = sin?(y) cos®(p) —2cos(y) sin(yp)
| —cos(p)sin(p) cos(p)sin(p) cos?(p) — sin?(¢) |
cos?(¢p) sin®(¢p) —2 cos(p) sin(y)
T, = sin® (i) cos?(¢) 2 cos(¢p) sin()
| cos() sin(p) —cos(g)sin(y) cos?(p) — sin*(g) |
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cos?(p) sin?(¢p) 0 0 0 2cos(p) sin(p)
sin?(¢) cos? (i) 0 0 0 —2cos(p) sin(p)
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(p) —sin(yp) 0
0 0 0 sin(y) cos(p) 0
—cos(p)sin(p) cos(p)sin(p) 0 0 0 cos?(yp) — sin®(y)
cos?(¢p) sin?(¢) 0 0 0 —2 cos(y) sin(yp)
sin?(y) cos®(p) 0 0 0 2 cos(¢) sin(¢p)
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(p) sin(p) 0
0 0 0 —sin(p) cos(yp) 0
cos(p)sin(p) —cos(p)sin(p) 0 0 0 cos?(p) — sin?(yp)
cos? (i) sin? () 0 0 0 cos(ip) sin(ep)
sin®(¢p) cos®(¢p) 0 0 0 — cos(ip) sin(yp)
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(p) —sin(yp) 0
0 0 0 sin(y) cos(p) 0
—2cos(p)sin(p) 2cos(p)sin(p) 0 0 0 cos?(yp) — sin?(y)
cos®(¢p) sin®(¢) 0 0 0 — cos(¢) sin(yp)
sin?(¢) cos®(¢p) 0 0 0 cos(¢p) sin(yp)
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(p) sin(p) 0
0 0 0 —sin(p) cos(yp) 0
| 2cos(p)sin(¢) —2cos(p)sin(p) 0 0 0 cos?(p) — sin?(p)

ANHANG A. KOORDINATENTRANSFORMATION

cos? (i) sin?(¢) cos(¢p) sin(p)

[Te] = sin®(¢) cos®(¢) — cos(p) sin(¢)
—2 cos(p) sin(p) 2cos(p)sin(p) cos?(¢) — sin®(y)

cos? () sin®(¢p) — cos(ip) sin(ep)

[T.]7' = sin?(¢p) cos®(¢p) cos( ) sin(yp)
2 cos(p) sin(p) —2cos(p)sin(p) cos?(p) — sin?(p)
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