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faserverstärkten Kunststoffen

Ingo Ehrlich

Universität der Bundeswehr München
Dezember 2004



II



i

Universität der Bundeswehr München
Fakultät für Bauingenieur- und Vermessungswesen

Impactverhalten schwach gekrümmter Strukturen aus
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Anregungen und Ideen während zahlreicher Diskussionen haben diese Arbeit wesentlich
geprägt.
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3.2 Die schwach gekrümmte Kirchhoff-Platte . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.2.1 Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.2.2 Materialgesetz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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5.1 Näherungsweise Berechnung der Plattenbiegung . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5.1.1 Maximaldurchbiegung der Laminatplatte beim Impact . . . . . . . . 96

6 Experimentelle Einrichtungen, Versuchsdurchführung und Auswertung 99
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Em Elastizitätsmodul der Matrix
Emax Maximalenergie
Epot Potentielle Energie
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Faserverstärkte Kunststoffe (FVK) bestehen im Wesentlichen aus den Komponenten der
Verstärkungsfaser, eingebettet in eine Matrix aus duroplastischem oder thermoplastischem
Kunststoff. Die Fasern übernehmen dabei die Funktion ähnlich eines Seils, das auf Zug
aber zunächst nicht auf Druck belastbar ist. Erst die Matrix behindert die Fasern am Aus-
knicken, so daß der Verbund auch Drucklasten ertragen kann. Krafteinleitung in den Werk-
stoff, Kraftübertragung zwischen den Fasern, Sicherung der geometrischen Gestalt und der
Schutz der Fasern vor äußeren Einflüssen sind die weiteren zu nennenden Hauptaufgaben
der Matrix. Der Vorteil von FVK besteht in der Möglichkeit einer gerichteten Bauweise.
Durch die Anordnung der Fasern und durch einen gezielten Schichtaufbau können die Eigen-
schaften des Verbundes in einem weiten Bereich

”
eingestellt” werden. Die dabei erzielbaren

spezifischen Steifigkeiten und Festigkeiten liegen höher als die hochlegierter Stähle. Diese
Besonderheiten machen die FVK attraktiv für die Anwendung in der Luft- und Raum-
fahrttechnik. Neben den Vorzügen der faserverstärkten Kunststoffe gibt es allerdings auch
eine Anzahl an materialtypischen Problemen. Ein erheblicher Nachteil im Vergleich zu den
klassischen Metallen besteht in der geringen Impacttoleranz der FVK. Transversale Schlag-
beanspruchungen rufen bei duktilen Werkstoffen überwiegend plastische Verformungen her-
vor, während der Faserverbund vergleichsweise spröde auf diese Belastungsformen reagiert.
Die Folge sind großflächige Schichttrennungen, sogenannte Delaminationen, die die Druck-
festigkeit und Schwingfestigkeit des Laminates deutlich verringern. Faserverstärkte Struk-
turen müssen aus diesem Grund nach wie vor über aufwendige Versuchsreihen gegen Quer-
schlagschäden, die z. B. aus Vogel-, Hagel- oder Steinschlag, fallengelassenem Werkzeug oder
Beschuß resultieren, qualifiziert werden. In Standardimpactversuchen wird dabei an pla-
nen Probenkörpern deren Impacttoleranz unter genormten Bedingungen getestet [59, 60,
61, 69, 72]. Der geometrische Einfluß und die dominierenden mechanischen Mechanismen
auf das Schädigungsverhalten der Faserverbunde unter Schlagbeanspruchung sind dabei
noch weitestgehend unerforscht. Vorversuche zeigen jedoch einen erheblichen Einfluß der
Probekörperkrümmung auf das Impactverhalten [14, 16, 53]. Die meisten realen Strukturen
weisen eine Krümmung auf, so daß sich die im Experiment an planen Probenkörpern ermit-
telten Impacttoleranzen nur eingeschränkt übertragen lassen. Die Folge dieser Unsicherheit
ist oftmals eine Überdimensionierung gefährdeter Bauteile, womit solche Strukturen nicht

1
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mehr den Anforderungen des Leichtbaus genügen.

1.1.1 Aspekte der Modellbildung

Als ein Beispiel für Strukturelemente mit schwacher Krümmung können die Rumpf- oder
die Flügelbeplankungen eines Luftfahrzeuges gesehen werden. Hierbei ist der Begriff der
schwachen Krümmung für Bereiche wie der Flügelvorderkante nicht oder nur eingeschränkt
gültig. Im folgenden werden Krümmungsradien von 189mm ∙ r ∙ 564mm bei Wandstärken
von h = 4mm betrachtet. Aufgrund der Komplexität ist es aber nicht zielführend, die
Gesamtstruktur eines Luftfahrzeuges zu modellieren und zu untersuchen. Vielmehr ist die
Fragestellung nach dem Impactverhalten schwach gekrümmter Strukturen aus faserverstärk-
ten Kunststoffen an einer repräsentativen Substruktur zu studieren. Die Ersatzsteifigkeit
der Anschlußstruktur muß dabei durch eine geeignete Wahl der Randbedingungen berück-
sichtigt werden. Durch eine quasi-feste Einspannung oder die gefederte Lagerung einer
Teststruktur lassen sich verschiedene Ersatzsteifigkeiten realisieren. Die in den Versuchs-
einrichtungen des Wehrwissenschaftlichen Instituts für Werk-, Explosiv- und Betriebsstoffe
(WIWEB) in Erding zur Verfügung gestandene instrumentierte Fallbolzenanlage (s. Kap.
6.2) erlaubte dabei nur die Untersuchung verhältnismäßig kleiner Probekörper mit einer
seitlichen Abmessung von 150mm £ 100mm. Um auch den Vergleich zu den oben genann-
ten genormten Impacttests zu ermöglichen, wurden für die Untersuchungen die Seitenab-
messungen der Probekörper in Anlehnung an die DIN 65561 [69] und die DIN EN 6038
[72] als Ausgangsgeometrie gewählt. Die Krümmung realer Strukturen wurde dabei durch
einlaminierte Kugelsegmente unterschiedlicher Krümmungsradien modelliert (s. Kap. 6.1.3).
Diese Vorgehensweise ermöglicht es, im Rahmen genormter und erprobter Testbedingungen
den Einfluß der unterschiedlichen Krümmungen auf das Impactverhalten von Platten aus
faserverstärkten Kunststoffen zu untersuchen. Die Wahl dieser Ersatzgeometrie schränkt
aber auch den direkten Vergleich mit der Gesamtstruktur eines Luftfahrzeuges ein und ist
als ein grundsätzliches Problem der Modellbildung zu verstehen.

1.2 Stand der Technik

Im Vergleich zu Metallen zeigen Faser-Matrix-Verbundwerkstoffe unter Schlagbeanspruchung
ein relativ sprödes Materialverhalten. Charakteristisch ist daher, daß das Material bei ei-
ner Schlagbeanspruchung im Inneren geschädigt wird. Die in den Werkstoff eingebrachte
Schlagenergie wird dabei vornehmlich durch Rißbildung dissipiert. In Abhängigkeit von der
Schadenstoleranz des Werkstoffs entstehen dabei Delaminationen überwiegend zwischen den
Lagen unterschiedlicher Faserorientierung. Unter Schadenstoleranz versteht man dabei die
Fähigkeit eines Bauteils, bis zu einem bestimmten Ausmaß Fehlstellen oder Schädigungen,
welche bei der Herstellung oder während des Betriebs entstehen können, zu ertragen, ohne
daß die Sicherheit des Bauteils gefährdet wird. Die Schadenstoleranz kann dabei sowohl
durch konstruktive Maßnahmen als auch durch die Wahl des Werkstoffs verbessert werden
[96]. Als typische Schädigungsformen sind die Durchtrennung von einzelnen oder mehreren
Fasern, der sogenannte Faserbruch (Abb. 1.1 (d)), die Trennung parallel verlaufender Fasern
in einer Einzelschicht (Abb. 1.1 (a)), der intralaminare Riß, und die flächige Trennung



1.2. STAND DER TECHNIK 3

zueinander gedrehter Faserschichten, die als interlaminare Risse oder als Delaminationen
bezeichnet werden (Abb. 1.1 (b)), zu nennen. Seltener sind translaminare Risse, die mehrere
Schichten durchtrennen (Abb. 1.1 (c)).

1.2.1 Schädigungsverlauf unter Impact-Belastung

Der Schädigungsverlauf eines Faserverbundes unter Impact-Belastung kann über mehrere
Teilschritte beschrieben werden [6, 41, 109]. Die lagenweise unterschiedlich orientierte Mo-
notropie der parallelfaserverstärkten Einzellagen des Verbundes führt unter Impact zu Be-
lastungsunstetigkeiten im Laminat mit einem komplexen dreidimensionalen Spannungszu-
stand. Rißauslösend ist die zur Faserlängsrichtung orthogonale Zugbeanspruchung in der

(a)

(b)

Faserorientierung

Faserorientierung

(c)
(d)

(d)

Abbildung 1.1: Schadensverlauf: (a) faserparalleler, intralaminarer Riß, (b) flächiger, inter-
laminarer Riß (Delamination), (c) translaminarer Riß, (d) Faserbruch.

Einzelschichtebene [8, 9, 47, 52]. Diese führt aufgrund der Überschreitung zulässiger Dehnung
der Matrix zwischen zwei Einzelfasern zu frühzeitigem Versagen der Matrix [79]. Der hi-
eraus resultierende intralaminare Riß wächst bei ansteigender Belastung zur Grenzschicht
zweier zueinander gedrehter Lagen (Abb. 1.1 (a)). Der an dieser Stelle vorherrschende
Steifigkeitssprung an den Lagen infolge der Änderung der Faserorientierung erzwingt durch
lokale Spannungs- und Dehnungsüberschreitungen einen Rißfortschritt zwischen den Lagen
[77]. Dieses interlaminare Schadenswachstum in Form der flächigen Trennung von benach-
barten Schichten wird als Delamination bezeichnet (Abb. 1.1 (b)). Nach Friedrich [25]
können die Delaminationen aufgrund von interlaminaren Zug- und Schubspannungen bzw.
-verzerrungen weiter wachsen. Neben dem reinen Delaminationswachstum kommt es auf-
grund der weiterhin vorhandenen Belastungsmodi und der fehlenden stützenden Wirkung
der Nachbarschichten zu neuen, kleineren intralaminaren Rissen senkrecht zu den Delami-
nationen [8, 9]. Für gewebeverstärkte Schichten oder 3D-verstärkte Laminate lassen sich
ähnliche aber weniger anschauliche Mechanismen finden.

1.2.2 Impactgeschwindigkeit

Die Begriffe Nieder-, Mittel- und Hochgeschwindigkeitsimpact lassen sich nicht klar vonein-
ander abgrenzen. Im Allgemeinen geht man jedoch davon aus, daß es sich bei Impactge-
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schwindigkeiten unterhalb von 20m/s bei kohlenstoffaserverstärkten Kunststoffen (CFK)
eher um einen Niedergeschwindigkeitsimpact handelt [12], während bei Geschwindigkei-
ten oberhalb von 100m/s von einem Hochgeschwindigkeitsimpact gesprochen wird [7, 54].
Dazwischen kann der Bereich als Mittelgeschwindigkeitsimpact bezeichnet werden. Aus-
schlaggebend für diese Geschwindigkeitsklassifizierung des Impacts ist aber die werkstoffab-
hängige Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Störung im Bauteil. Eine schematische Darstel-
lung findet sich hierzu bei Cantwell et al. [7] (s.Abb. 1.2). Wird eine Struktur im unteren

(a) (b)

Abbildung 1.2: (a) Niedergeschwindigkeitsimpact, (b) Hochgeschwindigkeitsimpact; [7].

Geschwindigkeitsbereich durch Impact belastet, so kann sich die Last in die Gesamtstruktur
ausbreiten, so daß das Bauteil quasistatisch belastet wird. Bei Stößen mit hohen Geschwin-
digkeiten findet eine lokal dominierte Belastung der Struktur statt. Bedingt durch die hohe
Geschwindigkeit kann sich die Belastung in dem Bauteil nicht schnell genug verteilen und
es kommt zu lokalen Überbeanspruchungen. Während beim Niedergeschwindigkeitsimpact
die Gesamtstruktur an dem Impact beteiligt wird, wirkt sich die Hochgeschwindigkeitsbelas-
tung zunächst nur auf einen kleinen lokal begrenzten Bereich aus [29]. Der Hochgeschwin-
digkeitsimpact führt daher bei gleicher Energie zu lokal begrenzten, aber hier zu größeren
Schädigungen als im Niedergeschwindigkeitsbereich [42].

1.2.3 Einflußgrößen auf die Schädigung

Die Art und die Größe des Schlagschadens werden durch verschiedene Parameter beeinflußt.
Dazu gehören im Wesentlichen die Faser- und Harzeigenschaften, der Laminataufbau, die
Schichtdicken, sowie die äußeren Einflüsse, wie die umgebende Feuchtigkeit, die Tempera-
tur, die Impactenergie, die Geschwindigkeit, die Form und die Größe des Impactors, die
Randbedingungen und die Größe der nicht gestützten Fläche (Stützfenster).

Interne Einflußgrößen

Die Größe der durch Impact verursachten Delaminationen wird hauptsächlich durch die
Biegeverformung beeinflußt und hängt damit neben den Impactparametern von der Faser,
vom Laminataufbau, der Dicke der einzelnen Lagen und der Plattengeometrie ab. Es exi-
stieren Modelle, die es erlauben die Größe der Delaminationen in Abhängigkeit von den
Faserorientierungen zwischen zwei Lagen und deren Lagendicken abzuschätzen [41, 51]. Es
zeigt sich, daß mit größer werdendem Orientierungsunterschied zwischen benachbarten La-
minatlagen die Schädigungsfläche ansteigt. Neben dem Laminataufbau übt die Dicke der
einzelnen Lagen einen entscheidenden Einfluß auf die Impact-Schädigung aus. Bei gleichen
Materialeigenschaften und Laminataufbau, jedoch unterschiedlichen Lagendicken, weist das
Laminat mit den dickeren Lagen die größere delaminierte Fläche auf. Diese Einflüsse
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bestätigtMorlo in [54]. Morlo führte Untersuchungen zur Bestimmung des Einflusses der
Prepregdicke, des Stützfensters und der äußeren Spannungen an verschiedenen Materialien
auf das Schadensverhalten im Niedergeschwindigkeitsbereich durch. Eine Vergrößerung der
Prepregdicke bei vergrößerter Biegesteifigkeit und gleicher Dehnsteifigkeit der Probenkörper
führte zu einer größeren Schadensfläche und reduzierter Restdruckfestigkeit. Bei kleineren
Stützfenstern setzt der äußere sichtbare Schaden früher ein, wogegen die Restdruckfestig-
keit unbeeinflußt bleibt. Der Einfluß der Faserorientierung auf das Impactverhalten wird
vor allem an vernähten Laminaten deutlich. Dabei läßt sich eine Abnahme der Schädi-
gungsfläche gegenüber den unvernähten Laminaten nachweisen. Als mögliche Ursache wird
die deutliche Zunahme der interlaminaren Bruchzähigkeit aufgrund der die Laminatlagen
durchdringenden Nähfäden angegeben [49].

Faserwerkstoff

Den Einfluß des Faserwerkstoffs auf das Impact-Verhalten differenziert zu beurteilen ist
schwierig, da sich die untersuchten Laminatsysteme trotz identischem Harzsystem meist
im Laminataufbau und/oder dem Faservolumengehalt unterscheiden. Altstädt et al. [4]
zeigen jedoch in einer grundlegenden Untersuchung, daß der Einfluß des Fasertyps, bei iden-
tischer Matrix und gleichem Laminataufbau, auf die Restfestigkeit nach Schlagbeanspru-
chung relativ gering ist. Dagegen ist ein deutlicher Einfluß der Faser auf die Größe der
sich bildenden Schädigungsfläche zu beobachten, jedoch kann kein eindeutiger Zusammen-
hang zwischen den Fasereigenschaften und der Größe der Schädigungsflächen hergestellt wer-
den. Zudem zeigt sich, daß Glasfaserlaminate im Allgemeinen ein deutlich besseres Impact-
Verhalten aufweisen als vergleichbare kohlenstoffaserverstärkte Laminate. Dies läßt sich auf
Unterschiede der interlaminaren Festigkeiten zurückführen, die wiederum vom Werkstoffauf-
bau (Glas- oder Kohlenstoffaser) abhängen.

Matrixwerkstoff

Ein Zusammenhang zwischen dem Impact-Verhalten und den Eigenschaften der Matrix kann
relativ sicher hergestellt werden. Es zeigt sich, daß mit zunehmender Reinharzzähigkeit, d. h.
mit steigenden Bruchzähigkeitskennwerten der Matrix, sowohl die Schädigungsflächen ab-
nehmen als auch die Restfestigkeitswerte der geimpacteten Probenkörper zunehmen. Dabei
existiert die Modellvorstellung, daß bei einem zähen Harz die Energie mehr durch Deforma-
tion der Matrix als durch die Schaffung freier Oberflächen umgesetzt wird [4].

Bruchzähigkeit des Laminatsystems

Die Bruchzähigkeit ist ein Maß für den Widerstand eines Werkstoffs gegen Rißausbreitung.
Die Beanspruchungen eines rißbehafteten Bauteils werden in der Bruchmechanik bezüglich
der Rißfortschrittsrichtung an der Rißspitze bzw. -front beschrieben, hergeleitet und der
Zusammenhang mit der Rißausbreitung ermittelt. Sie können in drei Grundbeanspruchun-
gen aufgeteilt werden: Normal-, Längsschub- und Querschubbeanspruchung. Diese werden
als Mode I, II und III bezeichnet. In der Arbeit von Heutling [41] wurde ein Zusammen-
hang zwischen den interlaminaren Mode-II-Bruchzähigkeitswerten und der Schadenstoleranz
gegen Impact gefunden. Dabei kann ein Probekörper bei Schlagbeanspruchung als Platte
angesehen werden, die beim Aufprall des Schlagkörpers eine Biegung erfährt [4]. In Folge der
Durchbiegung treten dabei erhebliche interlaminare Schubspannungen auf, vergleichbar mit
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einer Belastung unter Mode-II-Beanspruchung. Dabei kommt es bevorzugt zu interlaminarer
Rißausbreitung zwischen zwei Lagen mit unterschiedlicher Orientierung [41].

Einfluß der geometrischen Größen
Daß ein direkter Zusammenhang zwischen dem Verhalten unter Schlagbeanspruchung und
den äußeren geometrischen Abmessungen der belasteten Probekörper besteht, konnten Go-
lovoy et al. in [33] anhand von Schlagbiegeversuchen unidirektionaler, glasfaserverstärk-
ter Dreipunkt-Biegeproben nachweisen. Über eine Variation der Auflagerabstände konnte
das Längen-Dicken-Verhältnis der untersuchten Proben auf einfache Weise geändert werden.
Dadurch war es möglich, in den Proben eine überwiegende Schub- oder eine überwiegende
Zug-Druck-Belastung durch die Schlagbeanspruchung zu realisieren. Dabei zeigte sich, daß
die zum Initiieren eines Bruchs notwendige Impact-Energie, mit zunehmendem Längen-
zu Dickenverhältnis, d. h. mit zunehmender Zug-Druck-Beanspruchung der Probe deutlich
ansteigt. Erste Untersuchungen zur Impacttoleranz zylindrischer Faserverbundbauteile führ-
ten Christoforou et al. [10] durch. Der Einfluß der Strukturkrümmung wird bei den Ar-
beiten von Lui et al. [52] an gebogenen FVK-Balken und vonMaier [53] bei thermomecha-
nisch behandelten und dadurch schwach gekrümmten CFK-Impactprobenkörpern deutlich.

Umweltfaktoren

Wird ein faserverstärkter Kunststoff einer natürlichen Umgebung ausgesetzt, so sind vor
allem die Temperatur, die Feuchtigkeit und die Zeit bestimmmende Faktoren für die Eigen-
schaftsveränderungen des Werkstoffs. Im Gegensatz zur Feuchteaufnahme findet die Durch-
wärmung eines faserverstärkten Kunststoffverbundes sehr viel schneller statt und kann somit
annähernd als homogen im Innnern einer dünnen Probe betrachtet werden. Demgegenüber
ist der zeitliche Einfluß bei der Betrachtung der Feuchteaufnahme, d. h. die Einwirkdauer,
von Bedeutung [1, 99].

Einfluß der Temperatur
Der Einfluß unterschiedlicher Temperaturen auf das mechanische Verhalten von Hochlei-
stungsverbundwerkstoffen ist relativ gut untersucht [99]. Änderungen im mechanischen Ver-
halten aufgrund einer Temperatureinwirkung können dabei auf unterschiedliche Ursachen
zurückgeführt werden:

² Erweichung und thermischer Abbau des Matrixmaterials,
² Bildung von Rissen und Delaminationen im Laminat aufgrund der thermischen Aus-
dehnung,

² Nachvernetzungsvorgänge im Matrixsystem,

² Veränderungen im Feuchtegehalt des Laminats,

² Abbau der Interphase und Abbau der Fasereigenschaften.

Impactversuche bei verschiedenen Temperaturen unterhalb der Glasübergangstemperatur
des Matrixsystems zeigen, daß die Schädigungen im Werkstoff bis zur Schmelz- bzw. Zer-
setzungstemperatur mit steigender Temperatur abnehmen [96]. Dies wird auf eine Zunahme
der Bruchzähigkeit der Matrix mit steigender Temperatur zurückgeführt.
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Einfluß der Feuchtigkeit

Der Einfluß von Feuchtigkeit auf das Impact-Verhalten ist sehr differenziert zu beurteilen:
Einerseits kommt es durch die mit der Aufnahme der Feuchtigkeit verbundenen Erweichung
der Matrix im Allgemeinen zu einem Anstieg der zum Initiieren des Bruchs notwendigen En-
ergie. Andererseits tritt vor allem bei glasfaserverstärkten Systemen, aufgrund der Abnahme
der Festigkeit der Fasern und der Verringerung der Festigkeit und Steifigkeit der Interphase
und der Matrix, eine Reduzierung des Energieaufnahmevermögens auf [41, 99]. Wie bereits
oben beschrieben, stellt die Einwirkdauer einen wesentlichen Faktor bei der Betrachtung der
Feuchteaufnahme und der daraus resultierenden Materialdegradationen dar.

1.2.4 Mechanische Modellierung

Plattenmodellierung

Da das intra- und interlaminare Versagen maßgebend für das Schädigungsverhalten der
Gesamtstruktur ist (Kap. 1.2.1), kann auf eine dreidimensionale Spannungsermittlung ver-
zichtet werden. Für die Beschreibung der Durchbiegung ebener flächenförmiger Strukturen
gibt es u. a. verschiedene analytische Ansätze. Ein grundlegender Ansatz für die Berechnung
eines ebenen, isotropen Flächentragwerkes ist z. B. die Kirchhoffsche Plattentheorie. Die
vereinfachten Annahmen dieser Theorie erlauben dabei die Analyse isotroper, schubstar-
rer Platten [37, 101]. Mit diesem Ansatz lassen sich die Biegefläche sowie ein Teil der
Schnittspannungen berechnen. Da die FVK im Vergleich zu vielen Metallen als schubweich
zu bezeichnen sind, ist die Annahme der Schubstarrheit der Kirchhoffschen Theorie für
bestimmte Dickenverhältnisse jedoch nicht ausreichend. Als Beispiele für erweiterte Platten-
theorien, die die Schubbeanspruchung des ebenen Flächentragwerkes berücksichtigen, sind
die Ansätze von Hencky und Mindlin [18, 37] sowie Reissner [18, 88] zu nennen. Mit
diesen Theorien läßt sich das Spannungs- und Verzerrungsfeld der schubweichen Platte er-
mitteln.

Stoßmodellierung

Neben der Berechnung der Plattendurchbiegung statisch belasteter Strukturen kann nach
einem Ansatz von Szabo [101] auch die Maximaldurchbiegung einer isotropen Platte unter
Stoßbelastung approximiert werden. Als grundlegendes Stoßmodell zur Beschreibung der
Interaktion zwischen Impactor und Ziel wäre das Hertzsche Kontaktmodell [40] zu nennen,
das sich auf zwei kugelförmige, isotrope Körper beschränkt. Tan et al. [102] und Lee et
al. [50] liefern einen erweiterten Ansatz der Hertzschen Kontakttheorie, der die Ermitt-
lung des Stoßkraft-Zeit-Verlaufes quasiisotroper, elastischer Impactvorgänge bei FVK im
Niedergeschwindigkeitsbereich ermöglicht.

Versagensmodellierung

Neben der reinen Strukturantwort der durch einen Stoß belasteten Platte ist ab dem Schädi-
gungsschwellwert der Probe die Beschreibung des Impactschadens erforderlich. Hierfür ist
die Einführung von Versagenskriterien notwendig, die bei den verschiedenen Modellen in der
Formulierung unterschiedlicher Lastfälle variieren. Generell lassen sich zwei Beschreibungs-
gruppen anführen:
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1. Nicht-interaktive Modelle wie z. B. das Spannungsmaximum-Kriterium ohne Differen-
zierung zwischen Faser- und Matrixversagen und

2. interaktive Modelle wie z. B. das Modell nach Hashin [39] und Choi et al. [8, 9], das
zwischen Faser- und Matrixversagen unterscheidet.

Die erste Modellgruppe setzt das sofortige Versagen der Schicht bei Erreichen eines Kriteri-
ums voraus und berücksichtigt nicht, daß im Umfeld des initiierten Schadens die Nachbar-
lagen einen Teil der Last mittragen. Modelle, die diesen Effekt mit einbeziehen, werden
als CDM (Continuum Damage Model) bezeichnet [109]. Der Abfall der Schichtsteifigkeit
erfolgt in der Realität abgestuft. Durch Berücksichtigung dieses Materialverhaltens ist es
prinzipiell möglich, Werkstoffmodelle zu entwickeln, die sich in ein Finite-Element-Programm
implementieren lassen, wodurch die numerische Simulation des Schädigungsablaufs, der
Schadensstruktur und -fläche möglich ist. Die Generierung geeigneter Werkstoffmodelle er-
forderte jedoch bisher immer die Anpassung an die experimentellen Ergebnisse durch nicht-
physikalische Parameter [109]. Mit dem Finite-Element-Programm ANSYS Structural kann
lediglich das erste Versagen eines Verbundes (First Ply Failure) numerisch berechnet wer-
den. Die Simulation der Rißausbreitung ist mit diesem Programm aber nicht möglich. Bis zu
den Programmversionen 6.x wurden die Querschubbelastungen bei Schichtverbunden nicht
immer fehlerfrei berrechnet, so daß abhängig von den Dickenverhältnissen und den Randbe-
dingungen die Biegesteifigkeiten der Laminatplatten nicht in allen Fällen korrekt ermittelt
wurden.

1.3 Zielsetzung und Vorgehen

Ziel dieser Arbeit ist es, den Geometrieeinfluß schwach gekrümmter Probenkörper auf das
Impactverhalten faserverstärkter Kunststoffplatten zu untersuchen. Dabei besteht die we-
sentliche Eigenleistung in einer möglichst allgemeingültigen Abbildung der oben genannten
Fragestellung im Experiment und deren Analyse. Hierzu werden, ausgehend von den Stan-
dardimpactversuchen an planen Probenkörpern, Kugelsegmente in Impactprobenkörpern aus
kohlenstoffaserverstärktem Kunststoff laminiert und definierten transversalen Schlagbean-
spruchungen ausgesetzt. Das Schädigungsverhalten des Verbundes wird in Abhängigkeit
unterschiedlicher Geometrien und Impactenergien untersucht (s.Kap. 6). Ausgewertet wer-
den die Ergebnisse aus dem Kraft-Zeit-, Weg-Zeit- und Energie-Zeit-Verlauf des Impacts
als auch aus den mikroskopischen Analyseverfahren (s.Kap. 7). Die im Versuch vorliegende
Beanspruchung wird mit analytischen zweidimensionalen Schichtmodellen abgebildet. Zur
Hinführung auf eine Problemlösung werden im Kapitel 2 die Zusammenhänge der linearen
anisotropen Elastizität und im Kapitel 3 ausgewählte Plattentheorien betrachtet. Über die
Beschreibung des Faserverbundes im Kapitel 4 mit Hilfe der Klassischen Laminattheorie
(Classical Laminate Theory - CLT) und der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung (First
Order Shear Deformation Theory - FSDT) soll der sich beim Impact ausbildende Span-
nungszustand und das daraus bei Überbeanspruchung resultierende Versagen diskutiert wer-
den (s.Kap. 8). Ergänzend wird an einem achsensymmetrischen, dreidimensionalen Finite-
Element-Modell der dreidimensionale Spannungszustand betrachtet (s. Kap. 8.7). Mit Hil-
fe dieser Vorgehensweise ist der Geometrieeinfluß auf das Impactverhalten faserverstärkter
Kunststoffe phänomenologisch zu beschreiben und zu klären.



Kapitel 2

Lineare anisotrope Elastizität

Die lineare anisotrope Elastizität beschreibt das Materialverhalten anisotroper Körper und
stellt somit den allgemeinsten Fall der Werkstoffeigenschaften dar. Zunächst werden die
Gleichungen für das Hookesche Gesetz am Beispiel eines isotropen Körpers aufgestellt, der
als Spezialfall der Anisotropie gesehen werden kann. Im weiteren werden die allgemeinen
Gleichungen linearer anisotroper, monotroper, orthotroper, transversalisotroper und isotro-
per Materialien eingeführt (s. a. Altenbach et al. [3], Emmerling [17], Fahlbusch [22],
Gebbeken [28, 31], Gross et al. [36], R. M. Jones [46], Reddy et al. [86]).

2.1 Das Hookesche Gesetz des isotropen Körpers

2.1.1 Materialgesetz

Das Hookesche Gesetz beschreibt das Materialverhalten belasteter Körper im linearen
Bereich. Lasten können z. B. durch Kraft, Temperatur oder Feuchtigkeit eingeprägt werden.
Im folgenden sollen die Temperatur- und Feuchtigkeitseinflüsse vernachlässigt werden. Die
Last ruft als Reaktion Verzerrungen in dem Material hervor, die nach Dehnungen, Stauchun-
gen und Gleitungen unterschieden werden. Bei einer Dehnung oder bei einer Stauchung
ändert der betrachtete Körper seine Abmessungen und somit sein Volumen, aber nicht seine
Gestalt. Bei einer Gleitung ändert der Körper seine Gestalt, jedoch nicht sein Volumen (s. a.
Abb. 2.1). Dehnung und Stauchung eines Körpers berechnen sich aus dem Verhältnis der
Längenänderung des Körpers zu seiner Ausgangs- oder Grundlänge:

ε =
l ¡ l0
l0

=
∆l

l0
. (2.1)

Die Gleitung γ wird bestimmt durch die Winkeländerung des deformierten Körpers:

γ ¼ tan γ = ∆v
l0
. (2.2)

In der Abbildung 2.1 sind die Verzerrungsarten als Folge einer Belastung dargestellt. Im
folgenden wird der Einfachheit halber von Längsverzerrung (Dehnung, Stauchung) und

9
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Gleitung gesprochen. Die Normalspannung wird bestimmt durch die auf eine Ausgangs-
fläche A0 wirkende Kraft F:

σ =
F

A0
. (2.3)

Die Schubspannung ist der Quotient von Tangentialkraft T und Grundfläche A0:

τ =
T

A0
. (2.4)

Der Zusammenhang zwischen den Spannungs- und Verzerrungs-Größen wird durch die Ma-

Abbildung 2.1: Längsverzerrung ε und Gleitung γ eines Körpers der Länge l0 und des
Querschnitts A0

terialgleichung bestimmt. Diese läßt sich allgemein in matrizieller Form schreiben als

fσg = [C]fεg . (2.5)

Die Matrix [C] wird als Stoffmatrix bezeichnet, die in dieser Darstellung einer Steifigkeits-
matrix entspricht.Für den einfachsten Fall der Materialgleichung, für eindimensionale lineare
Isotropie, ergibt sich folgender Zusammenhang:

σ = Eε E ist der Elastizitätsmodul oder Youngsche Modul , (2.6)

τ = Gγ G ist der Schub- oder Gleitmodul . (2.7)

Isotropie bezeichnet ein richtungsunabhängiges Materialverhalten. Hierbei reduzieren sich
die Matrizen zu Skalaren und das Gleichungssystem verringert sich auf zwei Gleichungen.
Zwischen dem Elastizitätsmodul E und dem Gleitmodul G des isotropen Körpers existiert
der Zusammenhang:

E = 2(1 + ν)G . (2.8)

Bei der Belastung eines Körpers mit der Normalkraft F tritt neben der Längsverzerrung ε
in Kraftlängsrichtung noch eine Querverzerrung εq senkrecht zur Kraftrichtung auf. Wirkt
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auf einen isotropen Körper nach Abbildung 2.2 die Zugspannung σx, so erfährt der Körper
eine Dehnung εx in Belastungsrichtung und eine Stauchung εq bzw. εy orthogonal hierzu:

εq =
b¡ b0
b0

=
(b0 +∆b)¡ b0

b0
=

¡∆b
b0

. (2.9)

Der Zusammenhang zwischen beiden Verzerrungsgrößen wird mit Hilfe der Poisson- bzw.
Querdehnungszahl

ν = ¡εq
εx

(2.10)

beschrieben. Die Normalverzerrung in x-Richtung ergibt sich aus einer Belastung in x-Rich-

σσ bbb ∆+= 0 0b

lll ∆+= 0

0l

Abbildung 2.2: Isotroper Probenkörper unter einachsiger Belastung

tung und einer möglichen weiteren Belastung in y-Richtung. Dieser Zusammenhang kann
mit Hilfe der Gleichungen (2.6) beschrieben werden durch

εx =
σx
E

(2.11)

und mit (2.10) durch

εx = ¡νεy = ¡ν
σy
E
. (2.12)

Für isotropes Material ergeben sich damit zwei unabhängige Materialkonstanten; der Elas-
tizitätsmodul E bzw. der Gleitmodul G und die Querkontraktionszahl ν (s. Gl. (2.8)). Das
Hookesche Gesetz lautet für den zweidimensionalen Fall

εx =
1

E
(σx ¡ νσy) , εy =

1

E
(σy ¡ νσx) , γxy =

1

G
τxy . (2.13)

Berücksichtigt man die Verzerrungen im dreidimensionalen Fall unter mechanischer Belas-
tung, so lautet das Hookesche Gesetz für die lineare isotrope Elastizität

εx =
1

E
[σx ¡ ν (σy + σz)] ,

εy =
1

E
[σy ¡ ν (σx + σz)] ,
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εz =
1

E
[σz ¡ ν (σx + σy)] ,

γyz =
1

G
τyz ,

γzx =
1

G
τzx ,

γxy =
1

G
τxy . (2.14)

Die Gleichung (2.14) kann matriziell geschrieben werden als

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

εx
εy
εz
γyz
γzx
γxy

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

=

2
666666664

1
E

¡ ν
E

¡ ν
E

0 0 0
¡ ν
E

1
E

¡ ν
E

0 0 0
¡ ν
E

¡ ν
E

1
E

0 0 0
0 0 0 1

G
0 0

0 0 0 0 1
G

0
0 0 0 0 0 1

G

3
777777775

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

σx
σy
σz
τyz
τzx
τxy

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

. (2.15)

bzw.

fεg = [E]−1fσg = [S]fσg (2.16)

Für die Spannungen und Verzerrungen sind in der Literatur verschiedene Schreibweisen
gebräuchlich:

fσg =

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

σxx
σyy
σzz
σyz
σzx
σxy

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

σxx
σyy
σzz
τyz
τzx
τxy

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

σx
σy
σz
τyz
τzx
τxy

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

σ11
σ22
σ33
σ23
σ31
σ12

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

σ11
σ22
σ33
τ23
τ31
τ12

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

. (2.17)

Die Abbildung 2.3 zeigt die Wirkungsrichtung der positiv definierten einzelnen Spannungskom-
ponenten für den dreidimensionalen Fall, wie sie in Gleichung (2.17) dargestellt sind. Für
die Verzerrungsgrößen finden folgende Schreibweisen Anwendung:

fεg =

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

εxx
εyy
εzz
2εyz
2εzx
2εxy

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

εxx
εyy
εzz
γyz
γzx
γxy

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

εx
εy
εz
γyz
γzx
γxy

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

ε11
ε22
ε33
2ε23
2ε31
2ε12

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

ε11
ε22
ε33
γ23
γ31
γ12

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

. (2.18)

2.1.2 Kinematische Beziehungen

Bei der allgemeinen Belastung eines Körpers treten, wie oben besprochen, Verzerrungs-
größen auf, die die Punkte einer gedachten Linie des unbelasteten Körpers nicht nur in den
Abständen zueinander sondern auch in ihrer Lage zur Ausgangsposition verändert. Der
Körper erfährt somit nicht nur eine Verzerrung ε, sondern auch eine Verschiebung u sei-
ner einzelnen Partikel. Hierbei sind Verschiebungsanteile enthalten, die nicht Spannungen
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τ
21

τ
23

τ
12

τ
32τ

31

τ
13

1

2

3

σ
33

σ
11

σ
22

1A

2A

3A

Abbildung 2.3: Spannungen an einem infinitesimalen Würfel mit den Seitenlängen dx, dy
und dz.

FF

dx

u+du

l0

l

dx+(u+du)-u

u du

Abbildung 2.4: Dehnung eines Stabes unter der Zuglast F

erzeugen; die sogenannten Starrkörperverschiebungen. Der Zusammenhang zwischen Ver-
zerrung und Verschiebung läßt sich mit Hilfe der kinematischen Beziehungen herstellen; den
Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen. Die Abbildung 2.4 zeigt einen Stab, der mit der
Kraft F belastet wird. Unter der Last wird ein infinitesimal kleines Stück dx des Stabes um
die Größe du gelängt. Aus der Betrachtung der einzelnen Verschiebungspunkte läßt sich die
neue Länge dx ablesen:

dx = dx+ (u+ du)¡ u = dx+ du . (2.19)

Somit kann die Dehnung über die Verschiebung unter Berücksichtigung der Gleichung (2.1)
notiert werden als

ε =
l ¡ l0
l0

=
dx¡ dx
dx

=
dx+ du¡ dx

dx
=
du

dx
. (2.20)
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Die Dehnungen lassen sich für die drei Richtungen x, y, z schreiben als

ε1 =
∂u

∂x
, ε2 =

∂v

∂y
, ε3 =

∂w

∂z
. (2.21)

Die obigen Gleichungen gelten analog für Stauchungen. Die Abbildung 2.5 zeigt die Gleitungs-
beziehungen in der Ingenieur- und Tensorschreibweise. Analog zur Gleichung (2.21) können

τ

γ
12

ττ

τ

τ

ε
12

ε
12

Einfache Schubbelastung Reine Schubbelastung

Schubverzerrung in
Ingenieurschreibweise

Schubverzerrung in
Tensorschreibweise

Abbildung 2.5: Schubverzerrungen in Ingenieur- und Tensorschreibweise

die Gleitungen dargestellt werden als

ε4 =
∂v

∂z
+

∂w

∂y
, ε5 =

∂w

∂x
+

∂u

∂z
, ε6 =

∂u

∂y
+

∂v

∂x
. (2.22)

Unter Beachtung der Gleichung (2.18) lassen sich die Gleichungen (2.21) und (2.22) auch in
tensorieller Schreibweise zusammenfassen:

εij =
1

2
(∂iuj + ∂jui) . (2.23)

2.1.3 Lokale Bewegungsgleichung

Für den dynamischen Fall lassen sich die erweiterten Gleichgewichtsbeziehungen ausgehend
vom Newtonschen Grundgesetz

F = ma (2.24)

herleiten (Emmerling [17], Frischbier [26]). Voraussetzung ist die Existenz eines homoge-
nen, anisotropen Kontinuums mit makroskopisch gleichen Eigenschaften. Die Abbildung 2.3
zeigt ein aus dem Kontinuum herausgeschnittenes infinitesimales Volumenelement der Dichte
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ρ. Unter Berücksichtigung der Gleichungen (2.17) und (2.18) kann das Kräftegleichgewicht
mit Hilfe der Gleichung (2.24) gebildet werden. Ausgehend von

ΣFi = 0 (i = 1, 2, 3) (2.25)

folgt für die x1-Richtungen:

∂σ1
A1

+
∂τ21
A2

+
∂τ31
A3

¡ ρ dV
∂2u

∂t2
= 0 , (2.26)

∂2σ1
∂y ∂z

+
∂2τ21
∂z ∂x

+
∂2τ31
∂x ∂y

= ρ (dx dy dz)
∂2u

∂t2
, (2.27)

∂σ1
∂x

+
∂τ21
∂y

+
∂τ31
∂z

= ρ
∂2u

∂t2
. (2.28)

Analog folgen die lokalen Bewegungsgleichungen für die x2- und x3-Richtungen:

∂τ12
∂x

+
∂σ2
∂y

+
∂τ32
∂z

= ρ
∂2v

∂t2
, (2.29)

∂τ13
∂x

+
∂τ23
∂y

+
∂σ3
∂z

= ρ
∂2w

∂t2
. (2.30)

In tensorieller Schreibweise lassen sich die Gleichungen (2.28, 2.29) und (2.30) unter Berück-
sichtigung von Gleichung (2.17) zusammenfassen zu

∂jσji = ρ
∂2ui
∂t2

(i, j = 1, 2, 3) . (2.31)

2.2 Materialsymmetrien

Viele Werkstoffe besitzen ein richtungsabhängiges Materialverhalten, bei denen eine Symme-
trie der Materialkennwerte bezüglich einer Achse oder einer Ebene feststellbar ist. In diesem
Unterkapitel wird das Materialverhalten für anisotrope, monotrope, orthotrope, transver-
salisotrope und isotrope Werkstoffe hergeleitet (Altenbach et al. [3], Emmerling [17],
Gebbeken [31], Gross et al. [36], Jones [46], Reddy et al. [86]).

2.2.1 Anisotropie

Das allgemeineHookesche Gesetz nach Gleichung (2.5) stellt die dreidimensionale Spannungs-
Verzerrungs-Beziehung für ein allgemeines Material dar:

fσg = [C]fεg .

Deren Inversion liefert:

fεg = [S]fσg . (2.32)
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Die Matrix [S] ist eine Inverse der Stoffmatrix [C] und wird als Nachgiebigkeitsmatrix be-
zeichnet. Zwischen den Steifigkeitsmatrizen und den Nachgiebigkeitsmatrizen besteht somit
der Zusammenhang

[C] = [S]−1 . (2.33)

Für den dreiachsigen Zugversuch läßt sich Gleichung (2.5) in tensorieller Form schreiben als

σij = Cijklεij (i, j = 1, ..., 6) . (2.34)

Der Spannungstensor σij und der Verzerrungstensor εij sind Tensoren 2. Stufe mit jeweils
9 Komponenten und der Elastizitätstensor Cijkl ein Tensor 4. Stufe mit 81 Komponenten.
Aufgrund der Symmetrie von σij und εij reduzieren sich die Spannungs- und Verzerrungs-
tensoren zu Tensoren 1. Stufe mit 6 Komponenten wie sie in den Gleichungen (2.17) und
(2.18) dargestellt sind. Auch der Elastizitätstensor verringert sich durch die Symmetrieeigen-
schaft Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cjilk zu einer (3£ 3)-Matrix mit 36 Komponenten. Somit folgt
aus der Gleichung (2.34):

σi = Cijεj (i, j = 1, ..., 6) . (2.35)

Bei anisotropen Materialien zeigt sich für jede Betrachtungsrichtung ein unterschiedliches
Werkstoffverhalten, so daß alle 36 Komponenten der Steifigkeitsmatrix [C] und der Nachgie-
bigkeitsmatrix [S] von Null verschieden sind. Es existieren 21 unabhängige Materialkenn-
werte. Für die Steifigkeitsmatrix kann man somit schreiben

[C] =

2
666666664

C11 C12 C13 C14 C15 C16
C21 C22 C23 C24 C25 C26
C31 C32 C33 C34 C35 C36
C41 C42 C43 C44 C45 C46
C51 C52 C53 C54 C55 C56
C61 C62 C63 C64 C65 C66

3
777777775

. (2.36)

Für die Nachgiebigkeitsmatrix läßt sich dann schreiben

[S] =

2
666666664

S11 S12 S13 S14 S15 S16
S21 S22 S23 S24 S25 S26
S31 S32 S33 S34 S35 S36
S41 S42 S43 S44 S45 S46
S51 S52 S53 S54 S55 S56
S61 S62 S63 S64 S65 S66

3
777777775

= [C]−1 . (2.37)

Existiert für das anisotrope Material ein elastisches Potential bzw. eine Verzerrungsener-
giedichtefunktion, so kann die inkrementelle Spannungsarbeit für ein inkrementelles Volu-
menelement beschrieben werden mit

dW = σi dεi (2.38)

Hierbei ergibt sich die elastische Arbeit der Spannung σi auf dem Weg der inkrementellen
Verzerrung εi. Die Gesamtarbeit an einem Volumenelement kann durch Integration der
spezifischen Arbeit dW erhalten werden

W =
Z
σi dεi . (2.39)
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Mit der Gleichung (2.35) folgt aus (2.39)

W =
Z
Cij εi dεj =

1

2
Cijεiεj . (2.40)

Die partielle Differentiation von Gleichung (2.40) nach den Verzerrungen ∂εi führt auf das
allgemeine Hookesche Gesetz nach der Gleichung (2.35)

∂W

∂εi
= Cijεj . (2.41)

Nochmalige partielle Differentiation liefert den Stofftensor bzw. Steifigkeitsmatrix

∂2W

∂εi ∂εj
= Cij . (2.42)

Geht man analog dem obigen Vorgehen von der Gleichung

dW = Cji εj dεi (2.43)

aus, führt die zweifache partielle Differentiation der Integration von Gleichung (2.43) auf die
Form

∂2W

∂εj ∂εi
= Cji . (2.44)

Da die Differentiationsreihenfolge unabhängig ist [31], muß gelten

Cij = Cji . (2.45)

Die Steifigkeitsmatrix [C] ist somit symmetrisch und besitzt folglich nur 21 unabhängige
Konstanten. Sie läßt sich dann schreiben in der Form

[C] =

2
666666664

C11 C12 C13 C14 C15 C16
C22 C23 C24 C25 C26

C33 C34 C35 C36
C44 C45 C46

sym. C55 C56
C66

3
777777775

. (2.46)

Für die Nachgiebigkeitsmatrix folgt

[S] =

2
666666664

S11 S12 S13 S14 S15 S16
S22 S23 S24 S25 S26

S33 S34 S35 S36
S44 S45 S46

sym. S55 S56
S66

3
777777775

. (2.47)
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2.2.2 Monotropie

Monotropes bzw. monoklines Materialverhalten ist dadurch charakterisiert, daß eine Sym-
metrieebene existiert, an der eine Spiegelung aller Kennwerte zu dieser Ebene erfolgt. Die
Steifigkeitsmatrix [Cmono] und somit auch die Nachgiebigkeitsmatrix [Smono] besitzen 20,
[Cij] bzw. [Sij] ungleich Null mit 13 unabhängigen Kennwerten. Monotropes Materialver-
halten tritt bei unidirektionalen Faserverbunden auf, wenn keine Koordinatenachse mit der
Faserrichtung zusammenfällt. Die Steifigkeits- und Nachgiebigkeitsmatrizen für monoklines
Material schreiben sich in Abhängigkeit ihrer Symmetrieebenen.

(x2 ¡ x3)-Ebene, Isotropieebene x1 = 0:

[Cmono] =

2
666666664

C11 C12 C13 C14 0 0
C22 C23 C24 0 0

C33 C34 0 0
C44 0 0

sym. C55 C56
C66

3
777777775

(2.48)

[Smono] =

2
666666664

S11 S12 S13 S14 0 0
S22 S23 S24 0 0

S33 S34 0 0
S44 0 0

sym. S55 S56
S66

3
777777775

(2.49)

(x3 ¡ x1)-Ebene, Isotropieebene x2 = 0:

[Cmono] =

2
666666664

C11 C12 C13 0 C15 0
C22 C23 0 C25 0

C33 0 C35 0
C44 0 C46

sym. C55 0
C66

3
777777775

(2.50)

[Smono] =

2
666666664

S11 S12 S13 0 S15 0
S22 S23 0 S25 0

S33 0 S35 0
S44 0 S46

sym. S55 0
S66

3
777777775

(2.51)

(x1 ¡ x2)-Ebene, Isotropieebene x3 = 0:

[Cmono] =

2
666666664

C11 C12 C13 0 0 C16
C22 C23 0 0 C26

C33 0 0 C36
C44 C45 0

sym. C55 0
C66

3
777777775

(2.52)
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[Smono] =

2
666666664

S11 S12 S13 0 0 S16
S22 S23 0 0 S26

S33 0 0 S36
S44 S45 0

sym. S55 0
S66

3
777777775

(2.53)

[Smono] =

2
6666666664

1
E1

¡ν21
E2

¡ ν31
E3

0 0 ν61
E6

1
E2

¡ ν32
E3

0 0 ν62
E6

¡ν23
E2

1
E3

0 0 ν63
E6

1
E4

ν54
E5

0

sym. 1
E5

0
1
E6

3
7777777775

(2.54)

2.2.3 Orthotropie

Im Fall der Orthotropie können im Material zwei bzw. drei zueinander orthogonale Symme-
trieebenen gefunden werden, zu denen symmetrische Punkte gleiche Eigenschaften besitzen.
Die Steifigkeitsmatrix [Cortho] und die Nachgiebigkeitsmatrix [Sortho] besitzen 12 von Null ver-
schiedene Einträge mit 9 unabhängigen Kennwerten. Die Steifigkeitsmatrix für orthotropes
Material schreibt sich

[Cortho] =

2
666666664

C11 C12 C13 0 0 0
C22 C23 0 0 0

C33 0 0 0
C44 0 0

sym. C55 0
C66

3
777777775

(2.55)

mit

C11 =
(1¡ ν23 ν32) E1

∆
, C12 =

(ν12 ¡ ν13 ν32) E2
∆

, C13 =
(ν13 ¡ ν12 ν23) E3

∆

C22 =
(1¡ ν21 ν13) E2

∆
, C23 =

(ν23 ¡ ν21 ν13) E3
∆

, C33 =
(1¡ ν21 ν12) E3

∆
C44 = G23 , C55 = G13 , C66 = G12

∆ = 1¡ ν21 ν12 ¡ ν32 ν23 ¡ ν13 ν31 ¡ 2 ν21 ν13 ν32 (2.56)

Für die Nachgiebigkeitsmatrix folgt

[Sortho] =

2
666666664

S11 S12 S13 0 0 0
S22 S23 0 0 0

S33 0 0 0
S44 0 0

sym. S55 0
S66

3
777777775

(2.57)
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bzw.

[Sortho] =

2
6666666664

1
E1

¡ν21
E2

¡ ν31
E3

0 0 0
1
E2

¡ ν32
E3

0 0 0

¡ν23
E2

1
E3

0 0 0
1
E4
= 1

G23
0 0

sym. 1
E5
= 1

G31
0

1
E6
= 1

G12

3
7777777775

(2.58)

hierbei sind

E1, E2, E3 die E-Moduli in der 1-, 2-, 3-Richtung,
ν23, ν31, ν12 die Querkontraktionszahlen und
G23, G31, G12 die Gleitmoduli in der 2-3-, 3-1-, 1-2-Ebene.

Die Querkontraktionszahl ist hierbei definiert als

νij = ¡εj
εi

(i, j = 1, 2, 3) . (2.59)

Mit der Maxwell-Betti-Beziehung
νij
Ei
=

νji
Ej

(2.60)

kann die Steifigkeitsmatrix [S] auch in der Form

[Sortho] =

2
6666666664

1
E1

¡ν12
E1

¡ ν13
E1

0 0 0
1
E2

¡ ν23
E2

0 0 0
1
E3

0 0 0
1
G23

0 0

sym. 1
G31

0
1
G12

3
7777777775

(2.61)

geschrieben werden.

2.2.4 Transversalisotropie

Transversalisotropes Materialverhalten ist dadurch gekennzeichnet, daß eine Zentralsymme-
trie bezüglich einer Achse existiert und die Steifigkeitsmatrix [Ctiso] und die Nachgiebigkeits-
matrix [Stiso] 12 von Null verschiedene Einträge besitzen mit 5 verschiedenen Kennwerten.
Für die Steifigkeitsmatrix kann man allgemein schreiben

[Ctiso] =

2
666666664

C11 C12 C13 0 0 0
C22 C23 0 0 0

C33 0 0 0
C44 0 0

sym. C55 0
C66

3
777777775

. (2.62)
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Die Nachgiebigkeitsmatrix stellt sich dar in der allgemeinen Form als

[Ctiso] =

2
666666664

S11 S12 S13 0 0 0
S22 S23 0 0 0

S33 0 0 0
S44 0 0

sym. S55 0
S66

3
777777775

. (2.63)

Transversalisotropes Materialverhalten liegt beispielsweise bei unidirektionalen Faserverbun-
den vor, wenn eine Koordinatenachse in Faserlängsrichtung zeigt. Senkrecht zur Faser kann
dann das Werkstoffverhalten als quasiisotrop angesehen werden. Abhängig von der Symme-
trieebene ergeben sich für die Cij, Sij und Ei folgende Zusammenhänge:

(x2 ¡ x3)-Ebene, Isotropieebene x1 = 0:

C22 = C33 , C12 = C13 , C55 = C66 , C44 =
1

2
(C22 ¡ C23) (2.64)

S22 = S33 , S12 = S13 , S55 = S66 , S44 = 2(S22 ¡ S23) (2.65)

E1 , E2 = E3 , G13 = G12 , ν12 = ν13 , G23 =
E2

2(1 + ν23)
(2.66)

[Ctiso] =

2
666666664

C11 C12 C12 0 0 0
C22 C23 0 0 0

C22 0 0 0
1
2
(C22 ¡ C23) 0 0

sym. C66 0
C66

3
777777775

(2.67)

[Ctiso] =

2
6666666664

(1−ν2
23
)E1

∆
(ν21−ν23)E2

∆
(ν21−ν23)E2

∆
0 0 0

(1−ν12ν21)E2
∆

(ν23−ν21ν12)E2
∆

0 0 0
(1−ν12ν21)E2

∆
0 0 0

(1−ν23−2ν21ν12)E2
2∆

0 0
sym. G12 0

G12

3
7777777775

(2.68)

∆ = (1 + ν23)(1¡ ν23 ¡ 2 ν21 ν12) (2.69)

[Stiso] =

2
666666664

S11 S12 S12 0 0 0
S22 S23 0 0 0

S22 0 0 0
2(S22 ¡ S23) 0 0

sym. S66 0
S66

3
777777775

(2.70)
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[Stiso] =

2
6666666664

1
E1

¡ν21
E2

¡ ν21
E2

0 0 0
1
E2

¡ ν32
E3

0 0 0
1
E3

0 0 0
2(1+ν23)
E2

0 0

sym. 1
G12

0
1
G12

3
7777777775

(2.71)

(x3 ¡ x1)-Ebene, Isotropieebene x2 = 0:

C11 = C33 , C12 = C23 , C44 = C66 , C55 =
1

2
(C33 ¡ C13) (2.72)

S11 = S33 , S12 = S23 , S44 = S66 , S55 = 2(S33 ¡ S13) (2.73)

E1 = E3 , E2 , G23 = G12 , ν12 = ν23 , G13 =
E1

2(1 + ν13)
(2.74)

[Ctiso] =

2
666666664

C11 C12 C13 0 0 0
C22 C12 0 0 0

C11 0 0 0
C66 0 0

sym. 1
2
(C11 ¡ C13) 0

C66

3
777777775

(2.75)

[Stiso] =

2
666666664

S11 S12 S13 0 0 0
S22 S12 0 0 0

S11 0 0 0
S66 0 0

sym. 2(S11 ¡ S13) 0
S66

3
777777775

(2.76)

(x1 ¡ x2)-Ebene, Isotropieebene x3 = 0:

C11 = C22 , C23 = C13 , C44 = C55 , C66 =
1

2
(C11 ¡ C12) (2.77)

S11 = S22 , S23 = S13 , S44 = S55 , S66 = 2(S11 ¡ S12) (2.78)

E1 = E2 , E3 , G23 = G13 , ν13 = ν23 , G12 =
E1

2(1 + ν12)
(2.79)
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[Ctiso] =

2
666666664

C11 C12 C13 0 0 0
C11 C13 0 0 0

C33 0 0 0
C44 0 0

sym. C44 0
1
2
(C11 ¡ C12)

3
777777775

(2.80)

[Stiso] =

2
666666664

S11 S12 S13 0 0 0
S11 S13 0 0 0

S33 0 0 0
S44 0 0

sym. S44 0
2(S11 ¡ S12)

3
777777775

(2.81)

2.2.5 Isotropie

Isotrope Materialien zeigen zu allen Ebenen und zu allen Achsen symmetrisches Materialver-
halten. Die Steifigkeitsmatrix [Ciso] und die Nachgiebigkeitsmatrix [Siso] zeichnen sich durch
12 von Null verschiedene Einträge mit 2 unabhängigen Materialkennwerten aus: E, ν. Die
Steifigkeitsmatrix läßt sich schreiben als

[Ciso] =

2
666666664

C11 C12 C12 0 0 0
C11 C12 0 0 0

C11 0 0 0
1
2
(C11 ¡ C12) 0 0

sym. 1
2
(C11 ¡ C12) 0

1
2
(C11 ¡ C12)

3
777777775

(2.82)

bzw.

[Ciso] =

2
666666666664

(1−ν)E
(1+ν)(1−2ν)

νE
(1+ν)(1−2ν)

νE
(1+ν)(1−2ν) 0 0 0

(1−ν)E
(1+ν)(1−2ν)

νE
(1+ν)(1−2ν) 0 0 0
(1−ν)E

(1+ν)(1−2ν) 0 0 0

G = E
2(1+ν)

0 0

sym. G = E
2(1+ν)

0

G = E
2(1+ν)

3
777777777775

.(2.83)

Für die Nachgiebigkeitsmatrix folgt somit

[Siso] =

2
666666664

S11 S12 S12 0 0 0
S11 S12 0 0 0

S11 0 0 0
2(S11 ¡ S12) 0 0

sym. 2(S11 ¡ S12) 0
2(S11 ¡ S12)

3
777777775

(2.84)
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bzw.

[Siso] =

2
6666666664

1
E

¡ ν
E

¡ ν
E

0 0 0
1
E

¡ ν
E

0 0 0
1
E

0 0 0
1
G
= 2(1+ν)

E
0 0

sym. 1
G
= 2(1+ν)

E
0

1
G
= 2(1+ν)

E

3
7777777775

. (2.85)



Kapitel 3

Betrachtungen ausgewählter
Plattentheorien

Eine Platte ist ein ebenes Flächentragwerk, das nur senkrecht zur Mittelfläche beansprucht
wird [2, 18, 28, 30, 37, 38, 101, 104, 111]. Hierbei verformt sich die im Ausgangszustand ebene
Platte, für die angenommen wird, daß ihre seitlichen Abmessungen a und b groß gegenüber
der Plattendicke h sind. Zur Beschreibung der Zustandsgrößen der Platte wird das Plat-

a

b

x

z, w(x,y)

y

h(x,y) Mittelfläche

p(x,y)

M

Abbildung 3.1: Rechteckplatte

tenkontinuum auf seine Mittelfläche reduziert. Abhängig von dem Seiten-Dicken-Verhältnis
der Platte, der Größe der Durchbiegung und der Berücksichtigung von Schubverformungen
ist die Auswahl der zu verwendenden Theorie zu treffen. Die Kirchhoffsche Plattentheo-
rie beschreibt dünne Platten mit kleiner Durchbiegung ohne Berücksichtigung der Schub-
verformung. Die Erweiterung dieser Theorie mit Einbeziehung der Schubverformung wurde
von Reissner und Mindlin vorgenommen, die die Berechnung dicker Platten mit kleinen
Durchbiegungen ermöglicht. Für dünne Platten mit großen Verformungen ist der nichtlineare
Membranzustand der Platte nicht mehr zu vernachlässigen. Eine geeignete Theorie, die diese
Nichtlinearität berücksichtigt, ist die Beschreibung nach Kármán [82, 104].

25
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3.1 Kirchhoffsche Plattentheorie

3.1.1 Annahmen

Für die Herleitungen der Plattengleichungen nach der klassischen bzw. Kirchhoffschen
Plattentheorie sind folgende Annahmen zu treffen:

² Belastungen werden nur orthogonal zur Plattenmittelfläche bzw. als Randmomente
eingeprägt.

² Die Plattendicke h wird als konstant und klein gegenüber den Seitenabmessungen a
und b betrachtet: h ¿ a, b. (Leichtbau: h ∙ a

50
, b
50
; Stahlbau: h ∙ a

20
, b
20
; Massivbau:

h ∙ a
5
, b
5
)

² Die Verformung w(x, y) der belasteten Platte ist klein gegenüber der Plattendicke
h: w ∙ 0, 2h. Aus dieser Annahme folgt, daß das Gleichgewicht am unverformten
Plattenelement gebildet werden darf. Die Herleitung liefert damit eine Theorie 1.
Ordnung.

² Die Normal-Verzerrungen εx, εy und die Gleitungen γxy der Plattenmittelfläche sind
aufgrund der Definition einer Platte: εx = εy = γxy = 0.

² Das Material wird als homogen, isotrop und linear elastisch angenommen; es gilt das
Hookesche-Materialgesetz.

² Die Unabhängigkeit der Materialkonstanten von der Wahl des Koordinatensystems
wird gefordert (Prinzip der Objektivität).

² Punkte auf einer Normalen zur Plattenmittelebene liegen auch im belasteten Zu-
stand der Platte auf einer Normalen zur verformten Plattenmittelfläche (schubstarr:
Gh!1). Eine solche Annahme wird als Normalenhypothese bezeichnet, die Kirch-
hoff analog zur Bernoullischen Hypothese formuliert.

² Äquidistante Punkte auf einer Normalen zur Plattenmittelfläche befinden sich auch im
belasteten Zustand auf der Normalen zur Mittelebene im gleichen Abstand zueinander.
Die Plattendicke ändert sich im Widerspruch zur Materialgleichung nicht:

εz =
∂w

∂z
= 0 . (3.1)

² Die Spannung σz verläuft linear über die Plattendicke und nimmt Werte zwischen
p(x, y) an der belasteten Oberfläche und Null an der unbelasteten Oberfläche an. Die
Größe der Spannung σz sei klein gegenüber den Spannungen σx und σy und wird im
Weiteren vernachlässigt: σz = 0.

² Durch die oben getroffenen Annahmen wird für die Kirchhoffsche Plattentheorie ein
ebener Spannungszustand angenommen:

σx = σx(x, y, z) , (3.2)

σy = σy(x, y, z) , (3.3)

τxy = τyx = τxy(x, y, z) , (3.4)

σz = τxz = τzx = τyz = τzy = 0 . (3.5)

Die zur Gleichung (3.5) gehörenden Verzerrungen sind Null:

γxz = γzx = γyz = γzy = 0 . (3.6)



3.1. KIRCHHOFFSCHE PLATTENTHEORIE 27

Es sei an dieser Stelle angemerkt, daß die in Gleichung (3.5) getroffenen Annahmen nicht
besagen, daß die angegebenen Spannungen bei der belasteten Platte nicht auftreten. Der
ebene Spannungszustand läßt lediglich die Berechnung dieser Spannungen nicht zu.

3.1.2 Grundgleichungen der Kirchhoff-Platte

Die Grundgleichungen der schubstarren Platte sollen anhand eines ebenen Flächentrag-
werkes, wie es in der Abbildung 3.1 dargestellt ist, hergeleitet werden.

Schnittgrößen

Die x-y-Ebene des eingeführten kartesischen Koordinatensystems liegt in der Plattenmittel-
fläche (Schwerpunktsfläche), so daß die Plattenoberflächen bei z = §h/2 liegen. Zur Her-
leitung der Gleichungen wird gedanklich ein differentiell kleiner Quader mit der Dicke h aus
der Platte herausgeschnitten. An den positiven Schnittufern werden, wie in Abbildung 3.2
dargestellt, die Spannungen positiv eingetragen, die jeweils im Abstand z von der Mittelebene
wirken. Durch Integration über die Plattendicke werden die Spannungsresultierenden, die
Plattenschnittgrößen, in der Dimension

”
Kraft pro Einheitslänge” bzw.

”
Moment pro Ein-

heitslänge” ermittelt. Unter der oben getroffenen Annahme, daß in der Plattenebene keine
Lasten angreifen - das wäre dann der Scheibenzustand - verschwinden die zu den Spannun-
gen σx, σy, τxy und τyx gehörenden resultierenden Schnittgrößen. Diese Spannungen rufen
lediglich Momente hervor. Demgegenüber sind die Resultierenden der Schubspannungen τyz
und τxz Schnittkräfte, die als Querkräfte bezeichnet werden. Durch Integration der Span-

dx

dy

x

y

p

h

1

1
dz

z

σx

σy

τxz

τyz
τyx

τxy

x

y

h

z

τxz
σx

τxy
τyz τyxσy

z

Abbildung 3.2: Links: Spannungsverläufe über die Plattendicke h am positiven Platten-
schnittufer. Rechts: Spannungsresultierende (Schnittgrößen) am inkrementellen Plattenele-
ment.
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nungen folgt für die Querkräfte mit der Einheit
h
Kraft

Länge

i

qx =

h
2Z

−h
2

τxz dz = τxz,max
2

3
h, qy =

h
2Z

−h
2

τyz dz = τyz,max
2

3
h, (3.7)

für die Biegemomente mit der Einheit
h
Kraft · wahreLänge

Einheitslänge

i

mx =

h
2Z

−h
2

σxz dz = σx,max
h2

6
, my =

h
2Z

−h
2

σyz dz = σy,max
h2

6
(3.8)

und ebenso für die Torsionsmomente mit der Einheit
h
Kraft · wahreLänge

Einheitslänge

i
unter der Annahme

τxy = τyx

mxy = myx =

h
2Z

−h
2

τxyz dz = τxy,max
h2

6
. (3.9)

Der Kleinbuchstabe für die Querkräfte und Biegemomente zeigt an, daß die Schnittgrößen
bei Flächenträgern auf die Einheitslänge bezogen werden. Die Indizierung der Momente
gibt hierbei nicht die Drehachse sondern die Spannungen wieder, aus denen sie gebildet
werden. Die Abbildung 3.3 zeigt die Lasten und Schnittgrößen einer Platte mit den lateralen
Abmessungen dx und dy. Die Orientierung der abgebildeten, positiven Kräfte und Momente
richtet sich dabei nach den Angaben aus den Gleichungen (3.7)-(3.9).

Gleichgewichtsbedingungen

Durch Bildung des Kräftegleichgewichtes in z-Richtung (s. Abb. 3.3) erhält man

∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

= ¡p . (3.10)

Das Momentengleichgewicht um die x-Achse liefert bei Vernachlässigung der kleinen Größen
dritter Ordnung

∂mxy

∂x
+
∂my

∂y
= qy . (3.11)

Die Bildung des Momentengleichgewichtes um die y-Achse liefert in gleicher Weise den
Zusammenhang

∂myx

∂y
+
∂mx

∂x
= qx . (3.12)

Die Gleichungen (3.10), (3.11) und (3.12) werden als die Plattengleichgewichtsbedingungen
bezeichnet. Die Differentation der Gleichung (3.11) nach y, der Gleichung (3.12) nach x und
das Einsetzen in die Gleichung (3.10) liefert unter der Annahme mxy = myx die Momenten-
gleichung der Platte,

∂2mx

∂x2
+ 2

∂2mxy

∂x ∂y
+
∂2my

∂y2
= ¡p , (3.13)

in der die Querkräfte qx und qy eliminiert sind.
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x

z
y

dxmy

dx

dy

dxmyx

dxqy

dymx

dyqx

dymxy

( )dxdym y

m

y
y

∂
∂+

( )dxdym
y

m

yx
yx

∂
∂+ ( )dydxm

x

m

x
x

∂
∂+

( )dydxm x

m

xy

xy

∂
∂+

( )dydxq
x

q

x
x

∂
∂+

( )dxdyq y

q

y
y

∂
∂+

dydxp

Abbildung 3.3: Plattenschnittgrößen

Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen

Aufgrund der zweifach innerlich statischen Unbestimmtheit der Platte (Für die fünf Platten-
schnittgrößen mx, my, mxy, qx und qy stehen nur drei Bestimmungsgleichungen (3.10)-(3.12)
zur Verfügung.) können bei gegebener Last p aus den Gleichgewichtsbeziehungen alleine
nicht die Schnittgrößen bestimmt werden. Hierfür sind zusätzliche Gleichungen erforderlich.
Sie werden durch Berücksichtigung der Verformungen erhalten. Die Abbildung 3.4 zeigt
zwei Schnitte durch die verformte und unverformte Platte. Die Normale, auf der sich der
Punkt P befindet, steht sowohl im unbelasteten als auch im belasteten Zustand senkrecht
auf der Mittelfläche. Durch die Neigung der Normalen zum Urzustand, bedingt durch die
Verschiebung der Mittelebene, wird der Winkel ψi eingeschlossen. Der Index i kennzeichnet
hierbei die Verschiebungsrichtung und nicht die Drehachse. Durch die beschriebene Plat-
tendurchbiegung und unter der Annahme kleiner Verschiebungen erfährt der Punkt P die
Verschiebungen

u(x, y, z) = zψx(x, y) und v(x, y, z) = zψy(x, y) . (3.14)

Unter Berücksichtigung der Gleichung (3.14) werden die kinematischen Beziehungen analog
zu den Gleichungen (2.21) und (2.22) notiert als

εx =
∂u

∂x
= z

∂ψx
∂x
, εy =

∂v

∂y
= z

∂ψy
∂y
, εz = 0,

γyz =
∂v

∂z
+
∂w

∂y
= ψy +

∂w

∂y
,
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x

z

xzu ψ=

w

P
z

P′

xψ

y

z

yzv ψ=

w

P
z

P′

yψ

Abbildung 3.4: Plattenverformungen

γxz =
∂u

∂z
+
∂w

∂x
= ψx +

∂w

∂x
,

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
= z

Ã
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

!
. (3.15)

Zur Herleitung des Zusammenhangs zwischen den kinematischen Beziehungen aus der Glei-
chung (3.15) und den Schnittgrößen der Platte ist die Hinzuziehung der getroffenen Kirch-
hoffschen Annahmen (Kapitel 3.1.1) erforderlich:

² Die Belastung p(x, y) greift nur an der Plattenoberfläche an der Stelle z = ¡h/2 an
(s. a. Abb. 3.2). Dadurch nimmt die Spannung σz linear Werte zwischen σz(x, y,¡h/2) =
¡p(x, y) und σz(x, y,+h/2) = 0 an. Analog ist eine Lasteinprägung auch bei z = +h/2
möglich und führt für diesen Fall zu einem entsprechenden Spannungsverlauf.

² Im Vergleich zu den Biegespannungen σx und σy ist im Rahmen der Biegetheorie die
Spannung σz als sehr viel kleiner zu betrachten:

jσzj ¿ jσxj , jσyj . (3.16)

Die Spannung σz in Plattendickenrichtung kann somit vernachlässigt werden:

jσzj = 0 . (3.17)

Anmerkung: In praktischen Ausführungen kann eine Platte sehr wohl lokal bis zur
Fließgrenze (σZ = σF ) beansprucht werden. Dann sind gesonderte Nachweise erforder-
lich (lokale Vergleichsspannung, Durchstanzen etc.)

² Für die isotrope Platte sind die Annahmen des ebenen Spannungszustandes anwendbar:

σx =
E

1¡ ν2
(εx + νεy) ,
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σy =
E

1¡ ν2
(εy + νεx) ,

τxy = Gγxy ,

τyz = Gγyz ,

τzx = Gγzx . (3.18)

Hierbei sind, wie in Kapitel 2.1.1 eingeführt, E der Elastizitätsmodul, G der Schub-
modul und ν die Querkontraktionszahl.

Die getroffene Annahme, σz = εz = 0, ist widersprüchlich und führt bei Beachtung der
Gleichung (2.14) zu der unbrauchbaren Aussage σx = ¡σy. Dennoch zeigen auf dieser An-
nahme basierende Theorien eine gute Übereinstimmung mit den realen Versuchsergebnissen
dünner Platten. Durch Einsetzen der Gleichungen (3.15) in die Gleichungen (3.18) des ebe-
nen Spannungszustandes isotroper Platten erhält man

σx =
E

1¡ ν2

Ã
∂ψx
∂x

+ ν
∂ψy
∂y

!
z ,

σy =
E

1¡ ν2

Ã
∂ψy
∂y

+ ν
∂ψx
∂x

!
z ,

τxy = G

Ã
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

!
z ,

τyz = G

Ã
ψy +

∂w

∂y

!
,

τzx = G

Ã
ψx +

∂w

∂x

!
. (3.19)

Man erkennt, daß die Spannungen σx, σy und τxy lineare Funktionen der Variablen z sind
und jeweils an den Oberflächen der Platte ihre Maximal- bzw. Minimalwerte sowie in der
Bezugsebene den Wert Null annehmen. Die Schubspannungen τxz und τyz werden nach der
Gleichung (3.19) als konstant beschrieben, was im Widerspruch zur Realität steht. Da an
den Plattenoberflächen keine Belastungen in x- bzw. y-Richtung wirken, müssen an den
Orten z = §h/2 die Schubspannungen verschwinden. Das Einsetzen der Gleichung (3.19) in
die Gleichungen (3.7)-(3.9) liefert das Elastizitätsgesetz für die Schnittgrößen der isotropen
Platte:

mx =

h
2Z

−h
2

σxz = K

Ã
∂ψx
∂x

+ ν
∂ψy
∂y

!
. (3.20)

Hierbei wird der Vorfaktor

K =
Eh3

12 (1¡ ν2)
(3.21)

als die Plattensteifigkeit bezeichnet. Analog zur Gleichung (3.20) und unter Berücksichtigung
des Faktors K in der Gleichung (3.21) erhält man das Elastizitätsgesetz für die restlichen
Plattenschnittgrößen:

my = K

Ã
∂ψy
∂y

+ ν
∂ψx
∂x

!
, (3.22)
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mxy = myx =
1¡ ν

2
K

Ã
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

!
, (3.23)

qx = Ghs

Ã
ψx +

∂w

∂x

!
, (3.24)

qy = Ghs

Ã
ψy +

∂w

∂y

!
. (3.25)

Die in den Gleichungen (3.24) und (3.25) hergeleiteten Zusammenhänge für die Querkräfte
qx und qy enthalten das Produkt Ghs. Der hier eingeführte Parameter hs < h wird als
die Schubdicke der Platte bezeichnet. Die Schubdicke hs stellt einen Korrekturfaktor dar,
um die bereits oben erwähnte, ungleichmäßige Schubverteilung von τxz und τyz über die
Dicke der Platte zu berücksichtigen. Das Produkt Ghs wird als die Schubsteifigkeit der
isotropen, schubweichen Platte bezeichnet. Eine wesentliche Annahme in Kapitel 3.1.1 zur
Herleitung der Kirchhoffschen Theorie war die Forderung der Schubstarrheit der Platte.
Die Schubsteifigkeit wird somit als sehr groß angenommen,

Ghs !1 , (3.26)

so daß unter der Annahme endlicher Querkräfte qx und qy aus den Gleichungen (3.15), (3.24)
und (3.25) folgt:

γxz = ψx +
∂w

∂x
= 0 ) ψx = ¡∂w

∂x
, (3.27)

γyz = ψy +
∂w

∂y
= 0 ) ψy = ¡∂w

∂y
. (3.28)

Die Zwischenergebnisse (3.27) und (3.28) liefern durch Einsetzen in die Gleichungen (3.20),
(3.22) und (3.23) die Elastizitätsgesetze für die Berechnung der Momente:

mx = ¡K
Ã
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

!
, (3.29)

my = ¡K
Ã
∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

!
, (3.30)

mxy = myx = ¡K (1¡ ν)
∂2w

∂x ∂y
. (3.31)

Mit der Momentengleichung (3.13) der Platte und den Zusammenhängen (3.29) bis (3.31)
stehen nun vier Gleichungen für die Ermittlung der drei Schnittmomentemx, my, mxy = myx

und die Durchbiegung w zur Verfügung. Durch Einsetzen der Gleichungen (3.29) bis (3.31)
in die Gleichung (3.13) erhält man

K

Ã
∂4w

∂x4
+ 2

∂4w

∂x2 ∂y2
+
∂4w

∂y4

!
= p . (3.32)

Mit der Kurzschreibweise des Delta- bzw. Laplace-Operators

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(3.33)
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kann die Gleichung (3.32) auch geschrieben werden als

∆∆w =
p

K
. (3.34)

Die Gleichungen (3.32), (3.34) werden als die Kirchhoffsche Plattendifferentialgleichung
bezeichnet. Die auf diesem Wege hergeleitete Plattentheorie liefert allerdings kein eigenes
Elastizitätsgesetz für die Querkräfte qx und qy. Aus den Gleichgewichtsbedingungen (3.11)
und (3.12) können mit Hilfe der Gleichungen (3.29)-(3.31) die Zusammenhänge zwischen
der Durchbiegung w und den Querkräften qx und qy in Laplace-Operator-Schreibweise
angegeben werden:

qx = ¡K ∂

∂x
(∆w) , qy = ¡K ∂

∂y
(∆w) . (3.35)

Mit den Zusammenhängen der Gleichungen (3.27) und (3.28) lassen sich die Spannungen der
Platte in Abhängigkeit von der Biegefläche w(x, y) angeben:

σx = ¡ E

1¡ ν2

Ã
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

!
z , (3.36)

σy = ¡ E

1¡ ν2

Ã
∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

!
z , (3.37)

τxy = ¡2G
Ã
∂2w

∂x ∂y

!
z = ¡ E

1 + ν

Ã
∂2w

∂x ∂y

!
z . (3.38)

Auf diese Weise sind alle Kraftgrößen auf die Durchbiegungsfläche w = w(x, y) zurückgeführt
worden.

3.1.3 Plattenspannungen in Abhängigkeit der Schnittgrößen

Um die Spannungen der Kirchhoffschen Platte in Abhängigkeit von den Schnittgrößen
darzustellen, ist es erforderlich, die Ergebnisse der Gleichungen (3.29)-(3.31) unter Berück-
sichtigung der Beziehung (3.21) in die Gleichungen (3.36)-(3.38) einzusetzen:

σx =
E

1¡ ν2
mx

K
z =

12

h3
mxz (3.39)

σy =
E

1¡ ν2
my

K
z =

12

h3
myz (3.40)

τxy =
E

1¡ ν2
mxy

K
z =

12

h3
mxyz . (3.41)

Die in den vorangegangenen Unterkapiteln hergeleiteten Zusammenhänge der Kirchhoff-
schen Plattentheorie lassen eine direkte Ermittlung der Schubspannungen τxz und τyz sowie
der Spannung σz nicht zu. Um dennoch den Verlauf der durch die Querkräfte hervorgerufenen
Schubspannungen τxz und τyz sowie näherungsweise die zunächst zu Null angenommene
Spannung σz bestimmen zu können, werden die Gleichgewichtsbedingungen an einem Volu-
menelement betrachtet (Abb. 3.2, rechts) [101]:

∂σx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

+X = 0 (3.42)
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∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τzy
∂z

+ Y = 0 (3.43)

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+
∂σz
∂z

+ Z = 0 . (3.44)

Die Kräfte fKgT = fX, Y,Zg sind die je Volumeneinheit eingeprägten äußeren Kräfte.
Auf die Herleitung dieser Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik (3.42)-(3.44) wird an
dieser Stelle verzichtet (s. z. B. [36]). Unter Vernachlässigung des Platteneigengewichts und
des Verschwindens der auf das Volumenelement dV = dx dy dz eingeprägten äußeren Kräfte
(X = Y = Z = 0) folgt unter Berücksichtigung der Zusammenhänge (3.36)-(3.38) aus den
Gleichungen (3.42), (3.43):

∂τzx
∂z

=
Ez

1¡ ν2
∂

∂x
(∆w) ,

∂τzy
∂z

=
Ez

1¡ ν2
∂

∂y
(∆w) . (3.45)

Durch Integration bezüglich z erhält man aus den Gleichungen (3.45):

τzx =
Z Ez

1¡ ν2
∂

∂x
(∆w) dz =

E

2 (1¡ ν2)

∂

∂x
(∆w)

h
z2 + C1(x, y)

i
(3.46)

τzy =
Z Ez

1¡ ν2
∂

∂y
(∆w) dz =

E

2 (1¡ ν2)

∂

∂y
(∆w)

h
z2 + C2(x, y)

i
(3.47)

Die Integrationskonstanten C1(x, y) und C2(x, y) werden durch die Forderung bestimmt, daß
an den Plattenoberflächen z=§h/2 die Schubspannungen τzx und τzy verschwinden:

C1(x, y) = C2(x, y) = ¡h
2

8
. (3.48)

Somit folgt für die Schubspannungen τzx und τzy unter Hinzuziehung der Plattensteifigkeit K
(3.21) und den Gleichungen (3.35):

τzx = ¡3
2

K

h

"
1¡

µ
2z

h

¶2# ∂

∂x
(∆w) (3.49)

=
3

2

qx
h

"
1¡

µ
2z

h

¶2#
, (3.50)

τzy = ¡3
2

K

h

"
1¡

µ
2z

h

¶2# ∂

∂y
(∆w) (3.51)

=
3

2

qy
h

"
1¡

µ
2z

h

¶2#
. (3.52)

Durch Umformen der Gleichung (3.44) folgt mit (3.49), (3.51) und Integration über die
Plattendicke h der Zusammenhang:

σz =
3

2

K

h

"
z ¡ 4z3

3h2
+ C3(x, y)

#
∆∆w . (3.53)

Mit der Voraussetzung, daß am unteren Plattenrand z=h/2 die Spannung σz verschwindet,
folgt für die Integrationskonstante C3(x, y) aus der Gleichung (3.53):

C2(x, y) = ¡h
3
, (3.54)
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so daß für den Verlauf der Spannung σz geschrieben werden kann als

σz = ¡K
∙
1¡ 3

³
z
h

´
+ 2

³
z
h

´3¸
∆∆w . (3.55)

Unter Hinzuziehung des Zusammenhangs (3.32) folgt aus der Gleichung (3.55):

σz = ¡p
2

"
1¡ 3

µ
z

h

¶
+ 4

µ
z

h

¶3#
. (3.56)

Für z=¡h/2 läßt sich aus (3.56) die korrekte Angabe

σz

Ã
x, y, z = ¡h

2

!
= ¡p(x, y) (3.57)

ableiten; an der Plattenoberseite nimmt die Spannung σz den Wert der eingeprägten Last
an.

3.1.4 Randbedingungen der Kirchhoff-Platte

Die Kirchhoffsche Plattengleichung (3.32), (3.34) ist eine inhomogene Bipotentialglei-
chung bzw. eine lineare, inhomogene, partielle Differentialgleichung 4. Ordnung. Für die
Lösungsfunktion der Plattendifferentialgleichung ist es erforderlich, acht Integrationskon-
stanten zu finden. Somit müssen für die schubstarre Platte an jedem Rand jeweils zwei
Randbedingungen formuliert werden. Da an jedem Rand drei Schnittgrößen vorliegen (das
Biegemoment mx bzw. my, das Torsionsmoment mxy = myx und die Querkraft qx bzw. qy),
wären folglich für die Lösungsfunktion der Plattendifferentialgleichung 12 Intergrationskon-
stanten erforderlich.

Einführung von Ersatzquerkräften

Das oben beschriebene Problem wird nach einem Vorschlag von Thomson und Tait (1876)
dadurch umgangen, daß das Torsionsmoment mxy durch die stetige Verteilung von Kräfte-
paaren ersetzt wird. Nach dem Saint-Vénantschen Prinzip klingt dieser Spannungszustand
in einem eng begrenzten Bereich ab. Die Abbildung 3.5 zeigt am Beispiel des Randes y = b
die Reduktion der Torsionsmomente mxy dx durch stetig verteilte Kräftepaare mxy.

An den Grenzen zweier benachbarter Randelemente mit der Breite dx verschwinden die
Kräfte myx. Lediglich der Zuwachs dmyx =

∂myx

∂x
dx bleibt bestehen. Die Summe der auf

dx bezogenen Querkräfte qy und der ”
Torsionskräfte” myx wird zu einer Ersatzquerkraft qy

zusammengefaßt. Für den Rand y = b kann die Ersatzquerkraft formuliert werden als

qy(x, b) = qy(x, b) +
∂myx(x, b)

∂x
(3.58)

bzw. unter Beachtung der Gleichungen (3.31) und (3.35) als

qy(x, b) = ¡K
"
∂3w(x, b)

∂y3
+ (2¡ ν)

∂3w(x, b)

∂x2 ∂y

#
. (3.59)
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dx

dxmyx

dx

dx

( )dxdmm yxyx +

( )dxdmm yxyx −

yxm

dx
x

m
m

yx

yx ∂

∂
+

yxm

dx
x

m
m

yx

yx ∂
∂

−

dx
x

m yx

∂

∂
dx

x

m yx

∂

∂

xy

z

Abbildung 3.5: Ersatz der Torsionsmomente durch statisch äquivalente, stetig verteilte
Kräftepaare

Analog kann für den Rand x = a die Ersatzquerkraft

qx(a, y) = qx(a, y) +
∂mxy(a, y)

∂y
= ¡K

"
∂3w(a, y)

∂x3
+ (2¡ ν) ∂

3w(a, y)

∂x ∂y2

#
(3.60)

angegeben werden.

Besonderheiten an den Plattenecken

Bei der oben beschriebenen Einführung von Ersatzkräften tritt an den Plattenecken eine
Besonderheit auf. Durch die Aufteilung der Torsionsmomente mxy dy bzw. myx dx in Kräfte-
paare verbleiben an den rechtwinkligen Plattenecken zwei Einzelkräfte mxy und myx. Die
Kräfte addieren sich dort zur Gesamtkraft

FE = mxy +myx (3.61)

woraus mit dem Zusammenhang
mxy = myx (3.62)

die Eckkraft mit der Größe
FE = 2mxy (3.63)

folgt.

² Da an freien Ecken keine äußeren Kräfte wirken, muß an dieser Stelle die Eckkraft FE
verschwinden:

FE = mxy +myx = 0 . (3.64)
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Abbildung 3.6: Besonderheit an den Plattenecken: Eckkraft FE

² Ist die Plattenecke zugfest-gelenkig gelagert, so kann das Lager die Kraft FE aufnehmen.
Die Eckkraft bedingt dadurch eine Veränderung der Auflagerreaktionen. Ein positives
Torsionsmoment mxy = myx > 0 verursacht dabei eine Zugkraft auf das Lager mit dem
Bestreben, die Plattenecke von der Lagerung abzuheben.

² Sind die zu einer Plattenecke gehörenden Plattenränder eingespannt, verschwinden die
Torsionsmomente an diesen Rändern und damit die Kraft an der Plattenecke:

FE = mxy = myx = 0 . (3.65)

3.1.5 Gelenkig gelagerte Rechteckplatte - Lösung nach Navier

Eine allseitig zugfest-gelenkig gelager-

x

y

b

0a

b
0

0x

y 0

a

0p

Abbildung 3.7: Zugfest-gelenkig gelagerte
Rechteckplatte mit Rechtecklast p0.

te Rechteckplatte ist in einem recht-
eckigen Bereich mit den Seitenlängen
a0 und b0 und den Mittelpunktskoor-
dinaten x0 und y0 durch eine beliebige
Last p(x, y) belastet (Abb. 3.7). Die
Seitenkanten der belasteten Fläche ver-
laufen parallel zu den Kanten der Plat-
te. Gesucht werden sowohl die Biege-
fläche w(x, y) als auch die resultieren-
den Belastungen der Platte. Die an
den Plattenrändern zu fordernden Be-
dingungen

w(0, y) = w(a, y) = w(x, 0) = w(x, b) = 0 (3.66)

∆w(0, y) = ∆w(a, y) = ∆w(x, 0) = ∆w(x, b) = 0 (3.67)
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werden als die Navierschen Randbedingungen bezeichnet [18, 101, 104]. Für die Biegefläche
erfüllt der Fourierdoppelreihenansatz

w(x, y) =
∞X

m=1

∞X

n=1

wmn sin
mπx

a
sin
nπy

b
(3.68)

die Randbedingungen des Problems. Analog dem Ansatz (3.68) wird die Flächenlast p(x, y)
in einer Fourierdoppelreihe entwickelt:

p(x, y) =
∞X

m=1

∞X

n=1

pmn sin
mπx

a
sin
nπy

b
. (3.69)

Zur Berechnung der Fourierkoeffizienten pmn werden beide Seiten der Gleichung (3.69)
mit den orthogonalen Funktionen sin m̃πx

a
und sin ñπy

b
multipliziert und über den gesamten

Plattenbereich integriert:

aZ

x=0

bZ

y=0

p(x, y) sin
m̃πx

a
sin
ñπy

b
dx dy =

=
∞X

m=1

∞X

n=1

pmn

aZ

x=0

sin
mπx

a
sin
m̃πx

a
dx

bZ

y=0

sin
nπy

b
sin
ñπy

b
dy . (3.70)

Bei Berücksichtigung der Orthogonalitätsbeziehungen

cZ

ξ=0

sin
mπξ

c
sin
m̃πξ

c
dξ = 0 für m 6= m̃ (3.71)

und
cZ

ξ=0

sin
mπξ

c
sin
m̃πξ

c
dξ =

c

2
für m = m̃ (3.72)

folgt für die Gleichung (3.70) der Zusammenhang

aZ

x=0

bZ

y=0

p(x, y) sin
m̃πx

a
sin
ñπy

b
dx dy =

ab

4
pm̃ñ, (3.73)

woraus sich durch Umformen die Koeffizienten pm̃ñ bzw. nach Umbenennung der Indizes die
Koeffizienten pmn bestimmen lassen:

pmn =
4

ab

aZ

x=0

bZ

y=0

p(x, y) sin
mπx

a
sin
nπy

b
dx dy . (3.74)

Die zur Beschreibung der Biegefläche w(x, y) noch unbekannten Koeffizienten wmn werden
aus der Kirchhoffschen Plattendifferentialgleichung ∆∆w = p/K (Gl. (3.34)) gewonnen.
Mit

K∆∆w = K
∞X

m=1

∞X

n=1

Ã
m2

a2
+
n2

b2

!2
π4wmn sin

mπx

a
sin
nπy

b
= p(x, y) (3.75)
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erhält man durch Koeffizientenvergleich mit der Gleichung (3.69)

wmn =
1

Kπ4
pmn³

m2

a2
+ n2

b2

´2 (3.76)

und somit

w(x, y) =
1

Kπ4

∞X

m=1

∞X

n=1

pmn∙³
m
a

´2
+

³
n
b

´2¸2 sin
mπx

a
sin
nπy

b
. (3.77)

Platte mit konstanter Rechtecklast p0

Wird die Platte analog zur Abbildung 3.7 mit einer konstanten Rechtecklast p0 belastet, so
lassen sich die Fourierkoeffizienten pmn unter Berücksichtigung von

p(x, y) = p0 x0 ¡
a0
2

∙ x ∙ x0 +
a0
2

p(x, y) = p0 für y0 ¡
b0
2

∙ y ∙ y0 +
b0
2

(3.78)

p(x, y) = 0 den Restbereich

mit der Gleichung (3.74) bestimmen:

pmn =
4p0
ab

x0+
a0
2Z

x=x0−a0
2

y0+
b0
2Z

y=y0− b02

sin
mπx

a
sin
nπy

b
dx dy

=
16p0
mnπ2

sin
µ
mπ

a
x0

¶
sin

µ
mπ

a

a0
2

¶
sin

µ
nπ

b
y0

¶
sin

Ã
nπ

b

b0
2

!
(3.79)

mit m,n = 1, 3, 5... . So folgt für die Biegefläche aus der Gleichung (3.77) mit dem Zusam-
menhang (3.79)

w(x, y) =
16p0
Kπ6

∞X

m=1

∞X

n=1

sin mπx0
a
sin mπa0

2a
sin nπy0

b
sin nπb0

2b

mn
∙³

m
a

´2
+

³
n
b

´2¸2 sin
mπx

a
sin
nπy

b
. (3.80)

Platte mit Einzellast P im Punkt (x0, y0)

Für die Berechnung der Biegefläche w(x, y) bei Belastung durch eine Einzelkraft P im Punkt
(x0, y0) können die Koeffizienten pmn aus dem Grenzübergang aus Gleichung (3.79) erhalten
werden. Hierzu wird für die Kraft P

P = p0a0b0 (3.81)

gesetzt. Aus der Gleichung (3.79) folgt unter Beachtung von Gleichung (3.81)

pmn =
4P

ab
sin
mπx0
a

sin mπa0
2a

mπa0
2a

sin
nπy0
b

sin mπb0
2b

nπb0
2b

. (3.82)
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Anschließend wird der Grenzübergang a0 ! 0 und b0 ! 0 mit Hilfe der l’Hospitalschen
Regel [81] durchgeführt. Mit

lim
a0→0

sin mπa0
2a

mπa0
2a

= lim
a0→0

πa0
2a
cos mπa0

2a
πa0
2a

= lim
a0→0

cos
mπa0
2a

= 1 (3.83)

und

lim
b0→0

sin mπb0
2b

nπb0
2b

= lim
b0→0

πb0
2b
cos mπb0

2b
πb0
2b

= lim
b0→0

cos
mπb0
2b

= 1 (3.84)

folgt für die Gleichung (3.82) somit

lim
a0→0
b0→0

pmn =
4P

ab
sin
mπx0
a

sin
nπy0
b

(3.85)

und somit für die Biegefläche w(x, y) aus der Gleichung (3.77)

w(x, y) =
4P

abKπ4

∞X

m=1

∞X

n=1

sin mπx0
a
sin nπy0

b
sin mπx

a
sin nπy

b∙³
m
a

´2
+

³
n
b

´2¸2 . (3.86)

Ermittlung der Schnittlasten

Läßt sich für den untersuchten Belastungs- und Lagerungsfall der Platte ein Biegeflächen-
verlauf angeben, so können die Momente, Querkräfte und Spannungen in Abhängigkeit des
Ortes mit Hilfe der Gleichungen (3.29)-(3.31) und (3.35)-(3.38) angegeben werden. Die
Qualität der Belastungsverläufe ist dabei abhängig von der Ordnung der gefundenen Lösung.

3.1.6 Fest eingespannte Rechteckplatte - Ritz-Ansatz

Für eine allseitig fest eingespannte Recht-

x

y

b

0x

y 0

a

P

Abbildung 3.8: Fest eingespannte Rechteck-
platte mit Einzellast P .

eckplatte mit einer an der Stelle x = x0
und y = y0 angreifenden Einzellast P (Abb.
3.8) sollen der Biegeflächenverlauf w(x, y)
und die daraus resultierenden Plattenbelas-
tungen ermittelt werden. Die Lösung des
Problems muß den Randbedingungen der
allseitig fest eingespannten Rechteckplatte
genügen. Für diesen Fall läßt sich keine
strenge Lösung des Plattenproblems mit Hil-
fe einer Reihenentwicklung analog der Glei-
chung (3.68) angeben, die die geforderten
Randbedingungen erfüllt. Um dennoch eine
analytische Lösung der fest eingespannten

Rechteckplatte zu entwickeln, ist die Anwendung eines Näherungsverfahrens erforderlich.
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Hier eignet sich das Verfahren von Ritz, das als ein allgemeines Variationsproblem der Elas-
tizitätstheorie das Prinzip vom Minimum des elastischen Potentials formuliert [2, 5, 18, 78,
82, 101, 104]. Existiert ein Variationsproblem des elastischen Potentials

Π = Wf ¡Wa , (3.87)

erfüllen alle geometrisch zulässigen Verschiebungen, die das Gesamtpotential minimieren,
auch die Gleichgewichtsbeziehungen des Problems. Voraussetzung für die Existenz eines
Variationsproblems ist die Darstellbarkeit des elastischen Potentials Π in Abhängigkeit von
den unabhängigen Konstanten, der Verschiebungsfunktion w(x, y) und deren Ableitungen
als Integralausdruck. Verschiebungsfunktionen, die diese geometrischen Randbedingungen
erfüllen, werden als Vergleichsfunktionen bezeichnet. Eine Minimierung des Gesamtpoten-
tials bedeutet, daß die Variation des elastischen Potentials Null wird:

δΠ = δ (Wf ¡Wa) = 0 . (3.88)

Das elastische Potential Π in Gleichung (3.87) setzt sich aus der Differenz der Formände-
rungsarbeitWf und der Endwertarbeit der äußeren Belastung Wa zusammen. Im Fall des in
der Kirchhoffschen Plattentheorie angenommenen ebenen Spannungszustandes läßt sich
nach Timoshenko et al. [103] die Formänderungsarbeit schreiben als

Wf =
1

2

Z

V

(σxxεxx + σyyεyy + τxyγxy) dV . (3.89)

Wegen der Schubstarrheit der Platte,

γxz = γyz = 0 , (3.90)

gehen die Schubspannungen τxz und τyz nicht in die Gleichung für die Formänderungsarbeit
ein. Mit der Forderung

εzz = 0 (3.91)

fließt auch kein Energieanteil von σzz in die Gleichung (3.89) ein. Unter Berücksichtigung des
Hookeschen Gesetzes für den ebenen Spannungszustand (Gl. (3.18)) folgt aus der Gleichung
(3.89) durch Substitution der Spannungen durch die Verzerrungen der Zusammenhang

Wf =
1

2

Z

V

E

(1¡ ν2)

µ
ε2xx + ε2yy + 2 ν εxx εyy +

1¡ ν

2
γ2xy

¶
dV . (3.92)

Ersetzt man die Verzerrungen durch die Ableitung der Biegefläche (Gl. (3.36)-(3.38)) und
integriert über die Plattendicke h, so erhält man aus der Gleichung (3.92) unter Beachtung
des Zusammenhangs (3.21)

Wf =
1

2

Z

A

K

2
4
Ã
∂2w

∂x2

!2
+

Ã
∂2w

∂y2

!2
+ 2 ν

∂2w

∂x2
∂2w

∂y2
+ 2 (1¡ ν)

Ã
∂2w

∂x ∂y

!23
5 dA

=
1

2

Z

A

K

2
4(∆w)2 + 2 (1¡ ν)

0
@∂2w

∂x2
∂2w

∂y2
¡

Ã
∂2w

∂x ∂y

!21
A
3
5 dA . (3.93)
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Im betrachteten Fall der Rechteckplatte mit konstanter Plattensteifigkeit K ist eine weitere
Vereinfachung der Gleichung (3.93) möglich. Durch partielle Integration von

Z

A

∂2w

∂x ∂y
dx dy =

I

Γ

∂2w

∂x ∂y

∂w

∂x
dx¡

I

Γ

∂2w

∂y2
∂w

∂x
dy ¡

Z

A

∂2w

∂x2
∂2w

∂y2
dx dy (3.94)

folgt aus der Gleichung (3.93)

Wf =
1

2

Z

A

K
h
(∆w)2

i
dA+K (1¡ ν)

2
4
I

Γ

∂2w

∂x ∂y

∂w

∂x
dx¡

I

Γ

∂2w

∂y2
∂w

∂x
dy

3
5 . (3.95)

Für die Randbedingungen der festen Einspannung verschwinden die Randintegrale, so daß
sich der Ausdruck für die Formänderungsarbeit weiter vereinfachen läßt zu:

Wf =
1

2

Z

A

K
h
(∆w)2

i
dA . (3.96)

Als die Endwertarbeit der äußeren Belastung Wa versteht man die Arbeit der äußeren Be-
lastung, die bei voller Belastungsgröße bis zur Endverschiebung geleistet wird. Bei der Be-
trachtung von normal zur Oberfläche angreifenden Flächenbelastung p(x, y) und Einzellast
Pi(x, y) folgt

Wa =
Z

A

pw dA+
mX

i=1

Piwi . (3.97)

Statt der unbekannten Verschiebung w wird bei dem Verfahren von Ritz eine Vergleichs-
funktion w̃ als Doppelreihenansatz der Form

w(x, y) ¼ w̃(x, y) =
MX

i=1

MX

j=1

aijX
w
i (x)Y

w
j (y) (3.98)

eingeführt. Hierbei sind Xw
i (x) Funktionsansätze in Abhängigkeit der Koordinate x und

Y wj (y) von y abhängende Ansätze, die lediglich die wesentlichen Randbedingungen erfüllen
müssen. Bezüglich der Durchbiegung w sind dies die geometrischen Randbedingungen (w
und w,x bzw. w,y). Die unbekannten Koeffizienten aij werden durch das Minimum des
elastischen Potentials bestimmt:

δΠ =
kX

i=1

lX

j=1

∂Π

∂aij
δaij =

∂ (Wf ¡Wa)

∂aij
δaij = 0 . (3.99)

Im Fall der nicht trivialen Lösung

δaij 6= 0 (3.100)

erfordert die Minimierung des elastischen Potentials das Verschwinden der ersten Ableitung
des elastischen Potentials nach den Koeffizienten aij:

∂ (Wf ¡Wa)

∂aij
= 0 . (3.101)
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Im folgenden sollen beispielhaft zwei Vergleichsfunktionen betrachtet werden, die die geo-
metrischen Randbedingungen des Problems erfüllen [18, 21]:

Xwa
i (x) =

∙³
x
a

´4 ¡ 2
³
x
a

´3
+

³
x
a

´2¸i
,

Y waj (y) =
∙³

y

b

´4 ¡ 2
³
y

b

´3
+

³
y

b

´2¸j
,

(3.102)

und
Xwb
i (x) =

h
1¡ cos(2iπx

a
)
i
,

Y wbj (y) =
h
1¡ cos(2jπy

b
)
i
.

(3.103)

Die Bestimmung des Koeffizienten aij für beliebig angreifende Einzellasten folgt nach Glei-
chung (3.101) unter Beachtung der Gleichungen (3.96) und (3.97) aus dem Zusammenhang

∂

∂akl

8
<
:
1

2

Z

A

K (∆w̃)2 dA¡
rX

p=1

Pp w̃p

9
=
; = 0 ,

Z

A

K∆w̃
∂∆w̃

∂akl
dA¡

rX

p=1

Pp
∂w̃p
∂akl

= 0 . (3.104)

Nach Einsetzen der allgemeinen Formulierung der Ansatzfunktion w̃ aus der Gleichung (3.98)
folgt dann für den Zusammenhang (3.104)

K
MX
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MX

j=1

aij

2
64
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i X
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75¡

¡
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PpX
w
k (xp)Y

w
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(3.105)

bzw.

K
MX

i=1

MX

j=1

Zijkl aij =
rX

p=1

PpX
w
k (xp)Y

w
l (yp) . (3.106)

Die Koeffizienten Zijkl bestimmen sich aus dem Zusammenhang

Zijkl =

aZ

x=0

∂2Xw
i

∂x2
∂2Xw

k

∂x2
dx

bZ

y=0

Y wj Y
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l dy +
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∂y2
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aZ
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∂2Xw
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dx

bZ
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∂2Y wj
∂y2

Y wl dy +

aZ

x=0

Xw
i X

w
k dx

bZ

y=0

∂2Y wj
∂y2

∂2Y wl
∂y2

dy .

(3.107)

Matriziell kann die Gleichung (3.106) weiter vereinfacht werden zu

[Zijkl] faijg = fPpklg , (3.108)
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so daß sich die gesuchten Koeffizienten aij des Ritz-Ansatzes durch Umstellen und Lösen
der Gleichung (3.108) ermitteln lassen:

faijg = [Zijkl]−1 fPpklg . (3.109)

3.2 Die schwach gekrümmte Kirchhoff-Platte

Die im Kapitel 3.1 abgeleitete Plattentheorie kann auch als ein Sonderfall der allgemeinen
Schalentheorie gewertet werden. Läßt man beispielsweise bei einer Kugel- oder Zylinder-
schale den Radius gegen unendlich gehen (r ! 1), so erhält man die Beschreibung der
ebenen Platte. Es zeigt sich, daß schon eine geringe Wölbung ausreicht, um einen Spannungs-
zustand mit typischem Schalencharakter zu erhalten [20, 23, 24, 104]. Eingeprägte senkrechte
Lasten werden mit abnehmendem Radius nicht mehr ausschließlich über Querkräfte q und
Momente m sondern über Membrankräfte n abgetragen. Die sich aus der Flachheit ergeben-
den Vereinfachungen der Schalentheorie ermöglichen es, mit geringerem Berechnungsaufwand
als bei der allgemeinen Theorie der Schalen Fragestellungen schwach gekrümmter Strukturen
zu untersuchen. Ein solches Tragwerk wird als schwach gekrümmte Platte bzw. als flache
Schale bezeichnet.
Analog zur Plattentheorie wird die Geometrie der flachen Schale durch den Verlauf der Mit-
telfläche in einem kartesischen Koordinatensystem hinreichend genau beschrieben. Für die
schwach gekrümmte Platte wird dabei die Annahme getroffen, daß die Krümmungen der
Mittelfläche klein bezüglich der x-y-Ebene sind:

Ã
∂z

∂x

!2
¿ 1 ,

Ã
∂z

∂y

!2
¿ 1 . (3.110)

Schnittgrößen

Aufgrund der getroffenen Annahme habe ein infinitessimal kleines Schalenelement in der
Abbildung 3.9 die Seitenlängen dx und dy. An den Elementseiten lassen sich die Querkräfte

x

y

z

P

xy

z y

z

x

xr

z

yxτ
yzτyσ

dF

xzτ
xσ

xyτ

Abbildung 3.9: Links: Beschreibung der Schalenmittelfläche als Funktion z(x, y) im karte-
sischen Koordinatensystem. Rechts: Spannungen am infinitessimalen Schalenelement.
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qx =
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2Z

−h
2

τxz(1¡
z

ry
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antragen (Abb. 3.10). Die an der Mittelfläche wirkenden Biege-
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Abbildung 3.10: Infinitessimaler Ausschnitt der Schalenmittelfläche mit eingeprägten
äußeren Lasten. Links: Scheibenschnittgrößen. Rechts: Plattenschnittgrößen.

momente

mx =

h
2Z

−h
2

σxz(1¡
z

ry
) dz sowie my =

h
2Z

−h
2

σyz(1¡
z

rx
) dz (3.112)

und Torsionsmomente

mxy =

h
2Z

−h
2

τxyz(1¡
z

ry
) dz und myx =

h
2Z

−h
2

τyxz(1¡
z

rx
) dz (3.113)

haben die Einheit
h
Kraft · wahreLänge

Einheitslänge

i
. Die schiefwinkligen Schnittkräfte

nx =

h
2Z

−h
2

σx(1¡
z

ry
) dz , ny =

h
2Z

−h
2

σy(1¡
z

rx
) dz , (3.114)

nxy =

h
2Z

−h
2

τxy(1¡
z

ry
) dz und nyx =

h
2Z

−h
2

τyx(1¡
z

ry
) dz (3.115)

in den Größen
h

Kraft

Einheitslänge

i
sind in diesem Fall von gewöhnlichen Normal- und Schubkräften

nicht unterscheidbar. Im Fall der Kugelschale gilt für die die Geometrie beschreibenden
Radien rx = rx = r. Im Fall der ebenen Platte (rx ! 1, ry ! 1) gehen die Gleichungen
(3.111)-(3.113) in die Plattenbeziehungen (3.7)-(3.9) über.
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Gleichgewichtsbedingungen

Dem Schalenelement werden, wie in der Abbildung 3.10 dargestellt, die äußeren Lasten px,
py und pz eingeprägt. Anders als bei ebenen Scheiben und Platten liefern bei den flachen
Schalen orthogonal zur Mittelfläche angreifende Kräfte auch in der Mittelfläche wirkende Be-
anspruchungen. Umgekehrt gehen in der Schalenmittelfläche wirkende Kräfte in die Gleichge-
wichtsbetrachtungen in senkrechter Richtung mit ein. Die Abbildung 3.11 zeigt exemplarisch
die Beiträge der Kräfte nx dx und deren Zuwächse in x-Richtung. So fließt bei der Annahme
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Abbildung 3.11: Krümmungsabhängigkeit der Belastungskomponenten.

einer schwachen Krümmung,

ϕ ¼ ∂z

∂x
und rx ¼ ry , (3.116)

der Anteil nx
∂2z
∂x2
dx dy mit in die Gleichgewichtsbetrachtungen in z-Richtung ein. Durch die

Krümmung ∂2z
∂x∂y

ist die schiefwinklige Kraft nx dy mit dem Faktor
∂2z
∂x∂y

dx in der Aufstellung
des Gleichgewichts in z-Richtung zu berücksichtigen. Analoges gilt für alle Schnittgrößen
des Schalenelementes, so daß sich nach Streichen der allen Gliedern gemeinsamen Fläche
dx dy die Gleichgewichtsbeziehungen in den drei Raumrichtungen angeben lassen zu:

∂nx
∂x

+
∂nxy
∂y

¡ qx
∂2z

∂x2
¡ qy

∂2z

∂x ∂y
+ px = 0 , (3.117)

∂nxy
∂x

+
∂ny
∂y

¡ qx
∂2z

∂x ∂y
¡ qy

∂2z

∂y2
+ py = 0 (3.118)

und

nx
∂2z

∂x2
+ 2nxy

∂2z

∂x ∂y
+ ny

∂2z

∂y2
+
∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

+ pz = 0 . (3.119)

Das Aufstellen der Momentengleichgewichte liefert analog zur Plattentheorie die Zusam-
menhänge

∂mx

∂x
+
∂mxy

∂y
= qx und

∂mxy

∂x
+
∂my

∂y
= qy . (3.120)

Zur weiteren Vereinfachung der Gleichung (3.119) sind die Größenordnungen der Einzel-
glieder in den Gleichungen (3.117) und (3.118) abzuschätzen. Hierzu wird eine Länge l
gewählt, so daß gilt:

l
∂qx
∂x

¼ qx und l
∂nx
∂x

¼ nx . (3.121)
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Unter einer ähnlichen geometrischen Betrachtung wie in der Abbildung 3.11 kann dann der
Zusammenhang

nx l
∂2z

∂x2
¼ qx (3.122)

formuliert werden. Die getroffene Annahme (3.110) läßt sich erweitern zu

Ã
l
∂2z

∂x2

!2
¿ 1 , (3.123)

so daß die Beziehung

n2x ¼
Ã
l
∂2nx
∂x2

!2
À

Ã
nx l

∂2z

∂x2

!2
¼ q2x À

Ã
qx l

∂2z

∂x2

!2
(3.124)

gefolgert werden kann. Die linke Seite der Gleichung (3.124) ist auch ohne die Quadrate um
zwei Stufen größer als die rechte, so daß weiter der Zusammenhang

∂nx
∂x

À qx
∂2z

∂x2
(3.125)

abgeleitet werden kann. Damit vereinfachen sich die Gleichungen (3.117) und (3.118) zu

∂nx
∂x

+
∂nxy
∂y

+ px = 0 und
∂nxy
∂x

+
∂ny
∂y

+ py = 0 (3.126)

Die Einführung der Airyschen Spannungsfunktion Φ, den Beziehungen

nx =
∂2Φ

∂y2
¡

Z
px dx , ny =

∂2Φ

∂x2
¡

Z
py dy , nxy = ¡ ∂2Φ

∂x ∂y
(3.127)

genügen. Somit läßt sich die Gleichung (3.119) mit den Zusammenhängen (3.126)-(3.127)
schreiben als:

∂2Φ

∂x2
∂2z

∂y2
¡2 ∂2Φ

∂x ∂y

∂2z

∂x ∂y
+
∂2Φ

∂y2
∂2z

∂x2
+
∂qx
∂x
+
∂qy
∂y

= ¡pz+
∂2z

∂y2

Z
px dx+

∂2z

∂x2

Z
py dy . (3.128)

3.2.1 Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen

Zur Herleitung der Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen der schwach gekrümmtenKirch-
hoff-Platte werden zunächst die kinematischen Beziehungen einer Normalen A0A=ζ eines
Schalenelementes betrachtet (s. a. Abb. 3.12). Der Punkt A0 kennzeichnet eine beliebige
Position auf der Schalenmittelfläche. Der Punkt A befindet sich innnerhalb der Schalendicke
mit dem Abstand 0 < ζ < h/2 zur Mittelfläche der Schale und bildet mit dem Punkt A0
eine Normale zur Schalenmittelfläche. Durch die Schalenkrümmung

κx =
∂2z

∂x2
und κy =

∂2z

∂y2
(3.129)

schließt die Tangente im Punkt A0 mit der x-Achse den Winkel
∂z
∂x
ein. Analog läßt sich für

einen Schnitt x= const. der Winkel ∂z
∂y
angeben. u, v und w kennzeichnen die Verschiebun-

gen in der Schalenmittelfläche bzw. senkrecht dazu (s.Abb. 3.13). Die Verschiebungen im
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Abbildung 3.12: Kinematische Beziehun-
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Abbildung 3.13: Linienelement mit den
Endpunkten A0, B0 auf der Schalenmit-
telfläche beim Schnitt y=const..

Abstand ζ zur Mittelfläche und parallel zu u, v und w werden mit uζ , vζ und wζ bezeichnet
(s. Abb. 3.14). Nach den Verschiebungen u und w des Punktes A in der Abbildung 3.12
besitzt das Linienelement A0A die neuen Endpunkte A

0
0A

0. Die Tangenten durch die Punkte
A0 und A

0
0 schließen zusammen den Winkel

∂w
∂x
ein. Durch die gegenseitige Annäherung der

Normalen A0A und A
0
0A

0 kann für die Verschiebungen des Punktes A für kleine Winkel,

sinα ¼ α und cosα ¼ 1 , (3.130)

die Beziehung

uζ = u¡
∂w

∂x
ζ bzw. analog vζ = v ¡

∂w

∂y
ζ (3.131)

angegeben werden. Die Abbildung 3.13 zeigt das Linienelement AB im Abstand ζ zur
Mittelfläche. Aufgrund der Flachheit der Schale kann die Länge des Linienelementes mit
ds¼dx angenommen werden. Durch die Verschiedenheit der Verschiebungen in den Punkten
A und B erfährt das Linienelement die Verlängerung

∂uζ
∂x
. Die radiale Verschiebung wζ führt

aus Gründen der gegenseitigen Annäherung der Normalen A0A und B0B zu einem negativen

Anteil ¡∂2wζ

∂x2
bei der Längsdehnung des Linienelementes AB. Somit kann für die Dehnung

der Zusammenhang

εx =
∂uζ
∂x

¡ ∂2wζ

∂x2
(3.132a)

bzw. in analoger Weise

εy =
∂vζ
∂y

¡ ∂2wζ

∂y2
(3.132b)

formuliert werden. Bedingt durch die Verdrillung

κxy =
∂2z

∂x ∂y
(3.133)

der Schalenmittelfläche ist die Radialverschiebung wBζ an der Stelle B zur Verschiebung w
A
ζ

des Punktes A nicht nur um den Betrag wζ
∂2wζ

∂x2
dx in x-Richtung geneigt, sondern auch um
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wζ
∂2wζ

∂x∂y
dy in y-Richtung. Ein analoges Verhalten kann für den Punkt C formuliert werden,

der mit dem Punkt A ein zu dem Linienelement AB orthogonales Linienelement AC bildet
(s. Abb. 3.15). Bei der Betrachtung der Schubverzerrung γxy liefert somit auch die Radialver-
schiebung wζ einen winkelvergrößernden Anteil zu der aus dem ebenen Verzerrungszustand

bekannten Komponente
∂uζ
∂y
+

∂vζ
∂x
. Die Schubverzerrung läßt sich im Fall der flachen Schale

mit

γxy =
∂uζ
∂y

+
∂vζ
∂x

¡ 2wζ
∂2wζ

∂x ∂y
(3.134)

angeben. Mit den kinematischen Beziehungen der schwach gekrümmten Platte bzw. der
flachen Schale (3.132a), (3.132b), (3.134) folgt mit den Gleichungen (3.131) für die Verzer-
rungen

εx =
∂u

∂x
¡ ∂2w

∂x2
ζ ¡ w ∂2z

∂x2
, (3.135a)

εy =
∂v

∂y
¡ ∂2w

∂y2
ζ ¡ w ∂2z

∂y2
(3.135b)

und

γxy =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
¡ 2 ∂2w

∂x ∂y
ζ ¡ 2w ∂2z

∂x ∂y
. (3.135c)

3.2.2 Materialgesetz

Ausgehend von einem linear-elastischen Materialverhalten und einer isotropen Materialsym-
metrie der flachen Schale können die Zusammenhänge zwischen den Spannungen und Ver-
zerrungen über das Hookesche Gesetz der Gleichung (3.18a)-(3.18c) hergestellt werden.
Unter der vereinfachenden Annahme sehr dünner Schalen und einem großen Krümmungsra-
dius r geht das Glied z/r in den Gleichungen (3.111)-(3.115) gegen Null. Mit Hilfe des
Hookeschen Gesetzes, den Definitionsgleichungen (3.112)-(3.115) der Schalenmomente und
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-spannungen und den Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen der Gleichungen (3.135a)-
(3.135c) folgt nach der Integration über die Schalendicke h das Elastizitätsgesetz der schwach
gekrümmten Platte zu

nx = D

"
∂u

∂x
+ ν

∂v

∂y
¡

Ã
∂2z

∂x2
+ ν

∂2z

∂y2

!
w

#
, (3.136a)

ny = D

"
∂v

∂y
+ ν

∂u

∂x
¡

Ã
∂2z

∂y2
+ ν

∂2z

∂x2

!
w

#
, (3.136b)

nxy = D
1¡ ν

2

"
∂u

∂y
+ ν

∂v

∂x
¡ 2 ∂2z

∂x ∂y
w

#
(3.136c)

mit der Dehnsteifigkeit D =
E h

1¡ ν2
,

mx = ¡K
"
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

#
, (3.136d)

my = ¡K
"
∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

#
, (3.136e)

mxy = ¡K (1¡ ν)
∂2w

∂x ∂y
(3.136f)

mit der Biegesteifigkeit K =
E h3

12 (1¡ ν2)

3.2.3 Schwach gekrümmte Platte über rechteckigem Grundriß

Die Zusammenhänge (3.120), (3.127) und (3.128) können auf zwei Differentialgleichungen
vierter Ordnung mit den Unbekannten Φ(x, y) und w(x, y) reduziert werden (s. a. Flügge
[24] und Schnell et al. [98]):

K∆∆w(x, y)¡ κx
∂2Φ(x, y)

∂y2
¡ κy

∂2Φ(x, y)

∂x2
= p(x, y) , (3.137a)

∆∆Φ(x, y) +D(1¡ ν)

Ã
κx
∂2w(x, y)

∂y2
+ κy

∂2w(x, y)

∂x2

!
= 0 . (3.137b)

Mit der Einführung einer zunächst noch unbekannten Hilfsfunktion ψ(x, y) und der Ansätze

w(x, y) = ∆∆ψ(x, y) (3.138a)

und Φ(x, y) = ¡D(1¡ ν2)

"
κx
∂2ψ(x, y)

∂y2
+ κy

∂2ψ(x, y)

∂x2

#
. (3.138b)

kann das Problem in eine partielle Differentialgleichung achter Ordnung überführt werden:

∆∆∆∆ψ(x, y) +
D(1¡ ν2)

K

"
κ2x
∂4ψ(x, y)

∂y4
+ 2 κx κy

∂4ψ(x, y)

∂x2 ∂y2
+ κ2y

∂4ψ(x, y)

∂x4

#
=
p

K
.

(3.139)
Die unbekannte Hilfsfunktion ψ(x, y) kann für die gelenkige Lagerung analog dem Vorgehen
in Kapitel 3.1.5 in einer Fourier-Doppelreihe entwickelt werden:

ψ(x, y) =
∞X

m=1

∞X

n=1

ψmn sin(
mπ x

a
) sin(

nπ y

b
) . (3.140)
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Der Ansatz (3.140) erfüllt die Navierschen Randbedingungen (3.141) der frei drehbar
gelagerten, schwach gekrümmten Platte, z. B. für den Rand x = const.:

w = v = mx = nx = 0 , (3.141)

Ebenso wird die Vertikallast p(x, y) in einer Fourier-Doppelreihe entwickelt,

p(x, y) =
∞X

m=1

∞X

n=1

pmn sin(
mπ x

a
) sin(

nπ y

b
) , (3.142)

deren Fourier-Koeffizienten für die Einzellast bereits in dem Kapitel 3.1.5 mit

pmn =
4P

a b
sin(

mπ x0
a

) sin(
nπ y0
b
) (3.143)

bestimmt worden sind. Durch Einsetzen der Doppelreihenansätze (3.140) für die Hilfsfunk-
tion ψ(x, y) und (3.142) für die Last p(x, y) in die partielle Differentialgleichung (3.139)
und anschließenden Koefffizientenvergleich erhält man den Fourier-Koeffizienten für die
Hilfsfunktion ψ(x, y):

ψmn =
pmn

K
∙³

mπ
a

´2
+

³
nπ
b

´2¸4
+ E h

∙
κy

³
mπ
a

´2
+ κx

³
nπ
b

´2¸2 . (3.144)

Damit ist es nun möglich mit der Gleichung (3.138a) die Durchbiegung w(x, y) der Platten-
mittelfläche zu berechnen,

w(x, y) =
∂4ψ(x, y)

∂x4
+ 2

∂4ψ(x, y)

∂x2 ∂y2
+
∂4ψ(x, y)

∂y4
, (3.145a)

so daß sich nach Einsetzen der Hilfsfunktion (3.140) mit den Gleichungen (3.142) bis (3.144)
der Zusammenhang

w(x, y) =
4P

ab

∞X

m=1

∞X

n=1

∙³
mπ
a

´2
+

³
nπ
b

´2¸2
sin(mπ x0

a
) sin(nπ y0

b
) sin mπx

a
sin nπy

b

K
∙³

mπ
a

´2
+

³
nπ
b

´2¸4
+ E h

∙
κy

³
mπ
a

´2
+ κx

³
nπ
b

´2¸2 (3.145b)

für die Biegefläche ergibt. Mit der nun bekannten Spannungsfunktion Φ(x, y) aus der Glei-
chung (3.138b) können die Schnittkräfte bestimmt werden:

nx =
∂4Φ

∂x2
= ¡Eh

"
κx
∂4ψ(x, y)

∂y4
+ κy

∂4ψ(x, y)

∂x2 ∂y2

#
, (3.146a)

ny =
∂4Φ

∂y2
= ¡Eh

"
κx
∂4ψ(x, y)

∂x2 ∂y2
+ κy

∂4ψ(x, y)

∂x4

#
, (3.146b)

nxy = ¡ ∂4Φ

∂x ∂y
= Eh

"
κx
∂4ψ(x, y)

∂x ∂y3
+ κy

∂4ψ(x, y)

∂x3 ∂y

#
. (3.146c)
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Abbildung 3.16: Kugelschale über quadratischem Grundriß.

Beispielberechnung

Als Beipielberechnung wird eine allseitig gelenkig gelagerte, schwach gekrümmte Platte über
quadratischem Grund betrachtet. Der Grundriß sei a= b=50mm und die Platte habe eine
Überhöhung von jeweils Ũ =§0, 6mm/§ 1, 2mm/ § 1, 8mm (s. Abb. 3.2.3, links; s. a. Kap.
6.1.3). Die Dicke der Platte betrage h = 4mm. Das Material weise eine Steifigkeit von
E = 70GPa mit einer Querkontraktionszahl von ν = 0, 3 auf. Belastet wird die schwach
gekrümmte Platte durch eine zentral angreifende Vertikallast F (Abb. 3.2.3, rechts). Hinre-
ichende Konvergenz der Lösungen mittels der Fourier-Doppelreihenansätze (3.145b) kann
dabei mit der Ansatzordung M = 11 nachgewiesen werden (s. a.Kap. 4.5.3). Im Sonderfall
der schwach gekrümmten Platte über quadratischem Grundriß (a = b) läßt sich dann die
Plattenmittelfläche mit

z(x, y) =
1

2R

"µ
x¡ a

2

¶2
+

µ
y ¡ a

2

¶2#
¡ Ũ (3.147)

beschreiben. Somit bestimmen sich die Krümmungen mit der Gleichung (3.129) zu

κx =
∂2z

∂x2
= κy =

∂2z

∂y2
=
1

R
. (3.148)

Die Abbildung 3.17 zeigt die relative Steifigkeit als Quotienten der relativen Maximaldurch-
biegung webPlmax/F der ebenen Platte und der relativen maximalen Durchbiegung wmax/F der
schwach gekrümmten Platte in Abhängigkeit von der Überhöhung Ũ . Desweiteren ist in
der Abbildung 3.17 die maximale relative Membranspannung σmemx,max/F =Nx,max/(hF ) der
schwach gekrümmten Platte bezogen auf die maximale relative Biegespannung σBx,max/F

der ebenen Platte über der Überhöhung aufgetragen. Bei der Berechnung der schwach
gekrümmten Platte mit einer Doppel-Fourier-Reihe (3.145b) erfüllen die gewählten Ansatz-
funktionen (3.140) und (3.142) die geforderten Navierschen Randbedingungen. Die Berech-
nungen zeigen, daß die Plattenkrümmungen einen wesentlichen Einfluß auf die Steifigkeit
der schwach gekrümmten Platte und die Schnittlasten besitzen. So sinkt bei gleicher Ver-
tikallast F mit zunehmender Überhöhung Ũ die Durchbiegung w(x, y). Das heißt, daß die
Krümmung der Platte die Steifigkeit erhöht. Die Darstellung der relativen Durchbiegung
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Abbildung 3.17: Geometrieabhängigkeit der relativen Steifigkeit und der relativen Mem-
branspannung der schwach gekrümmten Platte.

über der Überhöhung zeigt dabei einen symmetrischen Verlauf, so daß die Orientierung der
Krümmung keinen Einfluß auf die Gesamtsteifigkeit besitzt. Wie bereits im Kapitel 3.2
diskutiert, werden mit zunehmender Überhöhung die eingeprägten Vertikallasten nicht mehr
ausschließlich über Querkräfte und -momente sondern auch über Membrankräfte abgetra-
gen. In der Abbildung 3.17 wird deutlich, daß mit der Krümmung der Platte auch die
Membranspannungen ansteigen. Der Kurvenverlauf der relativen Membranspannung über
der Überhöhung ist antimetrisch. Konvex belastete Platten erzeugen Druckspannungen und
konkav belastete Zugspannungen. Bezüglich der hier betrachteten Membrankraft besitzt die
Krümmungsorientierung der Platte eine wesentliche Bedeutung.

3.3 Erweiterte Kirchhoffsche Theorie für orthotrope

Platten

Die im Kapitel 3.1 hergeleitete Kirchhoffsche Plattentheorie beschränkt sich auf Platten
mit homogenen, isotropen Materialeigenschaften. Für den Fall einer Richtungsabhängigkeit
der Materialeigenschaften ist die Plattentheorie in Kapitel 3.1 nicht ausreichend. Generell
wird zwischen einer werkstoffabhängigen Anisotropie, wie sie beispielsweise in einer Einzel-
schicht eines Mehrschichtverbundes auftritt, und einer konstruktiven Anisotropie, wie sie
in einem Laminat vorliegt, unterschieden. In diesem Kapitel soll die allgemeine Kirch-
hoffsche Plattentheorie für den Sonderfall der Orthotropie erweitert werden. Das Material
soll hierzu als makroskopisch homogen betrachtet werden.



54 KAPITEL 3. BETRACHTUNGEN AUSGEWÄHLTER PLATTENTHEORIEN

3.3.1 Annahmen der orthotropen Kirchhoff-Platte

Analog den Aufzählungen in Kapitel 3.1.1 gelten für die orthotrope Kirchhoff-Platte die
Annahmen der allgemeinen Kirchhoffschen Plattentheorie. Diese Grundannahmen der
isotropen Platte sind für den Fall der Orthotropie zu ergänzen [3]:

² Das Material wird als makroskopisch homogen und orthotrop betrachtet. Das heißt,
sind die lokalen Störungen der Isotropie (z. B. Übergang von Faser und Matrix) genügend
klein, so können die Unstetigkeiten

”
verschmiert” werden.

² Die Materialeigenschaften werden als konstant über die Plattendicke und in den zwei
orthogonalen Richtungen betrachtet.

3.3.2 Grundgleichungen der orthotropen Kirchhoff-Platte

Ausgehend von den Annahmen der orthotropen Platte in Kapitel 3.3.1 und unter Berück-
sichtigung der analogen Voraussetzungen der allgemeinen Kirchhoffschen Plattentheorie,
wie sie in Kapitel 3.1 getroffen worden sind, behalten alle Grundgleichungen, mit Ausnahme
des Stoffgesetzes, ihre Gültigkeit bei. Somit können die Plattenschnittgrößen (3.7)-(3.9),
die Gleichgewichtsbedingungen (3.10), (3.13) sowie die Verzerrungs-Verformungs-Beziehung
(3.15) für die weitere Herleitung übernommen werden [82]. Das Hookesche Gesetz ist
nun zu erweitern für linear elastisches, orthotropes Material. Fallen die x- und y-Achse
mit den Orthotropierichtungen des Materials zusammen, so ist der Elastizitätsmodul Ex
für die x-Richtung und Ey für die y-Richtung zu definieren. Die Querkontraktionszahl für
die Querverzerrung in y-Richtung infolge einer Spannung in x-Richtung wird als νxy be-
zeichnet. Die Poisson-Zahl νyx beschreibt folglich die Verformungsantwort des Materials
in x-Richtung aufgrund einer Belastung in y-Richtung [32, 104]. Somit ergeben sich für die
orthotrope Platte die Zusammenhänge

εx =
σx
Ex

¡ νyx
σy
Ey
, (3.149a)

εy =
σy
Ey

¡ νxy
σx
Ex
, (3.149b)

γxy = γyx =
τxy
Gxy

, (3.149c)

wobei gilt:
τxy = τyx . (3.150)

Durch Umstellen der Gleichungen (3.149a)-(3.149c) lassen sich die Zusammenhänge nach
den Spannungen auflösen:

σx =
Ex

1¡ νxyνyx
(εx + νyxεy) , (3.151)

σy =
Ey

1¡ νxyνyx
(εy + νxyεx) , (3.152)

τxy = τyx = Gxyγxy . (3.153)
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Mit den Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen analog den Gleichungen (3.15) folgt aus
den Gleichungen (3.151)-(3.153)

σx = ¡ Ex
1¡ νxyνyx

Ã
∂2w

∂x2
+ νyx

∂2w

∂y2

!
z , (3.154)

σy = ¡ Ey
1¡ νxyνyx

Ã
∂2w

∂y2
+ νxy

∂2w

∂x2

!
z , (3.155)

τxy = ¡2Gxy
Ã
∂2w

∂x ∂y

!
z . (3.156)

Da die weitere Gültigkeit der Plattenschnittgrößen der Kirchhoffschen Plattentheorie
gefordert wurde, folgt durch Einsetzen der Gleichungen (3.154)-(3.156) in die Gleichungen
(3.8)-(3.9)

mx = ¡ Exh
3

12 (1¡ νxyνyx)

Ã
∂2w

∂x2
+ νyx

∂2w

∂y2

!
, (3.157)

my = ¡ Eyh
3

12 (1¡ νxyνyx)

Ã
∂2w

∂y2
+ νxy

∂2w

∂x2

!
, (3.158)

mxy = myx = ¡Gxyh
3

6

Ã
∂2w

∂x ∂y

!
. (3.159)

Mit Einführung der Plattensteifigkeiten

Kx =
Exh

3

12 (1¡ νxyνyx)
(3.160)

und

Ky =
Eyh

3

12 (1¡ νxyνyx)
(3.161)

folgt aus (3.157) und (3.158)

mx = ¡Kx

Ã
∂2w

∂x2
+ νyx

∂2w

∂y2

!
(3.162)

und

my = ¡Ky

Ã
∂2w

∂y2
+ νxy

∂2w

∂x2

!
. (3.163)

Die Konstanten Kx, Ky, νxy und νyx sind dabei nach dem Reziprozitätssatz vonMaxwell-
Betti [101]

Ex
νxy

=
Ey
νyx

(3.164)

verknüpft durch die Beziehung
Kx

νxy
=
Ky

νyx
. (3.165)

Da die Schubspannungen τxy und τyx aufgrund der Gleichgewichtsbedingungen (Satz von
der Gleichheit zugeordneter Schubspannungen) gleich sind, ist dieser Zusammenhang auch
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für die Drillmomente mxy und myx zu fordern [32]. Für die isotrope Platte gilt nach der
Gleichung (3.31) der Zusammenhang

mxy = myx = ¡K (1¡ ν) ∂
2w

∂x ∂y
. (3.166)

Mit der Gleichung (3.150) kann weiter auch eine Abhängigkeit der Plattensteifigkeiten Kx

und Ky von den Materialeigenschaften beider Hauptrichtungen gefolgert werden. Die Mit-

telwerte
q
KxKy der Steifigkeiten und

p
νxyνyx der Querverzerrungen liefern damit eine gute

Näherung für den orthotropen Fall. Somit folgt aus (3.166)

mxy = myx = ¡
q
KxKy

³
1¡p

νxyνyx
´ ∂2w

∂x ∂y
(3.167)

für das Drillmoment der orthotropen Platte. Mit Einführung der Drillsteifigkeit

2C =
q
KxKy

³
1¡p

νxyνyx
´

(3.168)

folgt aus (3.167) für das Drillmoment

mxy = myx = ¡2C ∂2w

∂x ∂y
(3.169)

und mit der Gleichung (3.159)

2C = 2Gxy
h3

12
. (3.170)

Die Drillsteifigkeit 2C kann entweder mit der Gleichung (3.168) aus den Materialkennwerten
der orthotropen Platte berechnet oder aus dem Schubmodul Gxy ermittelt werden. Für die
Querkräfte qx und qy folgt aus den Gleichungen (3.35) mit (3.162), (3.163) und (3.169):

qx = ¡Kx

∂3w

∂x3
¡ (Kxνyx + 2C)

∂3w

∂x∂y2
, (3.171)

qy = ¡Ky

∂3w

∂y3
¡ (Kyνxy + 2C)

∂3w

∂x2∂y
. (3.172)

Durch Einsetzen der Ausdrücke für die Querkräfte der Gleichungen (3.171) und (3.172) in
die Gleichgewichtsbedingungen (3.10) folgt die Plattendifferentialgleichung der orthotropen
Platte

Kx

∂4w

∂x4
+ 2H

∂4w

∂x2∂y2
+Ky

∂4w

∂y4
= p(x, y) (3.173)

mit
2H = Kxνyx +Kyνxy + 4C . (3.174)

Im Sonderfall der Isotropie

Kx = Ky = K , (3.175)

νxy = νyx = ν (3.176)

geht die Plattendifferentialgleichung der orthotropen Platte (3.173) in die Differentialgleichung
der isotropen Platte (3.32) über.



3.3. ERWEITERTE KIRCHHOFFSCHE THEORIE FÜR ORTHOTROPE PLATTEN57

3.3.3 Plattenspannungen der orthotropen Kirchhoff-Platte

Die Plattenspannungen in Abhängigkeit der Schnittgrößen der erweitertenKirchhoffschen
Plattentheorie für orthotrope Platten lassen sich analog zu den Gleichungen (3.39)-(3.41)
angeben. Ähnlich der Kirchhoff-Platte können die Spannungen in Dickenrichtung nicht
direkt angegeben werden - sie sind wieder aus den lokalen Bewegungsgleichungen (3.42)-
(3.44) herzuleiten:

σz(x, y, z) = ¡
"
C11

∂4w

∂x4
+ (2C12 + 4C66)

∂4w

∂x2 ∂y2
+ C22

∂4w

∂y4

#Ã
z3

6
¡ h2

8
z +

h3

24

!
,

τzy(x, y, z) =

"
(C12 + 2C66)

∂3w

∂x2 ∂y
+ C22

∂3w

∂y3

#Ã
z2

2
¡ h2

8

!
,

τzx(x, y, z) =

"
C11

∂3w

∂x3
+ (C12 + 2C66)

∂3w

∂x ∂y2

#Ã
z2

2
¡ h2

8

!
. (3.177)

Die Cij (i, j = 1, 2, 6) sind dabei die Koeffizienten der orthotropen Steifigkeitsmatrix [C] aus
der linear-elastischen Kontinuumsmechanik (2.55).

3.3.4 Randbedingungen der orthotropen Kirchhoff-Platte

Für die Randbedingungen der orthotropenKirchhoff-Platte gelten die gleichen Überlegun-
gen wie in Kapitel 3.1.4 für die isotrope Kirchhoff-Platte. Die Plattengleichung der or-
thotropen Platte (3.173) ist wiederum eine Differentialgleichung vierter Ordnung mit acht
Integrationskonstanten. Pro Rand können nur zwei Randbedingungen formuliert werden, so
daß erneut Ersatzquerkräfte wie in den Gleichungen (3.58)-(3.60) eingeführt werden müssen
[32, 82]. So folgt unter Berücksichtigung der Zusammenhänge (3.171) und (3.172) für die
Ersatzquerkräfte

qx = ¡Kx

"
∂3w

∂x3
+

µ
4C

Kx

+ νyx

¶
∂3w

∂x ∂y2

#
, (3.178)

und

qy = ¡Ky

"
∂3w

∂y3
+

Ã
4C

Ky

+ νxy

!
∂3w

∂x2 ∂y

#
. (3.179)
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Kapitel 4

Grundgleichungen anisotroper
Laminatplatten

Im Kapitel 3 wurde bei der ebenen Platte davon ausgegangen, daß der Scheiben- und Plat-
tenzustand voneinander entkoppelt sind. Während bei der Scheibe die Kräfte in der Ebene
des Flächentragwerkes wirken, greifen bei der Platte die Lasten ausschließlich quer zur Mit-
telebene an [2, 28, 30, 32]. Die auftretenden Schnittlasten sind drei Scheibenschnittgrößen
und fünf Plattenschnittgrößen, die im Fall der hergeleiteten isotropen und orthotropen
Kirchhoff-Platte voneinander unabhängig sind. Bei der Betrachtung von mehrschichtigen
Laminaten ist diese Annahme nicht uneingeschränkt übertragbar. Im nachfolgenden Ab-
schnitt soll in die Berechnung von Schichtverbunden mit Hilfe der Laminattheorie eingeführt
werden.

4.1 Monotrope Einzelschicht

Die kleinste Einheit eines Laminates ist die Einzelschicht (ES), deren Materialkennwerte sich
aus dem Werkstoffverhalten der Einzelkomponenten berechnen lassen. Die mikromecha-
nische Betrachtung der Eigenschaften der Einzelkomponenten des Verbundes zur Ermitt-
lung der effektiven Gesamteigenschaften der unidirektionalen (UD) beziehungsweise paral-
lelfaserverstärkten Einzelschicht (P-ES) wird als Homogenisierung bezeichnet. Für dieses
Vorgehen sind zahlreiche Vorschläge für die Mischungsregeln entworfen worden [28, 58,
83]. In der Praxis ist die Materialeigenschaftsermittlung der Einzelfaser sehr schwierig
bzw. unmöglich, so daß im allgemeinen das Werkstoffverhalten der Einzelschicht ermit-
telt wird. Aus diesem Grund wird auf eine Betrachtung der Mikromechanik im folgen-
den verzichtet. Die Werkstoffeigenschaften der Einzelkomponenten des Verbundes sind
dabei so zu kombinieren, daß für den geforderten Einsatzbereich eine möglichst vorteilhafte
Gesamteigenschaft entsteht. Dieser Vorteil kann unter anderem in einer besonderen Rich-
tungsabhängigkeit der Werkstoffeigenschaften, besonders guter spezifischer Materialkenn-
werte oder der Thermostabilität für einen bestimmten Anwendungsbereich, etc. bestehen.
Die Materialeigenschaften der unidirektionalen Einzelschicht werden in Faserlängsrichtung
durch die Eigenschaften der Faser und senkrecht hierzu durch die Matrixeigenschaften do-
miniert. Wird das lokale Koordinatensystem so gewählt, daß die Bezugsachsen mit den Mate-
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rialhauptachsen zusammenfallen, weist die Steifigkeitsmatrix der Einzelschicht eine transver-
salisotrope Materialsymmetrie auf. Oftmals ist die Wahl eines Koordinatensystems sinnvoll,
bei dem die Richtungen der Bezugsachsen in der Schichtebene nicht gleich mit denen der
Stoffhauptachsen der Einzelschicht sind, so daß man von einer monotropen Materialsymme-
trie spricht. Für den verallgemeinerten ebenen Spannungszustand (ESZ) gilt analog dem
Vorgehen im Kapitel 3 die Annahme

σ23 = σ31 = σ33 = 0 . (4.1)

Aus den Monotropiebedingungen bei Symmetrie bezüglich der (1, 2)-Ebene folgt für die
Nachgiebigkeiten

S14 = S15 = S24 = S25 = S34 = S35 = S46 = S56 = 0 . (4.2)

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daß für die Koeffizienten der Nachgiebigkeits- bzw.
der Steifigkeitsmatrizen unterschiedliche Indizierungen in der Literaur angewendet werden.
Hier ist durchgängig die sogenannte Ingenieurschreibweise gewählt worden, so daß sich der
Spannungsvektor fσg schreibt als

fσgT =
n
σ11 σ22 σ33 τ23 τ31 τ12

o
(4.3)

und der Verzerrungsvektor sich in der Form

fεgT =
n
ε11 ε22 ε33 γ23 γ31 γ12

o
(4.4)

darstellt. Somit reduziert sich das Stoffgesetz der monotropen Einzelschicht zu

ε11 = S11 σ11 + S12 σ22 + S16 τ12 ,
ε22 = S12 σ11 + S22 σ22 + S26 τ12 ,
ε33 = S13 σ11 + S23 σ22 + S36 τ12 ,
γ23 = 0 ,
γ31 = 0 ,
γ12 = S16 σ11 + S26 σ22 + S66 τ12 .

(4.5)

Die Verzerrung ε33 in Dickenrichtung der Schicht ist hierbei keine unabhängige Größe. Sie
kann aus den Gleichungen (4.1) und (4.5) mit

σ33 = C13 ε11 + C23 ε22 + C33 ε33 + C36 γ12 = 0 (4.6)

abgeleitet werden:

ε33 = ¡ 1

C33
(C13 ε11 + C23 ε22 + C36 γ12) . (4.7)

Unter Berücksichtigung der abhängigen Verzerrung ε33 läßt sich die Spannungs-Verzerrungs-
Beziehung ermitteln:

σ11 =
³
C11 ¡ C2

13

C33

´
ε11 +

³
C12 ¡ C13 C23

C33

´
ε22 +

³
C16 ¡ C13 C36

C33

´
γ12 ,

σ22 =
³
C12 ¡ C23 C13

C33

´
ε11 +

³
C22 ¡ C2

23

C33

´
ε22 +

³
C26 ¡ C23 C36

C33

´
γ12 ,

τ12 =
³
C16 ¡ C36 C13

C33

´
ε11 +

³
C26 ¡ C36 C23

C33

´
ε22 +

³
C66 ¡ C2

36

C33

´
γ12 .

(4.8)



4.1. MONOTROPE EINZELSCHICHT 61

Durch Einführung der reduzierten Steifigkeit [46]

Qij = Cij ¡
Ci3Cj3
C33

, i, j = 1, 2, 6 , (4.9)

kann die Spannungs-Verzerrungs-Beziehung in Gleichung (4.8) vereinfacht werden:

σ11 = Q11 ε11 + Q12 ε22 + Q16 γ12 ,

σ22 = Q12 ε11 + Q22 ε22 + Q26 γ12 ,

τ12 = Q16 ε11 + Q26 ε22 + Q66 γ12 .

(4.10)

Unter der getroffenen Annahme des ebenen Spannungszustandes lassen sich für den Fall, daß
die Achsen des betrachteten lokalen Koordinatensystems mit den Stoffhauptachsen zusam-
menfallen, aus (4.9) die reduzierten Koeffizienten direkt angeben:

Qii =
Eii

1¡ νij νji
, i, j = 1, 2 , (4.11)

Qij =
νij Ejj
1¡ νij νji

, i, j = 1, 2 , (4.12)

Q66 = G12 . (4.13)

Für die Nachgiebigkeiten folgt dann weiter:

Sii =
1

Eii
, i, j = 1, 2 , (4.14)

Sij = ¡ νji
Ejj

, i, j = 1, 2 , (4.15)

S66 =
1

G12
. (4.16)

4.1.1 Schnittgrößen der monotropen Einzelschicht

Betrachtet man die Schnittgößen am differentiellen Element der monotropen Einzelschicht
im faserorientierten x1-x2-x3-Koordinatensystem, so läßt sich der aus dem Scheibenzustand
resultierende Schnittkraftvektor fngT = fn11, n22, n12g angeben als [28]:

fng =
h
2Z

−h
2

fσg dx3 . (4.17)

Unter der Annahme einer konstanten Spannungsverteilung fσgT = fσ11,σ22, τ12g über die
Schichtdicke h des reinen Scheibenspannungszustandes folgt aus der Gleichung (4.17) weiter:

fng = fσg h . (4.18)

Mit der Bezeichnung
ε0(x1, x2) = ε(x1, x2, x3 = 0) (4.19)
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der Mittelflächenverzerrungen der Einzelschicht und unter Einbeziehung der über die Schicht-
dicke h konstanten, reduzierten Steifigkeit [Q] läßt sich für die Gleichung (4.10) der Zusam-
menhang

fng = [Q] ε0 h = [A] ε0 (4.20)

schreiben. Hierbei stellt

[A] = [Q] h (4.21)

die Scheibensteifigkeit und

fε0gT = fε◦11, ε◦22, γ◦12g =
(
∂u

∂x1
,
∂v

∂x2
,
∂u

∂x2
+

∂v

∂x1

)
(4.22)

die ebene Verzerrung der Mittelfläche dar. Analog der Betrachtung des differentiellen isotro-
pen Plattenelementes (Abb. 3.2) führt man für über die Elementdicke veränderliche Span-
nungen die Schnittkräfte

fmg =
h
2Z

−h
2

fσg x3 dx3 (4.23)

mit

fmgT = fm11,m22,m12g (4.24)

ein. Dabei treten Krümmungen κ11,κ22 und Verdrillungen κ12 mit

fκgT = fκ11,κ22, 2κ12g =
(
¡∂2w

∂x21
,¡∂2w

∂x22
,¡2 ∂2w

∂x1 ∂x2

)
(4.25)

der Schnittfläche auf. Für die über die Plattendicke h linearen Verzerrungen fεg läßt sich
schreiben:

fε(x1, x2, x3)g = fκg x3 . (4.26)

Mit den Gleichungen (4.23)-(4.26) folgt weiter der Zusammenhang

fmg = [Q] fκg
h
2Z

−h
2

x33 dx3 = [Q] fκg
h3

12
= [D] fκg . (4.27)

Hierbei kennzeichnet [D] die Plattensteifigkeit der Einzelschicht:

[D] = [Q]
h3

12
. (4.28)

Erfährt die monotrope Einzelschicht gleichzeitig Belastungen des Scheiben- und Plattenzu-
standes, so superponieren sich die Scheiben- und Plattenverzerrungen zur Gesamtverzerrung

fε(x1, x2, x3)g = fε0(x1, x2)g+ fκ(x1, x2)g x3 . (4.29)
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4.1.2 Spannungsberechnung der monotropen Einzelschicht

Für den Spannungsvektor fσg folgt mit der Gleichung (4.29) unter Beachtung des Zusam-
menhangs (4.10)

fσ(x1, x2, x3)g = [Q] fε0(x1, x2)g+ [Q] fκ(x1, x2)gx3 . (4.30)

Die Schnittgrößen in den Gleichungen (4.17) und (4.23) können somit in Hypermatrixschreib-
weise notiert werden als

(
fng
fmg

)
=

"
[A] [0]
[0] [D]

#(
fε0g
fκg

)
. (4.31)

Für den Fall der Kopplung der Platten- und Scheibenzustände wird durch die Koppel-
steifigkeitsmatrix [B] der Zusammenhang zwischen den Schnittgrößen und Verzerrungen
hergestellt: (

fng
fmg

)
=

"
[A] [B]
[B] [D]

#(
fε0g
fκg

)
. (4.32)

Ähnlich der Kirchhoff-Platte für isotrope Materialien enthält die Beschreibung der mono-
tropen Einzelschicht keine direkten Informationen über die Spannungen in Dickenrichtung
der Schicht; sie sind wieder aus den lokalen Bewegungsgleichungen herzuleiten. Aus der
Gleichung (3.42) folgt zunächst

∂τ31
∂x3

= ¡∂σ11
∂x1

¡ ∂τ21
∂x2

. (4.33)

Aus (4.30) läßt sich mit (4.22) und (4.25) der Zusammenhang

σ11 =

"
Q11

∂u

∂x1
+Q12

∂v

∂x2
+Q16

Ã
∂2u

∂x2
+
∂2v

∂x1

!#
¡

"
Q11

∂2w

∂x21
+Q12

∂2w

∂x22
+ 2Q16

∂2w

∂x1 ∂x2

#
x3

(4.34)
angeben. Analog zu der Gleichung (3.38) folgt aus (4.30) weiter

τ21 =

"
Q61

∂u

∂x1
+Q62

∂v

∂x2
+Q66

Ã
∂2u

∂x2
+
∂2v

∂x1

!#
¡

"
Q61

∂2w

∂x21
+Q62

∂2w

∂x22
+ 2Q66

∂2w

∂x1 ∂x2

#
x3 .

(4.35)
Unter der Annahme einer symmetrischen reduzierten Steifigkeitsmatrix [Q] folgt durch Ein-
setzen der Gleichungen (4.34) und (4.35) in (4.33) der Ausdruck für die Schubspannung in
3-1-Richtung:

τ31(x1, x2, x3) =

=

x3Z

−h
2

(
¡

"
Q11

∂2u

∂x21
+ 2Q16

∂2u

∂x1 ∂x2
+Q66

∂2u

∂x22
+Q16

∂2v

∂x21
+ (Q12 +Q16)

∂2v

∂x1 ∂x2
+

+Q26
∂2v

∂x22

#
+

"
Q11

∂3w

∂x31
+ 3Q16

∂3w

∂x21 ∂x2
+ (Q12 + 2Q66)

∂3w

∂x1 ∂x22
+Q26

∂3w

∂x32

#
x3

)
dx3

= ¡
"
Q11

∂2u

∂x21
+ 2Q16

∂2u

∂x1 ∂x2
+Q66

∂2u

∂x22
+Q16

∂2v

∂x21
+ (Q12 +Q16)

∂2v

∂x1 ∂x2
+Q26

∂2v

∂x22

#
£

£
Ã
x3 +

h

2

!
+

"
Q11

∂3w

∂x31
+ 3Q16

∂3w

∂x21 ∂x2
+ (Q12 + 2Q66)

∂3w

∂x1 ∂x22
+Q26

∂3w

∂x32

#Ã
x23
2

¡ h2

8

!
.

(4.36)
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Aus (3.43) erhält man durch Umstellen der Bewegungsgleichung:

∂τ32
∂x3

= ¡∂τ12
∂x1

¡ ∂σ22
∂x2

. (4.37)

Aus der Gleichung (4.30) mit (4.22) und (4.25) folgt:

σ22 =

"
Q21

∂u

∂x1
+Q22

∂v

∂x2
+Q26

Ã
∂2u

∂x2
+
∂2v

∂x1

!#
¡

"
Q21

∂2w

∂x21
+Q22

∂2w

∂x22
+ 2Q26

∂2w

∂x1 ∂x2

#
x3 .

(4.38)
Mit (4.35) und (4.38) kann die Gleichung (4.37) unter der Annahme einer symmetrischen
reduzierten Steifigkeitsmatrix [Q] geschrieben werden als:

τ32(x1, x2, x3) =

=

x3Z

−h
2

(
¡

"
Q16

∂2u

∂x21
+ (Q12 +Q66)

∂2u

∂x1 ∂x2
+Q26

∂2u

∂x22
+Q66

∂2v

∂x21
+ 2Q26

∂2v

∂x1 ∂x2
+

+Q22
∂2v

∂x22

#
+

"
Q16

∂3w

∂x31
+ (Q12 + 2Q66)

∂3w

∂x21 ∂x2
+ 3Q26

∂3w

∂x1 ∂x22
+Q22

∂3w

∂x32

#
x3

)
dx3

= ¡
"
Q16

∂2u

∂x21
+ (Q12 +Q66)

∂2u

∂x1 ∂x2
+Q26

∂2u

∂x22
+Q66

∂2v

∂x21
+ 2Q26

∂2v

∂x1 ∂x2
+Q22

∂2v

∂x22

#
£

£
Ã
x3 +

h

2

!
+

"
Q16

∂3w

∂x31
+ (Q12 + 2Q66)

∂3w

∂x21 ∂x2
+ 3Q26

∂3w

∂x1 ∂x22
+ Q22

∂3w

∂x32

#Ã
x23
2

¡ h2

8

!
.

(4.39)

Aus der lokalen Bewegungsgleichung (3.44) kann wiederum der Zusammenhang

∂σ33
∂x3

= ¡∂τ13
∂x1

¡ ∂τ23
∂x2

(4.40)

formuliert werden. Mit den Herleitungen (4.36) und (4.39) folgt nach Einsetzen:

σ33(x1, x2, x3) =

=

x3Z

−h
2

("
Q11

∂3u

∂x31
+ 3Q16

∂3u

∂x21 ∂x2
+ (Q12 + 2Q66)

∂3u

∂x1 ∂x22
+Q26

∂3u

∂x32
+ Q16

∂3v

∂x31
+

+(Q12 + 2Q66)
∂3v

∂x21 ∂x2
+ 3Q26

∂3v

∂x1 ∂x22
+Q22

∂3v

∂x32

#Ã
x3 +

h

2

!
¡

"
Q11

∂4w

∂x41
+

+4Q16
∂4w

∂x31 ∂x2
+ (2Q16 + 4Q66)

∂4w

∂x21 ∂x
2
2

+ 4Q26
∂4w

∂x1 ∂x32
+ Q22

∂4w

∂x42

#Ã
x23
2

¡ h2

8

!)
dx3

=

"
Q11

∂3u

∂x31
+ 3Q16

∂3u

∂x21 ∂x2
+ (Q12 + 2Q66)

∂3u

∂x1 ∂x22
+Q26

∂3u

∂x32
+ Q16

∂3v

∂x31
+

+(Q12 + 2Q66)
∂3v

∂x21 ∂x2
+ 3Q26

∂3v

∂x1 ∂x22
+Q22

∂3v

∂x32

#Ã
x23
2
+
h

2
x3 +

h2

8

!
¡

"
Q11

∂4w

∂x41
+

+4Q16
∂4w

∂x31 ∂x2
+ (2Q16 + 4Q66)

∂4w

∂x21 ∂x
2
2

+ 4Q26
∂4w

∂x1 ∂x32
+Q22

∂4w

∂x42

#Ã
x33
6

¡ h2

8
x3 ¡

h3

24

!
.

(4.41)
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4.2 Klassische Laminattheorie (CLT)

Die Klassische Laminattheorie (CLT - Classical Laminate Theory) bildet, ausgehend von
der Theorie der monotropen Einzelschicht (Kap. 4.1), die Grundlage für die Analyse von
Schichtverbunden. Voraussetzungen für die Zulässigkeit der Berechnung eines Laminates
mit der Klassischen Laminattheorie sind:

² Die Einzelschicht kann als quasihomogen mit konstanter, reduzierter Steifigkeit fQgk
betrachtet werden.

² Für die Einzelschichten wird der ebene Spannungszustand angenommen.

² Alle Schichten sind ideal miteinander verbunden.

² Für den Schichtverbund gelten die Kirchhoffschen Hypothesen, das heißt

— alle Verschiebungen sind klein im Vergleich zur Laminatdicke h,

— die Verbunddicke h bleibt näherungsweise konstant,

— der Verbund wird als schubstarr betrachtet: die Schubverzerrungen γ13 und γ23
werden zu Null angenommen, dabei bleibt die Senkrechte zur Laminatmittelfläche
auch bei Belastung orthogonal und eben.

ky
y

x

y

z

1

n
k

x

(a)

(b)

kϕ

k

kzz =

kh

kx

Abbildung 4.1: Schichtverbund: (a) globales Koordinatensystem x-y-z, (b) lokales Schichtko-
ordinatensystem xk-yk-zk der k-ten Schicht.

Für den verallgemeinerten Schichtaufbau nach Abbildung 4.1 (a) wird die Dicke der k-ten
Einzelschicht definiert als

hk = zk ¡ zk−1 , k = 1, 2, . . . , n . (4.42)
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Für die Laminatdicke h folgt aus der Gleichung (4.42)

h =
nX

k=1

hk (4.43)

mit dem Abstand zk der Unterseite der k-ten Einzelschicht von der Mittelfläche (Abb. 4.2):

zk =
h

2
¡

kX

i=1

hi , i = 0, 1, 2, . . . , k . (4.44)

Der Abstand z̃k der Mittelfläche der k-ten Einzelschicht von der Laminatmittelfläche wird
beschrieben mit

z̃k =
1

2
(zk−1 + zk) , i = 1, 2, . . . , k . (4.45)

Analog zur Gleichung (4.32) läßt sich die Laminatsteifigkeit des Gesamtverbundes angeben.

1

n

k

x

y

z

2

Bezugsfläche
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kz
1−kz

2z
1z

nz

kz

Abbildung 4.2: Aufbau eines n-lagigen Schichtverbundes.

Die Elemente der Gesamtsteifigkeitsmatrix des Laminates für die Scheibensteifigkeiten Aij,
die Plattensteifigkeiten Dij und die Koppelsteifigkeiten Bij, mit i, j=1, 2, 6, folgen aus den
Gleichungen (4.17), (4.23) und (4.30):

Aij =
nX

k=1

Q
(k)
ij (zk ¡ zk−1) =

nX

k=1

Q
(k)
ij hk , (4.46a)

Bij =
1

2

nX

k=1

Q
(k)
ij

³
z2k ¡ z2k−1

´
=

nX

k=1

Q
(k)
ij hk zk , (4.46b)

Dij =
1

3

nX

k=1

Q
(k)
ij

³
z3k ¡ z3k−1

´
=

nX

k=1

Q
(k)
ij

Ã
z2k +

h2k
12

!
hk . (4.46c)

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daß die hier definierte Lagenabfolge sich an der
in der Literatur üblichen Definition orientiert. Somit wird der ersten Laminatschicht der
kleinste und der n-ten Schicht der größte z-Wert zugeordnet. Die Legevorschriften in der
Fertigung bezeichnen dem gegenüber die Reihenfolge der Schichtnumerierung nach der DIN
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EN 7000-11 [73] entgegen der z-Achsenrichtung (s.Abb. 6.3), so daß die jeweils getroffene Be-
zeichnungsdefinition zu beachten ist. Die hier angegebenen Steifigkeiten Qij sind die globalen
Steifigkeiten der Einzelschicht, die sich durch Transformation aus den lokalen Steifigkeiten
Qij ermitteln lassen (s. Anhang A). Mit Hilfe der Gleichungen (4.46a)-(4.46c) kann der
Zusammenhang zwischen den Schnittgrößen und den Verzerrungen des Schichtverbundes
analog zur Gleichung (4.32) in Hypermatrizenform angegeben werden:

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

nxx
nyy
nxy
mxx

myy

mxy

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

=

2
666666664

A11 A12 A16 B11 B12 B16
A21 A22 A26 B21 B22 B26
A61 A62 A66 B61 B62 B66
B11 B12 B16 D11 D12 D16
B21 B22 B26 D21 B22 D26
B61 B62 B66 D61 D62 D66

3
777777775

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

ε0xx
ε0yy
ε0xy
κxx
κyy
κxy

9
>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

. (4.47)

Löst man die Gesamtsteifigkeitsmatrix (4.47) nach den Verzerrungen auf, so ergibt sich
durch Inversion der Steifigkeitsmatrix die Nachgiebigkeitsmatrix des Gesamtverbundes in
Hypermatrixform: (

fε0g
fκg

)
=

"
[a] [b]
[c] [d]

#(
fng
fmg

)
. (4.48)

Hierbei lassen sich die Untermatrizen [a], [b], [c], [d] nach [3, 58] durch Inversion ermitteln:

[a] = [A]−1 ¡ [A]−1 [B]
³
[D]¡ [B] [A]−1 [B]

´−1
[B] [A]−1 , (4.49a)

[b] = ¡ [A]−1 [B]
³
[D]¡ [B] [A]−1 [B]

´−1
, (4.49b)

[c] = [b]T = ¡
³
[D]¡ [B] [A]−1 [B]

´−1
[B] [A]−1 , (4.49c)

[d] =
³
[D]¡ [B] [A]−1 [B]

´−1
. (4.49d)

Mit dem Zusammenhang (4.48) können nun die Spannungen und Verzerrungen der k-ten
Einzelschicht berechnet werden:

fσgk =
h
Q
i
k
fεgk , (4.50a)

fσgk = [Q]k [Tε] fεgk = [Q]k fεgk . (4.50b)

Der Verzerrungsvektor fεg für das Gesamtlaminat ist gleich dem Verzerrungsvektor der
Einzelschichten des Verbundes, da für beide die gleiche kinematische Hypothese gilt. Die
Verzerrungen setzen sich aus einem Scheibenanteil fε0g der Mittelfläche des Laminates und
einem über die Gesamtdicke h linearen Anteil κ aus der Plattenkrümmung zusammen:

fεg = fε0g+ z fκg . (4.51)

Die Spannungen [σ]k besitzen analog zu den Verzerrungen einen konstanten und einen li-
nearen Anteil. Da die reduzierten Einzelschichtsteifigkeiten [Q]k aber unterschiedlich sein
können, sind die Spannungsverläufe an den Schichtgrenzen nicht zusammenhängend, sondern
weisen Sprünge auf. Im Fall der Plattenbiegung mit kleinen Durchbiegungen w kann nach
dem Vorschlag von Rohwer [90] näherungsweise eine reine Biegeform angenommen werden,
so daß die Scheibenverzerrungen fε0g vernachlässigt werden können.
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4.2.1 Berechnung der interlaminaren Spannungen

Die globalen Spannungen τzx, τzy und σzz verlaufen parabolisch über die Laminatdicke h.
Lediglich die Größe der Spannungsverläufe ändert sich an den Schichtgrenzen bei unter-
schiedlichen reduzierten Steifigkeiten der Einzellagen. Analog zu den Gleichungen (4.36),
(4.39) und (4.41) können die interlaminaren Spannungen des Schichtverbundes aus den
lokalen Bewegungsgleichungen (2.31) abgeleitet und in den globalen Koordinaten angegeben
werden [3, 93, 94]. Für eine beliebige Schicht m des Verbundes erhält man dann die Span-
nungen:
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für zm−1 ∙ z ∙ zm, (4.52)

τ (m)zy (x, y, z) =

=
m−1X

k=1

8
><
>:

zkZ

zk−1

(
¡

"
Q
(k)
16

∂2u

∂x2
+

µ
Q
(k)
12 +Q

(k)
66

¶
∂2u

∂x ∂y
+Q

(k)
26

∂2u

∂y2
+Q

(k)
66

∂2v

∂x2
+



4.2. KLASSISCHE LAMINATTHEORIE (CLT) 69

+2Q
(k)
26

∂2v

∂x ∂y
+Q

(k)
22

∂2v

∂y2

#
+

+

"
Q
(k)
16

∂3w

∂x3
+

µ
Q
(k)
12 + 2Q

(k)
66

¶
∂3w

∂x2 ∂y
+ 3Q

(k)
26

∂3w

∂x ∂y2
+Q

(k)
22

∂3w

∂y3

#
z

)
dz

)

+

zZ

zm−1

(
¡

"
Q
(m)
16

∂2u

∂x2
+

µ
Q
(m)
12 +Q

(m)
66

¶
∂2u

∂x ∂y
+Q

(m)
26

∂2u

∂y2
+Q

(m)
66

∂2v

∂x2
+

+2Q
(m)
26

∂2v

∂x ∂y
+Q

(m)
22

∂2v

∂y2

#
+

+

"
Q
(m)
16

∂3w

∂x3
+

µ
Q
(m)
12 + 2Q

(m)
66

¶
∂3w

∂x2 ∂y
+ 3Q

(m)
26

∂3w

∂x ∂y2
+Q

(m)
22

∂3w

∂y3

#
z

)
dz

=
m−1X

k=1

(
¡

"
Q
(k)
16

∂2u

∂x2
+

µ
Q
(k)
12 +Q

(k)
66

¶
∂2u

∂x ∂y
+Q

(k)
26

∂2u

∂y2
+Q

(k)
66

∂2v

∂x2
+

+2Q
(k)
26

∂2v

∂x ∂y
+Q

(k)
22

∂2v

∂y2

#
hk +

+

"
Q
(k)
16

∂3w

∂x3
+

µ
Q
(k)
12 + 2Q

(k)
66

¶
∂3w

∂x2 ∂y
+ 3Q

(k)
26

∂3w

∂x ∂y2
+Q

(k)
22

∂3w

∂y3

#
hkzk

)

+

(
¡

"
Q
(m)
16

∂2u

∂x2
+

µ
Q
(m)
12 +Q

(m)
66

¶
∂2u

∂x ∂y
+Q

(m)
26

∂2u

∂y2
+Q

(m)
66

∂2v

∂x2
+ 2Q

(m)
26

∂2v

∂x ∂y
+

+Q
(m)
22

∂2v

∂y2

#
(z ¡ zm−1) +

+

"
Q
(k)
16

∂3w

∂x3
+

µ
Q
(k)
12 + 2Q

(k)
66

¶
∂3w

∂x2 ∂y
+ 3Q

(k)
26

∂3w

∂x ∂y2
+Q

(k)
22

∂3w

∂y3

#
z2 ¡ z2m−1

2

)
,

für zm−1 ∙ z ∙ zm, (4.53)

σ(m)zz (x, y, z) =

=
m−1X

k=1

8
><
>:

zkZ

zk−1

("
Q
(k)
11

∂3u

∂x3
+ 3Q

(k)
16

∂3u

∂x2 ∂y
+

µ
Q
(k)
12 + 2Q

(k)
66

¶
∂3u

∂x ∂y2
+Q

(k)
26

∂3u

∂y3
+Q

(k)
16

∂3v

∂x3
+

+
µ
Q
(k)
12 + 2Q

(k)
66

¶
∂3v

∂x2 ∂y
+ 3Q

(k)
26

∂3v

∂x ∂y2
+Q

(k)
22

∂3v

∂y3

#
(z ¡ zk−1)¡

¡
"
Q
(k)
11

∂4w

∂x4
+ 4Q

(k)
16

∂4w

∂x3 ∂y
+

µ
2Q

(k)
16 + 4Q

(k)
66

¶
∂4w

∂x2 ∂y2
+ 4Q

(k)
26

∂4w

∂x ∂y3
+

+Q
(k)
22

∂4w

∂y4

#
z2 ¡ z2k−1

2

)
dz

)

+

zZ

zm−1

("
Q
(k)
11

∂3u

∂x3
+ 3Q

(k)
16

∂3u

∂x2 ∂y
+

µ
Q
(k)
12 + 2Q

(k)
66

¶
∂3u

∂x ∂y2
+Q

(k)
26

∂3u

∂y3
+Q

(k)
16

∂3v

∂x3
+

+
µ
Q
(m)
12 + 2Q

(m)
66

¶
∂3v

∂x2 ∂y
+ 3Q

(m)
26

∂3v

∂x ∂y2
+Q

(m)
22

∂3v

∂y3

#
(z ¡ zm−1)¡

¡
"
Q
(m)
11

∂4w

∂x4
+ 4Q

(m)
16

∂4w

∂x3 ∂y
+

µ
2Q

(m)
16 + 4Q

(k)
66

¶
∂4w

∂x2 ∂y2
+ 4Q

(m)
26

∂4w

∂x ∂y3
+



70 KAPITEL 4. GRUNDGLEICHUNGEN ANISOTROPER LAMINATPLATTEN

+Q
(m)
22

∂4w

∂y4

#
z2 ¡ z2m−1

2

)
dz

=
m−1X

k=1

("
Q
(k)
11

∂3u

∂x3
+ 3Q

(k)
16

∂3u

∂x2 ∂y
+

µ
Q
(k)
12 + 2Q

(k)
66

¶
∂3u

∂x ∂y2
+Q

(k)
26

∂3u

∂y3
+Q

(k)
16

∂3v

∂x3
+

+
µ
Q
(k)
12 + 2Q

(k)
66

¶
∂3v

∂x2 ∂y
+ 3Q

(k)
26

∂3v

∂x ∂y2
+Q

(k)
22

∂3v

∂y3

#
h2k
2

¡

¡
"
Q
(k)
11

∂4w

∂x4
+ 4Q

(k)
16

∂4w

∂x3 ∂y
+

µ
2Q

(k)
16 + 4Q

(k)
66

¶
∂4w

∂x2 ∂y2
+ 4Q

(k)
26

∂4w

∂x ∂y3
+

+Q
(k)
22

∂4w

∂y4

#Ã
z3k
6

¡ zkz
2
k−1
2

+
z3k−1
3

!)

+

("
Q
(k)
11

∂3u

∂x3
+ 3Q

(k)
16

∂3u

∂x2 ∂y
+

µ
Q
(k)
12 + 2Q

(k)
66

¶
∂3u

∂x ∂y2
+Q

(k)
26

∂3u

∂y3
+Q

(k)
16

∂3v

∂x3
+

+
µ
Q
(m)
12 + 2Q

(m)
66

¶
∂3v

∂x2 ∂y
+ 3Q

(m)
26

∂3v

∂x ∂y2
+Q

(m)
22

∂3v

∂y3

#
(z ¡ zm−1)2

2
¡

¡
"
Q
(m)
11

∂4w

∂x4
+ 4Q

(m)
16

∂4w

∂x3 ∂y
+

µ
2Q

(m)
16 + 4Q

(k)
66

¶
∂4w

∂x2 ∂y2
+ 4Q

(m)
26

∂4w

∂x ∂y3
+

+Q
(m)
22

∂4w

∂y4

#Ã
z3

6
¡ z2m−1

2
z +

z3m−1
3

!)
,

für zm−1 ∙ z ∙ zm. (4.54)

Aus den hier aufgestellten Gleichungen für die Querschubspannungen und Spannungen in
Dickenrichtung des Verbundes erkennt man, daß die Spannungen der Einzellagen abhängig
sind von den Beanspruchungen der benachbarten Schichten. Zur Berechnung der Querspan-
nung einer beliebigen Einzellage summieren sich die Spannungen der Lagen zwischen der
äußersten Laminatschicht und der zu betrachtenden Schicht auf. Somit verschwinden die
Spannungen lediglich an nur einer Oberfläche des Gesamtverbundes. Die gewählten Integrale
befriedigen damit nur eine Bedingung des Randwertproblems. Dennoch sind die mit dieser
Theorie zu erzielenden Ergebnisse hinreichend genau und lassen eine befriedigende Berech-
nung der Spannungen in Plattendickenrichtung zu. Die in den Gleichungen (4.52-4.52) herge-
leiteten Zusammenhänge zeigen, daß sich aus den Verschiebungen der Laminatmittelebene
die gesuchten Querschubbeanspruchungen ermitteln lassen. Neben der Plattenbiegung w
haben die Membranverschiebungen u und v Einfluß auf die Größe der interlaminaren Span-
nungen. Solche Membranverschiebung entstehen bei Scheibenbeanspruchungen und bei der
Beanspruchung nicht ebener Flächentragwerke. Im Fall einer Krümmung des Laminates
werden die transversalen Lasten nicht mehr ausschließlich über Quer- sondern auch über
Membrankräfte abgetragen (Kap. 3.2), so daß die Geometrie einen wesentlichen Einfluß auf
die Spannungsverteilung besitzt.

4.2.2 Variationsformulierung des elastischen Potentials einer sym-
metrischen, schubstarren Laminatplatte

Zur Berechnung des Biegeflächenverlaufes w(x, y) läßt sich weder für die zugfest-gelenkige
noch für die feste Einspannung eine Lösung auf der Basis eines Doppelfourierreihenansatzes
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finden. Analog zu dem Vorgehen in Kapitel 3.1.6 ist hierzu für das Ritzsche Verfahren die
Variation des elastischen Potentials der Laminatplatte zu formulieren [2, 3, 5, 18, 78, 82, 87,
101, 104]. Existiert ein Variationsproblem des elastischen Potentials

Π = Wf ¡Wa , (4.55)

erfüllen alle geometrisch zulässigen Verschiebungen, die das Gesamtpotential minimieren,
auch die Gleichgewichtsbeziehungen des Problems. Das elastische Potential Π in Gleichung
(4.55) setzt sich aus der Differenz der Formänderungsarbeit Wf und der Endwertarbeit der
äußeren Belastung Wa zusammen. Voraussetzung für die Existenz eines Variationsproblems
sind die Darstellbarkeit des elastischen Potentials Π in Abhängigkeit von den unabängigen
Konstanten, den Verschiebungsfunktionen u(x, y), v(x, y) und w(x, y) und deren Ableitungen
als Integralausdruck. Verschiebungsfunktionen, die diese geometrischen Randbedingungen
erfüllen, werden als Vergleichsfunktionen bezeichnet. Eine Minimierung des Gesamtpoten-
tials bedeutet, daß die Variation des elastischen Potentials verschwindet:

δΠ = δ (Wf ¡Wa) = 0 . (4.56)

Im Fall des in der Klassischen Laminattheorie angenommenen ebenen Spannungszustandes
läßt sich für das Ritzsche Verfahren die Formänderungsarbeit Wf der Laminatplatte for-
mulieren [3, 87, 103] zu:
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2

Z
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(σxxεxx + σyyεyy + τxyγxy) dV . (4.57)

Mit der kinematischen Hypothese für den Schichtverbund [5, 28, 46, 58, 87],

fε(x, y, z)g = fε0(x, y)g+ fκ(x, y)g z (4.58a)

mit den Scheibenverzerrungen
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und den Krümmungen der Plattenmittelfläche
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lautet das Stoffgesetz

fσgk =
h
Q
i
k
(fε0g+ z fκg) (4.59)

der monotropen Einzelschicht im globalen Koordinatensystem x-y-z. Für die Formänderungs-
arbeit des elastischen Potentials der Laminatplatte folgt durch Einsetzen der Gleichung
(4.59) in die Gleichung (4.57) der Zusammenhang
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Mit den Gleichungen (4.46a)-(4.46c) lassen sich die Summen der reduzierten Steifigkeiten
in der Gleichung (4.60) als die Scheibensteifigkeiten Aij , die Koppelsteifigkeiten Bij und die
Plattensteifigkeiten Dij, mit i, j=1, 2, 6, des Schichtverbundes identifizieren:
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2
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2
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Die noch unbekannten Verschiebungen u, v und w werden durch Doppelreihenansätze der
Form

u(x, y) ¼ ũ(x, y) =
MX

i=1

MX

j=1

uijX
u
i (x)Y

u
j (y) , (4.62a)

v(x, y) ¼ ṽ(x, y) =
MX

i=1

MX

j=1

vijX
v
i (x)Y

v
j (y) (4.62b)

und w(x, y) ¼ w̃(x, y) =
MX

i=1

MX

j=1

wij X
w
i (x)Y

w
j (y) (4.62c)

beschrieben. Die Wahl der Ansatzfunktionen Xi und Yj richtet sich nach den Randbedin-
gungen des zu berechnenden Plattenproblems. Die Minimierung des elastischen Potentials
(4.56),

∂Π

∂ukl
= 0 ,

∂Π

∂vkl
= 0 und

∂Π

∂wkl
= 0 , (4.63)

liefert im nichttrivialen Fall uij 6= 0, vij 6= 0 und wij 6= 0 die fehlenden Koeffizienten
der Ansatzfunktionen (4.62a)-(4.62c). Somit folgt nach partieller Differentiation für den
Zusammenhang (4.61) weiter:
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1
CA+A66

aZ

x=0
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i X
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∂Y ul
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3
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sowie
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und
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Für das Ritzsche Verfahren kann die Endwertarbeit der äußeren Belastungen Wa mit

Wa = ¡
Z

A

(Nxεx +Nyεy +Nxyγxy) dA+
Z

A

pw dA+
rX

p=1

Pp wp . (4.65)

angegeben werden. Wie Szabo in [101] am Beispiel des Stabknickens und der Platten-
verformung für kleine Durchbiegungen w zeigt, setzen sich die Membranverzerrungen fε0g
der Plattenmittelfläche für die Scheibenbelastungen aus den Ableitungen der ebenen Ver-
schiebungen u und v und einem Transversalanteil zusammen:

εx =
∂u

∂x
+
1

2

Ã
∂w

∂x

!2
, (4.66a)

εy =
∂v

∂y
+
1

2

Ã
∂w

∂y

!2
, (4.66b)

γxy =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
+

∂w

∂x

∂w

∂y
. (4.66c)
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Durch Einsetzen der Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen (4.66a)-(4.66c) in die Formu-
lierung der Endwertarbeit der äußeren Lasten (4.65) folgt weiter:
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Nach den partiellen Ableitungen der Endwertarbeit der äußeren Lasten der Gleichung (4.67)
folgen unter Beachtung der Ansätze (4.62a)-(4.62c) die Zusammenhänge:
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Matriziell können nun die Gleichungen (4.64a) und (4.68a) als

h
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i
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h
Zhvi∂uklijkl

i
fvijg+

h
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i
fwijg =

n
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o
, (4.69a)

die Zusammenhänge (4.64b) und (4.68b) als

h
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i
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h
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i
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n
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o
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und die Zwischenergebnisse (4.64c) und (4.68c) als
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bzw. in Hypermatrixschreibweise als
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zusammengefaßt werden. Das Auflösen des Gleichungssystems (4.70a) nach den noch un-
bekannten Koeffizienten liefert den Zusammenhang
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(4.70b)
als Bestimmungsgleichung für die Ansatzfunktionen (4.62a)-(4.62c).

4.2.3 Wahl der Ansatzfunktionen

Die Wahl geeigneter Ansatzfunktionen Xw
i (x) und Y

w
j (y) des Doppelreihenansatzes (3.98)

für die Plattendurchbiegung w ist abhängig von den Randbedingungen des jeweils betrach-
teten Plattenproblems. Nachfolgend werden für den Fall der reinen Plattenbiegung einer
allseitigen zugfest-gelenkigen Lagerung und einer allseitig festen Einspannung einer sym-
metrischen, schubstarren Laminatplatte die Randbedingungen und die geeigneten Ansatz-
funktionen diskutiert.

Zugfest-gelenkige Lagerung

Für die allseitige zugfest-gelenkige Plattenlagerung sind an den Rändern die Bedingungen

w(0, y) = w(a, y) =Mx(0, y) =Mx(a, y) = 0 ,

w(x, 0) = w(x, b) =Mx(x, 0) =Mx(x, b) = 0 (4.71)

zu erfüllen. Altenbach et al. schlagen in [2] als Ansatz die Eigenfunktion des an zwei
Seiten zugfest-gelenkig gelagerten Balkens vor,

Xw
i (x) = sin

µ
iπx

a

¶
, Y wj (y) = sin

µ
jπy

b

¶
, (4.72)

die den geforderten Randbedingungen des Problems genügen.

Feste Einspannung

Bei der allseitigen festen Einspannung müssen die zu wählenden Ansatzfunktionen die Rand-
bedingungen

w(0, y) = w(a, y) =
∂w(0, y)

∂x
=
∂w(a, y)

∂x
= 0 ,

w(x, 0) = w(x, b) =
∂w(x, 0)

∂y
=
∂w(x, b)

∂y
= 0 (4.73)

erfüllen. In [18, 21] findet sich hierzu ein Cosinusansatz der Form

Xw
i (x) =

∙
1¡ cos

µ
2iπx

a

¶¸
, Y wj (y) =

∙
1¡ cos

µ
2jπy

b

¶¸
. (4.74)

Die von Altenbach et al. [2], Petry [78] und Reddy [87] vorgeschlagene Eigenfunktion
des beidseitig fest eingespannten Balkens ist als eine weitere Möglichkeit zu nennen.
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Abbildung 4.3: Biegeverformung einer schubweichen Platte.

4.3 Schubdeformationstheorie 1. Ordnung

Ausgangspunkt für die Herleitung der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung (First Order
Shear Deformation Theorie - FSDT) [2, 3, 5, 28, 87] sind die Verschiebungsansätze

ux(x, y, z) = u(x, y) + z ψx(x, y) , (4.75a)

uy(x, y, z) = v(x, y) + z ψy(x, y) , (4.75b)

uz(x, y, z) = w(x, y) . (4.75c)

Wie in der Abbildung 4.3 dargestellt, wird die Annahme getroffen, daß eine gedachte Nor-
male zur unverformten Mittelfläche nach der Biegeverformung eine Gerade bleibt. Eine
Verzerrung in Dickenrichtung kann vernachlässigt werden. Im Unterschied zur Klassischen
Laminattheorie hat die gedachte Linie nach der Plattendurchbiegung aber eine Neigung, die
sowohl von der Biege- als auch von der Schubbeanspruchung abhängt. Aus dieser Hypothese
folgt, daß ψx(x, y) und ψy(x, y) unabhängige Drehwinkel darstellen, die also nicht mehr allein
von den partiellen Ableitungen der Durchbiegung w(x, y) abhängen. Während die Klassische
Laminattheorie zur Beschreibung der Plattenverformung auf die drei unabhängigen Funktio-
nen u(x, y), v(x, y) und w(x, y) aufbaut, sind bei der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung
fünf unabhängige Funktionen u(x, y), v(x, y), w(x, y), ψx(x, y) und ψy(x, y) zur Beschreibung
des Deformationszustandes erforderlich. Die Verzerrungen der schubweichen Platten lauten
ausgehend von den Verschiebungsansätzen (4.75a)-(4.75c):

εxx =
∂u

∂x
+ z

∂ψx
∂x

,

εyy =
∂v

∂y
+ z

∂ψy
∂y

,

εzz = 0 ,

γyz =
∂w

∂y
+ ψy ,
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γxz =
∂w

∂x
+ ψx ,

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
+ z

Ã
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

!
. (4.76)

Die Spannungen σxx, σyy und τxy verlaufen unter Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes dabei
linear über die Laminatdicke h, während die Schubspannungen τyz und τxz im Widerspruch
zu den Gleichgewichtsbedingungen am differentiellen Element konstant über h sind. Die
Berechnung der Querschubsteifigkeit aus den Materialkennwerten der Einzelschicht bereitet
analog zur CLT ebenfalls Schwierigkeiten (s. a. Altenbach et al. [2]). Die Addition des
Produkts aus den Querschubmoduli der Einzelschichten und der Einzelschichtdicken hk zur
Gesamtquerschubsteifigkeit

Aij =
nX

k=1

G
(k)
ij hk , i, j = 4, 5 , (4.77)

hier in lokaler Formulierung, liefert nur eine grobe Näherung, die die reale Steifigkeit über-
schätzt. Eine Genauigkeitsverbesserung der Querschubsteifigkeitswerte durch Schubkorrek-
turfaktoren ist daher erforderlich. Eine bessere Näherung wird erzielt, wenn man trotz der
Spannungssprünge für τyz und τxz an den Schichtgrenzen wie bei einer Einzelschicht eine
über die Laminatdicke stetige Funktion f(z) als Gewichtsfunktion für die Verteilung der
Querschubspannungen annimmt. Die Funktion

f(z) =
5

4

2
41¡

Ã
z

h/2

!23
5 (4.78)

stellt eine solche parabolische Gewichtsfunktion dar. Dieser Ansatz führt auf die Überein-
stimmung mit der Reissnerschen Theorie für schubweiche Platten [104]. Ausgehend von
der Konstitutivgleichung für die Querschubspannungen der k-ten Schicht

τ (k)yz = Q
(k)
44 γyz +Q

(k)
45 γxz ,

τ (k)xz = Q
(k)
54 γyz +Q

(k)
55 γxz (4.79)

mit den im lokalen faserorientierten Koordinatensystem formulierten reduzierten Steifigkei-
ten

Qij = Cij , i, j = 4, 5 (4.80)

erhält man die Querkraftschnittgrößen

Q2 =
nX

k=1

Z

hk

τ (k)yz dz (4.81a)

=
5

4

8
><
>:

nX

k=1

2
64Q(k)44 γyz

Z

hk

2
41¡

Ã
z

h/2

!23
5 dz

3
75+

nX

k=1

2
64Q(k)45 γxz

Z

hk

2
41¡

Ã
z

h/2

!23
5 dz

3
75

9
>=
>;

und

Q1 =
nX

k=1

Z

hk

τ (k)xz dz (4.81b)

=
5

4

8
><
>:

nX

k=1

2
64Q(k)54 γyz

Z

hk

2
41¡

Ã
z

h/2

!23
5 dz

3
75+

nX

k=1

2
64Q(k)55 γxz

Z

hk

2
41¡

Ã
z

h/2

!23
5 dz

3
75

9
>=
>;
.
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Die Zusammenhänge (4.81a) und (4.81b) lassen sich dann mit den Gesamtquerschubsteifig-
keiten (4.77) als Materialgleichungen für die Querkräfte Q1 und Q2 formulieren:

Q2 = A44γyz +A45γxz ,

Q1 = A54γyz +A55γxz . (4.82)

Hieraus folgt die Näherungslösung für die Querschubsteifigkeiten Aij

Aij =
5

4

nX

k=1

Q
(k)
ij

∙
(zk ¡ zk−1)¡

4

3h2

³
z3k ¡ z3k−1

´¸

=
5

4

nX

k=1

Q
(k)
ij

"
hk ¡ 4

h2
hk

Ã
(hk)2

12
+ z2k

!#
mit (i, j = 4, 5) . (4.83)

Für den Sonderfall einer isotropen Einzelschicht mit den reduzierten Steifigkeiten Q44 =
Q55 = G und Q45 = 0 folgt die aus der Plattentheorie nach Reissner [2, 104] bekannte
Aussage

Ãs =
5

4
G

"
h¡ 4h

h2

Ã
h2

12
+ 0

!#
=
5

6
Gh . (4.84)

Hierbei kann man wiederum als Schubkorrekturfaktor den Wert K = 5/6 und für die Schub-
steifigkeit die Größe Gh identifizieren.

4.3.1 Variationsformulierung des elastischen Potentials
einer symmetrischen, schubweichen Laminatplatte

Da zur Berechnung des Biegeflächenverlaufs w(x, y) für die symmetrische, schubweiche Lami-
natplatte keine strenge analytische Lösung möglich ist, wird über das Ritzsche Verfahren
eine Näherungslösung des Problems hergeleitet. Hierzu wird das elastische Potential der
symmetrischen, schubweichen Laminatplatte formuliert:

Π = Wf ¡Wa . (4.85)

Als Endwertarbeit der äußeren Belastung Wa folgt für die normal zur Oberfläche angreifen-
den Flächenbelastungen p(x, y) und Einzellasten Pi(x, y) der Zusammenhang

Wa =
Z

A

pw dA+
mX

i=1

Piwi . (4.86)

Die Formänderungsarbeit Wf des elastischen Potentials kann unter Beachtung der Quer-
schubverformung [2, 3, 5] formuliert werden als

Wf =
1

2

Z

V

(σxxεxx + σyyεyy + τxyγxy + τyzγyz + τxzγxz) dV . (4.87)

Die reduzierten Steifigkeiten Q(k)ij (i, j=1, 2, 6 und 4, 5) sind schichtweise konstant, so daß sich
für die Spannungen der k-ten Einzelschicht im globalen Koordinatensystem des Laminates
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die Zusammenhänge

σ(k)xx = Q
(k)
11 ε

(k)
xx +Q

(k)
12 ε

(k)
yy +Q

(k)
16 γ

(k)
xy ,

σ(k)yy = Q
(k)
21 ε

(k)
xx +Q

(k)
22 ε

(k)
yy +Q

(k)
26 γ

(k)
xy ,

τ (k)xy = Q
(k)
61 ε

(k)
xx +Q

(k)
62 ε

(k)
yy +Q

(k)
66 γ

(k)
xy ,

τ (k)yz = Q
(k)
44 γ

(k)
yz +Q

(k)
45 γ

(k)
xz ,

τ (k)xz = Q
(k)

54 γ
(k)
yz +Q

(k)

55 γ
(k)
xz . (4.88)

ergeben. Mit den Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen (4.88) der Schubdeformationstheo-
rie 1. Ordnung ergibt sich für die Formänderungsarbeit (4.87) unter Berücksichtigung der
Symmetrie der Steifigkeitsmatrix [3, 28, 31]:

Wf =
1

2

Z

V

(
nX

k=1

∙
Q
(k)
11 ε

2
xx + 2Q

(k)
12 εxxεyy + 2Q

(k)
16 εxxγxy +Q22ε

2
yy + 2Q

(k)
26 εyyγxy+

+Q
(k)
66 γ

2
xy +Q

(k)
44 γ

2
yz + 2Q

(k)
45 γyzγxz +Q

(k)
55 γ

2
xz

¸¾
dV . (4.89)

Unter der Annahme einer reinen Plattenbiegung folgt aus der Gleichung (4.89) mit dem
Verzerrungs-Verschiebungs-Ansatz (4.76):

Wf =
1

2

Z

A

8
><
>:

nX

k=1

zkZ

zk−1

2
4Q(k)11

Ã
∂ψx
∂x

!2
z2 + 2Q

(k)
12

∂ψx
∂x

∂ψy
∂y
z2 + 2Q

(k)
16

∂ψx
∂x

Ã
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

!
z2+

+Q22

Ã
∂ψy
∂y

!2
z2 + 2Q

(k)
26

∂ψy
∂y

Ã
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

!
z2 +Q

(k)
66

Ã
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

!2
z2 +

+Q
(k)
44

Ã
∂w

∂y
+ ψy

!2
+ 2Q

(k)
45

Ã
∂w

∂x
+ ψx

!Ã
∂w

∂y
+ ψy

!
+Q

(k)
55

Ã
∂w

∂x
+ ψx

!23
5 dz

9
=
; dA .

(4.90)

Mit den Definitionen der Scheibensteifigkeiten,

Aij =
nX

k=1

Q
(k)
ij (zk ¡ zk−1) =

nX

k=1

Q
(k)
ij hk (i, j=1, 2, 6) , (4.91a)

der Koppelsteifigkeiten

Bij =
1

2

nX

k=1

Q
(k)
ij

³
z2k ¡ z2k−1

´
=

nX

k=1

Q
(k)
ij hk zk (i, j=1, 2, 6) , (4.91b)

und der Plattensteifigkeiten

Dij =
1

3

nX

k=1

Q
(k)
ij

³
z3k ¡ z3k−1

´
=

nX

k=1

Q
(k)
ij

Ã
z2k +

h2k
12

!
hk (i, j=1, 2, 6) , (4.91c)

eines schubstarren Gesamtverbundes nach der Klassischen Laminattheorie [28, 46, 58] und
der Näherungslösung (4.83) für die Querschubsteifigkeiten Aij (i, j=4, 5) folgt dann aus der
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Formänderungsarbeit (4.90):

Wf =
1

2

Z

A

8
<
:D11

Ã
∂ψx
∂x

!2
z2 + 2D12

∂ψx
∂x

∂ψy
∂y

+ 2D16
∂ψx
∂x

Ã
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

!
z2+

+D22

Ã
∂ψy
∂y

!2
+ 2D26

∂ψy
∂y

Ã
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

!
+D66

Ã
∂ψx
∂y

+
∂ψy
∂x

!2
+ (4.92)

+A44

Ã
∂w

∂y
+ ψy

!2
+ 2A45

Ã
∂w

∂x
+ ψx

!Ã
∂w

∂y
+ ψy

!
+A55

Ã
∂w

∂x
+ ψx

!29=
; dA .

Für die noch unbekannten Funktionen der Plattenbiegeverformung w(x, y) und der Dreh-
winkel ψx(x, y) und ψy(x, y) lassen sich Ansätze in der Form

w̃(x, y) =
MX

i=1

MX

j=1

aijX
w
i Y

w
j , (4.93a)

ψ̃x(x, y) =
MX

i=1

MX

j=1

bijX
ψx
i Y

ψx
j , (4.93b)

ψ̃y(x, y) =
MX

i=1

MX

j=1

cijX
ψy
i Y

ψy
j (4.93c)

angeben. Die Minimierung des elastischen Potentials (4.85),

∂Π

∂akl
= 0 ,

∂Π

∂bkl
= 0 ,

∂Π

∂ckl
= 0 , (4.94)

liefert im nichttrivialen Fall aij 6= 0, bij 6= 0 und cij 6= 0 die fehlenden Koeffizienten der
Ansatzfunktionen (4.93a)-(4.93c). Mit der Forderung (4.94) folgt aus der Gleichung (4.92):

∂Wf

∂akl
=

=
MX

i=1

MX

j=1

aij

8
><
>:
A44

aZ

x=0

Xw
i X

w
k dx

bZ

y=0

∂Y wj
∂y

∂Y wl
∂y

dy +A45

0
B@

aZ

x=0

Xw
i

∂Xw
k

∂x
dx

bZ

y=0

∂Y wj
∂y

Y wl dy+

+

aZ

x=0

∂Xw
i

∂x
Xw
k dx

bZ

y=0

Y wj
∂Y wl
∂y

dy

1
CA+A55

aZ

x=0

∂Xw
i

∂x

∂Xw
k

∂x
dx

bZ

y=0

Y wj Y
w
l dy

9
>=
>;
+

+
MX

i=1

MX

j=1

bij

8
><
>:
A45

aZ

x=0

Xψx
i X

w
k dx

bZ

y=0

Y ψx
j

∂Y wl
∂y

dy +A55
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x=0

Xψx
i

∂Xw
k

∂x
dx

bZ

y=0

Y ψx
j Y wl dy

9
>=
>;
+

+
MX

i=1

MX

j=1

cij

8
><
>:
A44

aZ

x=0

X
ψy
i X

w
k dx

bZ

y=0

Y
ψy
j

∂Y wl
∂y

dy +A45

aZ

x=0

X
ψy
i

∂Xw
k

∂x
dx

bZ

y=0

Y ψx
j Y wl dy

9
>=
>;
,

(4.95a)

sowie
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∂Wf

∂bkl
=

=
MX

i=1

MX

j=1

aij

8
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>:
A45

aZ

x=0

Xw
i X
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k dx
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∂y

Y ψx
l dy +A55

aZ

x=0

∂Xw
i

∂x
Xψx
k dx

bZ

y=0

Y wj Y
ψx
l dy

9
>=
>;
+

+
MX

i=1

MX

j=1

bij

8
><
>:
D11

aZ

x=0

∂Xψx
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∂Xψx
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Y ψx
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y=0
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i X
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j Y ψx

l dy

9
>=
>;

(4.95b)

und

∂Wf

∂ckl
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Matriziell kann der Zusammenhang (4.95a) als
h
Zhai∂aklijkl

i
faijg+

h
Zhbi∂aklijkl

i
fbijg+

h
Zhci∂aklijkl

i
fcijg = fPpklg (4.96a)
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die Gleichung (4.95b) als
h
Zhai∂bklijkl

i
faijg+

h
Zhbi∂bklijkl

i
fbijg+

h
Zhci∂bklijkl

i
fcijg = f0g (4.96b)

und die Herleitung (4.95c) als
h
Zhai∂cklijkl

i
faijg+

h
Zhbi∂cklijkl

i
fbijg+

h
Zhci∂cklijkl

i
fcijg = f0g (4.96c)

bzw. in Hypermatrixschreibweise als
8
>>>>><
>>>>>:

h
Zhai∂aklijkl

i h
Zhbi∂aklijkl

i h
Zhci∂aklijkl

i

h
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i h
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i h
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i

h
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i h
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i h
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i
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>>>>>=
>>>>>;
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faijg
fbijg
fcijg

9
>>>>=
>>>>;
=

8
>>>><
>>>>:

fPpklg
f0g
f0g

9
>>>>=
>>>>;

(4.97a)

formuliert werden. Das Auflösen des Gleichungssystems (4.97a) nach den noch unbekannten
Koeffizienten liefert den Zusammenhang

8
>>>><
>>>>:
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9
>>>>=
>>>>;
=
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>>>>><
>>>>>:

h
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i h
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i h
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i
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Zhai∂bklijkl

i h
Zhbi∂bklijkl

i h
Zhci∂bklijkl

i

h
Zhai∂cklijkl

i h
Zhbi∂cklijkl

i h
Zhci∂cklijkl

i

9
>>>>>=
>>>>>;

−18
>>>><
>>>>:

fPpklg
f0g

f0g

9
>>>>=
>>>>;

(4.97b)

als Bestimmungsgleichung für die Ansatzfunktionen (4.93a)-(4.93c).

4.3.2 Wahl der Ansatzfunktionen

Statt der unbekannten Verschiebung w(x, y) und der Drehwinkel Ψx(x, y) und Ψy(x, y)
wird bei dem Verfahren von Ritz eine Vergleichsfunktion als Doppelreihenansatz der Form
(4.93a)-(4.93c) eingeführt. Hierbei sind Xw

i (x), X
Ψx
i (x) und X

Ψy
i (x) Funktionsansätze in

Abhängigkeit der Koordinate x und Y wj (y), Y
Ψx
j (x) und Y

Ψy
j (x) von y abhängende Ansätze,

die lediglich die wesentlichen Randbedingungen des jeweiligen Plattenproblems erfüllen müs-
sen. Nachfolgend werden für den Fall der allseitigen zugfest-gelenkigen Lagerung und der
allseitig festen Einspannung einer symmetrischen, schubweichen Laminatplatte die Randbe-
dingungen und geeigneten Ansatzfunktionen diskutiert.

Zugfest-gelenkige Lagerung

Für die allseitige zugfest-gelenkige Plattenlagerung sind an den Rändern die Bedingungen

w(0, y) = w(a, y) =Mx(0, y) =Mx(a, y) = 0 ,

w(x, 0) = w(x, b) =Mx(x, 0) =Mx(x, b) = 0 (4.98)

zu erfüllen. Altenbach et al. [2], Petry [78] und Reddy [87] schlagen als Ansatz für
die Biegeverformung w(x, y) (4.93a) die Eigenfunktion des an zwei Seiten zugfest-gelenkig
gelagerten Balkens,

Xw
i (x) = sin

µ
iπx

a

¶
und Y wj (y) = sin

µ
jπy

b

¶
, (4.99)
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vor, die den geforderten Randbedingungen des Problems (4.98) genügen. Für die unabhängi-
gen Drehwinkel ψx und ψy finden sich bei Ashton et al. [5]

Xψx
i (x) = cos

µ
iπx

a

¶
, Y ψx

j (y) = sin
µ
jπy

b

¶
(4.100)

und

X
ψy
i (x) = sin

µ
iπx

a

¶
, Y

ψy
j (y) = cos

µ
jπy

b

¶
(4.101)

als Vorschlag für geeignete Funktionsansätze.

Feste Einspannung

Bei der allseitigen festen Einspannung müssen die zu wählenden Ansatzfunktionen den
Randbedingungen

w(0, y) = w(a, y) =
∂w(0, y)

∂x
=
∂w(a, y)

∂x
= 0 ,

w(x, 0) = w(x, b) =
∂w(x, 0)

∂y
=
∂w(x, b)

∂y
= 0 (4.102)

genügen. In Anlehnung an Eschenauer et al. [21] findet sich hierzu ein Cosinusansatz der
Form

Xw
i (x) =

1

2

∙
1¡ cos

µ
2iπx

a

¶¸
, Y wj (y) =

1

2

∙
1¡ cos

µ
2jπy

b

¶¸
. (4.103)

Für die unabhängigen Drehwinkel finden sich in der Literatur keine geeigneten Ansatzvor-
schläge. Deshalb werden die Funktionsansätze der Form

Xψx
i (x) = sin

µ
2iπx

a

¶
, Y ψx

j (y) = sin
µ
jπy

b

¶
(4.104)

und

X
ψy
i (x) = sin

µ
iπx

a

¶
, Y

ψy
j (y) = sin

µ
2jπy

b

¶
(4.105)

gewählt, die den in (4.102) geforderten Randbedingungen genügen und hinreichend genaue
Ergebnisse liefern.

4.4 Anwendung schubstarrer oder -weicher Theorien

In den Annahmen zur Herleitung der Kirchhoffschen Plattengleichung (Kapitel 3.1) wur-
den bereits die Einsatzgrenzen einer schubstarren Plattentheorie für isotrope Materialien
angesprochen. Unter der Kenntnis schubweicher, geschichteter Flächentragwerke sollen an
dieser Stelle die Auswahl der zur Beschreibung des Problems geeigneten Theorien diskutiert
werden. Bei sehr dünnen, flächigen Bauteilen ist es möglich, die Freiheitsgrade zur Beschrei-
bung der Plattenverformung auf der Grundlage der Normalenhypothese nach Kirchhoff
zu reduzieren. Diese Hypothese, der auch im Zustand der Plattenbiegung unveränderlichen
Orthogonalität einer Normalen zur unverformten Plattenmittelfläche bei Vernachlässigung
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der Verzerrungen in Dickenrichtung, wurde in Kapitel 4.1 und 4.2 auf die Herleitung der
Klassischen Laminattheorie (CLT) übertragen [2, 3, 28, 46, 58, 83, 87, 106]. So läßt sich für
isotrope, dünne Platten,

min(a, b)

h
¸ 10 (4.106)

und mitteldicke Platten mit

5 <
min(a, b)

h
< 10 (4.107)

bei kleinen Biegeverformungen
w

h
< 0, 2 (4.108)

die schubstarre Kirchhoff-Theorie anwenden. Hierbei sind min(a, b) die Länge der klein-
sten Plattenseite a bzw. b, h die Dicke der zu betrachtenden Rechteckplatte und w die
Plattendurchbiegung. Zur Beschreibung dünner, isotroper Tragwerke mit großen Durch-
biegungen,

0, 2 ∙ w

h
∙ 5 , (4.109)

ist die Anwendung einer nichtlinearen Theorie, wie sie zum Beispiel von von Kármán
beschrieben wird [2, 18, 82, 104], erforderlich. Dicke isotrope Platten sind mit einer schub-
weichen Theorie zu berechnen, worauf an dieser Stelle nicht weiter eingegangen wird. Zur
Biegeberechnung geschichteter Platten weist Rohwer in [91, 92, 93] darauf hin, daß bei
Laminaten aufgrund des größeren Verhältnisses von E-Modul in Faserlängsrichtung E11 zum
Schubmodul G12 in der Plattenebene für die Gültigkeit der Kirchhoff-Annahme größere
Plattenschlankheiten H = min(a,b)

h
erforderlich sind als bei isotropen ebenen Tragwerken. Als

Richtwert für die Plattenschlankheitsgrenze für eine zulässige Anwendung einer schubstarren
Laminattheorie geben Rohwer und Geier in [91] das Verhältnis

H =
min(a, b)

h
> 20 (4.110)

an. Bei den zu betrachtenden Impactversuchen (Kapitel 6.2) in Anlehnung an die Airbus-
Norm AITM 1.0010 [59] und die DIN EN 6038 [72] wird eine rechteckige Laminatplatte
mit den Abmessungen 150mm£100mm in den Einspannrahmen eingesetzt. Die Platten-
aufnahme weist ein freies Stützfenster von 125mm£75mm auf, so daß sich für die Platten
mit einer Dicke ca. 4mm ein Schlankheitsverhältnis von Min(a,b)

h
= 18, 75 ergibt. Folglich ist

davon auszugehen, daß in diesem Fall die Anwendung einer schubweichen Laminattheorie
zur Berechnung der Plattenbiegeverformung erforderlich wird. Eine geeignete Theorie zur
Berechnung schubweicher Schichtverbunde ist die in Kapitel 4.3 hergeleitete Schubdeforma-
tionstheorie 1. Ordnung (FSDT).

4.5 Vergleich schubstarrer und -weicher Theorien

Nun sollen am Beispiel einer Laminatplatte unter zentraler Einzelkraft P die Ergebnisse
schubstarrer und schubweicher Schichtverbunde diskutiert werden. Die zu betrachtende
Laminatplatte hat in Anlehnung an das in den Impactversuchen nach Norm [59, 72] vor-
liegende freie Auflagefenster die seitlichen Abmessungen 125mm£75mm. Der verwendete
quasiisotrope Lagenaufbau ist abweichend von der DIN EN 7000-11 [73] (Abb. 6.3) nach der
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Definition der Schichtreihenfolge in [46, 87] und in der Abbildung 4.2 als [[¡45/0/+ 45/90]4]s
anzugeben. Für das gewählte Prepregsystem HEXEL 8552/IM7 mit den Materialausle-
gungskennwerten bei Raumtemperatur [65] von

Ek = 155GPa Elastizitätsmodul parallel zur Faserlängsrichtung ,
E⊥ = 10GPa Elastizitätsmodul sekrecht zur Faserlängsrichtung ,
Gk⊥ = 4, 5GPa Gleitmodul parallel/senkrecht zur Faserlängsrichtung ,
νk⊥ = 0, 3 Querkontraktionszahl parallel/senkrecht zur Faserlängsrichtung ,
hk = 0, 125mm Einzelschichtdicke

ergibt sich somit für die 32 Lagen des Schichtverbundes eine Plattendicke von ca. 4mm.

4.5.1 Schubstarre Laminatplatte

Nach der Klassischen Laminattheorie können aus den Gleichungen (4.46a)-(4.46c) für den
oben genannten Schichtverbund die Gesamtsteifigkeiten angegeben werden. Bezüglich der
Scheibenbelastung stellt sich der Verbund als transversalisotrop dar:

[A] =

2
64
260963 83034, 4 0
83034, 4 260963 0
0 0 88964, 3

3
75 in

N

mm
. (4.111)

Durch den symmetrischen und ausgewogenen Lagenaufbau verschwinden die Koppelsteifig-
keiten,

[B] =

2
64
0 0 0
0 0 0
0 0 0

3
75 in N . (4.112)

Durch den quasiisotropen Laminataufbau zeigt der Verbund ein monotropes Materialverhal-
ten der Plattensteifigkeiten:

[D] =

2
64

373263 119583 ¡19370, 3
119583 304897 ¡19370, 3

¡19370, 3 ¡19370, 3 127490

3
75 in Nmm. (4.113)

Das heißt, es besteht bei der Plattenbelastung eine Kopplung der Steifigkeiten zwischen
Biegung und Torsion. Diese Eigenschaften der Plattensteifigkeiten verhindern eine Berech-
nung der Biegeverformung mit Hilfe einer Doppel-Fourier-Reihe, wie sie z. B. bei Al-
tenbach et al. [2, 3] oder bei Timoshenko et al. [104] für die Biegeberechnung von allseitig
zugfest-gelenkig gelagerten isotropen und orthotropen Platten vorgeschlagen wird. Auch die
Beschreibung der Biegeverformung über eine Formulierung der lokalen Bewegungsgleichung,
wie sie von Reddy [87] für orthotrope Verbunde vorgestellt wird, eignet sich bei diesem
Lagenaufbau nicht, da beide Näherungsverfahren das Verschwinden der Biege-Torsions-
Kopplungen fordern. Bei der Herleitung der Variationsformulierung mit dem Verfahren
nach Ritz (Kap. 4.3.1) ist diese Einschränkung nicht gegeben.
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4.5.2 Schubweiche Laminatplatte

Für die schubweiche Laminatplatte können die Ergebnisse der Klassischen Laminattheorie für
die Scheibensteifigkeiten (4.111), Koppelsteifigkeiten (4.112) und Plattensteifigkeiten (4.113)
übernommen werden. Ergänzend sind nun die Querschubsteifigkeiten nach der Gleichung
(4.83) zu berücksichtigen. Unter den getroffenen vereinfachenden Annahmen

ν23 = ν13 = 0, 3 ,

Q
(k)
44 = G23 =

E22
2(1 + ν23)

,

Q
(k)
45 = 0 ,

Q
(k)
55 = G13 = G12 (4.114)

ergeben sich die Querschubsteifigkeiten des gewählten Laminates unter Berücksichtigung
einer parabolischen Schubspannungsverteilung (4.78), (4.83) zu:

"
A44 A45
A54 A55

#
=

"
13958, 1 54, 3
54, 3 13862, 4

#
in

N

mm
. (4.115)

4.5.3 Vergleich der Ergebnisse

Zur Untersuchung des Schubeinflusses auf die Biegeverformung rechteckiger Laminatplatten
soll im folgenden die auf das Produkt aus Einzellast und Fläche P ¢ a ¢ b bezogene Maximal-
durchbiegung wmax über dem Schlankheitsverhältnis H = min(a, b)/h dargestellt werden.
Hierbei sei min(a, b) die für die Biegung charakteristische, jeweils kürzere Plattenseite a
bzw. b. Aufgrund der Symmetrie der gewählten Platte können zur schnelleren Konvergenz
der Berechnungsergebnisse die Ansatzfunktionen für die zugfest-gelenkige Lagerung (4.99)-
(4.101) so gewählt werden, daß nur die ungeraden Ansatzglieder betrachtet werden:

i! (2i¡ 1) , j ! (2j ¡ 1) . (4.116)

Der Lösungsansatz für das oben beschriebene Plattenproblem wurde mit dem Programm-
paket Mathematica 4.1 und Mathematica 4.2 [108] programmiert und berechnet. Die Abbil-
dung 4.4 zeigt exemplarisch für die zugfest-gelenkige und die feste Lagerung die Konvergenz-
betrachtung an einer Laminatplatte mit den Seitenabmessungen 125mm£75mm£4mm. Aus
den Berechnungen wurden hinreichend konvergente Lösungen für Ansätze der Ordnung i, j=
1, 2, . . . , 11 gefunden. Die Abbildungen 4.5 und 4.6 zeigen die Berechnungsergebnisse für die
schubweiche Laminatplatte mit parabolischer Schubspannungsverteilung (FSDT K = Fkt,
s. a.Gl. (4.78), (4.83)), mit konstanter Spannungsverteilung (FSDT K=1) und mit konstan-
ter, reduzierter Spannungsverteilung (FSDT K = 5/6). Zum Vergleich sind die Lösungen
schubstarrer Laminatplatten nach der Klassischen Laminattheorie (CLT ) dargestellt. Die
Diagramme zeigen jeweils ergänzend die Abweichungen der schubstarren Theorie ohne Schub-
korrekturfaktor (FSDT K =1) bzw. der schubstarren Theorie (CLT ) von der Schubdefor-
mationstheorie 1. Ordnung mit einer über die Plattendicke parabolischen Schubspannungs-
verteilung (FSDT K=Fkt). Es ist erkennbar, daß mit abnehmender Plattenschlankheit der
Einfluß der Schubsteifigkeit zunimmt. Ab einem Schlankheitsverhältnis von H∙20 bei der
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Abbildung 4.4: Konvergenzbetrachtung der schubweichen, zugfest-gelenkig gelagerten und
fest eingespannten Laminatplatte mit den Abmessungen 200mm£ 120mm£ 4mm.

zugfest-gelenkigen Lagerung und einem Verhältnis von H ∙ 30 bei der festen Einspannung
ist eine Berechnung der Plattenverformung unter Verwendung einer schubstarren Theorie
nicht mehr gerechtfertigt, da die Verbundsteifigkeit in diesem Fall überschätzt wird. Die
Abweichung der Berechnungsergebnisse der schubstarren Theorie von der schubweichen Plat-
tentheorie wird in diesem Fall größer als 10%. Mit weiter abnehmender Plattenschlankheit
wird es erforderlich, einen geeigneten Schubkorrekturfaktor einzuführen, um die Gesamt-
nachgiebigkeit des Laminates ausreichend zu berücksichtigen. Ab einem Verhältnis von
H∙5 bei der zugfest-gelenkigen Lagerung und von H∙8 bei der festen Einspannung wird
der Fehler bei Verwendung einer schubweichen Laminattheorie ohne Schubkorrektturfaktor
(FSDT K=1 ) größer als 10%. Erkennbar ist weiter, daß zwischen der Einführung eines kon-
stanten Korrekturfaktors K=5/6 und der parabolischen Gewichtung des Querschubes nach
den Gleichungen (4.78) und (4.83) kein signifikanter Unterschied in den Berechnungsergeb-
nisse deutlich wird.
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Abbildung 4.5: Darstellung der relativen Maximaldurchbiegung w
max

/(P ·a·b) in (N · Mm)−1

über die Plattenschlankheit min(a, b)/h für die allseitig zugfest-gelenkig gelagerte Laminat-
platte. CLT: schubstarr; FSDT: schubweich.

Abbildung 4.6: Darstellung der relativen Maximaldurchbiegung w
max

/(P ·a·b) in (N · Mm)−1

über die Plattenschlankheit min(a, b)/h für die allseitig fest eingespannte Laminatplatte.
CLT: schubstarr; FSDT: schubweich.
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Kapitel 5

Transversale Stoßbelastung an
Rechteckplatten

Nachfolgend soll eine Möglichkeit aufgezeigt werden, um näherungsweise die Maximalver-
formung der Platte bei einem Niedergeschwindigkeitsimpact abzuschätzen. Die gewählte
Theorie beruht auf der Annahme, daß bei kleinen Impactgeschwindigkeiten die statische
und dynamische Verformung als gleich angenommen werden kann. Dieses Berechnungsver-
fahren erlaubt aber keine Impactdauerberechnung.

5.1 Näherungsweise Berechnung der Plattenbiegung

Zur Ermittlung der Plattenbeanspruchungen während eines Niedergeschwindigkeitsimpacts
ist es erforderlich, die Maximaldurchbiegung der Platte zu kennen. Mit Hilfe der Extremalaus-
lenkung und einer zu wählenden geeigneten Plattentheorie können die aus einem Stoßvorgang
resultierenden Schnittkraftgrößen ermittelt werden.

Szabó [101] stellt einen Ansatz vor, der es ermöglicht, näherungsweise die extremale Durch-
senkung der Plattenmitte beim Aufprall einer Masse m1 mit der Geschwindigkeit v1 zu
bestimmen. Hierzu wird für die dynamische Verformung w(x, y, t) der Plattenmittelebene
während des Stoßvorganges die Ähnlichkeit der statischen Plattenverformung ws(x, y) unter
der Einzellast P an der Stoßstelle 0 vorausgesetzt. Für die weitere Betrachtung ist eine
Unterteilung des Impactvorgangs in vier Phasen erforderlich:

1. In der Zeit t < t0 bewegt sich die Massem1 mit der Geschwindigkeit v1 auf die ruhende,
unbelastete Platte zu (Abb. 5.1).

2. Zum Zeitpunkt t = t0 berührt die Masse die Platte im Auftreffpunkt 0. In diesem Mo-
ment hat noch kein Impulsaustausch stattgefunden (Abb. 5.1). Der Impactor besitzt
noch den Anfangsimpuls

Iimp = m1v1 . (5.1)

3. Der Zeitraum t0 < t ∙ t00 wird als Kompressionszeit von Impactor und Platte bezeich-
net. In dieser Zeit beschleunigt die aufprallende Masse m1 die Masse m im Stoßpunkt

91
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der Platte auf die gemeinsame Geschwindigkeit u0(t
0
0) (Abb. 5.1). Vorausgesetzt wird,

daß Platte und Impactor sich nicht mehr trennen, so daß der Stoßvorgang mit dem
Ende der Kompressionszeit abgeschlossen ist.

4. Die vierte zu betrachtende Phase ist die Extremalauslenkung wmax(x, y) der Platte
(Abb. 5.1). Zu diesem Zeitpunkt verschwinden Geschwindigkeit und Impuls von Im-
pactor und Platte:

vimp = vpl = u0 = 0 . (5.2)

'
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Abbildung 5.1: Stoßkraft-Zeit-Verlauf und Phasen des Impactvorgangs.

Für den statischen Fall kennzeichnet ws0 die Durchsenkung der Platte am Kraftangriffspunkt
0 unter der Einzellast F , wobei sich schreiben läßt:

ws(x, y) = ws0
ws(x, y)

ws0
= ws0 f(x, y) (5.3)

mit

f(x, y) =
ws(x, y)

ws0
. (5.4)

Hierbei ist f(x, y) eine dimensionslose Funktion, die die Plattendurchsenkung bei einer Ein-
heitsverschiebung des Kraftangriffpunktes 0 beschreibt. Die Gleichung (5.3) läßt sich auf
den dynamischen Fall erweitern:

w(x, y, t) = w0(t)
w(x, y, t)

w0(t)
= w0(t) f̃(x, y) (5.5)

mit

f̃(x, y) =
w(x, y, t)

w0(t)
, (5.6)

wobei w0(t) die Auslenkung der Platte zum Zeitpunkt t am Stoßpunkt 0 ist. Mit der obi-
gen Voraussetzung der Ähnlichkeit von statischer und dynamischer Verformung gilt verein-
fachend für die dimensionslosen Funktionen in den Gleichungen (5.3)-(5.6):

f(x, y) = f̃(x, y) . (5.7)
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Die Ableitung der Durchsenkung w(x, y, t) nach der Zeit t liefert die Geschwindigkeit u(x, y, t)
der Platte an der Stelle (x, y) zum Zeitpunkt t:

d

dt
w(x, y, t) = ẇ(x, y, t) = u(x, y, t) . (5.8)

Unter Berücksichtigung der Gleichung (5.5) und (5.7) folgt aus (5.8):

u(x, y, t) = ẇo(t) f(x, y) = u0(t) f(x, y) . (5.9)

Hierbei kennzeichnet u0(t) die gemeinsame Geschwindigkeit von Impactor und Platte am
Stoßpunkt 0 zum Zeitpunkt t. Aus dem Impulssatz wird die gemeinsame Geschwindigkeit
von Impactormasse m1 und Plattenmasse m̄ am Aufprallpunkt ermittelt:

(m1 + m̄)u0(t
0
0) = m1v1 (5.10)

bzw.
u0(t

0
0) =

m1v1
(m1 + m̄)

. (5.11)

Das Produkt m̄ u0(t
0
0) ist der Impuls, den die Platte in der Kompressionszeit erfährt. Dieser

Impuls kann auch aufgefaßt werden als die Summe aller Elementarimpulse der einzelnen
Plattenelemente in der Zeit t0 ∙ t ∙ t00:

m̄ u0(t
0
0) =

aZ

x=0

bZ

y=0

dmu(x, y, t00) . (5.12)

Mit Einführung der dimensionslosen Längen

ξ =
x

a
und η =

y

b
(5.13)

folgt für die Beschreibung der inkremellen Plattenmasse

dm = ρh dx dy = ρh a b dξ dη = mdξ dη . (5.14)

Hierbei ist ρ die Plattendichte und m die Masse der Platte. Somit folgt unter Berücksichti-
gung des Zusammenhangs

u(x, y, t00) = u0(t
0
0) f(x, y) (5.15)

für die Gleichung (5.12):

m̄ u0(t
0
0) = mu0(t

0
0)

1Z

ξ=0

1Z

η=0

f(aξ, bη) dξ dη . (5.16)

Hieraus folgt für die Vergleichsplattenmasse m̄ im Aufprallpunkt:

m̄ = m

1Z

ξ=0

1Z

η=0

f(aξ, bη) dξ dη = mκ0 (5.17)

mit

κ0 =

1Z

ξ=0

1Z

η=0

f(aξ, bη) dξ dη . (5.18)



94 KAPITEL 5. TRANSVERSALE STOSSBELASTUNG AN RECHTECKPLATTEN

Bei bekannter Biegefläche ws(x, y) der Platte unter statischer Punktlast läßt sich mit der
Gleichung (5.18) die Geschwindigkeit u0(t

0
0) in Gleichung (5.11) bestimmen zu:

u0(t
0
0) =

m1

(m1 +mκ0)
v1 . (5.19)

Mit Hilfe der ermittelten Geschwindigkeit u0(t
0
0) zum Ende der Kompressionszeit und unter

Hinzuziehung der Energiezustände zur Zeit t00 (Lage 1, Abb. 5.2) sowie im Augenblick der
maximalen Plattenauslenkung (Lage 2, Abb. 5.2) ist es möglich, die extremale Plattendurch-
senkung w0,max am Stoßpunkt zu berechnen. Für die Energiebilanz in den Lagen 1 und 2

x

z

x

( )',,max tyxw

1
2

max,0w

( )00 tu ′

( )0,, tyxw ′

Abbildung 5.2: Plattendurchsenkung zum Zeitpunkt t00 und t
0.

kann der Zusammenhang

Π(t00) + Ekin,1 + Epot,1 = Π(t
0) + Ekin,2 + Epot,2 , (5.20)

formuliert werden. Hierbei stellen Π die Verformungsenergie der Platte, Ekin,i und Epot,i
die kinetische und potentielle Energie von Platte und Impactor in der Lage i dar. Da die
Verformungsenergie Π(t00) der Platte in der Lage 1 als Null angesehen werden kann, sowie
die kinetische Energie Ekin,2 und die potentielle Energie Epot,2 zum Zeitpunkt der maximalen
Plattenauslenkung verschwinden, vereinfacht sich die Gleichung (5.20) zu

Ekin,1 + Epot,1 = Π(t
0) . (5.21)

Unter Berücksichtigung der Energiesätze folgt weiter aus Gleichung (5.21):

1

2
m1u

2
0(t

0
0) +

1

2

aZ

x=0

bZ

y=0

dmu20(x, y, t
0
0) +m1 g w0,max +

+

aZ

x=0

bZ

y=0

dmg wmax(x, y) =
1

2
cw20,max . (5.22)

Die Federkonstante c bezeichnet dabei mit der Auslenkung w0,max die Kraft, die erforderlich
ist, eine Plattendurchsenkung am Stoßpunkt von w0 = 1 zu erzeugen. Die Plattendurch-
biegung zum Zeitpunkt t = t00 wird dabei als vernachlässigbar klein zur Maximalauslenkung
angesehen. Führt man als weitere Parameter

κ00 =

1Z

ξ=0

1Z

η=0

f 2(aξ, bη) dξ dη (5.23)
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ein und formuliert die Energieterme aus Gleichung (5.22) unter Berücksichtigung der Zusam-
menhänge (5.5, 5.9, 5.18) und (5.23) zu:

1

2

aZ

x=0

bZ

y=0

dmu20(x, y, t
0
0) =

1

2

aZ

x=0

bZ

y=0

dmu20(t
0
0) f

2(x, y)

=
1

2
mu20(t

0
0)

1Z

ξ=0

1Z

η=0

f2(aξ, bη) dξ dη

=
1

2
mu20(t

0
0) κ

00 (5.24)

sowie
aZ

x=0

bZ

y=0

dmg wmax(x, y) =

aZ

x=0

bZ

y=0

dmg w0,max(x, y)f(x, y)

= mgw0,max

1Z

ξ=0

1Z

η=0

f(aξ, bη) dξ dη

= mgw0,max κ
00 (5.25)

folgt aus Gleichung (5.22)

1

2
(m1 +mκ00) u20(t

0
0) + (m1 +mκ0) g w0,max =

1

2
c w20,max . (5.26)

Führt man für das Gewicht der Platte

G = mg (5.27)

und für das Impactgewicht
G1 = m1 g (5.28)

ein, so kann man mit der statischen Auslenkung

ws0 =
m1 g + κ0mg

c
=
G1 + κ0G

c
(5.29)

mittels der Lösungsformel für dynamische Gleichungen 2. Grades die Maximaldurchsenkung
des Aufprallpunktes 0 aus Gleichung (5.26) bestimmen:

w0,max = ws0 +

s

w2s0 +
u20(t

0
0) (m1 + κ00m)

c
. (5.30)

Mit der Gleichung (5.19) kann nun der vollständige Zusammenhang für die Maximaldurch-
biegung am Stoßpunkt angegeben werden:

w0,max =

0
@ws0 +

vuutw2s0 +
m2
1

(m1 + κ0m)
v1
(m1 + κ00m)

c

1
A

= ws0

2
41 +

vuut1 +
cv21
g

G21(G1 + κ00G2)

(G1 + κ0G2)4

3
5 . (5.31)

Hierbei sind lediglich die Beiwerte κ0 und κ00 sowie die Federkonstante c in Abhängigkeit von
der gewählten Plattentheorie und den jeweiligen Randbedingungen zu bestimmen.
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5.1.1 Maximaldurchbiegung der Laminatplatte beim Impact

Die im Kapitel 5.1 hergeleiteten Zusammenhänge eignen sich zum Abschätzen der maxima-
len Plattendurchbiegung und der daraus resultiernden Plattenbeanspruchungen (s. a. Kap.
3.1.3, 3.2.2, 3.3.3, 4.1.2, 4.2, 4.3) bei einem Impactversuch. In Abhängigkeit von den
Probekörpereigenschaften ist das Plattenmodell zu wählen. Im Kapitel 4.5 wurden die Ergeb-
nisse der Berechnungen schubstarrer und -weicher Plattentheorien miteinander verglichen.
Der dort betrachtete Laminataufbau und die Materialeigenschaften werden für die weiteren
Berechnungen als gegeben angenommen. In Anlehnung an die durchgeführten Impactver-
suche wird dabei eine Plattendicke von h=4, 1mm betrachtet. Ausgehend von dem im Kapi-
tel 6.2 beschriebenen Versuchsaufbau mit einem freien Auflagefenster von 125mm£75mm
mit pneumatischer und fixierter Einspannung werden Laminatplatten mit einer seitlichen
Abmessung von 125mm£75mm mit zugfest-gelenkiger Lagerung und fester Einspannung
untersucht. Die Impactmasse mimp wird analog zur Abbildung 6.10 variiert. Die Fallhöhe
beträgt in Anlehnung an die experimentellen Untersuchungen himp=0, 306m. Die Abbildung
5.3 zeigt vergleichend die maximalen Plattendurchbiegungen der durchgeführten Berechnun-
gen und der Versuchsergebnisse in Abhängigkeit von der Impactenergie. In der Darstellung
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Abbildung 5.3: Maximale Plattendurchbiegung wmax versus Impactenergie Eimp.

der Ergebnisse aus den Experimenten können lediglich die während des Impacts gemessenen
Wege des Impactschlittens angegeben werden. Unberücksichtigt bleibt eine Korrektur der
Angaben, die durch elastisch-plastische Verformungen unter dem Impactdorn und einer Ver-
ringerung der Plattenbiegestiefigkeit durch entstehende Delaminationen zu größeren Wegen
führen. Die in diesen Versuchen auftretenden plastischen Verformungen können abhängig
von der Größe der Stoßkraft auf wplast¼0, 1¡ 0, 4mm abgeschätzt werden (s.Abb. 5.3, 7.1,
7.2). Die elastischen Eindringtiefen wurden im Experiment nicht bestimmt. Bei Berück-
sichtigung der Eindringtiefen wird deutlich, daß sich die Einspannbedingungen des fixierten
Impactprobekörpers als quasi-fest bezeichnen lassen. Zur deutlichen Differenzierung der
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Randbedingungen werden in den Kapiteln 7.3 und 7.4 die pneumatische Einspannung als
halb-gelenkig bezeichnet. Basierend auf den Ergebnissen des Kapitels 4.5.3 und den obigen
Betrachtungen führt die Verwendung einer schubweichen Laminattheorie bei den vorliegen-
den Seiten-Dicken-Verhältnissen von H = min(a,b)

h
=18, 29 zu besseren Berechnungsergebnis-

sen als bei einer schubstarren Theorie.
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Kapitel 6

Experimentelle Einrichtungen,
Versuchsdurchführung und
Auswertung

In diesem Kapitel werden die Probenkörperherstellung und die Maßnahmen zu deren Quali-
tätssicherung, die verwendeten Versuchseinrichtungen und -verfahren sowie die analytischen
Untersuchungsmethoden vorgestellt.

6.1 Probenkörperherstellung und -geometrie

Für die Aussagefähigkeit der experimentellen Ergebnisse waren das zur Probenkörperher-
stellung verwendete Prepregmaterial, dessen Zusammensetzung und mechanischen Eigen-
schaften, der verwendete Autoklavzyklus und die Geometrie der Impactproben von entschei-
dender Bedeutung.

6.1.1 Zusammensetzung und Kennzeichnung des Prepregsystems

Für die Untersuchungsreihen wurde das Prepreg Hexcel 8552/IM7 der Firma Hexcel
Composites ausgewählt. Das hochvernetzende Prepregsystem mit relativ hohen Glasüber-
gangstemperaturen und guten

”
hot-wet”-Eigenschaften wird beispielsweise als Strukturwerk-

stoff des Eurofighter Typhoon eingesetzt. Das verwendete Prepreg besteht aus den Kohlen-
stoffaserrovings IM7, die eingebettet in das Harz-Härter-Gemisch gewalzt und bei ca. 80◦C
vorvernetzt wird, um ein handhabbares Halbzeug zu erhalten. Das dann als Prepreg (engl.:
Pre-Impregnated) bezeichnete Halbzeug [97, 110] wird für die Zwischenlagerung beidseitig
mit einer Trägerfolie versehen und auf Rollen mit einer Breite von 75mm und einer Länge von
ca. 240m bzw. 300m aufgerollt. Die Materialkennwerte nach Herstellerangaben der vernetz-
ten Einzelschicht sind in der Tabelle 6.1 aufgeführt. Neben der Materialbezeichnung tragen
die Prepregrollen eine sogenannte Chargen-Nummer. Der Begriff Charge bezieht sich dabei
auf die während der Fertigung der Halbzeuge verwendeten diskontinuierlich hergestellten

99
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Tabelle 6.1: Statische Materialkennwerte des unidirektionalen Prepregsystems Hexcel
8552/IM7 nach Herstellerangaben [76] bei Normalklima [65].

Materialkennwerte Konstruktionswerte Einheit
Longitudinal Zugmodul 165 155 GPa

Druckmodul 145 155 GPa
Zugfestigkeit 2600 2400 MPa
Druckfestigkeit 1500 1300 MPa

Transversal Zugmodul 9, 4 10 GPa
Druckmodul 10, 6 10 GPa
Zugfestigkeit 60 50 MPa
Druckfestigkeit 290 250 MPa

Schub Schubmodul 4, 5 4, 5 GPa
in der Ebene Schubfestigkeit 90 85 MPa

Querkontraktionszahl 0, 3 0, 3 -
Interlaminare Festigkeit 117 109 MPa

Harzpastenansätze. In den Vorversuchen zeigte sich, daß zur Untersuchung des Geome-
trieeinflußes bei den sehr sensitiven Impactversuchen auf die Verwendung einer einheitlichen
Charge unter Beibehaltung gleicher Fertigungsbedingungen zu achten ist. Um den Effekt der
langsam fortschreitenden Vernetzung des Harz-Härter-Gemisches im gelagerten Prepregsys-
tem zu vermeiden, war eine rasche Fertigung einer Versuchsreihe innerhalb weniger Wochen
erforderlich.

6.1.2 Verarbeitung des Prepregsystems

Die bei ¡18◦C gelagerten Prepregrollen wurden vor der Verarbeitung bei Raumtemperatur
aufgetaut und anschließend mit einer Schlagschere in Teilstücke unterschiedlicher Längen und
Winkel zugeschnitten. Auf einem Vakuumtisch wurden die einzelnen Prepreglagen aufeinan-
der geschichtet, so daß ein Gelege mit einer seitlichen Abmessung von 170mm£ 120mm
entstand. Die Fixierung der Einzellagen zueinander entstand durch die nach der Entfer-
nung der Trägerfolien vorliegenden Eigenklebrigkeit des Prepregs, die als

”
Tack” bezeichnet

wird. Durch die Orientierung der abzulegenden Einzelschichten wird der gewünschte La-
genaufbau erzielt. Nach jeder gelegten Schicht wurde dem Laminat durch das Anlegen
von Vakuum die eingeschlossene Luft entfernt. Das Gelege wurde dann für die Vernet-
zung in einem definierten Druck-Temperatur-Profil in einer Laminatpresse ausgehärtet. Um
die gewünschten Geometrien der Probenkörper zu erreichen, wurden entsprechend negativ
geformte Grund- und Deckplatten zur Formgebung verwandt. Auf das fertig geschichtete
Laminat wurde beidseitig ein Glasfasergewebe, das sogenannte Peelply, aufgebracht, um das
überschüssige Harz aufzusaugen und zu binden. Dadurch wurde eine mögliche Verklebung
der Werkzeuge und der Ansaugstutzen verhindert. Zur besseren Entformbarkeit des ferti-
gen Laminates und als zusätzlicher Schutz der Werkzeuge gegen auslaufendes Harz wurde
als äußere Verpackungsschicht eine PTFE-Folie (Polytetrafluorethylen - Teflon) eingelegt.
Das Laminat mit Verpackung, Peelplay und PTFE-Folie, sowie die Grund- und Deckplatten
wurden zur besseren Applizierung des Vakuums auf ein Kupfernetz gelegt und anschließend
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mit einer 5mm dicken Vakuumfolie aus PTFE bedeckt. Die Vakuumfolie wurde seitlich
abgedichtet, so daß unterhalb der Folie Vakuum und oberhalb der Folie Druck aufgebracht
werden konnte. Die in dem oberen und unteren Rahmen der Laminatpresse integrierten
Heizschlangen dienten der geregelten Aufbringung der Temperatur. Die Abbildung 6.1 zeigt
den prinzipiellen Aufbau der für die Probenkörperherstellung verwendeten Laminatpresse.

Vakuum

Druck

beheizter oberer
Rahmen

beheizter unterer
Rahmen

Deckplatte

Grundplatte

Laminat mit
Verpackung

PTFE-
Vakuumsack

Kupfernetz

Abbildung 6.1: Prinzipskizze der verwendeten Laminatpresse.

Verwendeter Autoklavzyklus

Die Abbildung 6.2 zeigt den verwendeten Autoklavzyklus für das Harzsystem Hexcel 8552
nach den Herstellerangaben [74]. Über den Vakuumstutzen wird zunächst ein Vakuum
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Abbildung 6.2: Verwendeter Autoklavzyklus für das Harzsystem Hexcel 8552 [74].

von 150mbar(abs) angelegt. Das Vakuum dient der besseren Entgasung des Laminates
während des Herstellungsprozesses. Über den Druckanschluß wird anschließend ein ab-
soluter Druck von 7bar aufgebracht. Nach Erreichen des Solldrucks wird das Vakuum auf
800¡900mbar(abs) reduziert und die Temperatur kontinuierlich mit 0, 5 ¡ 2◦C/min auf
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ebene und weist vom Betrachter weg. Das Laminieren der weiteren 31 Lagen erfolgte ana-
log, so daß der ersten Schicht, der Impactseite, der größte z-Wert und der n-ten Schicht,
der von der Stoßbelastung abgewandten Seite, der kleinste z-Wert zugeordnet wurde. Diese
Definition der Schichtreihenfolge unterscheidet sich von der in der theoretischen Beschrei-
bung eines Schichtverbundes üblichen Konvention der Schichtnumerierung (s.Abb. 4.2). Es
ist somit zwischen einer theoretischen und einer fertigungstechnischen Beschreibung eines
Schichtaufbaus zu unterscheiden. Die Aushärtung der Laminate erfolgte anschließend, wie
Kapitel 6.1.2 beschrieben, unter einem definierten Druck-Temperatur-Profil in einem Plat-
tenautoklaven.

Schwach gekrümmte Probenkörper

Die Herstellung der gekrümmten Probenkörper erfolgte analog zu den ebenen Platten. Die
unterschiedlichen Krümmungen der Laminate wurden über in die Werkzeugplatten einge-
fräste Kugelsegmente unterschiedlicher Radien realisiert (Abbildung 6.4). Der Probenkörper-
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Abbildung 6.4: Geometrie der gekrümmten Probenkörper

geometrie können dabei ein äußerer Radius Ra und ein innerer Radius Ri zugeordnet werden.
Die Differenz beider Radien entspricht der Plattendicke h:

Ra = Ri + h . (6.1)

Der Punkt der größten Erhebung zur ebenen Plattenoberfläche wird als Überhöhung Ũ
bezeichnet und errechnet sich zu:

Ũ = Ra ¡
q
R2a ¡ r22 . (6.2)

Als wichtigster Parameter der Versuche ist die Größe bzw. Tiefe der Strukturkrümmung
K̃=2/(Ra+Ri) der Probenkörper zu nennen. Der Übergangsbereich zwischen Kugelsegment
und ebener Platte wurde so gestaltet, daß in einem Bereich 50mm ∙ d ∙ 54mm ein jeweils
angepaßter Radius ri bzw. ra eingearbeitet wurde. Der Radius ri läßt sich schreiben als:

ri =
r23 +

³
Ra ¡ Ũ

´2 ¡R2a
2 Ũ

. (6.3)
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Die Verbindungen von dem Kugelsegment zum Übergangsradius und weiter zur ebenen Plat-
te bilden dabei jeweils die Wendepunkte im Oberflächenverlauf und erfüllen somit die C2-
Stetigkeit der Flächengeometrie mit minimaler Änderung der Faserorientierung. Alle aus-
gehärteten Probenkörper wurden zur Eingangsuntersuchung im Ultraschall-C-Scan-Verfahren
(Kap. 6.3.1) geprüft. Der Zuschnitt der Probenkörper auf die Abmessungen 150mm£100mm
erfolgte so, daß die größte Überhöhung in der Plattenmitte lag. Eine Kontrolle der Plat-
tenebenheiten und der gefertigten Überhöhungen erfolgte an einer 3D-Koordinatenmeßanlage
(Kap. 6.1.4). Da die erste Laminatlage die Impactseite darstellt, war trotz des quasiisotropen
Lagenaufbaus eine Differenzierung in konkave und konvexe Impactprobenkörper erforderlich.
In den Versuchen wurden Probenkörper mit Überhöhungen von ¡1, 8mm ∙ Ũ ∙ 1, 8mm
untersucht. Eine negative Überhöhung (Ũ < 0) kennzeichnet hierbei die konkav gewölbten
Impactprobenkörper. Konvexe Platten sind durch positive Überhöhungsangaben (Ũ > 0)
kenntlich gemacht.

6.1.4 Untersuchungen zur Qualitätssicherung

Nachfolgend werden ausgewählte und angewandte Verfahren zur Qualitätssicherung der Im-
pactprobenkörper vorgestellt. Das ebenfalls zur Sicherung der Qualität eingesetzte Ultra-
schallverfahren wird in Kapitel 6.3.1 und die Lichtmakroskopie in Kapitel 6.3.2 beschrieben.

3D-Koordinatenmeßgerät

Abbildung 6.5: Links: 3D-Koordinatenmeßgerät Leitz PMM 12106 in der Übersicht.
Rechts: Meßtaster mit Einspannvorrichtung und Impactprobekörper.
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Für die geometrische Vermessung der Impactprobenkörper wurde das 3D-Koordinatenmeß-
gerät Leitz PMM 12106 verwendet. Die Abbildung 6.5 zeigt das Koordinatenmeßgerät
in der Übersicht (links) und den Meßtaster mit Einspannvorrichtung und Impactprobekör-
per (rechts). Bei dem 3D-Koordinatenmeßgerät der Firma Leitz handelt es sich um ein
Präzisionsmehrkoordinatenmeßgerät in stationärer Portalbauweise mit beweglichem, luftge-
lagertemWerkstücktisch aus Diabas mit einem Meßvolumen von 1200mm£1000mm£600mm.
Das Längenmeßsystem Leitz LSG A20 besteht aus einem elektrooptischen Glasstab mit
interferentieller Abtastung [19], die die höchste Genauigkeitsklasse von 1µm/100mm reali-
siert. Die Gesamtanlage befindet sich in einem klimatisierten Raum und ist schwingungs-
gedämpft gelagert. Zur Vermessung der Impactprobekörpers wird dieser, wie in der Ab-
bildung 6.5 rechts dargestellt, in einer Einspannvorrichtung auf dem Werkstücktisch fixiert.
Der Meßtaster fährt rechnergesteuert den Probekörper mäanderförmig ab und tastet dabei
ein Meßgitter von 20£20 Punkten ab. Aus den Koordinaten der außerhalb des Kugelseg-
mentbereichs liegenden Oberflächenpunkte wird eine Referenzebene berechnet. Bezüglich
dieser Bezugsebene erfolgt anschließend die Ermittlung der Überhöhung Ũ der einlaminierten
Geometrie, deren Position sowie Radius, Mittelpunkt und Genauigkeit der die Geometrie
bildenden, gedachten Kugel (s. a. Kap. 6.1.3).

Bestimmung des Faservolumengehaltes

Die mechanischen Materialkennwerte des Laminates werden wesentlich durch das Verhältnis
von Faser- und Matrixanteilen bestimmt. Von häufigem Interesse ist hierbei der Faservo-
lumengehalt ϕ, der den Volumenanteil der Fasern am Laminatgesamtvolumen beschreibt.
Im Rahmen der Qualitätskontrolle werden, wie in der Abbildung 6.6 dargestellt, aus aus-
gewählten Impactplatten nach dem erfolgten Schlagversuch drei Proben mit den seitlichen
Abmessungen 20mm£10mm mit der Diamantsäge entnommen. Zur Bestimmung des Faser-

20 20

20

10
10

1,15

10
0

150

Bereich  mit
Kugelsegment

Proben für
Faservolumengehalts-
bestimmung

R27

Abbildung 6.6: Probenentnahme für die Faservolumengehaltsbestimmung.

gehaltes nach der DIN EN 2564 [70] und DIN 29971 [64] werden zunächst die Dichten der
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6.2 Instrumentierte Fallbolzenanlage

Die Impactversuche im Niedergeschwindigkeitsbereich wurden in Anlehnung an die Airbus
Industrie Test Method AITM 1.0010 [59], die Boing Specification BSS 7260 [61], DIN 65
561 [69] und die DIN EN 6038 [72] durchgeführt. Aufgrund der einlaminierten Probenkör-
perkrümmung wurde auf den abschließenden Druckversuch verzichtet, da die Längsdruck-
steifigkeiten unterschiedlicher Geometrien nicht vergleichbar sind. Die eingesetzte instru-
mentierte Fallbolzenanlage (Abb. 6.8, 6.9) besteht im wesentlichen aus den mechanischen

Versuchs-
protokoll

Im
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ct
-M

ec
ha

ni
k

Impactanlage

Transienten-

recorder
Trigger

Inkrementeller
Wegmesser

Kraftmeßdose
u. -verstärker

Auswerte-

einheit

PC

Abbildung 6.8: Prinzipaufbau der instrumentierten Impactanlage.

Komponenten Impactschlitten mit Impactdorn und integrierter Kraftmeßdose, dem inkre-
mentellen Wegmeßsystem sowie der Aufnahmevorrichtung für die Impactprobenkörper. Der
Impactschlitten setzt sich aus einem zylindrischen Zentralteil zur Aufnahme von Gewichten,
der piezoelektrischen Kraftmeßdose und dem gehärteten Impactdorn mit einem Dornradius
von 8mm zusammen. Die Probenkörperaufnahme erfolgt durch einen unteren und einen
oberen Einspannrahmen mit einem freien Stützfenster von 125mm£75mm. Somit ergibt
sich für die Impactprobenkörper mit den seitlichen Abmessungen von 150mm£ 100mm
eine umlaufende Auflagefläche mit einer Breite von 12, 5mm. Abweichend von der DIN
65 561 [69] wird die Laminatplatte nicht mit vier federnden Klemmen mit einer jeweiligen
Einspannkraft von 750N fixiert. Statt dessen wird während des Impacts der obere Rahmen
pneumatisch mit einer Kraft von ca. 1875N angepreßt. Diese Form der Einspannung wird zur
Unterscheidung nachfolgend als

”
halb-gelenkig” bezeichnet (s. a.Kap. 5.1.1). Nach dem Stoß

schnellt der obere Einspannrahmen wieder in die Ausgangsposition zurück und fängt dabei
den Impactschlitten, um somit einen Mehrfachstoß auf den Probekörper zu vermeiden. Vor
dem Schlagvorgang wird der Impactschlitten auf eine voreingestellte Höhe verfahren und
dort ausgelöst. Über einen Trigger werden das elektrisch verstärkte Kraftsignal und das
Wegsignal in dem Transientenrecorder aufgezeichnet und zur weiteren Auswertung an einen
PC weitergeleitet. In dem Versuchsprotokoll wird neben dem gemessenen Stoßkraft-Zeit-
und Weg-Zeit-Verlauf auch der Energie-Zeit-Verlauf und die Impact-Einzelwerte, wie die
Maximal- und Minimalangaben, sowie die Impact-Dauer dokumentiert. Die Impactenergie
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Abbildung 6.9: Instrumentierte Impactanlage mit Auswerteeinheit.

Eimp berechnet sich näherungsweise aus der potentiellen Energie Epot des Impactschlittens:

Eimp ¼ Epot = mg h . (6.4)

Unter Vernachlässigung der Reibung kann mit der Annahme der Gleichheit der potentiellen
Energie im Auslösepunkt des Schlittens und der kinetischen Energie Ekin im Auftreffpunkt
der Versuchsplatte,

Ekin ¼ Epot , (6.5)

die Impactdorngeschwindigkeit am Stoßpunkt bestimmt werden:

v ¼
q
2 g h . (6.6)

Um den Einfluß der Störungsausbreitung in der Laminatplatte in den durchgeführten Ver-
suchsreihen vernachlässigen zu können, wurde die Impactenergie nur über die Änderung
der Impactmasse gesteuert. Die Höhe des Schlittens vor der Auslösung des Impacts und
damit die Schlaggeschwindigkeit wurden mit himp=306mm bzw. vimp=2, 452m/s konstant
gehalten. Die Versuche wurden mit Probenkörpern mit einer Plattendicke von h=4, 1mm
durchgeführt, die mit einem Impact von Eimp = 6, 10J , Eimp = 7, 82J bzw. Eimp = 9, 36J
belastet worden sind. Die Impactparameter der einzelnen Versuchsreihen können der Abbil-
dung 6.10 entnommen werden.
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Abbildung 6.10: Probenkörpergeometrie und Impactparameter der durchgeführten Stoßver-
suche.

Impactversuch mit quasi-fester Einspannung

Die Impactversuche mit quasi-fester Einspannung wurden in analoger Weise durchgeführt
wie die in Kapitel 6.2 beschriebenen Schlagversuche. Abweichend von den Standardim-
pactversuchen wurde hier die Laminatplatte nicht mit mit Klemmen oder einem pneuma-
tisch angepreßten Rahmen fixiert. Unter Beibehaltung der geometrischen Abmessungen
des oberen und unteren Einspannrahmens wurde eine Prüfkörperaufnahme verwendet, die
mittels Schraubverbindung eine quasi-feste Probenkörpereinspannung realisierte. Für diese
Versuchsreihe wurden Probenkörper mit einer Impactenergie von Eimp=7, 82J belastet und
mit den Ergebnissen der halb-gelenkigen Einspannung verglichen.

6.3 Mikroskopische Untersuchungsmethoden

Zur Schadensdetektion kamen im Wesentlichen zwei mikroskopische Untersuchungsmetho-
den, die Ultraschallanalyse und die Lichtmikroskopie, zur Anwendung.

6.3.1 Ultraschallanalyse

Zur Qualitätssicherung der Impactprobenkörper und zur Ermittlung der Delaminationsflä-
chen wurde die Ultraschallprüftechnik eingesetzt. Von dem Schadensbild lassen sich neben
der lateralen Ausdehnung auch die Tiefenlage der Delaminationen bestimmen [41, 43, 57, 62,
63]. Über einen Sender, ein Piezokristall, werden die Ultraschallimpulse in den Probekörper
eingeleitet. Zur besseren akustischen Ankopplung befindet sich der Probekörper in einem
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Wasserbad, in dem die Abtastung mäanderförmig in einem Übertragungsbereich von 1MHz
bis 100MHz mit 3dB-Abfall stattfindet. Bei dem angewandten Impuls-Echo-Verfahren wer-
den einzelne Schallsignale ausgesendet und die an den Grenzflächen reflektierten Echoimpulse
aufgenommen. Der Prüfkopf beinhaltet dabei die Sende- und Empfangseinheit. Über die
Laufzeit des Signals kann bei bekannter Schallgeschwindigkeit die Fehlertiefe ermittelt wer-
den. Das empfangene Ultraschallsignal besteht aus den Grenzflächenechos der Probekörper-
oberflächen, dem Bodenecho des Wasserbeckens (Glasplattenecho) und der im Material
vorhandenen Ungänzen1. Zur Schädigungsbewertung wird die Dämpfung des Empfangssig-
nals betrachtet. Bei der in dieser Analyse verwendeten Ultraschall-C-Scan-Methode (Am-
plitudenbild) wird die gemessene Intensität der Ultraschallsignale in Farbwerte bzw. Grau-
werte konvertiert. Durch die farbliche Wiedergabe des Amplitudenabfalls des Ultraschallsig-
nals wird eine bildgebende Darstellung der Probenkörper ermöglicht. In der Abbildung
6.11 ist das Ultraschall-C-Bild eines ungeschädigten und eines geschädigten gekrümmten
Probekörpers dargestellt. Durch die Laufzeitunterschiede der Ultraschallsignale erscheint der

Abbildung 6.11: Ultraschall-C-Scan eines Impactprobekörpers mit einer Überhöhung von
Ũ = +1, 2mm. Links: Eingangs-US-Bild vor Impact. Mitte: Rückwandecho nach Impact
mit 9, 1J . Rechts: Glasplattenecho des Kugelsegmentbereichs nach Impact mit 9, 1J .

Bereich des Kugelsegmentes in der Mitte des Impactprobekörpers als schwarze Ringstruktur
mit hellerem Zentrum (Abb. 6.11, links). Mit Hilfe der Auswertung des Rückwandechos kann
die Schadensstruktur eines impactbelasteten Probekörpers dargestellt werden (Abb. 6.11,
Mitte). Durch die Setzung von Laufzeitfiltern (Blenden) ist es möglich, das Rückwandecho
zur Analyse von Delaminationen in den einzelnen Zwischenschichten zu verwenden (Abb.
7.4). In der Abbildung 6.11, rechts erscheint die schraubenförmige Delaminationsstruktur
durch die Auswertung des Glasplattenechos in der Projektion des Schadens als schwarze
Fläche. Die hier verwendete Gesamtprüfeinrichtung HFUS 2000 ist modular aufgebaut
und besteht aus einer digital einstellbaren Verstärkungseinheit, Hauptverstärker, Blenden-
erzeuger, Spitzendetektor, Laufzeitmonitor und Rechnerinterface [44, 62]. In den drei zur
Verfügung stehenden Blenden wird der gemessene Spitzenwert im Single-Shot-Verfahren
in 1dB-Stufen digitalisiert. Hierbei steht ein maximaler Dynamikumfang von 63dB zur
Verfügung. Die Ansteuerung des Manipulators mit einer maximalen Auflösung von 2µm des
Ultraschallgerätes erfolgt rechnergestützt. Im Fall der hier untersuchten CFK-Prüfkörper di-
ente ein breitbandiger 20MHz-Prüfkopf mit einer spektralen Bandbreite von 17, 6MHz für
den 6dB-Abfall vom Maximum der Prüfkopfübertragungsfunktion. Die relative Bandbreite
beträgt dabei 117%. Der Einsatz dieses Prüfkopfes erlaubt bei breitbandiger, elektrischer

1Als UngÄanze werden in der Ultraschalltechnik Bereiche im PrÄufkÄorper bezeichnet, die eine von der
Umgebung gleichen Materials abweichende Schallcharakteristik aufweisen. Ursachen fÄur solche UngÄanzen

kÄonnen z. B. MaterialverÄanderungen, Grenzschichten wie Delaminationen oder FremdeinschlÄusse sein.
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Abbildung 6.12: Schliffprobenentnahme und Makroskopieaufnahme mit separater Darstel-
lung der Bruchstruktur.

Anregung die Laufzeittrennung der 0, 125mm dicken Einzellagen des Verbundes [41]. Die
in diesem Verfahren ermittelte Schadensfläche ist die sich in der Projektion abbildende De-
laminationsfläche Adel der geschädigten Probenkörper. Für die Impactprobenkörper, die
für die lichtmakroskopische Untersuchung ausgewählt wurden, müssen mit entsprechenden
Blendeneinstellungen die einzelnen Delaminationsflächen separat analysiert werden.

6.3.2 Lichtmakroskopische Untersuchungen

Zur Verifikation der im Ultraschallverfahren ermittelten Ausdehnung der Delaminationen
und zur Analyse der Schadensstruktur über die Probenkörperdicke wurden lichtmakroskopi-
sche Untersuchungen an Schliffproben im Auflichtverfahren durchgeführt [13, 97]. Die Pro-
benkörper wurden hierzu an markierten Stellen zu 20mm£10mm bzw. 30mm£10mm großen
Abschnitten mit einer wassergekühlten Diamantsäge ausgeschnitten (s. Abb. 6.12). Zur
besseren Handhabung wurden die 20mm£10mm£4mm großen Probenabschnitte mit dem kalt
aushärtenden Epoxidharz Araldit D und dem Härter Hardener HY956 der Firma Vantico in
einer zylindrischen Kunststofform mit 40mm Innendurchmesser eingegossen. Hierzu wurde
zunächst der Kunststoffzylinder zur besseren Entformbarkeit mit dem Sprühfett A-Agent-
Release SI der Firma Leco eingefettet. Nach der ca. 9-stündigen Aushärtezeit wurde die
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Probe entformt und auf der Rückseite mit einem Schleifpapier 120er Körnung plan geschlif-
fen. Der Anschliff der zu makroskopierenden Seite erfolgte in der Schleifmaschine Struers
RotonForce-4 in 5-minütigen Arbeitsschritten unter Wasserspülung mit der Schleifscheibe
Alegro der Firma Struers mit einer mittleren Körnung von 30µm und 15µm. Anschließend
wurden die Proben von Hand unter Wasserspülung auf Schleifpapier mit einer Körnung von
1200 und 4000 nachgeschliffen. Der Poliervorgang erfolgte wieder in der Schleifmaschine
Struers RotonForce-4 mit 150 Umdrehungen pro Minute und mit einer Probenanpreßkraft
von 50N in 5-minütigen Arbeitsschritten unter Wasserspülung. Nach jedem Poliervorgang
wurden die Proben eine Minute im Ultraschallwasserbad gereinigt, anschließend getrocknet
und unter dem Auflichtmakroskop auf Riefen und Ausbrüche untersucht. Als Poliersystem
wurden die Diamantpasten der Firma Leco und die Polierscheiben der Firma Struers verwen-
det. Die einzelnen Polierschritte erfolgten mit abnehmender Körnung unter Verwendung je-
weils einer Diamantpastensorte pro Arbeitsgang. Es wurden dabei Diamantpasten mit einer
mittleren Körnung von 15µm, 6µm, 3µm, 1µm sowie Tonerde zur Oberflächenbehandlung
eingesetzt. Die makroskopischen Untersuchungen im Hellfeld erfolgten mit dem Wild Pho-
tomakroskop M400 im Auflichtverfahren. Hierbei wurden die Teilaufnahmen der Proben mit
der Vergrößerung 12, 5 unter Verwendung einer 2-fach Vorlinse und einem λ-Filter aufgenom-
men. Mit dem Programm analySIS 3.1 erfolgte die anschließende Zusammensetzung der
Einzelbilder. Aus der Gesamtaufnahme einer Schliffprobe wurde dann das Rißbild mit dem
Bildbearbeitungsprogramm Adobe Photoshop 5.5 herausgefiltert, das selektiv dargestellt zur
weiteren Analyse der Schadensstruktur diente.



Kapitel 7

Ergebnisse der Untersuchungen

In diesem Kapitel wird das Schädigungsverhalten von gekrümmten Laminatprobenkörpern
unter Schlagbeanspruchung untersucht. Hierzu werden die Schadensfläche, die Rißstruktur
und der Schädigungsverlauf analysiert.

7.1 Ergebnisse des Niedergeschwindigkeitsimpacts

In der Abbildung 7.1 sind die Kurvenverläufe der Kraft F , des Weges w und der Energie
E über die Zeit t bei einer Impactenergie von Eimp = 3, 00J und einer Schlagmasse von
mimp = 1, 02kg ohne aufgetretene Delaminationen in dem Probekörper dargestellt. Der
Impactversuch kann generell als quasi weggesteuerter Versuch betrachtet werden, bei dem
F eine gemessene Reaktionskraft ist. Zum Zeitpunkt t0 der ersten Berührung w(t0) von
Impactor und Probekörper baut sich die in der Kraftmeßdose (s.Kap. 6.2) gemessene Reak-
tionskraft bis zu einem Maximum Fmax auf. Analog zum Kraft-Zeit-Verlauf nimmt der Weg
des Impactschlittens nach dem Triggerpunkt im Achsenursprung bis zum Maximum wmax
zu. Das Wegmaximum liegt dabei hinter dem Kraftmaximum. Diese Differenz der Max-
ima wird als Phasenverschiebung bezeichnet und ist charakteristisch für eine erzwungene
und gedämpfte mechanische Schwingung (s. Rapp [85]). Nach ihren Maxima nehmen der
Kraft-Zeit- und der Weg-Zeit-Verlauf quasi symmetrisch zu ihren Anstiegen ab. In diesem
Bereich ist eine leichte Abflachung des Kraft-Zeit-Verlaufes im Vergleich zu der getrichel-
ten symmetrischen Kurve in der Abbildung 7.1 erkennbar. Durch plastische Verformungen
verringern sich die rückstellenden Kräfte aus der Plattenbiegeverformung. Der Impactschlit-
ten erfährt dabei betraglich eine geringere Beschleunigung als zu Stoßbeginn, so daß die
Kraft-Zeit-Kurve nach dem Maximum flacher als davor verläuft. Deutlich wird außerdem,
daß der Weg-Zeit-Verlauf später die Zeitachse schneidet als die Kraft-Zeit-Kurve. Diese

”
Wegdifferenz” wdiff resultiert aus der Phasenverschiebung und einer plastischen Verfor-
mung wplast. Im Kontaktbereich von Impactdorn und Platte kommt es aufgrund der Belas-
tung zu einer plastischen Vertiefung an der Laminatoberfläche. Diese Vertiefung wplast ist
oft nur wenige zehntel Millimeter tief und wird bei Eindrücktiefen von wplast < 0, 3mm als

”
kaum sichtbarer Schaden”, BVID (Barrely Vissible Impact Damage), bezeichnet (s. Mor-
lo et al. [59, 57]). Nach dem Abheben des Impactdorns von der Platte verschwindet die
Reaktionskraft, wobei jedoch der Weg des Impactschlittens aufgrund der plastischen Ver-
formung unter der Dornspitze in diesem Moment noch nicht wieder den Punkt der ersten
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ungeschädigten Probekörpern.

7.2 Ergebnisse der mikroskopischen Untersuchungen

Die im Rahmen der mikroskopischen Untersuchungen ermittelten Ergebnisse dienen der Be-
stimmung der Schadensgröße und der Schadensstruktur. Die Abbildung 7.3 zeigt exem-
plarisch den Schadensbereich von Probenkörpern, die mit einer Impactenergie von Eimp =
9, 36J belastet worden sind. Dargestellt ist links, (a) und (d), ein Probekörper mit ei-
ner Überhöhung von Ũ = ¡1, 2mm. (b) und (e) zeigen einen planen und rechts, (c) und
(f), einen Probekörper mit einer Überhöhung von Ũ = +1, 2mm. Die Aufnahmen wur-

53mm 53mm 53mm

5
3
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(a) (b) (c)
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Abbildung 7.3: Ultraschall-C-Scan nach einem Impact mit Eimp=9, 36J ; oben: Rückwand-
echo, unten: Glasplattenecho; links: Ũ=¡1, 2mm; mitte: plan; rechts: Ũ=+1, 2mm.
den im Ultraschall-C-Scan-Verfahren erstellt. In der oberen Reihe erfolgte die Blendenein-
stellung so, daß das Rückwandecho die Delaminationsstruktur wiedergibt. Die Ermittlung
der Schadensprojektionsfläche Ãdel mit Hilfe des Glasplattenechos ist in der unteren Reihe
dokumentiert. Die Ultraschallaufnahmen mit der Auswertung des Rückwandechos lassen
die typische Delaminationsstruktur in Form einer

”
Wendeltreppe” erkennen. Sowohl auf

den Ultraschallbildern in der ersten als auch der zweiten Reihe kann man erkennen, daß
im Bereich des Impactortes das Laminat keine Delaminationen erfahren hat. Im Rahmen
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der Sichtprüfung konnte hier lediglich eine bleibende plastische Verformung erkannt wer-
den. Die in den vorliegenden Experimenten ermittelten Vertiefungen mit wplast ∙ 0, 3mm
sind als

”
kaum sichtbarer Schaden”, Barely Visible Impact Damage - BVID, einzustufen. Die

Ultraschallmethode erlaubt, wie in Kapitel 6.3.1 beschrieben, die Analyse einzelner Laminat-
schichten, wobei hintereinander liegende Delaminationen durch die Abschattung der oberen
Grenzschichten nicht erfaßt werden können. Die Abbildung 7.4 zeigt, wie sich die wendel-

(b)(a) (c)

3
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m
m

34mm34mm34mm

(e)(d) (f)
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Abbildung 7.4: Ultraschall-C-Scan nach einem Impact mit Eimp=9, 36J . Schraubenförmige
Delaminationsstrukturen zwischen den Laminatschichten (a) 3/4; (b) 3/4 und 4/5; (c) 3/4,
4/5 und 5/6; (d) 3 bis 8; (e) 3 bis 9; (e) 3 bis 29.

treppenförmige Delaminationsstruktur aus schraubenartigen Delaminationen zwischen zwei
unterschiedlich orientierten Lagen zusammensetzt. Diese typische Schraubenstruktur bei ei-
nem quasiisotropen Lagenaufbau wird in der englischsprachigen Literatur auch als Peanut-
Struktur bezeichnet. Clark [11], Gosse et al. [34], Heutling [41], Hull et al. [45], Liu
[51] und Srinivasan et al. [100] diskutieren in ihren Arbeiten die Abhängigkeit der Delami-
nationsstruktur von dem gewählten Lagenaufbau. Die von den ringförmig um den Impactort
durch Scherversagen entstehenden Risse und den davon ausgehenden Delaminationen können
in der Abbildung 7.5 a) studiert werden. Die schraubenförmigen Delaminationen der einzel-
nen Zwischenschichten fügen sich aneinander. Zur näheren Analyse der Bruchstruktur und
zur Verifikation der Ultraschallaufnahmen wurden von ausgewählten Proben Schliffpräpara-
tionen angefertigt und im Auflichtverfahren makroskopisch untersucht. Die Schnittstellen
der hier dokumentierten Schliffe sind in der Abbildung 7.5 b) gekennzeichnet, wobei die einge-
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Abbildung 7.5: Ultraschall-C-Scan (Rückwandecho). a) Delaminationen und intralaminare
Risse mit ungeschädigtem Zentralbereich (1). b) Delaminationsstrukturen eines planen Pro-
bekörpers nach einem Impact mit 9, 36J mit Darstellung der Schnittlinien (1) und (2). Die
Pfeile kennzeichnen die jeweilige Betrachtungsrichtung.

zeichneten Pfeile die jeweiligen Betrachtungsrichtungen bei der anschließenden Makroskopie
kennzeichnen. Die schliffpräparierte Probe und der daraus gefilterte Rißverlauf eines planen
Impactprobekörpers (s. Abb. 7.6), der mit einer Schlagenergie von Eimp = 9, 36J belastet
worden ist, zeigt einen unzerstörten, zylindrischen Zentralbereich (s.Abb. 7.6 (1)), der den
Impactort markiert. Links und rechts von dem delaminationsfreien Gebiet erkennt man
kleine intralaminare Risse, die aufgrund von Scherversagen entstanden sind (s.Abb. 7.6 (2)).
Von diesen intralaminaren Rissen verlaufen die Delaminationen stufenförmig, seitlich in das
Laminat, wobei die Delaminationen einzelner Zwischenschichten durch intralaminare Risse
verbunden sind. Die Ausläufer der Risse bilden in der Probe die Form eines Kegelseg-
mentes. Bei einem Schnitt außerhalb des Impactortes (s. Abb. 7.5 b), (2) und 7.7) zeigt
sich bei dem hier untersuchten Lagenaufbau, daß die

”
Wendeltreppe” vom Ort der Belas-

tung betrachtet sich bis zur Symmetrieebene rechts reindreht und dann links herausdreht.
In der Abbildung 7.7 rechts wird dies deutlich an der vom Ort des Impacts nach rechts
und dann ab der Mitte nach links abgestuften Rißstruktur. Die Risse enden im Schliffbild
an der zur Betrachtungsebene quer verlaufenden unidirektionalen Einzelschicht. Mehrere
solcher Schliffpräparationen ermöglichen es, die Rißstruktur eines impactbelasteten Probe-
körpers zu untersuchen und Rückschlüsse auf das dreidimensionale Spannungsfeld zu ziehen
(s. a. Kap. 8.3).
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Abbildung 7.6: Schliffprobe 27, 8mm£4, 1mm durch den Impactort (Abb. 7.5 b), Schnitt (1)).
Links: Makroskopiebild. Rechts: Rißverlauf. D 7/8: Delamination zwischen den Schichten
7 und 8. I 7: Intralaminarer Riß in der Schicht 7. Z 32: Zugversagen in der Schicht 32.
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Abbildung 7.7: Schliffprobe 26, 5mm£4, 1mm seitlich des Impactorts (Abb. 7.5 b), Schnitt
(2)). Links: Makroskopiebild. Rechts: Rißverlauf. D 7/8: Delamination zwischen den
Schichten 7 und 8. I 7: Intralaminarer Riß in der Schicht 7. Z 32: Zugversagen in der
Schicht 32.
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7.3 Auswertung der Schadensprojektionsflächen

In der Abbildung 7.8 sind die im Ultraschallverfahren ermittelten Delaminationsflächen in
der Projektion Ãdel in mm2 über die Überhöhung Ũ in mm der Impactprobenkörper aufge-
tragen. Es ist erkennbar, daß die Schadensprojektionsflächen einer Impactreihe gleicher

Abbildung 7.8: Schadensprojektionsfläche Ãdel über der Überhöhung Ũ .

Energiestufe mit der Probenkörperüberhöhung ansteigt. Dabei nimmt die Steigung einer
gedachten Regressionskurve mit der Impactenergie und die Streuung der Einzelwerte mit
der Überhöhung zu. Probenkörper gleicher Krümmung zeigen mit der Erhöhung der Im-
pactenergie größere Schadensprojektionsflächen. Die Abbildung 7.9 stellt vergleichend die

Abbildung 7.9: Schadensprojektionsfläche Ãdel über der Überhöhung Ũ bei halb-gelenkiger
und quasi-fester Einspannung.

Ergebnisse einer Impactbelastung von Eimp =7, 82J bei halb-gelenkiger (gg) und quasi-fester
(fest) Einspannung dar. Es zeigt sich, daß die Schädigung mit der Erhöhung der Impactener-
gie auch bei quasi-fester Einspannung ansteigt. Die Probenkörper zeigen sich aber insgesamt
schadenstoleranter und der Verlauf der Regressionskurve ist weniger progressiv.
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7.4 Untersuchungsergebnisse des Impactverhaltens

Die Darstellung der Schädigungskraft Fvers in kN über der Überhöhung Ũ in mm in der
Abbildung 7.10 läßt erkennen, daß die Schädigungskraft mit der Überhöhung abnimmt. Bei

Abbildung 7.10: Schädigungskraft Fvers über der Überhöhung Ũ .

Probenkörpern gleicher Geometrie steigt die Kraft beim ersten Versagen mit der Stoßen-
ergie an. Der Vergleich der Schädigungskraft Fvers zwischen halb-gelenkiger und quasi-fester

Abbildung 7.11: Schädigungskraft Fvers über der Überhöhung Ũ bei halb-gelenkiger und
quasi-fester Einspannung.

Einspannung in der Abbildung 7.11 zeigt keinen signifikanten Unterschied.
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Abbildung 7.12: Schädigungsweg wvers über der Überhöhung Ũ .

Der Weg zum Zeitpunkt des ersten Versagens wvers in mm ist in der Abbildung 7.12 über
der Überhöhung Ũ in mm aufgetragen. Eine Abhängigkeit des Schädigungsweges von der
Impactenergie ist nicht erkennbar. Eine signifikante Abhängigkeit des Schädigungsweges von
der Geometrie ist ebenfalls nicht gegeben, wenn auch der Weg bei dem ersten Versagen eines
planen Probekörpers im Mittel etwas größer ist als bei einem konkav oder konvex geformten
Impactprobekörper.

Abbildung 7.13: Schädigungsweg wvers über der Überhöhung Ũ bei halb-gelenkiger und
quasi-fester Einspannung.

Die Abbildung 7.13 zeigt, daß der Versagensweg wvers bei quasi-fester Einspannung kleiner
ist als die der drei Verläufe in der Abbbildung 7.12. Das erste Versagen der gekrümmten
Probenkörper tritt bei quasi-fester Einspannung noch früher ein.
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Abbildung 7.14: Schädigungsenergie Evers über der Überhöhung Ũ .

Die in der Abbildung 7.14 über der Überhöhung Ũ in mm aufgetragene Schädigungsenergie
Evers in J als Integral der Schädigungskraft und des Schädigungsweges läßt keine klare
Geometrieabhängigkeit erkennen.

Abbildung 7.15: Schädigungsenergie Evers über der Überhöhung Ũ bei halb-gelenkiger und
quasi-fester Einspannung.

Die Schädigungsenergie Evers zeigt in der Abbildung 7.15 einen qualitativ ähnlichen Verlauf
bei quasi-fester Einspannung wie in der Abbildung 7.13. Vergleichend ist der Verlauf der
Schädigungsenergie über der Überhöhung bei quasi-fester Einspannung niedriger als bei halb-
gelenkiger, wobei sich die Ergebnisse der planen Probekörper nicht signifikant voneinander
unterscheiden.
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Abbildung 7.16: Maximalkraft Fmax über der Überhöhung Ũ .

In der Abbildung 7.16 ist die Maximalkraft Fmax in kN über der Überhöhung Ũ in mm aufge-
tragen. Es ist erkennbar, daß die Maximalkraft mit der Überhöhung abnimmt. Außerdem
steigt mit zunehmender Impactenergie die Maximalkraft leicht an.

Abbildung 7.17: Maximalkraft Fmax über der Überhöhung Ũ bei halb-gelenkiger und quasi-
fester Einspannung.

Der in der Abbildung 7.17 gezeigte Verlauf der Maximalkraft über der Überhöhung bei quasi-
fester Einspannung ist parallel aber im Mittel deutlich höher als bei halb-gelenkiger Randbe-
dingung. Die Gesamtbiegesteifigkeit der Platte vergrößert sich bei quasi-fester Lagerung.
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Abbildung 7.18: Maximalweg wmax über der Überhöhung Ũ .

Der Maximalweg wmax in mm über der Überhöhung Ũ in mm ist in der Abbildung 7.18
dargestellt. Der Maximalweg steigt mit der Überhöhung an. Mit gleicher Überhöhung zeigt
sich mit der Vergrößerung der Impactenergie eine ansteigende Auslenkung des Probekörpers.

Abbildung 7.19: Maximalweg wmax über der Überhöhung Ũ bei halb-gelenkiger und quasi-
fester Einspannung.

Der Maximalweg-Überhöhungs-Verlauf bei quasi-fester Lagerung in der Abbildung 7.19 ist
niedriger als die der halb-gelenkigen Einspannung. Lediglich die Ergebnisse der konvexen
Probenkörper zeigen keinen signifikanten Unterschied.
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Abbildung 7.20: Impactdauer T über der Überhöhung Ũ .

Die Dauer des Impacts steigt mit der Überhöhung an. Bei Probenkörpern gleicher Geometrie
vergrößert sich mit der Erhöhung der Impactenergie die Stoßdauer.

Abbildung 7.21: Impactdauer T über der Überhöhung Ũ bei halb-gelenkiger und quasi-fester
Einspannung.

Die Impactdauer bei einer quasi-festen Einspannung verkürzt sich tendenziell. Wobei bei der
Überhöhung von Ũ ≥ +1, 2mm kein wesentlicher Unterschied zwischen den Lagerungsarten
deutlich wird.
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Kapitel 8

Diskussion der Ergebnisse

Die Abhängigkeit der Schadenstoleranz faserverstärkter Kunststoffe von der Probenkörper-
geometrie, den Randbedingungen und den Impactparametern soll in diesem Kapitel an den
in den Experimenten und analytischen Betrachtungen gefundenen Ergebnissen diskutiert
werden. Desweiteren wird an einem einfachen, achsensymmetrischen FE-Modell der Einfluß
der Krümmung auf die Schnittlasten untersucht.

8.1 Einfluß der Probenkörpergeometrie auf die

Schadensfläche

Die im Kapitel 7.3 dargestellten Ergebnisse der Schadensanalyse impactbelasteter, gekrümm-
ter Probenkörper zeigen einen deutlichen Zusammenhang zwischen dem Impactschaden
einerseits und der Probenkörpergeometrie sowie der Impactenergie andererseits. Wie be-
reits aus der Literatur bekannt [41, 53, 54, 57], steigt mit der Erhöhung der Impactenergie
die Größe des Schadens an. Einen sehr viel deutlicheren und bisher nicht untersuchten Ein-
fluß auf die Impactschädigung besitzt die Geometrie des Probekörpers. Mit zunehmender
Konvexität nimmt die Größe der Schädigung zu. Hierbei sind die sich bei einer konvex be-
lasteten Struktur ausbildenden Druckmembranspannungen und die sich erhöhenden interla-
minaren Spannungen in Kombination mit einer geringen Schadenstoleranz der faserverstärk-
ten Kunststoffe gegen diese Beanspruchungen von wesentlicher Bedeutung (s. a.Kap. 1.2.3,
3.2.3, 8.7). Dieser Einfluß steigt dabei mit der Erhöhung der Schlagbeanspruchung an.
Somit zeigt der Verlauf der Schädigungs-Überhöhungs-Kurve mit Vergrößerung der Impact-
energie einen zunehmend progressiveren Verlauf. Nachfolgend werden mit Hinblick auf eine
zielführende Problemlösung verschiedene Aspekte der Geometrieabhängigkeit des Impactver-
haltens faserverstärkter Kunststoffe diskutiert.

129
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8.2 Einfluß der Probenkörpergeometrie auf den

Impactvorgang

In dem Kapitel 7.4 ist an ausgewählten Kennwerten des Impactverlaufs der Zusammenhang
zwischen der Probenkörpergeometrie und dem Impactvorgang dargestellt worden. Durch
dieses Vorgehen soll neben der bereits erfolgten Betrachtung der Schadensgröße die geome-
trieabhängige Änderung der relevanten Impactparameter untersucht und diskutiert werden.
Die sich beim ersten Versagen einstellende Kraft Fvers und der Weg wvers zeigen dabei keine
signifikante Geometrieabhängigkeit. Im Mittel steigt die Versagenskraft mit der Impactener-
gie und fällt leicht mit der Überhöhung. Dieser schwach ausgeprägte Zusammenhang und die
durchgeführten mikroskopischen Analysen lassen darauf schließen, daß die sich zentrisch um
den Impactort und zylindrisch über die Probenkörperdicke ausbildende Scherbeanspruchung
dominierend bei der Rißinitiierung ist. Der Zusammenhang zwischen Schädigungsweg und
Überhöhung läßt erkennen, daß die zum ersten Versagen erforderlichen Beanspruchungen
aufgrund der erhöhten Steifigkeit der gekrümmten Probenkörper eher erreicht werden als
bei planen Impactprobenkörpern. Hierbei ist kein wesentlicher Unterschied zwischen je-
weils konkaver und konvexer Krümmung erkennbar. Die Darstellung der Versagensenergie
Evers bestätigt den durch die Impactkraft dominierten Einfluß auf die Rißinitiierung. Die
sich mit zunehmender Probenkörperüberhöhung deutlich verringernde Maximalkraft Fmax
läßt sich mit der zunehmenden Schädigung und der daraus sich verringernden Plattenbiege-
steifigkeit erklären. Die mit der Schädigung zunehmende Plattennachgiebigkeit vergrößert
den Maximalweg wmax mit der Überhöhung. Der mit der Probenkörperüberhöhung sich
vergrößernde Schaden und die daraus resultierende Abnahme der Plattensteifigkeit und Zu-
nahme des Maximalweges führen zu einer Erhöhung der Impactdauer T . Es läßt sich somit
zusammenfassen, daß die Krümmung der Impactprobenkörper keinen wesentlichen Einfluß
auf die Rißinitiierung besitzt, aber die Rißausbreitung und den daraus resultierenden Schädi-
gungsverlauf dominiert. Die Resistenz der faserverstärkten Kunststoffe auf Schubbelastun-
gen ist gering. Die Ausbreitung der Delaminationen wird jedoch durch die Querschubbelas-
tungen und Membrankräfte bestimmt. Diese Zusammenhänge lassen somit den Schluß zu,
daß die sich mit der Geometrie unterschiedlich ausbildenden Querschub- und Membranbe-
anspruchungen im Innern des Probekörpers das Schädigungsverhalten während des Impacts
wesentlich beeinflussen.

8.3 Impact- und Probenkörpergeometrieabhängigkeit

der Rißverläufe

Die Untersuchung der Rißverläufe gekrümmter Impactprobenkörper läßt Rückschlüsse auf
die im Innern der Probenkörper wirkenden Beanspruchungen zu. Die Schliffbilder durch
den Impactort zeigen, daß sich unterhalb des Impactdorns über die Probenkörperdicke
ein zylindrischer schadensfreier Bereich ausbildet (Abb. 8.1). Das an dieser Stelle Nicht-
entstehen von Rissen kann durch einen unterhalb des Impactdorns auftretenden andersar-
tigen Spannungszustand (keine Querschubspannungen im Bereich der Symmetrieachse) und
der dort vorhandenen Druckspannungen σzz erklärt werden. Diese Druckspannungen σzz
erlauben größere interlaminare Spannungen und Membranspannungen bis zum Versagen.
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Abbildung 8.3: Delaminationsmodell zweier um 45◦ zueinander gedrehter Einzellagen. Die
Bereiche A wirken rißhemmend. Die Punkte B begünstigen die Rißausbreitung.

der Platte und die Materialkennwerte. So erlauben isotrope Tragwerke eine kleinere Platten-
schlankheit als anisotrope. Der große Steifigkeitsunterschied unidirektionaler FVK-Einzel-
schichten in Faserlängsrichtung und senkrecht dazu erfordern eine größere Plattenschlankheit
H. Als Richtwert für die Verwendung einer schubstarren Laminattheorie wird in der Lite-
ratur der Wert H ¸ 20 angegeben [91]. Die im Kapitel 4.5 ausgeführten Berechnungen
zeigen, daß bei der Festlegung der Gültigkeitsgrenzen einer schubstarren Laminattheorie der
Einfluß der Randbedingungen nicht vernachlässigbar ist. So erfordern fest eingespannte La-
minatplatten ein größeres Seiten-Dicken-Verhältnis (H ¸ 30) als zugfest-gelenkig gelagerte
(H ¸ 20). Bei relativ dicken Laminaten wird zusätzlich die Wahl eines geeigneten Schubkor-
rekturfaktors erforderlich. Ab Plattenschlankheiten von H ¸ 8 bei fester Einspannung und
von H ¸ 5 bei zugfest-gelenkiger Lagerung ist der tatsächliche parabolische Querschubspan-
nungsverlauf über die Laminatdicke zu berücksichtigen. Bei den ausgeführten Berechnungen
(s. Abb. 4.5 u. 4.6) war ein Unterschied zwischen der Verwendung eines Korrekturfaktors mit
konstantem Wert oder mit einer Gewichtsfunktion nicht feststellbar.

8.5 Einfluß von Scheiben- und Transversalbelastungen

Nachfolgend soll der Einfluß von Scheibenbelastungen auf das Impactverhalten von faserver-
stärkten Kunststoffen diskutiert werden. Die durch den Impact hervorgerufene Durchbiegung
w(x, y) der Laminatplatte führt, wie bereits in der Einleitung beschrieben, zu einem kom-
plexen dreidimensionalen Spannungs-Verzerrungs-Zustand in dem Impactprobekörper. Die
Klassische Laminattheorie stellt einen Zusammenhang zwischen den Schnittgrößen und den
Verzerrungen geschichteter, schubstarrer Verbunde her (s. Gl. (4.47)). Über ein zu wählendes
Versagenskriterium können dann die Versagensgrenzen und Versagensmodi berechnet wer-
den (s. z. B. Puck [80]), die im Fall der Klassischen Laminattheorie aus dem ebenen Span-
nungszustand folgen. Belastungen wie die Querschubspannungen τxz, τyz und die transversale
Spannung σzz lassen sich nur indirekt über die Formulierung der Gleichgewichtsbeziehungen
des räumlichen Spannungszustandes bestimmen. Möchte man die bei einem Impact entste-
henden Delaminationen abschätzen, ist die Betrachtung der transversalen Spannungsverläufe
τxz(x, y, z), τyz(x, y, z) und σzz(x, y, z) (Gl. (4.52)-(4.54)) erforderlich. Die für die Berechnun-
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gen notwendige Kenntnis des Verschiebungsfeldes kann mit den Ansatzfunktionen (4.62a)-
(4.62c) und der Bestimmungsgleichung (4.70b) für die noch unbekannten Koeffizienten der
Ansatzfunktionen über die Variation des elastischen Potentials der schubstarren Laminat-
platte berechnet werden (s. a.Kap. 4.2.2 u. 4.5). Die Wahl eines zweidimensionalen Modells
des Schichtverbundes zur Beschreibung eines dreidimensionalen Beanspruchungszustandes
läßt zunächst nur eine begrenzte Darstellung der Realität zu. Dennoch können die Zusam-
menhänge im Kapitel 4 zur Problemlösung beitragen, wobei in den nachfolgend diskutierten
Schlußfolgerungen stets die Begrenztheit des Modells bedacht werden muß.
Prägt man einer Laminatplatte mit einem symmetrischen Lagenaufbau (Bij = 0) über die
Mittelfläche konstant verteilte Scheibenlasten ein, so erfährt die Platte lediglich Verzerrun-
gen und Spannungen in der Ebene (s. a. Gl. (4.51), (4.70a)). Die Ableitungen dieser kon-
stanten Belastungen liefern keinen Beitrag zu den interlaminaren Spannungen τxz, τyz und
σzz. Lediglich ein über die Mittelfläche verteiltes Scheibenbelastungsfeld 2. oder höherer
Ordnung ruft, wie in den Gleichungen (4.52)-(4.54) erkennbar, interlaminare Spannungen
hervor. Im Fall des Verschwindens der Koppelsteifigkeiten führt eine reine Biegeverformung
der Platte zu Momenten und interlaminaren Spannungen. In den Gleichungen (4.52)-(4.54)
ist erkennbar, daß der Verlauf der Biegeverformung w(x, y) der Laminatmittelfläche dreifach
differenziert in die Querschubspannungen τxz und τyz und vierfach abgeleitet in die Berech-
nungen der transversalen Spannung σzz eingeht. Für eine punktförmige Transversallast sind
größere Querschubspannungen zu erwarten als bei einer Rechtecklast, da im Vergleich zur
Rechtecklast das Verschiebungsfeld w(x, y) der Einzellast von höherer Ordnung ist.
Prägt man der symmetrischen Laminatplatte zunächst Scheibenbelastungen ein, z. B. eine
äußere Druckspannung Nx, und erzwingt durch einen Impact eine Durchbiegung w, so liefern
die Lasten aufgrund der vergrößerten Biegeverformung, wie aus den Gleichungen (4.65),
(4.66a), (4.69a), (4.52)-(4.54) erkennbar ist, einen Beitrag zu den interlaminaren Span-
nungen. Die Formulierung der Endwertarbeit der äußeren Lasten (4.65) unter Beachtung
der Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen (4.66a)-(4.66c) läßt erkennen, daß eine Drucklast
(Nx < 0) die Durchbiegung und damit die interlaminaren Spannungen erhöht. Eine ebene
Zuglast (Nx > 0) verringert dagegen die resultierenden interlaminaren Spannungen. In den
Arbeiten vonMorlo [56] findet sich eine experimentelle Bestätigung für diese Überlegungen.
Morlo prägte Impactprobenkörpern Scheibendrucklasten ein. Die durch den anschließen-
den Impactversuch entstandenen und im Ultraschallverfahren ermittelten Delaminations-
flächen wurden mit den Impactergebnissen ohne Scheibenbelastung verglichen. Morlo
fand dabei heraus, daß mit steigender Scheibendrucklast die Größe der Delamination zu
und damit die Impacttoleranz abnahm. Eine analoge Untersuchungsreihe unter seitlicher
Zuglast wurde bisher nicht durchgeführt. In den Arbeiten von Ehrlich et al. [14, 15, 16]
und Maier [53] konnte ein Geometrieeinfluß schwach gekrümmter Platten auf die Impact-
toleranz nachgewiesen werden. Untersuchungen zeigen, daß konvex geformte Probenkörper
eine deutlich geringere Schadenstoleranz als plane Impactprobenkörper besitzen. Im Gegen-
satz dazu weisen konkave Geometrien eine erhöhte Impacttoleranz als plane Strukturen auf.
Dabei zeigt sich, daß schon eine geringe Wölbung ausreicht, um einen Spannungszustand
mit typischem Schalencharakter zu erhalten [20, 23, 24, 104]. Eingeprägte senkrechte Lasten
werden mit abnehmendem Wölbungsradius nicht mehr ausschließlich über Querkräfte q und
Momente m sondern über Membrankräfte n abgetragen. Die sich dabei durch einen Impact
auf eine schwach gekrümmte Platte ausbildenden Verschiebungsfelder u(x, y) und v(x, y) sind
von zweiter oder höherer Ordnung. Konvexe Strukturen erzeugen lokale Scheibendrucklas-
ten und vergrößern somit die interlaminaren Spannungen während eines Impacts. Dagegen
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bilden konkav gewölbte Probekörper lokale Scheibenzuglasten aus, die zu einer Verringerung
der interlaminaren Spannungen führen.

8.6 Einfluß der Randbedingungen auf das Impactver-

halten

Die Art der Lagerung beeinflußt die transversale Verformbarkeit der Platte. Bei gleichen
Impactparametern ist die Biegung des zugfest-gelenkig gelagerten Probekörpers größer als
die bei fester Einspannung. Wie in den vorangegangenen Kapiteln ausgeführt wurde, nimmt
die Schadensgröße mit der Plattendurchbiegung zu. Die Versagensgröße hat dann wieder
Einfluß auf den gesamten Impactverlauf. Die in dieser Arbeit vergleichend dargestellten
Versuchsergebnisse einer halb-gelenkigen und einer quasi-festen Einspannbedingung sind in
Teilen nicht signifikant verschieden. Dieses kann auf die Ähnlichkeit der gewählten Randbe-
dingungen zurückgeführt werden. Dennoch läßt sich eine tendentielle Unterscheidung zwi-
schen einer gelenkigen und einer festen Lagerungsart erkennen. Die experimentellen Ergeb-
nisse stützen damit die oben diskutierten phänomenologischen Erkenntnisse der Impact-
und Schädigungsmechanismen. Eine weitere Beeinflussung der schadensbestimmenden Plat-
tenbiegeverformung läßt sich über die Größe des freien Stützfensters, den Auflagerabstand,
erzielen. Morlo zeigt in [55], daß die Schadensprojektionsfläche mit der Größe des Stützfen-
sters zunimmt.

8.7 Geometrieeinfluß

Zur Untersuchung des Geometrieeinflusses auf das Belastungsverhalten schwach gekrümmter
Strukturen eignet sich die Analyse mit der Finiten-Elemente-Methode (FEM). Hierzu wurde
das FE-Programm ANSYS 8.0 mit dem Acht-Knoten-Element PLANE82 verwendet. Auf-
grund der Symmetrie des betrachteten Problems konnte die Geometrie (s. a. Abb. 6.4) auf
ein achsensymmetrisches Modell reduziert werden. In der Abbildung 8.4 ist links die Pro-
blemstellung und rechts das gewählte Ersatzmodell dargestellt. Hierbei ist der Impactdorn
als achsensymmetrische Halbkugel mit einem Radius von rK = 8mm diskretisiert worden.
Die Knotenpunkte der Halbkugeloberseite sind gekoppelt und werden statisch mit der Last
F =9kN belastet. Durch die Vernetzung der Probenkörperoberseite und der Halbkugelunter-
seite mit Kontaktelementen (TARGE169, CONTA172) wurde die Krafteinleitung realisiert.
Die Materialeigenschaften des Dorns wurden vereinfacht als isotrop und die Laminateigen-
schaften des Probekörpers als quasiisotrop angenommen (Abb. 8.5).

8.7.1 Konvergenz

Die Aussagekraft eines FE-Modells ist abhängig von der erzielten numerischen Genauigkeit.
Ein wichtiges Kriterium ist dabei die ausreichende Diskretisierung. Zur Konvergenzbetrach-
tung dienten zunächst fünf Modelle mit unterschiedlichem Vernetzungsgrad (s. a. Tab. 8.1).
Die Auswertung der Simulationsergebnisse fand an den in der Abbildung 8.4 (b) dargestell-
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mit Auswertepfaden Sij .
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Abbildung 8.5: Koordinatensystem und Materialkennwerte des Laminat-Ersatzmodells.

ten Pfaden Sij statt. Ausgehend von der Annahme, daß sich die Last F über Querkräfte
q in der Struktur ausbreitet, kann an der Stelle r aus Gleichgewichtsgründen die Querkraft
mit

q(r) =
F

2 π r
(8.1)

bestimmt werden (Abb. 8.6). Bei der Annahme einer über die Plattendicke h parabolischen

F F

q

r
h

Abbildung 8.6: Übertragung der Kraft F durch Querkräfte q.

Verteilung der Querschubspannung τrz läßt sich der Spannungsverlauf schreiben als

τrz(z) =

"
1¡

µ
2

h

¶2
z2

#
3

2

q(r)

h
. (8.2)
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Tabelle 8.1: FE-Modelle zur Konvergenzbetrachtung.

Modell 1 Modell 2 Modell 3 Modell 4 Modell 5
Gesamtanzahl Elemente 298 340 721 2693 5921
Anzahl Elemente, Kugel 26 76 201 613 1241
Anzahl Elemente, Platte 272 264 520 2080 4680
Anzahl Elem., Platte, horizontal 17 33 65 130 195
Anzahl Elem., Platte, vertikal 16 8 8 16 24

mit −
h

2
≤ z ≤ +

h

2
.

Der in der Abbildung 8.7 betrachtete Maximalwert des Querschubes in der Plattenmit-
telfläche kann folglich mit

τrz,max(r) =
(

3

4 π

)

F

h r
(8.3)

angegeben werden. Die in dieser vereinfachten Überlegung getroffene Annahme einer Belas-
tung durch eine Einzelkraft ergibt eine Singularität am Pol der schwach gekrümmten Platte.
Für das FE-Modell wurde daher die Krafteinleitung über ein angepreßtes Kugelsegment
gewählt. Hierdurch ergeben sich Unterschiede in der Plattenbelastung im Krafteinleitungs-
bereich, die im Bereich A zu den zu beobachtenden Abweichungen der Querschubverläufe
führen. Für die Konvergenzbetrachtungen wurden die numerisch ermittelten Querschub-
spannungen in der Plattenmittelfläche mit den nach Gleichung (8.3) zu erwartenden Span-
nungen verglichen (Abb. 8.7). Die Betrachtung zeigt, daß das Modell 4 als ausreichend fein

Abbildung 8.7: Querschubverlauf in radialer Richtung über die Pfadlänge S11.

diskretisiert angesehen werden kann. Die nachfolgend dargestellten numerischen Berech-
nungsergebnisse wurden mit diesem Modell erzeugt.
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8.7.2 Berechnungsergebnisse

Abbildung 8.8: Verschiebungsverläufe ux in radialer Richtung.

Die Geometrieabhängigkeit der Verschiebungen und Belastungen verdeutlichen die Abbil-
dungen 8.8 und 8.9. Wie bereits im Kapitel 3.2 diskutiert, bilden sich bei einer konvex
gekrümmten Platte Membrandruckspannungen aus. Im Fall der konkaven Krümmung sind
dies Membranzugbeanspruchungen, die sich jeweils mit den Biegespannungen überlagern.
Die Abbildung 8.10 zeigt zudem die mit der Pfadlänge S11 abnehmenden Querschubspan-
nungen τrz über die Plattendicke h. Dargestellt sind die Berechnungsergebnisse an jeweils
zwei Pfaden senkrecht zur Plattenmittelfläche im Abstand r21 = 3, 75mm und r22 = 6, 25mm

vom Probenkörpermittelpunkt. Erkennbar ist, daß analog zu der Abbildung 8.7 und zu der
Überlegung in der Abbildung 8.6 die Querschubbeanspruchungen jeweils gleicher Probenkör-
pergeometrien aufgrund der sich kreisförmig vergrößernden Belastungsfläche nach außen hin
abnehmen. Der Vergleich der Querschubspannungsverläufe eines konkaven (Ũ = −1, 2mm),
eines planen (Ũ = 0mm) und eines konvexen (Ũ = +1, 2mm) Probekörpers verdeutlichen
die sich geometrieabhängig unterschiedlich ausbildenden Querschubspannungen. Der Ein-
fluß der Geometrie auf die Beanspruchungen und damit auf das Schädigungsverhalten wird
deutlich, wenn ein Festigkeitskriterium auf die Berechnungsergebnisse angewendet wird. Mit
dem Programm Mathematica 4.1 wurden die numerisch berechneten Spannungen eingelesen
und mit einem modifizierten Tsai-Wu-/Tsai-Hahn-Kriterium [105, 106] gewichtet:

F̃ ≡ F1 σr + F3 σz + F11 σ2

r + 2F13 σr σz + F33 σ2

z + F55 τ 2

rz = 1 . (8.4a)

Hierbei enthalten die Festigkeitskoeffizienten Fij die einachsigen Bruchfestigkeiten der uni-
direktionalen Einzelschicht:

F1 =
1

Rz

−
1

Rd

, F3 =
1

Zz

−
1

Zd

, (8.4b)

F11 =
1

Rz Rd

, F33 =
1

Zz Zd

, (8.4c)
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Abbildung 8.9: Radialspannungsverläufe σx.

F13 = −
1

2

1√
Rz Rd Zz Zd

, F55 =
1

S2
, (8.4d)

mit Rz = 2400MPa Zugfestigkeit in der Laminatebene,

Rd = 1300MPa Druckfestigkeit in der Laminatebene,

Zz = 50MPa Zugfestigkeit senkrecht zur Laminatebene,

Zd = 250MPa Druckfestigkeit senkrecht zur Laminatebene,

S = 109MPa Querschubfestigkeit.

Ein erstes Versagen wird angenommen, wenn der Ausdruck (8.4a) den Wert F̃ ≥ 1 annimmt.
Eine Aussage über die Versagensform kann dabei nicht getroffen werden. Da mit diesem
Kriterium kein Rißfortschritt berechnet werden kann, läßt sich nicht auf die entstehende ab-
solute Schadensfläche schließen. Die Verhältnismäßigkeit der Belastungsgrößen lassen aber
eine tendenzielle Abschätzung zu. So zeigen die Abbildungen 8.11 und 8.12, daß sich die Fe-
stigkeiten konvexer Platten im Vergleich zur ebenen Platte erhöhen. Dagegen verringert sich
die Festigkeit konkaver Platten verglichen mit ebenen. Mit der Annahme einer kreisförmi-

Tabelle 8.2: Geometrie- und pfadabhängiger relativer Vergleich der Versagensflächen.

Geometrieabhängige rel. Versagensfläche

Kriterium für Bruch Pfad Ũ =−1, 2mm Ũ =0mm Ũ =+1, 2mm

S11 84% 100% 115%
F̃ =1

S12 87% 100% 112%
S11 79% 100% 120%

F̃ =0, 5
S12 80% 100% 123%

gen Versagensfläche ergeben sich bei unterschiedlichen Festigkeitswerten F̃ abhängig von der
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Abbildung 8.10: Querschubspannungsverläufe über die Probenkörperdicke.

Geometrie verschieden große Flächen (Tab. 8.2). Da das gewählte Tsai-Wu-/Tsai-Hahn-
Kriterium, wie bereits erwähnt, nicht zwischen den Versagensarten differenziert und auch
keine Berechnung des Rißfortschritts erlaubt, ist davon auszugehen, daß nach der Rißini-
tiierung durch Spannungsumlagerungen auch Bereiche versagen, die einen Festigkeitswert
kleiner Eins aufweisen. Durch den Vergleich der geometrieabhängigen Festigkeitswerte F̃
läßt sich somit zumindest ein tendentielles Schädigungsverhalten vorhersagen. Die Berech-
nungsergebnisse zeigen die im Experiment beobachtete Tendenz, daß die Probenkörpergeo-
metrie einen wesentlichen Einfluß auf die Art und Größe der Plattenbeanspruchung und
damit auf das Schädigungsverhalten schwach gekrümmter Strukturen besitzt. So kann aber
bereits mit einem einfachen Schädigungskriterium, wie das hier gewählte Tsai-Wu-/Tsai-
Hahn-Kriterium, dargestellt werden, daß bei einer konvex belasteten Platte die Schädigungs-
fläche im Vergleich zur ebenen Platte ansteigt. Demgegenüber wirken die konkav belasteten
Probekörper im Vergleich zur ebenen Platte deutlich schadenstoleranter.
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Abbildung 8.11: Festigkeitsverläufe in radialer Richtung über die Pfade S11 und S12.

Abbildung 8.12: Festigkeitsverläufe der Pfade S21 und S22 über die Probenkörperdicke.



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Zur phänomenologischen Klärung des Geometrieeinflusses schwach gekrümmter Strukturen
auf das Impactverhalten faserverstärkter Kunststoffplatten wurde eine experimentell-analy-
tische Vorgehensweise gewählt. Die Betrachtung bestehender Plattentheorien und die For-
mulierung neuer Lösungen diente der Beantwortung der Problemstellung. Ergänzend wurde
an einem achsensymmetrischen, dreidimensionalen Finite-Element-Modell der dreidimensio-
nale Spannungszustand betrachtet.

Der erste Teil der Arbeit zeigt einen Weg zur Berechnung isotroper und anisotroper Platten
auf, wobei die Herleitung der ausgewählten Plattentheorien im Kapitel 3 und die analytische
Beschreibung faserverstärkter Laminate im Kapitel 4 der Hinführung zur Problemlösung
diente. Zur allgemeinen Analyse des Geometrieeinflusses von schalenartigen Flächentrag-
werken auf das sich ausbildende Verzerrungs- und Spannungsfeld wurde die Kirchhoffsche
Plattentheorie auf die Theorie schwach gekrümmter Platten bzw. flacher Schalen erweitert.
Die Bedeutung der Querschubberücksichtigung bei Laminaten wurde eingehend untersucht.
Für die Annahme einer quasi-statischen Beanspruchung, wie sie im Fall des Niedergeschwin-
digkeitsimpacts angenommen werden kann, wurde ausgehend von einer Idee nach Szabo
[101] eine Möglichkeit skizziert, die Maximaldurchbiegung bei einer Schlagbeanspruchung
abzuschätzen. Der vorgestellte Weg erlaubt dabei die Berücksichtigung unterschiedlicher
Theorien, wie sie zuvor hergeleitet worden sind.

Im zweiten Teil der Arbeit wurde der geometrische Einfluß schwach gekrümmter Probenkör-
per auf das Impactverhalten und die Schadenstoleranz untersucht. Hierzu wurden, ausge-
hend von dem Standardimpactversuch, in zunächst plane Probenkörper mit den seitlichen
Abmessungen von 150mm£100mm£4mm und einem quasi-isotropen Lagenaufbau Kugelseg-
mente einlaminiert. Sowohl plane als auch schwach gekrümmte Probenkörper wurden dann
definierten Schlagbeanspruchungen in einer instrumentierten Fallbolzenanlage ausgesetzt.
Die Ergebnisse der Impactversuche wurden ausgewertet und in Beziehung zur Krümmung
der Plattenmittelfläche respektive zur Überhöhung gesetzt. Es zeigte sich, daß der Einfluß
der Probenkörperkrümmung auf das Impact- und Schadensverhalten nicht zu vernachlässigen
ist. Konvex belastete Probenkörper wiesen im Experiment eine sehr viel größere Schädigung
auf als plane. Demgegenüber stellte sich der Impact auf konkave Probenkörper im Vergleich

141
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zu planen als deutlich schadenstoleranter dar. Dieser Geometrieeinfluß auf die Schadens-
toleranz faserverstärkter Kunststoffe verstärkte sich mit der Erhöhung der Impactenergie.
Vergleichend wurde der Einfluß der Lagerungsarten bei sonst gleichen Impactbedingungen
untersucht. Die Art der Einspannung bestimmt die Verformbarkeit der Platte und damit
den Impact- und Schädigungsverlauf. Fest eingespannte Probenkörper zeigten sich im Ex-
periment tendentiell impacttoleranter als halb-gelenkig gelagerte.

Der dritte Teil der Arbeit diskutiert die analytischen und experimentellen Ergebnisse. Der
Einfluß der Querschub- und Membranbeanspruchung auf das Impactverhalten faserverstärk-
ter Kunststoffe wird als wesentlicher Faktor erkannt. Es zeigt sich, daß bei den hier verwen-
deten Probenkörperabmessungen und den vorliegenden Randbedingungen zur Berechnung
der Plattenverformung und des Spannungszustands die Anwendung einer schubweichen La-
minattheorie erforderlich ist. Zur phänomenologischen Klärung des Geometrieeinflusses sind
die hergeleiteten Zusammenhänge der schwach gekrümmten Platte und der Querschubspan-
nungen aus der Klassischen Laminattheorie ausreichend. Das sich bei einem Impact aus-
bildende dreidimensionale Spannungsfeld wird in Abhängigkeit von der Krümmung bzw. der
Überhöhung des Probekörpers analysiert. Schon eine geringe Wölbung ist ausreichend, um
einen Spannungszustand mit typischem Schalencharakter zu erreichen. Eingeprägte transver-
sale Lasten werden dann nicht ausschließlich über Querkräfte und Momente sondern über
Membrankräfte abgetragen. Die durch den Schalencharakter hervorgerufenen Membranbe-
anspruchungen beeinflussen den Anteil an Querschubspannungen. In Abhängigkeit von der
Wölborientierung führen diese Membranbeanspruchungen zu einer Verbesserung oder Re-
duzierung der Schadenstoleranz. Es stellt sich heraus, daß konvexe Laminatstrukturen einen
größeren Querschubanteil aufweisen als plane und konkave (s.Kap. 8.5, 8.7).

Der Einfluß der Probenkörpergeometrie auf das Schädigungsverhalten faserverstärkter Kunst-
stoffe ist generell von großer Bedeutung, da die Untersuchung der Schadenstoleranz der
Faserverbundwerkstoffe nach den geltenden Normen an planen Probenkörpern erfolgt. Reale
Strukturen weisen aber überwiegend konvexe Geometrien auf. Somit ist die Übertragbarkeit
der im Experiment ermittelten Impacttoleranz des Faserverbundwerkstoffs auf reale Struk-
turen nur eingeschränkt gültig. Die gewonnenen Erkenntnisse und Vorstellungen über die
Geometrieabhängigkeit des Schädigungsverlaufs und der damit verbundenen Schädigungs-
größe ermöglichen die Einschätzung der Schadenstoleranz faserverstärkter Kunststoffstruk-
turen bei baulichen Veränderungen, der Variation der Impactparameter oder der Randbe-
dingungen.
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Ausblick

Die vorliegende Arbeit zeigt und erklärt phänomenologisch den Einfluß unterschiedlicher
Krümmungen auf den Impactverlauf und die Schadenstoleranz bei faserverstärkten Kunst-
stoffplatten. Die gewonnenen Erkenntnisse sind in weiteren Forschungsarbeiten in geeignete
Versagensmodelle zu integrieren. In analytischen Berechnungen oder bei der numerischen
Simulation mit angepaßten Finite-Elemente-Codes ist die Eignung geeigneter Materialmo-
delle, die die für das Schädigungsverhalten von Laminaten wesentlichen Beanspruchungen in
Dickenrichtung mit berücksichtigen, zu untersuchen. Die experimentellen Ergebnisse dieser
Arbeit können dabei als Grundlage zur Modellverifikation herangezogen werden. Durch wei-
tere Versuche ist zu klären, ob sich der Geometrieeinfluß impactbelasteter Faserverbunde
in eine einfache Formel fassen läßt, so daß sich die Impacttoleranz realer Strukturen über
die Krümmung und die im Experiment an planen Probenkörpern ermittelten Kennwerte
abschätzen läßt. Zum experimentellen Nachweis der Bedeutung von Membranlasten auf die
Ausbildung von Querschubspannungen und damit auf die Ausprägung der Schadenstoleranz
bei Schlagbeanspruchung sind ausführliche Untersuchungen durchzuführen. Generell ist zu
prüfen, ob sich die gefundenen Zusammenhänge auf das Schädigungsverhalten faserverstärk-
ter Kunststoffe bei Hochgeschwindigkeitsimpacts übertragen lassen.
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Anhang A

Koordinatentransformation

Die Drehtransformationsmatrizen [Tσ] bzw. [Tε] transformieren die Spannungen fσg bzw.
Verzerrungen fεg des übergeordneten globalen Koordinatensystems in die Spannungen fσg
bzw. Verzerrungen fεg des lokalen UD-Koordinatensystems der k-ten Schicht als mathema-
tisch positive Drehung um die z-Achse.

Tabelle A.1: Transformationen der Spannungen und Verzerrungen.

lokales KS Ã globales KS globales KS Ã lokales KS
fσg = [Tσ]fσg fσg = [Tσ]−1fσg
fεg = [Tε]fεg fεg = [Tε]−1fεg

Tabelle A.2: Transformationen der Steifigkeits- und Nachgiebigkeitsmatrizen.

lokales KS Ã globales KS globales KS Ã lokales KS
[C] = [Tσ][C][Tσ]

T [C] = [Tε]
T [C][Tε]

[S] = [Tε][S][Tε]
T [S] = [Tσ]

T [S][Tσ]

Wobei allgemein gilt:

[Tσ]
T = [Tε]

−1 .

Transformationsmatrizen in zweidimensionaler Formulierung:

[Tσ] =

2
64

cos2(ϕ) sin2(ϕ) 2 cos(ϕ) sin(ϕ)
sin2(ϕ) cos2(ϕ) ¡2 cos(ϕ) sin(ϕ)

¡ cos(ϕ) sin(ϕ) cos(ϕ) sin(ϕ) cos2(ϕ)¡ sin2(ϕ)

3
75

[Tσ]
−1 =

2
64

cos2(ϕ) sin2(ϕ) ¡2 cos(ϕ) sin(ϕ)
sin2(ϕ) cos2(ϕ) 2 cos(ϕ) sin(ϕ)

cos(ϕ) sin(ϕ) ¡ cos(ϕ) sin(ϕ) cos2(ϕ)¡ sin2(ϕ)

3
75
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[Tε] =

2
64

cos2(ϕ) sin2(ϕ) cos(ϕ) sin(ϕ)
sin2(ϕ) cos2(ϕ) ¡ cos(ϕ) sin(ϕ)

¡2 cos(ϕ) sin(ϕ) 2 cos(ϕ) sin(ϕ) cos2(ϕ)¡ sin2(ϕ)

3
75

[Tε]
−1 =

2
64

cos2(ϕ) sin2(ϕ) ¡ cos(ϕ) sin(ϕ)
sin2(ϕ) cos2(ϕ) cos(ϕ) sin(ϕ)

2 cos(ϕ) sin(ϕ) ¡2 cos(ϕ) sin(ϕ) cos2(ϕ)¡ sin2(ϕ)

3
75

Transformationsmatrizen in dreidimensionaler Formulierung:

[Tσ] =

2
666666664

cos2(ϕ) sin2(ϕ) 0 0 0 2 cos(ϕ) sin(ϕ)
sin2(ϕ) cos2(ϕ) 0 0 0 ¡2 cos(ϕ) sin(ϕ)
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(ϕ) ¡ sin(ϕ) 0
0 0 0 sin(ϕ) cos(ϕ) 0

¡ cos(ϕ) sin(ϕ) cos(ϕ) sin(ϕ) 0 0 0 cos2(ϕ)¡ sin2(ϕ)

3
777777775

[Tσ]
−1 =

2
666666664

cos2(ϕ) sin2(ϕ) 0 0 0 ¡2 cos(ϕ) sin(ϕ)
sin2(ϕ) cos2(ϕ) 0 0 0 2 cos(ϕ) sin(ϕ)
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(ϕ) sin(ϕ) 0
0 0 0 ¡ sin(ϕ) cos(ϕ) 0

cos(ϕ) sin(ϕ) ¡ cos(ϕ) sin(ϕ) 0 0 0 cos2(ϕ)¡ sin2(ϕ)

3
777777775

[Tε] =

2
666666664

cos2(ϕ) sin2(ϕ) 0 0 0 cos(ϕ) sin(ϕ)
sin2(ϕ) cos2(ϕ) 0 0 0 ¡ cos(ϕ) sin(ϕ)
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(ϕ) ¡ sin(ϕ) 0
0 0 0 sin(ϕ) cos(ϕ) 0

¡2 cos(ϕ) sin(ϕ) 2 cos(ϕ) sin(ϕ) 0 0 0 cos2(ϕ)¡ sin2(ϕ)

3
777777775

[Tε]
−1 =

2
666666664

cos2(ϕ) sin2(ϕ) 0 0 0 ¡ cos(ϕ) sin(ϕ)
sin2(ϕ) cos2(ϕ) 0 0 0 cos(ϕ) sin(ϕ)
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(ϕ) sin(ϕ) 0
0 0 0 ¡ sin(ϕ) cos(ϕ) 0

2 cos(ϕ) sin(ϕ) ¡2 cos(ϕ) sin(ϕ) 0 0 0 cos2(ϕ)¡ sin2(ϕ)

3
777777775
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[32] Girkmann, K.: Flächentragwerke. 6. Auflage, Springer-Verlag, Wien, 1974

[33] Golovoy, A.; Oene, H. van: The Influence of Temperature on the Impact Beha-
vior of Unidirectional Glass Fiber-Epoxy Composite. Polymer Composites, Dearborn,
Michigan, 1986

[34] Gosse, J.H.; Mori, P. B.Y.: Impact Damage Characterization of Graphite/Epoxy
Laminates. 3rd ASC Conference on Composite Materials, Proceedings, pp. 344-353,
Seattle, 1988

[35] Greszczuk, L.B.: Response of Isotropic and Composite Materials to Particle Im-
pact. Foreign Object Impact Damage to Composites, ASTM STP 568, American Society
for Testing and Materials, 1975, pp. 183-211

[36] Gross, D.; Hauger, W.; Schnell, W.: Technische Mechanik 2, Elastostatik. 2.
Auflage, Springer Lehrbuch, Darmstadt, 1995

[37] Gross, D.; Hauger, W.; Schnell, W.; Wriggers, P.: Technische Mechanik
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prüfung (NMP) im DIN Deutsches Institut für Normung e.V., Beuth Verlag, Berlin,
1991

[65] N.N.: DIN 50 014: Klimate und ihre technische Anwendung - Normalklima. Nor-
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lesungsmanuskript, Technische Universität Dresden, Fakultät für Bauingenieurwesen,
Institut für Baumechanik und Bauinformatik, Dresden, 1999

[112] Zhou, G.; Greaves, L. J.: Damage resistance and tolerance of thick laminated
woven roving GFRP plates subjected to low-velocity impact. in Impact Behaviour of
Fibre-Reinforced Composite Materials and Structures. CRC Press, Boca Raton (USA),
2000


