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Vorwort

Natiirliche Flielgewésser, von denen es in Mitteleuropa nur noch wenige gibt, sind stets
mehr oder weniger groffen Verdnderungen unterworfen. Dabei besitzen sie drei Freiheits-
grade, indem sie etwa im Grundriss durch Uferverlagerung bzw. Méaandrierung, aber
auch in der Tiefe durch Sohlenauth6hung oder Erosion, sowohl ihre Lage als auch ihre
Gestalt verdndern. Diese Verdnderungen konnen einerseits mehr oder weniger stetig,
jedoch bei grofleren Hochwasserereignissen auch sehr unstetig verlaufen. Dies fiihrte
in der Vergangenheit immer wieder zu Verlusten an landwirtschaftlichen Fldchen, aber
insbesondere zu Schiiden an der Infrastruktur in besiedelten Gebieten. Im 19. Jahrhundert
begann deshalb an vielen unserer FlieBgewésser der sog. ‘Ausbau’ durch Versteinung
der Ufer, Bau von Hochwasserdeichen und Einbau von Sohlenabstiirzen, um den Fluss
in seinem Lauf zu fixieren und damit im wahrsten Sinn des Wortes berechenbar zu
machen. Diese Mafinahmen erstreckten sich bis weit in das 20. Jahrhundert. Zunéchst
stellte sich durch diese Konzentration des Abflusses auf ein begradigtes und schmaleres
Flussbett der Erfolg dieser Mafinahme insofern ein, indem durch die erhohte Schleppkraft
die Flusssohle sich einzutiefen begann, womit der Abflussquerschnitt vergrofert und da-
mit die Hochwassergefahr weiter reduziert wurde. Erst nach ldngerer Zeit wurde in den
meisten Féllen klar, dass diese Eintiefungstendenz nicht zum Stillstand kam und sich
entsprechende negative Konsequenzen durch einstiirzende Briicken, abrutschende Ufer,
aber auch durch abgesenkte Grundwasserspiegel, mit nachteiligen Folgen fiir die Okolgie
einstellten. Das aus der Flusssohle ausgetragene Geschiebe lagerte sich wiederum nach-
teilig an Aufweitungen des FlieSquerschnitts, wie Staurdumen, Hafeneinfahrten, etc, ab.
Dies war mit eine Ursache fiir die verstéarkte Erforschung des Feststoff-, insbesondere des

Geschiebetransportes in all seinen Auswirkungen, vor allem auf die Gew#sserstabilitét.

Heute existieren eine Vielzahl von empirisch-theoretischen Formeln fiir den Feststoff-
transport, welche mehr oder weniger gute Ergebnisse fiir praktische Probleme liefern.
Die wesentlichen Schwierigkeiten bei der Berechnung des Feststofftransportes stellen
einerseits die zahlreichen Parameter dar, welche diesen Prozess beeinflussen, aber auch
die Interaktion zwischen Abfluss und Feststofftransport. So bilden sich bei beweglicher
Sohle mit steigendem Abfluss beginnend mit einem relativ ebenen Flussbett je nach
Korndurchmesser des Materials Riffeln bzw. Diinen oder sogar Antidiinen aus, welche
wiederum signifikante Auswirkungen auf das Abflussverhalten infolge variabler Mikro-
bis Makrorauheit zur Folge haben. Die Ausbildung dieser sog. Transportkorper und deren

Verschwinden bedarf einer gewissen Entwicklungszeit.



Grundséatzlich interessiert in diesem Zusammenhang die Frage nach einem Gleichgewicht
zwischen den Phanomenen Abfluss und Geschiebetransport, um zumindest idealisiert den
Endzustand eines Gewéssers abschiitzen zu konnen. Dieser Fragestellung hat sich Herr
Bofinger in der vorgelegten Dissertationsschrift gewidmet. Dabei ist er den klassischen,
aber schwierigen Weg gegangen, die Ausgangsgleichungen fiir Stromung und Geschiebe-
transport analytisch zu entwickeln. In der vorgelegten Schrift gelang es dem Verfasser,
die analytischen Beziehungen fiir die Hydraulik und den Feststofftransport vereinfacht
fiir stationdre Verhéltnisse und eindimensionale Stromung zu koppeln und damit Aussa-
gen fiir ein Transportgleichgewicht abzuleiten. Fiir unterschiedliche Annahmen sowohl fiir
Rechteckgerinne mit konstanter als auch mit variabler Breite wurden die resultierenden
gewohnlichen Differentialgleichungen fiir den jeweiligen Wasserstand abgeleitet. Damit

konnen Auswirkungen lokal verénderter Prozessparameter prognostiziert werden.

Weiterfithrende berlegungen fiir den praxisrelevanten Fall der stationdr-ungleichférmigen
Stromung erméglichen eine geschlossene implizite Losung. Mit diesen Formeln konnte
sowohl der Einfluss verénderlicher Rauheit als auch verdnderlicher Breite auf das Ender-
gebnis analytisch untersucht werden. Auch die Zeit bis zur Entwicklung eines stationéren

Gleichgewichtes kann damit abgeschétzt werden.

Die Arbeit endet mit Vorschldgen zu Grundsatzuntersuchungen an Labormodellen, um

die hier abgeleiteten Beziehungen auf ihre Allgemeingiiltigkeit untersuchen zu kénnen.
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1 Einleitung

1.1 Was ist ein Gleichgewicht?

Ein Gleichgewicht ist ein Zustand eines Systems. Als Zustand eines Systems betrachtet
werden hierbei Grofien, durch die sich dieses mathematisch beschreiben lisst. Gleichge-
wichte sind speziell solche Zusténde, in denen die betrachteten Grofien zeitlich konstant
sind. Gleichgewichte gelten also nur unter Bezug auf die fiir das System betrachteten
GroBen. In physikalischen Systemen miissen Grossen, fiir die Gleichgewichte betrachtet
werden konnen, Erhaltungsgesetzen unterliegen, so z. B. Masse, Gesamtenergie, Gesamt-
impuls u. a. (Fiir eine ausfiihrliche Einfithrung siehe [15], III §11 und IV §12 S. 146-176.)

In einem System, das sich in einem Gleichgewichtszustand befindet, kénnen sich aber
durchaus Groflen mit der Zeit dndern. Sie verhalten sich jedoch periodisch, sofern sie
einem deterministischen Gesetz unterliegen. Ein Beispiel gibt die Lage des Massepunktes
des reibungsfrei schwingenden Pendels. Nur die Gesamtenergie ist als Summe kinetischer
und potentieller Energie Erhaltungsgroie. In Abb. 1 wird das Gleichgewicht erldutert,

das sich bei einem erregten und zugleich geddmpften Federpendel einstellt.

Praktisches Interesse besteht an Gleichgewichten da, wo durch einmalige Einflussnahme
auf ein System, etwa durch ‘Einstellen’ von Parametern, eine lang anhaltende Wirkung
erzielt werden soll. Das gilt nicht nur im Bereich der exakten Naturwissenschaften oder
den darauf aufbauenden Ingenieurdisziplinen, sondern auch in der Biodynamik, Okonomie
und Soziologie. Um damit Erfolg zu haben, miissen jedoch zwei Voraussetzungen erfiillt

werden:

e Das System muss in praktisch annehmbarer Zeit zumindest ndherungsweise ein
Gleichgewicht erreichen. Das System muss sich durch Gréflen beschreiben lassen,

die sich in absehbarer Zeit nur noch geringfiigig dndern.

e Die ‘Wiinsche’ an das einzustellende System miissen sich auf solche Gréfien beziehen.
Auf GroBen, die im Gleichgewichtszustand periodisch sind, darf kein Sollwert gesetzt
werden. Geeignet sind hingegen aus den periodischen Groflen abgeleitete Grofien,
wie Mittelwert, Frequenz und andere, sofern deren zeitliche Anderung fiir ein Un-

gleichgewicht, deren zeitliche Konstanz fiir ein Gleichgewicht des Systems steht.
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Abbildung 1: In seiner Resonanzfrequenz erregtes und durch Reibung gedampftes Federpendel.
Hier stellt sich im Gleichgewicht eine zeitlich konstante Amplitude der Schwingung ein. Je nach
der Anfangsamplitude wichst (a) oder féllt (b) diese (gestrichelte Hiillkurve der Oszillogramme)
gegen den nur asymptotisch erreichten Wert im Gleichgewicht. Die ortliche Lage und die
Geschwindigkeit des Masseschwerpunktes werden im Gleichgewichtszustand periodisch. Der

Zeitabstand zwischen zwei Nulldurchgédngen ist durchweg konstant.

Besteht ein System aus mehreren Teilsystemen, unter denen Austauschvorginge ablaufen,
so konnen fiir das Gesamtsystem im Gleichgewicht Grossen zeitlich konstant sein, die
sich in den jeweiligen Teilsystemen zeitlich &ndern. Ein sog. detailliertes Gleichgewicht
innerhalb und zwischen einzelnen Teilsystemen ist zwar hinreichend, nicht aber notwendig
fiir ein Gleichgewicht des alle Teilsysteme umfassenden Gesamtsystems. Notwendig fiir
ein detailliertes Gleichgewicht in physikalischen Systemen ist zunéchst, dass die fiir das
Gleichgewicht des Gesamtsystems betrachteten Grossen bereits in jedem Teilsystem Er-

haltungsgréfen sind.
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1.2 Fragen

So stellt sich fiir das Regime der Flielgewisser die Frage nach Gleichgewichten, aus den
exakten Naturwissenschaften heraus speziell nach physikalischen Gleichgewichten. Damit
hier aber von physikalischem Gleichgewicht gesprochen werden kann, miissen hierzu je
nach Fragen oder Zielen des Regimes physikalische Grofien zeitlich konstant werden. Das
widerspricht oft einem iibergeordneten 6kologischen Gleichgewicht. Dieses verlangt im
allgemeinen Dynamik, d. h. viele Freiheitsgrade bei allen ihm untergeordneten physikali-

schen Vorgingen. Zunéchst stellen sich die grundsétzlichen Fragen:

e Welche Hierarchie besteht unter den Gleichgewichten? Zwischen welchen unterge-

ordneten Systemen sind detaillierte Teilgleichgewichte moglich?
e Welche Ziele sind mit welchen Gleichgewichtsforderungen vertréglich?
e Welche Gleichgewichte lielen sich realisieren?

e Wie kommen hier physikalische Gleichgewichte iiberhaupt (noch) zur Diskussion?

Physikalische Bilanzgleichgewichte der Fliegewésser sind zu erwarten

e als hydrologisches Gleichgewicht zwischen Zu- und Abfliissen und

e als Transportgleichgewicht zwischen Ein- und Austrag der Sedimente.

Die Frage bleibt aber, ob und wie diese Gleichgewichte zur Geltung kommen. Bei Veran-
derung der Flussmorphologie durch héufige instationére Ereignisse miissen die physika-
lischen Gleichgewichte auf Grossen bezogen werden, die iiber einen so langen Zeitraum
gemittelt werden, dass sich in dieser Zeit bereits andere Einfliissse aus dem Okohaushalt,
etwa Klima- und Vegetationsdnderungen, auf den zunéchst rein physikalisch betrach-
teten Sachverhalt auswirken. Weiter wirkt sich in so langen Zeitrdumen der Zustand
eines Flusses und dessen Umgebung selbst auf den Okohaushalt aus. Bereits das Ziel,
ein Fliegewasser und dessen Umgebung auf Gleichgewichte einzustellen, zwingt dazu, in

den freien Lauf der Natur einzugreifen.
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Abbildung 2: Der Mensch und der Fluss. Ein Flussregime beschrinkt sich auf die
technischen Einflussmoglichkeiten. Hier widersprechen sich unmittelbare Interessen des
Menschen mit 6kologischen Wechselwirkungen. Im nicht regulierten Fluss ist dessen physikali-

sche Manifestation dem 6kologischen Gleichgewicht untergeordnet.

Jede Form einer Regulierung eines Flusses, auch eine naturnah-okologische, bleibt eine
Regulierung. Die Regulierung zieht nun eben auch iibergeordnete Systeme mit ein. Primér
interessiert den Menschen jedoch weiterhin die physikalische Stabilitét des Flusses. Diese
ist das Thema dieser Arbeit.

Zundchst mag man fragen, ob sich in einem durch den Menschen véllig ungestorten
Okosystem je wirklich Gleichgewichtes einstellen. Gleichgewichte an ‘natiirlichen’ FlieBge-

wassern werden somit untersucht unter der Annahme, dass sich Gleichgewichte einstellen.
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In natiirlichen Fliegewéssern werden abhéngig vom Wasserstand, von der FlieBgeschwin-
digkeit des Wassers, von der Lage und Form des Flussbettes Sedimente transportiert.
Erosion und Auflandung der Sedimente legen Lage und Form des Flussbettes fest. Lage
und Form des Flussbettes bestimmen bei gegebenem Zu- bzw. Abfluss Wasserstand
und FlieSgeschwindigkeit. Physikalisch lassen sich die natiirlichen Fliegewisser nur als

Kopplung von Hydraulik mit Transport beschreiben.

Im Jahr 1876 hat Du Boys in seiner grundlegenden Arbeit iiber den schubspannungsin-
duzierten Geschiebetransport postuliert, dass sich hierbei insbesondere fiir das Gefille
des Flussbettes ein Gleichgewicht einstellt. ([3], IV. S. 188-193) Modellversuche und
numerische Simulationen beschreiben nur individuelle Szenarien, heute sogar solche mit
instationdrer Hydraulik gekoppeltem instationdrem Transport. Doch fehlen Kriterien
dafiir, wann mit einem Gleichgewicht iiberhaupt gerechnet werden darf. Weiter fragt
man sich: Wie empfindlich ist ein solches Gleichgewicht? Zu letzterer Frage gibt es be-

reits Ansétze iiber die Zuverlédssigkeitstheorie. ([31])

Ein Problem bei den Untersuchungen bildet die grofie Zahl unterschiedlicher Ansétze,
den Sedimenttransport zu beschreiben, und sich daraus ergebender Geschiebetransport-
formeln. Erleichternd wirkt hier nur, dass bei Untersuchung eines Gleichgewichtes weniger
die absolute Grofe der sich aus einer Formel ergebende Fracht als deren Abhéngigkeit von
bestimmten hydromechanischen Gréfen, wie FlieBgeschwindigkeit, Feststoff-Froude-Zahl
(Schubspannung) u. a. von Belang ist. Interessant bei der Konzeption von Modellversuchen
wird, nicht nur aus schwer zu messenden Frachtraten, sondern auch aus dem Vergleich
eines aufgenommenen Sohlenprofils in einem Transportgleichgewichtszustand mit einem

berechneten Profil Transportgesetze zu validieren.



1.2 12

Das Transportgleichgewicht ist thermodynamisch. Die Kontinuitdatsgleichung fiir den
Transport ist, wenn sie sich linear verhélt, parabolisch und entspricht der Warmeleitungs-
gleichung. Andererseits werden sowohl im Experiment als auch in der Natur im stationé-
ren Gleichgewicht oszillatorische Vorgénge beobachtet. In Modellen zweier Raumdimen-
sionen sind das Transportkorper, in dreidimensionalen Modellen alternierende Kolke und
Bénke sowie der Maander. Die Flachwassergleichungen sind hyperbolisch und erlauben
oszillatorische Losungen. Aus mathematischer Sicht stellt sich daher die Frage welcher

Klasse partieller Differentialgleichungen das gekoppelte System fiir Hydraulik und Trans-

port angehort.

Abbildung 3: Oszillatorische Vorgéinge im Transportgleichgewicht der Fliegewésser . Sol-
che Vorginge laufen in groflem (oben, Flussmeander) und kleinem (unten, Diinenwanderung)

ZeitmafBstab ab.

Wichtig ist die Dauer des Zeitraumes, {iber den ein Transportvorgang untersucht werden
soll. Wahrend man sich in der Geomorphologie fiir Vorgénge interessiert, die sich iiber
Jahrmillionen erstrecken, achtet man im Bauwesen beim Hochwasserschutz auf instationére
Einzelereignisse, die sich sogar innerhalb weniger Stunden abspielen. Wird nach einem
Gleichgewicht gesucht, muss sich das hydromechanische Modell zwangslaufig auf einen

ausreichend langen Zeitraum erstrecken.
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1.3 Ziele

Rein numerische Rechnungen simulieren nur individuelle Szenarien. Daraus ergeben sich
nur schwer allgemeine Erkenntnisse. Zudem befinden sich gerade ‘natiirliche’ Flief3ge-
wésser niemals in einem Gleichgewicht, sondern in einem metastabilen Zustand, der
ein Gleichgewicht imitiert. Massen werden grofienteils iiber nur sehr kurze, und damit

instationére, Einzelvorgénge, zu deutsch Hochwasserereignisse, ausgetauscht.

Um den mit Geschiebetransport gekoppelten Abfluss analytisch zu beschreiben, wird
eine Integraldarstellung (13) der Spiegellinie mit der Gleichgewichtsbedingung (58) fiir
den Transport gekoppelt. Speziell fiir Gerinne konstanter Breite lésst sich aus der Inte-
graldarstellung (64) fiir das gekoppelte System eine Differentialgleichung (65) und deren
analytische Losung (91) gewinnen. So gelangt man zu grundlegenden Gleichungen. In sie
gehen keine speziellen Gesetze fiir die Frachtrate ein; doch ergeben Empfindlichkeiten des

stationédren Gleichgewichtes gegeniiber Parametern.

Ausgegangen wird zunichst von einem offenen geradlinigen Rechteckgerinne konstan-
ter Breite mit beweglicher Sohle. In diesem Gerinne wird ein stationéres an stationédren
Abfluss gekoppeltes Transportgleichgewicht untersucht sowohl bei konstantem als auch
bei ortsverénderlichem Widerstandsbeiwert. Durch einen Storansatz werden die Ergeb-
nisse aus diesem Spezialfall auf Rechteckgerinne verénderlicher Breite ohne FlieSwechsel
verallgemeinert. In natiirlichen FlieBgewéssern ist jedoch der bei vorgegebenem Abfluss
angenommene Fliequerschnitt eine freie Grofle. Hierzu wird in Abschnitt 6 auf Unter-

suchungen zu stabilen Flussbettprofilen zuriickgegriffen.

Im Mittelpunkt der Untersuchungen stehen Gesetze, nach denen der Transport von
Geschiebe von der Feststoff-Froude-Zahl abhéngt, also von der Sohlenschubspannung.
Diskutiert werden deneben auch solche, nach denen der Transport von der FlieBgeschwin-
digkeit des Wassers direkt abhéngt.

Dynamisch stabile Sohlenquerprofile natiirlicher FlieBgewésser lassen sich mit eindimen-
sionalen Modellen beschreiben, indem davon ausgegangen wird, dass die innerhalb eines
Sohlenquerschnittes auf jedem Punkt der Sohloberfliche wirkende effektive Schubspan-
nung konstant ist. Ein solcher mechanischer Ansatz wird in Abschnitt 6 mit dem zur

Herleitung der Gleichung fiir die Kettenlinie in Verbindung gebracht.
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1.4 Ergebnisse

Sofern fiir den Transport der Sedimente ein Gesetz zugrunde gelegt wird, nach dem die
Frachtrate von der Schubspannung abhéngt, wird in den Abschnitten 3 und 4 grundlegend
erkannt: Das sich bei Transportgleichgewicht der beweglichen Sohle einstellende Gefille
des offenen Gerinnes ist im wesentlichen Funktion des Widerstandsbeiwertes. Fiir die
schubspannungsbestimmten Transportgesetze ergibt sich speziell in Gerinnen konstanter
Breite als Bedingung fiir ein stationéres Transportgleichgewicht, dass sich Wasserstand

und Gefille als Funktionen des Ortes reziprok zueinander verhalten.

So ist fiir schubspannungsbestimmte Transportgesetze ein Gleichgewicht sogar in Gerinnen
konstanter Breite auch bei stationér-ungleichférmigem Abfluss moglich, sofern die Rand-
bedingungen (Schiitze, Wehre, abrupte Aufweitung oder Verengung) den Transport nicht
behindern. Die Stau- bzw. Senkungslinien weichen jedoch von der Bresse-Kurve ab, weil
das Gefille nicht konstant ist. Entscheidend fiir dieses Gefille ist der Widerstandsbeiwert
des Gerinnes. Eine lokale Veranderung der Breite des Gerinnes wirkt sich nur proportional

zur Kubikwurzel des Breitenverhaltnisses auf den Wasserstand aus.

Wird dem Geschiebetransportgleichgewicht ein Gesetz zugrunde gelegt, nach dem die
Frachtrate nur von der tiefengemittelten FlieSgeschwindigkeit des Wassers abhéngt, tritt
ein Transportgleichgewicht nur bei konstantem Wasserstand ein. In Gerinnen konstanter
Breite bedeutet das Normalabfluss; bei wechselnder Breite eine Reziprozititsbeziehung

zwischen Gefille in Breite.
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Abbildung 4: Der Zusammenhang zwischen der Breite b, dem Widerstandsbeiwert A, dem

Wasserstand h eines offenen Rechteckgerinnes und dem Gefélle I der beweglichen Sohle. Im

Gegensatz zu Gerinnen mit einer festen Sohle beeinflusst die Gerinnebreite b nur wenig den

Wasserstand, bei flielgeschwindigkeitsbestimmten Geschiebeformeln sogar iiberhaupt nicht, weil

im Transportgleichgewicht eine Anderung der Breite durch das Gefille ausgeglichen wird.
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Ein Ausblick auf den instationédren Prozess, in dem sich das Transportgleichgewicht
einstellt, weist in Abschnitt 5.5 fiir schubspannungsbestimmte Transportgesetze auf eine
Analogie zur Warmeleitungsgleichung. Der entsprechende Koeffizient ist linear im Gefille
des Gleichgewichtszustandes und wird auch sehr durch die Empfindlichkeit des Transport-
gesetzes gegeniiber der Feststoff-Froude-Zahl bestimmt. Hieraus ergeben sich in Abschnitt
8.1 aufgezeigte Konsequenzen wie die Ergebnisse zum stationédren Transportgleichgewicht

experimentell validiert werden konnten.

Erkldren ldsst sich die Analogie zur Wérmeleitungsgleichung daraus, dass die Schub-
spannung, ebenso wie die Temperatur, eine physikalische Feldgrofie ist. In Verbindung
mit der der intensiven Feldgrofle zugeordneten extensiven Mengengrofie (Entropie «—
Temperatur, hier Sedimentfracht «— Schubspannung.) streben Feldgrofien ein Gleich-
gewicht durch Diffusion an. (Das Produkt intensive Grofie mal zugeordnete extensive
GroBe ist von der Dimension Arbeit bzw. Energie. [15], IT §6 S. 87-89) Fiir flieBgeschwin-
digkeitsbestimmte Transportgesetze verhélt sich der dynamische Prozess oszillatorisch.

Hier ergibt sich fiir die Sohlform eine im allgemeinen nichtlineare Wellengleichung.

Dynamisch stabile Querprofile natiirlicher FlieSgewisser miissen eine sog. Rektifikations-
bedingung erfiillen. Ein grobes Modell fiihrt zu der Erkenntnis, dass das Produkt Mi-
nimaltiefe mal Lénge der transportaktiven Sohloberfliche (in Querrichtung) gleich der
FlieBquerschnittsflache sein sollte. Ein verfeinertes Modell, das auch die von dem Eigen-
gewicht der Korner ausgehende Schubspannung beriicksichtigt, relativiert diese Aussage
dahin, dass bei konstantem FlieBquerschnitt die Lange der transportaktiven Sohloberflache
proportional zur Feststoff-Froude-Zahl wachsen darf. Bei starkem Transport wird die
Sohle (auch in Querrichtung) ‘zerkliifteter’. Abschétzungen fiir den hydraulischen Radius
zeigen, dass dessen Differenz zum Wasserstand geringer ausfallen kann als bei einem
Rechteckgerinne derselben Breite. Nicht befriedigend l6sen jedoch beide Modelle das

Problem der Erosion an senkrechten Uferwanden.

Verhalt sich der Transport linear in der Schubspannung, so die Transportkorper-Perioden-
lange linear zur Quadratwurzel des Quotienten aus Wellenwanderungsgeschwindigkeit an
der Wasseroberfliche durch die Diinenwanderungsgeschwindigkeitauf der Sohle. Quanti-
tativ werden unter dieser Annahme mit dem in 7 entwickelten Modell fiir eindimensionale

Transportkorper eher Riffel als Diinen beschrieben.
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1.5 Grenzen und Ausblick

Bereits in einer zu Beginn des Abschnitts 3.2 zur Kontinuitéit des Geschiebetransports
gefithrten Diskussion wird gezeigt, dass dringend experimentell geklidrt werden sollte wie
sich ein quer zur FlieB- und Transportrichtung verlaufendes Gefille auf die Frachtrate
auswirkt. Sonst lasst sich das zweidimensionale Transportgleichgewicht nicht befriedigend
beschreiben. Um auch kleine Differenzen zwischen Frachtraten mit befriedigender Auflo-

sung zu messen, wird in Abschnitt 8.4 ein differentielles Messverfahren vorgeschlagen.

Besonders viel versprechen weitere Untersuchungen zu dem dynamischen Vorgang der
Einstellung des stationédren Gleichgewichtes . Weil es sich hierbei zumindest aus Sicht
der Transportvorginge um einen instationidren Vorgang handelt, (fiir die Hydraulik kann
hier i. a. stationdr gerechnet werden, solange der Abfluss konstant ist.) ist dieses Thema
in dieser Arbeit nur angerissen worden. Die Ergebnisse aus Abschnitt 5.7 zu Geschiebe-
transportformeln, bei denen die Frachtrate nur von der mittleren FlieSgeschwindigkeit des
Wassers abhéngt, zeigen, dass auch stationér-oszillatorische Gleichgewichte moglich sind.
Fiir schubspannungsbestimmte Geschiebeformeln ist das erst der Fall, wenn nichtlineare

Phénomene, wie in Abschnitt 7 zu Transportkérpern, betrachtet werden.

Neben solchen grundsétzlichen, eher qualitativen Fragen sollten auch einige der quantita-
tiven Ergebnisse durch spezielle Modellversuche validiert werden. Mit solchen Versuchen
sollte vor allem geklédrt werden, inwieweit die bei der Herleitung dieser Ergebnisse zugrunde
gelegten Annahmen gerechtfertigt sind. So ldsst sich z. B. die sich bei stationdrem Trans-
portgleichgewicht ohne Normalabfluss einstellende Sohlform und zugehorige Wassersténde
heute leichter messen als die Frachtraten direkt. Damit léasst sich klaren, ob der Trans-
port ausschliellich von der Schubspannung abhéngt. Gilt ein Reziprozitiatsgesetz zwischen

Wasserstand und Gefille, ist eine solche exklusive Abhédngigkeit bestétigt.
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2 Gleichungen der stationidren Spiegellinie

Beschreiben ldsst sich ein Transportgleichgewicht nur, indem die Gleichungen fiir die
Hydraulik offener Gerinnestromungen mit denen fiir den Sedimenttransport gekoppelt
werden. Ein stationdres Transportgleichgewicht setzt dabei eine stationdre Stromung
voraus. Fiir instationédre Vorgénge treten in den jeweiligen Differentialgleichungen auch
partielle Ableitungen nach der Zeit auf. Um den eindimensional-stationédren Fall zu be-

handeln, geniigt gewohnliche Differentialgleichungen und deren Losungen zu diskutieren.

Wesentlich vereinfachen lassen sich die Rechnungen durch dimensionslose Grofien. Fiir
die Hydraulik sind das die Froude-Zahl F, und der dimensionslose Wasserstand h* (in
Gerinnen konstanter Breite), fiir den Geschiebetransport die Einsteinsche Transportin-
tensitit @, die Feststoff-Froude-Zahl F,.* und die dimensionslose Frachtzahl G* nach DIN.

In folgenden vier Teilabschnitten wiedergegebene Gleichungen der stationidren Hydrau-
lik gehoren iiberwiegend bereits lange zum gesicherten Wissen der Hydromechanik. Sie
werden nochmals detailliert hergeleitet, um die Arbeit logisch geschlossen aufzubauen

und die Notation zu vermitteln. Hierin zeigt sich zitierte Literatur uneinheitlich.

2.1 Stationire Hydraulik offener Gerinnestromungen

Werden in einer offenen Gerinnestromung zwei Querschnitte an den Orten x; und x5 in
FlieBrichtung betrachtet, ergibt sich aus dem Gleichgewicht der Stiitzkréfte bei statio-

nérer Stromung

x1

Q((g(h — ), +v}) A1 — (g(h — hs)y + vg)Az) = / ogl Adx — /I Fr.dx (1)

—— ——
Gewicht Reibungskraft

N

TV
des Wassers zwischen x; und x,

bei kleinem Gefiille I zwischen 2 und 5, da nur fiir kleine / nédherungsweise I ~ sin(arctan I)
gesetzt werden darf. Fiir die potentielle Energie und der sich daraus ergebende Anteil
der Stiitzkréfte entscheidend ist die Differenz h — h, zwischen dem Wasserstand h,
also der Hohe des Wasserspiegels iiber der Sohle und Hoéhe hg des Schwerpunktes des
FlieBquerschnitts iiber der Sohle. (Abb. 5)
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o

1 %,

Abbildung 5: Gleichgewicht der Stiitzkrifte bei stationdrer Stromung. Die Kraft als Differenz
zwischen Gewicht und Reibung des schraffierten Segmentes steht nach (1) im Gleichgewicht zu
der Differenz zwischen den Kriften, die sich aus der Differenz der Gesamtenergie des Wassers

in den Querschnitten 7 und zo ergeben.

Aus einem quadratischen Widerstandsgesetz 8gruIr = Av? (Darcy) ergibt sich die Orts-
ableitung F, der Stiitzkraft F» aus dem Reibungsgefille I tiber

2
Fi, = ogAlp = 0Ny (2)
87’H
Fy Alv?
— - = B (3)
und
(gl — o)y +12) 41— (gl — h)y + D)4 = & [ A= 1) da (W
T2

die in der Literatur tiblicherweise differentiell zitierte Stiitzkraftgleichung ([6], 15.2.4 GL
(15.2), S. 288 fiir I5)

2

d 9 .
%<(g(h— he) + v )A> = gA(I—Ip) mit Ir = & (5)
2 P 1
(Zu I [6] 5.2, S. 110, 2. Anmerkung, wobei @ = v? und —~ = — obige Gleichung
A? A g

fiir Ir ergeben.) Andere Flielgesetze ergeben kompliziertere Ausdriicke fiir Ir. Aufgrund

dieser Herleitung gelten fiir (5) folgende Einschrankungen:
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e Mit (4) bzw. (5) liegt speziell die stationér-eindimensionale Form der sog. Flachwas-

sergleichungen von Saint-Venant vor. Im allgemeinen, instationér-zweidimensionalen
Fall handelt es sich bei den Flachwassergleichungen um ein gekoppeltes System
dreier partieller Differentialgleichungen, einer skalaren Kontinuitatsbedingung und
einer vektoriellen Impuls- bzw. Energieerhaltungsgleichung ([25], 4.1 (4.1.1), (4.1.4),
(4.1.5) S. 225-226, [2] 6.3.2 (6.6) und (6.7) S. 218 mit speziellen Quell- und Beschleu-
nigungskorrekturtermen fiir instationdre Modellierung der Fliisse):

\

O L div(he) = 0

ot
ohv,  Ohvyv,  O(hvi+gh?/2) (6)
z — gh(I—1I
ot oy +(an2/) ghll = Ir),
ohv,  Ohvyv,  O(hv, +gh®/2
= gh(l -1
ot + ox + oy gh( F)y )
Av2 vy

Hierbei sind (I — Ip), = I, — und (I —1Ip), = I, — die Differenzen
’ 8gru ’ 8gru

zwischen den Richtungsgeféllen I, bzw. [, und den Reibungsgefillen in Flie8s- bzw.

Querrichtung. In Anhang A.1 wird gezeigt, dass hier bei vorgegebenen Geféllen ein

hyperbolisches Differentialgleichungssystem erster Ordnung gegeben ist. Fiir solche

Gleichungssysteme wird das Cauchysche Anfangswertproblem gestellt.

Bei Stationéritdat wird vorausgesetzt, dass sich die Spiegellinie zeitlich nicht &ndert.

In (6) verschwinden die partiellen Ableitungen nach der Zeit. So ergibt sich auf
b b

einem Rechteck [z1; z5] X {—5; 5] fiir die Impulsgleichungen folgende Integraldar-

stellung:
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x2

/ :(hvmvy) <x g) ~ (hva,) (x —gﬂ da

1

_ hv? + " ( — | h? h d
: 85 T2, ) vt 85 (z1,y)| dy

_I_
e~

2
z2 3
_ / / gh(l — Ir),(z, y) dydz
x1 b
2
b

j[(hvxvy)@z, y) — (hvgvy) (2, y)} dy

o l-) (- () o

x1
b
xr2 2
_ //gh(]—lp)y(x, y) dy da
1 _b
2

In stationadr-eindimensionalen Modell verschwinden die Differenzen

b b
(.. )(5 —(..) (—5) Die Integrale iiber y werden durch das Mittel ersetzt.

So folgt (4).

Unterschlagen werden beim Ansatz der stationdren Flachwassergleichungen statio-
nér-oszillatorische Losungen der instationdren Gleichungen. Auf deren Natur wird

in Anhang A.1 eingegangen.

Als Differentialgleichung wird (5) im Gegensatz zu der Integralgleichung (4) an
Punkten mit FlieBwechseln singuldr. Im Rahmen der klassischen Differentiation

und Integration gibt es im allgemeinen nur stiickweise definierte Losungen fiir die

t
Spiegellinie. Sog. Zwischenintegrale x(t) = x¢ + / f(t, x(t")) dt’ einer (klassischen)
to

d
Differentialgleichung d_f = f(t,z) mit der Anfangsbedingung x(t,) = xo, ergeben

d
sich in der Physik aus dem Energiesatz, falls ein Impuls md—gts iiber die Zeit t
integriert wird, und besitzen allgemeinere Losungen als die (klassische) Differen-

tialgleichung selbst.
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e Bezeichnet I das Gefélle, d. h. [ = _j_z fiir die Hohe z der Sohle iiber einem festen
x

Nullniveau, gilt (1) nur fiir kleine 7, insoweit I & sin(arctan ) vertretbar genau ist.
(Linearisierungsfehler graphisch in Abb. 6 und tabelliert in [5], 5.2.2 Tab. 5.2, S. 28)

I
Dabei ist sin(arctan /) = ——. Andernfalls muss I — I durch Ir

1+1? VIt ?
in (1) ersetzt werden. (Die in Anhang C.1 untersuchte linearisierte Ndherung (280)

bringt keine wesentlichen Vorteile.)

Die Kopplung der hydraulischen Gleichungen mit den fiir das stationdre Gleich-
gewicht des Geschiebetransports wird hierdurch nicht beriihrt, weil auch in diesen
Gleichungen entsprechend substituiert wird. Ergeben sich als Losung der in den fol-
genden Abschnitten gewonnenen Gleichungen fiir das gekoppelte hydromechanische

Gleichgewicht grofle Absolutbetrage fiir I, wird I {iber

_dz 1 (8)
de 1= 1I?
: . y 0z
in das eigentliche Gefille ~ umgerechnet.
x

Fiir das gekoppelte instationdre Gleichgewicht hingegen miissen beim Transport-

% der Sohlenhohe z beriicksichtigt

werden. Aus diesen ergeben sich zeitlich verdnderliche Gefélle —8—2, die auf Hy-
x

gleichgewicht auch partielle Zeitableitungen

draulik und Geschiebetransport riickwirken. Hier muss mit der genauen Formel
gerechnet werden, wenn sich als Losung des instationdren Problems nicht dem

Betrag nach nur kleine Gefille ergeben.
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Abbildung 6: Relativer Fehler £; (prozentual) durch Linearisierung des Gefillesinus. Diesen
Fehler beschreibt die Funktion ey =+/1+ I? — 1 (durchgezogener Graph). Fiir kleine I gilt

2

nidherungsweise e ~ 5 (gestrichelter Graph)

e Prinzipiell darf der Widerstandsbeiwert A vom Ort z abhéngen, da bei bei der

Herleitung zu (5) keine Funktion nach = abgeleitet wird, in deren Funktionsterm
bereits vor der Ableitung A als konstant angenommener Faktor auftritt. In einem
deterministischen Modell des stationdren Gleichgewichtes liegt jedoch nahe, bei
bewegter Sohle den Widerstandsbeiwert als konstant anzunehmen. Damit sich der
Term rechts in (5) als eine Ortsableitung ergibt, muss er sich insbesondere integrieren

lassen. So muss auch A = A(z) integrierbar sein.

Wie sich eine Sohlenkriimmung auf A auswirkt, wird nicht beriicksichtigt, sofern
nicht A\ selbst von der Kriimmung abhéngt. Selbst in offenen Gerinnen konstanter
Breite kriimmt sich eine bewegliche Sohle zwangslaufig, wenn kein Normalabfluss
vorliegt. (Zu sog. Theorien zweiter Ordnung kontinuierlicher Abfliisse siehe [21],
[I1.2. S. 115-125) Kritisch wird das allerdings nur, wenn das Transportgleichgewicht
iiber kurze Strecken untersucht werden soll, um die Bildung von Transportkorpern,
z. B. von Diinen, zu erkldren. Bei Untersuchungen iiber so kurze Strecken muss
ohnehin Turbulenz beriicksichtigt werden. Die Modelle werden dementsprechend

kompliziert; hierzu kurz Abschnitt 7.
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h
Fiir befestigte Rechteckgerinne (A = bh, hy ) folgt aus (4) und (3)

)
h2 — B2 ’ A2
g5+ hivf — hyvj = g/(hf—%> dz . (9)

x2

Indem die Froude-Zahl F, = S eingefiihrt wird, lisst sich v> = ghF,? in (9) ersetzen

Jah

X1
1 1 A\E,2

x2

zu

Im Rechteckgerinne gilt ([6], 5.2, S. 108, Anmerkung 3, zweite Gleichung) bei einem
Abfluss )

1
F, = v @ @ bzw. F,,2 =

Joh  Jgh A bh3P /g Dgh?

(11)

An einem Querschnitt o mit der Grenztiefe h, bei einer Breite by = b(xo) gilt F, = 1 = F.2.

Q2
bozghg3
Quotient durch g kiirzen, und so folgt

bo (ho\?
F2=2(=) . 12
b(h) (12)

Wird in der Integraldarstellung (10) fiir das Stiitzkraftgleichgewicht im zweiten Querschnitt

So folgt aus (11) 1 = = Q%= by’gh,’. Wird Q? in (11) ersetzt, lisst sich der

der Position z; = 0 die Grenztiefe hy = h, bei einer Gerinnebreite by angenommen, folgt

, N1 g ohe’ ) do!
> T ) hr) gha” = /h( @) d 8 O/b(a:')m(a:')' 1)
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2.2 Die Sohlenschubspannung bei stationir-ungleichférmigem

Abfluss im offenen Rechteckgerinne

Bei Normalabfluss verschwinden beide Seiten der Stiitzkraftgleichung (1). Die in Gefélle-
richtung wirkende Gewichtskraft des Wasserkorpers iiber der Sohle und die im eindimen-
sional-tiefengemittelten Modell angenommene Reibungskraft Fr zwischen Wasserkorper

und Sohle sind gleich. (Abb. 7) Deshalb bleibt beim Ansatz der Sohlenschubspannung 7

zu

T = 718 = oghl (14)

fiir Normalabfluss ([58] 1.2 S. 17 GL. (1.2-2); [16] 6.3.1 Gl. (6.16) S. 90, dort v = pg.)

offen, ob als Sohlenschubspannung die (statische) Gewichts- oder die durch die Bewegung

des Wassers verursachte Reibungskraft wirkt.

Abbildung 7: Die Schubspannung bei Normalabfluss: In Geféllerichtung wirkende Gewichtskraft
F. und Reibungskraft Fp sind gleich.

Bevor die Schubspannung allgemein fiir den stationdr-ungleichférmigen Abfluss untersucht
wird, mag man fragen: Wie steht es mit ihr bei waagrechter Sohle? In rauhen Gerinnen
konstanter Breite liegt bei waagrechter Sohle, ggf. nach einem Wechselsprung, eine Staulinie
vor, weil durch die Sohlreibung hydraulische Energie abgebaut wird, ohne dass durch die

Schwerkraft neue gewonnen wird. (Abb. 8)
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Nach (14) ergibt sich fiir eine waagrechte Sohle jedoch keine wirksame Schubspannung.

Abbildung 8: Bei waagrechter Sohle liegt, ggf. nach einem Wechselsprung, eine Staulinie vor.
Die Gewichtskraft ﬁg wirkt nur senkrecht zur Fliefrichtung. Doch wirkt eine Reibungskraft Fp

in Flierichtung, die fiir die Staulinie verantwortlich ist.

Sehr wohl hingegen ergibt sich eine Schubspannung nach (14) fiir ein eingestautes Gewésser
mit schriger Sohle bei waagrechter Spiegellinie (Abb. 9), denn die Schubspannung wird
mit der rein statisch wirkenden Gewichtskraft des Wasserkorpers auf die Sohle in Richtung

des Gefilles gleichgesetzt. Diese Gewichtskraft wird jedoch durch die Stauung statisch

A 4

i e L T T e e Y L T T T e N LA TR e Tt Tty
i e L T T e e Y L T T T e N LA TR e Tt Tty
i e L T T e e Y L T T T e N LA TR e Tt Tty
i e L T T e e Y L T T T e N LA TR e Tt Tty

kompensiert.

T

Abbildung 9: Die Schubspannung bei waagrechter Spiegellinie ohne Fluss: In Gefillerichtung

wirkende Gewichtskraft F, wird statisch durch eine Gegenkraft F, kompensiert.

Wird die Schubspannung fiir den Transport von Sediment verantwortlich gemacht, kann
es sich bei ihr nur um eine dynamische, durch die Bewegung des Wassers verursachte
Kraft handeln. Auf Smerdon und Beasley, Wittmann und Vollmers geht ein Ansatz fiir

die Sohlenschubspannung bei ungleichformigem Abfluss zuriick. Aus ihm ergibt sich 7 zu
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ro= o= o(enu- et (15)

([53] 2. GL. (8b); [58] 1.6 Abb. 1.6/1, S. 75). Dem Ansatz von Wittmann und Vollmers
([56], wiedergegeben in [53] Bild 1 S. 23, identisch mit [58] 1.6 Abb. 1.6/1, S. 75) liegt
der Stiitzkraftansatz zu Abb. 5 zugrunde. Im Rechteckgerinne konstanter Breite b ergibt

sich aus (1) durch Division durch b

Gewicht Reibungskraft

pro Breiteneinheit

und hierzu dquivalent

T h2 _ h2 T
0 (g/ hI dz + g2 5 Lt hovl — hlv%) = / Tydx . (17)
T2

z2

Wird x5 mit x5 = 1z als feste und xy mit z; = x als laufende Ortsvariable angenommen,

ergibt Differentiation von (17) nach z bei konstantem Abfluss @

dh  ,dh dv
— T — oh— — 228 _opp=

T 0 (gh ghdx v? . hvdm)
dh ,dh dv

B dh ,dh d (Q
= @[gh( “m) @—2’1@(@)}

dh dh Q dh

= h{(I——|—v"— +2hv— —

€ {g ( d:v) Y i * Y d:v]
dh) _ ,dh v dh)

+ 2hv— —
dx hhdw
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und so (15). Pernecker und Vollmers ersetzen in ([56] 2. S. 237-238 Herleitung zu GL

71
(8a) und (8b)) mit / 7dr = 7] und dem Abstand ! der in z; und xo betrachteten

Querschnitte [ = x5 —2$1 die Integraldarstellung und betrachten eine Reihenentwicklung.

Der hierbei unterlaufene, konzeptionelle Fehler, dass 7 auf dem Sohlenabschnitt von
x1 bis z9 als konstant angenommen wird, wird ausgeglichen, indem hohere Glieder der

Reihenentwicklung vernichldssigt werden. In Zusammenfassung folgt zu (15), dass

e die Sohlschubspannung der Sohlreibungsstiitzkraft pro Sohlfldcheneinheit gleichge-
setzt wird. Damit gilt bei quadratischen Flieigesetzen wegen (2) in breiten Recht-

eckgerinnen mit dem Widerstandsbeiwert A insbesondere

F}, ohA\v? o A
T b 8rir vy (19)

Die Herleitung zu (15) setzt voraus:
e Rechteckgerinne,
e konstante Breite,

e stationdren Abfluss.

dh
An Wechselspriingen wird T singuldr. Unter Vorwegnahme der erst im iibernéchsten

x
Unterabschnitt 2.4 diskutierten Gleichung (27), dquivalent zu (31) von Bresse, folgt

w i o(en(- ) )
(

W —hy® B — (A/g)hg3>
h3 h3 — hy®

o1 -2 (%)) | (20)
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Da also bei einer Normalabflusstiefe h,,

Jm 7o(h) = oghy (21 - g) (3:0) oghyl (2 - (Z—Z)S> (21)

gilt, lasst sich mit (15) die Sohlschubspannung auch an Wechselspriingen beschreiben.

Verallgemeinern auf Rechteckgerinne verénderlicher Breite ldsst sich der Ansatz von
Smerdon und Beasley, Wittmann und Vollmers, indem statt auf einen Stiitzkraftansatz
‘pro Breiteneinheit’ auf den allgemeinen Ansatz (1) zuriickgegriffen wird. Mit A = bh

folgt analog zu (17) die Integraldarstellung

& g h h
Qg/ bhl dz — / bryde = g((% +02)byhy — (% + 03)baha) (22)
2 ™ boh3 — by h?
— / brzdx = o (g/ bhl dx + g% + bghgvg - blhlvf> .
o )

und durch Differentiation nach dem Ort x

o dh d dh d
brs = o {g (bh[ e bh—) ~ g2 g2 2bhv—v}

dx dx dx dx dx
db dh db dh
= h|bl —h— —b— 2(h— +b— ) 2
¢ [g ( dx dw) v ( dz * d:v)} (23)

Division durch die Gerinnebreite b ergibt schliellich

_ _h [_ﬁ@_@ 4+ ﬁ@+d_h
[ bdr do) " \bdr ' dx

B dh,  ,dh h )
= 9 igh(f—@)Jrquuggh(FT —1)

- nach (15)

db

e (24)

Demnach muss die Schubspannung nach (15) im Fall einer verdnderlichen Gerinnebreite
um den Wert % gh (Fr2 — 1) e korrigiert werden. Vernachléssigen lasst er sich an breiten
Gerinnen im Bereich kritischer Abfliisse. Ungeklért bleibt wie die dynamische Schubspan-
nung 77 mit dem statischen, tiefenaufgelosten Ansatz (ohne Betrachtung des Mittels) fiir

die Schubspannung in der Literatur in Einklang gebracht werden kann.
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2.3 Symmetrische hydraulische Zustinde — Laborversuche an

einer rauhen Rampe

Sind die hydraulischen Zusténde in den zwei Querschnitten an den Orten z; = —x und

ro = x gleich, gilt speziell

i bohs® [ A da'
W do! = 2 . 25
/ v 8 /bh2 (25)

Wihrend sich differentielle Darstellungen dazu eignen, partikuldre Losungen zu bestim-
men, weisen die Integraldarstellungen auf Funktionenrdume, in denen Lésungen zu suchen
sind. Aus physikalischen Uberlegungen folgt, dass h > 0 gilt. So ist % quadrat-integrierbar
genau dann, wenn h quadrat-integrierbar ist. Entsprechend miissen b wegen b > 0 und
A in erster Potenz integrierbar sein. Quadrat-integrierbare Funktionen lassen sich zwar
durch Fourier-Reihen approximieren, sind im allgemeinen aber nicht stetig, geschweige
denn analytisch. In Rechnungen der stationdren Hydromechanik wird daher bei h speziell
von singuldren Punkten z, ausgegangen, an denen die Grenztiefe h, erreicht wird. Auf
offenen Intervallen |zy; z¢'[ zwischen zwei solchen Punkten xy und zy" oder den Intervallen
| — 00; o[ oder |zg; oo kann fiir h Differenzierbarkeit vorausgesetzt werden, sofern b und

A stetig sind.

Leicht ldsst sich sehen, dass (25) keine Losung A > 0 im Fall A =0 = const besitzen kann.

So muss auch A > 0 vorausgesetzt werden.

Ist A\ = A(z) beschrinkt, lim inf I(2') > Ound lim inf b(z") > 0, ist jede Lo-

2| — 00 |'| <]z || —o00 |’ | <|z|
/
< 00 existieren

sung h = h(z) zu (25) nach oben beschrinkt, da sonst wli_1>noo o

—X

wiirde, obwohl das Integral in (25) links mit x unbeschrénkt wiichse.

In Versuchen an einem physikalischen Modell einer Blocksteinrampe an der Leitzach bei
Miihlkreit sind am Institut fiir Wasserwesen der Universitéit der Bundeswehr Miinchen
durch Frau Susanne Vogel 2001-2001 stationdre Spiegellinien bestimmt worden ([52]).
Abb. 10 zeigt schematisch den Aufbau des Modells.
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Abbildung 10: Schematischer Aufbau des Modellversuchs zur rauhen Rampe an der Leitzach
bei Miihlkreit (Zu weiteren Einzelheiten vgl. [52], Kap. 3, S. 10-11.)

Die Vor- und Nachlaufstrecken des 1,10 m breiten Trapezgerinnes besitzen beide das
Gefélle I = 0,002. Mit jeweils drei anndhernd &quidistant angeordneten Pegeln sind
Wasserstdnde entlang der Vor- und Nachlaufstecke gemessen worden. Wegen der im
Vergleich zum Wasserstand teils recht grofien Blocksteine auf der Rampe lassen sich auf
der Rampe Wasserstédnde nicht verlésslich messen. Hier lassen sich die im Anhang B in
den Tabellen 13 — 16 tabellierten Wassersténde aus den Versuchsreihen 5 — 8 jeweils mit
Rampengefillen I, = 0,033, 0,05, 0,067, 0,1 verwerten. An den Querschnitten der Pegel
P3 40 cm vor der Rampenober- und P4 18 cm hinter der -unterkante stehen ergédnzend

Messdaten P3’ und P4’ zweier Druckmessdosen zur Verfiigung.

In den Versuchen Nr. 502 bei einem Abfluss ) = 51/s und Nr. 503 bei Q = 17 1/s
aus Versuchsreihe 5 mit einem Rampengefille I, = 0,033, in Versuch Nr. 604 bei () =

26 1/s aus Versuchsreihe 8 mit einem Rampengefélle I, = 0,05 und in Versuch Nr. 805
bei Q = 521/s aus Versuchsreihe 8 mit einem Rampengefille I, = 0,1 stellen sich zur
Rampenmitte anndhernd symmetrische hydraulische Zustdnde an jeweils allen drei Pe-
gelquerschnitten ein. In den Tabellen 13 — 16 werden symmetrische Wassersténde kursiv
hervorgehoben. Annédhernd symmetrische Pegelstéinde in Versuch Nr. 702 bei Q = 51/s
und I, = 0,067 zeigen, dass aus symmetrischen Pegelstinden im allgemeinen nicht auf
eine symmetrische Spiegellinie geschlossen werden darf. In diesem Versuch wird in der
Vorlaufstrecke zwischen P2 und P3 die kritische Abflusstiefe stetig unterschritten, aber
zwischen P4 und P5 durch einen (im eindimensionalen Modell unstetigen) Wechselsprung

wieder iiberschritten.
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Wird auf der Vor- und der Nachlaufstrecke ein konstanter Widerstandsbeiwert \ ange-
nommen, lassen sich die Integrale zu (25) in Teilintegrale zerlegen. Verlauft die Spiegellinie
zwischen P1 und P3 sowie zwischen P4 und P6 stetig, lassen sich diese Teilintegrale durch

Interpolation ndherungsweise bestimmen. So kann in Anhang B nach A gelést werden.

T T T T T T T
| | | | | | |
! ! ! ! ! ! |
e Y I L T | N [
1 1 1 1 1 1 |
! ! ! ! ! ! |
1 | | | | | | |
1 1 1 1 1 1 |
| | | | | | |
@.12 [-——mmm-- . oo HE— S R e R—
1 1 1 1 1 1 |
| | | | | |
1 ] 1 1 1 1 |
| | | | | | |
1 1 1 1 1 1 |
8.1 fommmmm- dommme- e i Lo Ao
| | ] | | | |
1 1 1 1 1 1 |
| | | | | | |
1 1 1 1 1 |
| | | | | | |
1 1 1 1 1 |
L [ P T T e
| | | | | |
1 1 1 1 1 1 |
! ! ! ! ! ! |
| | | | | | |
B.86 [————-—-- tmmmmmmme- oo $ommmmme- 4.---35----.* -------- Ammmmmmme-
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
1 1 1 1 1 1 |
| | | | | | |
N7 S S I A S I R S W—
! ! ! ! + | ! |
1 1 1 1 1 1 | —I_
| | | | | | |
1 1 1 1 1 1 |
| | | | | | |
8,02 [————---- — oo HE— S R e R—
1 1 1 1 1 1 |
| | | | | | |
1 1 1 1 1 1 |
| | | | | | |
1 1 1 1 1 1 |
B 1 1 1 1 1 1 |
a 2 K] 4 =] & 7
h Ceml

Abbildung 11: Zu den Versuchen Nr. 502, 503, 604 und 805 bestimmte Widerstandsbeiwerte A
nach Tabelle 17 im Anhang B in Abhiingigkeit des iiber P1 — P6 gemittelten Wasserstandes h.
Die Werte verhalten sich nicht proportional zu h~/3, wie nach der Manning-Strickler Formel

zZUu erwarten ware.

Zum Verlauf der Spiegellinie {iber der Rampe sind ohne Messdaten nur Vermutungen
moglich. Moglich sind Normalabfluss oder ein beschleunigter Abfluss. Werden in P3 und
P4 gleiche, aber iiberkritische Abfliisse gemessen, muss in letzterem Fall bei einem Flie3-

wechsel auf der Rampe nahe der Rampenunterkante ein Wechselsprung eintreten.
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2.4 Stationdre Hydraulik offener Rechteckgerinne konstanter,

gegeniiber dem Wasserstand grofler Breite

Fiir Rechteckgerinne konstanter Breite ergibt sich aus (13) der Spiegellinie h speziell die

Integraldarstellung
Booht 3 / hy [\ da’
— + = - on? = [ hldd — L , 2
> T T 2l / YT / 2 (26)
0 0

Diese Gleichung lésst sich nach dem Ort x ableiten und ergibt iiber

h2\ dh \h,?
h— =) — = hI -2
< h2)dx

8h?

— dh B3I —(\/8)h,’ h?
dr h2 h3 — h,*

g

fiir h die explizite Differentialgleichung

dh h3I — h,?
e O/8)hy” (27)
dx h3 — h,

h
Eine Grafik hierzu in der dimensionslosen Grofle h* = 7 gibt Abb. 12. Hier zeigt
g

sich, dass sich die Kuben der einer horizontalen Spiegellinie (—— = 0) zuzuordnenden

dx

Wassertiefen (gestrichelte Linien) zueinander verhalten wie die hierzu gehorigen Verhéltnisse

7 zueinander.

Fiir Anfangswertaufgaben h(xg) = ho ist ihre eindeutige Losung gesichert, sofern hy € 0; hy|
oder hy € Jhgy; oof gilt. Sind unter Verallgemeinerung der Differentiation auch absolut-
stetige Funktionen als Losung zu (26) gefragt, sind weiter lediglich die Messbarkeit der

ortsabhingigen Funktionen I und A Voraussetzung.
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Abbildung 12: Graphen zu der durch (27) gegebenen Funktion el

o= %(h)fﬁr die

A
Parameterverhéltnisse 7= 20, 25, 30, 40. Fiir die Grafik zu der entsprechenden Gleichung
(65) bei beweglicher Sohle vgl. Abb. 25.

Zu dem im letzten Unterabschnitt 2.3 vorgestellten physikalischen Modellversuch einer
rauhen Rampe an der Leitzach bei Miihlkreit sind Daten zu den Wasserstdnden h und
dem Gefille I gegeben. Durch (27) wird eine Anfangswertaufgabe gegeben. Dazu lassen
sich der Wasserstand am Pegel P1 als Anfangsbedingung fiir eine Vorwirts-, der am Pegel
P6 fiir eine Riickwértsrechnung vorgeben. Unbekannt sind die Widerstandsbeiwerte A fiir
die Vor- und Nachlaufstrecke und A, fiir die Rampe. Treten keine FlieBwechsel auf, hangt
Losung h des Anfangswertproblems stetig (sogar differenzierbar) von diesen Parametern
ab. So lassen sich A und A, durch Intervallschachtelung so bestimmen, dass numerische
Losungen dieser Aufgabe durch Vorwérts- bzw. Riickwértsrechnung sowohl die Anfangs-

als auch eine Endbedingung erfiillen.

Im folgenden zeigen die Ergebnisse, dass die so bestimmten Spiegellinien entweder an den
Pegeln P2 und P5 oder an den Pegeln P3 und P4 deutlich von den gemessenen Werten
abweichen. In den Abbildungen 13 und 13 sind auch die Messwerte der Druckmessdosen

P’3 und P’4 eingetragen. Zum Teil decken sich die Spiegellinien mit deren Messwerten.
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Abbildung 13: Numerisch nach (27) bestimmte Spiegellinien zu den Versuchsreihen 5 (oben)

und 6 (unten) zu geeigneten Widerstandsbeiwerte A und A,.
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Abbildung 14: Numerisch nach (27) bestimmte Spiegellinien zu den Versuchsreihen 7 (oben)

und 8 (unten) zu geeigneten Widerstandsbeiwerte A und A,.
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Die Widerstandsbeiwerte A\ fiir die Vor- und Nachlaufstrecke fallen etwas, die Wider-
standsbeiwerte A, fiir die Rampe deutlich hoher aus als die im vorigen Unterabschnitt
nach sehr groben Integrationsverfahren unter Symmetrieannahmen berechneten Werte.
Fiir die in Abb. 15 skizzierten A ldsst sich eine Abhingigkeit von dem iiber P1 — P6
gemittelten Wasserstand nach dem Manning-Strickler-Gesetz erahnen. Deutlich hervor
tritt sie jedoch nicht. Die in Abb. 16 skizzierten A, sind als Funktion des aus den
Werten in P3 und P4 gemittelten Wasserstandes im groben konstant um 0,8. Wie jedoch
schon aus den Rechnungen in Anhang B zeigt sich auch hier eine gegeniiber der Vor-und

Nachlaufstrecke um eine Groflienordnung hohere Rauheit der Rampe.

B.25 T T T T T T T T
I I I I I | I I
I I I I I | I I
I I I I I | I I
I I I I I | I I
1 | | | | | | | |
I I I I I | I I
I + I I I I | I I
I I I I I | I I
I I I I I | I I
8.2 p——————-— f—————— fFo—————— Fo—————— F—————— F—————— 4——————— H—————— H—————
I I I I I | I I
I I I I I I I I
I I I I I | I I
I I I I I I I I
I I I I I | I I
I I I I I I I I
I I I I I | I I
I I I I I I I I
I I I I I | I I
I I I I I | I I
8.1 pommmmme [ [ [ L L i 1T 1T
I I I I I | I I
I I I I I | I I
I I + I I I | I I
I I I I I | I I
I I I I I | I I
I I I I I | I I
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6.1 p——————— ——————— e —— —— —— Fm——— F———— d———— d———— =]
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I +| I I I _|_ | I I
I I I I I | I I
I I I I I | I
I I I I I | I
I I I I | I
I I I I | I
L ! i i | |
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| L | | | | |
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Abbildung 15: Fiir den physikalischen Modellversuch bestimmte Widerstandsbeiwerte A der

Vor- und Nachlaufstrecke in Abhiingigkeit des iiber P1 — P6 gemittelten Wasserstandes h.

1/3

Als durchgezogener Graph eine Proportionalitéit zu h~"/°, wie sie nach der Manning-Strickler

Formel zu erwarten wire. Hier sind jedoch noch deutliche Ausreisser zu erkennen.
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Abbildung 16: Fiir den physikalischen Modellversuch bestimmte Widerstandsbeiwerte A, der

Rampe in Abhingigkeit des iiber P3 und P4 gemittelten Wasserstandes h.

Fiir das Quadrat der Froude-Zahl ergibt sich aus (12) bei by = b = const speziell:

(28)

So wird zu (27) dquivalent zu

(29)

Y

I —)\F.2/8
1-F?

@
dx

Diese Gleichung wird im {ibernéchsten Teilabschnitt 4.1 wieder aufgegriffen.
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dh I
Bei Normalabfluss ergibt 0 = T iiber F.2 = % die wichtige Hilfsformel
x

(Z—Z)g -2 (30)

fir das Verhéltnis von Normalabflusstiefe h, zu Grenztiefe h, mit einem konstanten

Normalabflussgefille I,,.

So ergibt sich aus (27)

3r 3 3 _ 3 3_p 3
dh _ h’1, )\hg3 /8 _ Inh Ahg /(38]n) _ [nh hn3 (31)
da h3 — h, h3 — h, h? — h,

die Gleichung der Spiegellinie bei stationér-ungleichformigem Abfluss wie sie 1860 von
Bresse angegeben worden ist ([49] (2. Aufl.) 3.5.4, Gl (3.217a), S. 317; [36], 3.1.3.1
Gl (445) S. 307). Da bei dieser Gleichung von einer festen Sohle konstanten Gefilles
ausgegangen wird ([21], IIIa, 2. ¢) S. 124), werden mit ihrer Losung lediglich neue Ergeb-

nisse fiir die stationéren Spiegellinien iiber beweglichen Sohlen verglichen.

Die aus der Literatur bekannte und im Anhang C.2 nachvollzogene Losung fiir die Spie-

gellinie zu (31) ldsst sich nur implizit angeben durch

P Zfo —e-(1-¢) E log (155—552) - % arccot (H—\/;f)} (32)

mit £ = hin und dem Parameter £, = Z—: ([49] (2. Aufl.) 3.5.4.2, Gl (3.218), S. 317;
[39] 3.4.2.6.2 GL. (95), S. 78; [36], 3.1.3.1 GL. (447) S. 307). Graphisch dargestellt wird
(32) in Abb. 17 speziell fiir £, = Z = 0,75 bei I, = 1. In der Literatur finden sich
iiblicherweise nur die aus der Grafik oben rechts in Abb. 17 durch Spiegelung an der
Diagonalen gewonnene Darstellung der Spiegellinie als Senkungs- oder Staulinie (mitte
bzw. unten, [49] (2. Aufl.) 3.5.4.2, Abb. 3.65, S. 318; [24], II.1. Abb. 239, S. 231; [36],
3.1.3.1 Abb. 250 S. 306).

An dem bereits im letzten Teilabschnitt erlduterten physikalischen Modell einer rauhen
Rampe lasst sich die Bresse-Kurve nur anhand der Daten zu den Versuchen Nr. 705
als Senkungs- und Nr. 706 als Staulinie verifizieren. Die Wasserstéinde finden sich in
der Tabelle 15 des Anhangs B. Nur in diesen Versuchen tritt in unmittelbarer Néhe
des Pegels P3 bzw. P4 ein FlieBwechsel ein, so dass dessen Position bekannt ist. Als
Normalabflusstiefe kann der in P1 bzw. P4 gemessene Wasserstand verwendet werden.
Abb. 18 zeigt die ermittelten Bresse-Kurven im Vergleich zu den an den Pegeln gemessenen

Wasserstanden.
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Abbildung 17: Grafiken zur Losung der Spiegellinie (31) nach Bresse. Oben: Grafik zur impliziten
Darstellung der Losung (32) als Funktion (h/hy)(€) bei I, = 1 und § = 3/4 in grofilem
(links) und kleinem (rechts) Mafistab. Der Doppelpfeil in der Grafik oben links begrenzt das
Intervall [0; 3/4]. Die hier nicht dargestellte Umkehrfunktion auf diesem Intervall gibt das
(hypothetische) Uberschussprofil bei schieBendem Auslauf mit der Grenztiefe hg. Mitte und
unten: Die Umkehrfunktionen zu (h/hy,)(€) auf den Intervallen |3/4; 1] und |1; oo[ ergeben die

Senkungslinie (mitte) bzw. die Staulinie (unten).
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Abbildung 18: Bresse-Kurven im Vergleich zu den an der rauhen Rampe in den Versuchen Nr.

705 und Nr. 706 gemessenen Wasserstanden. unten links: Senkungslinie zu Versuch Nr. 705,

oben rechts: Staulinie zu Versuch Nr. 706.

Ein Vergleich der Kurven mit jeweils nur drei Messpunkten sagt selbst dann kaum

etwas, wenn sich Kurven und Punkte gut decken. Doch wird hier durch recht krasse

Abweichungen hier ein deutliches Beispiel fiir die eher theoretische Bedeutung der Bresse-

Kurve gegeben. Die deutlich flacher verlaufende Senkungslinie im Fall einer bewegten

Sohle nach Abb. 36 wiirde auch hier besser passen. Uberraschenderweise zeigen auch die u.

a. in Abb. 14 oben dargestellte, zu diesen Versuchen numerisch berechneten Spiegellinien

diese Abweichungen. Nicht erklaren ldsst sich das durch durch den als konstant genommenen

Widerstandsbeiwert A. Mit fallendem Wasserstand miisste A wachsen. So ware nur zu

erkliren, dass gemessene Werte h hoher ldgen als berechnete. Typisch fiir viele Versuche

sind die im Vergleich zu den berechneten Spiegellinien an P2 gemessenen deutlich tieferen

Werte.
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3 Das stationire Transportgleichgewicht

Abbildung 19: Kontinuitédtsbedingung fiir den zweidimensionalen Geschiebetransport .

Damit das transportierte Gesamtvolumen erhalten bleibt, gilt die Volumenbilanz

L (Ar) (A o (A0 (A0 ] g — aray®
(%)~ ()] 20 [ () b (-5 | o = swa

Nach Division dieser Gleichung durch den Grundflicheninhalt AxzAy folgt

45(82/2) — g5(~Az/2) + 45(8y/2) — a5(=Ay/2) + oz = 0. Durch Grenziibergang
Ax Ay ot

in Az und Ay folgt die allgemeine Kontinuitétsgleichung (33).

3.1 Kontinuitidt des Geschiebetransports

Seien mi¢ die durch einen fest vorgegebenen Sohlenquerschnitt im Ort z der Sohlenbreite
b transportierte Masse an Geschiebe pro Zeiteinheit und qp das transportierte Geschiebe-
volumen pro Zeit- und Sohlenbreiteneinheit (Geschiebetrieb), so ergibt sich mig = bo,gs.
Dabei bezeichnet p, die Schiittdichte des Geschiebes. Fiir die Kontinuitdt des Geschie-
betransports soll hier von einer konstanten Schiittdichte ausgegangen werden. So wird
stellvertretend fiir die Massenerhaltung mit einer Volumenerhaltung gerechnet. Gerecht-
fertigt ist das insoweit, als sich im hydromechanischen Experiment aufgelandete mineralische

Sedimente inkompressibel verhalten.
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In einem zweidimensionalen Modell der Sohle wird Geschiebe so mit einem Volumen ¢
pro Zeit- und Sohlenbreiteneinheit in Fliefrichtung und mit einem Volumen g% pro Zeit-
und Langeneinheit quer zur Fliefrichtung transportiert. Die Transportrate wird in einem
solchen Modell zur der vektoriellen Gréfle gp. Bezeichnet z die Hohe der Sohle, ergibt

sich aus der Erhaltung des Volumens

0z . . 0z Oqp  Oqf
E—i_ leQB_8t+8x+3y_0 : (33)

analog zur Kontinuitdtsgleichung der instationdren Hydraulik. Erlautert wird diese Glei-
chung anhand der Abb. 19. Betrachtet wird ein Quader mit der Lange Az, der Breite
Ay und der Hohe z. ¢5Ay und ¢4 Az sind das jeweils in FlieB- bzw. in Querrichtung
Zu- oder abflieBende Sedimentvolumen. Das im Quader abgetragene oder aufgelandete
Sedimentvolumen Ax - Ay - 0_§ muss der Summe der Differenzen der Ein- und Austriage

entsprechen.

Der Nullpunkt der z-Achse im x-,y,z-Koordinatensystem lasst sich willkiirlich festlegen,
ohne dass hierdurch die hydromechanischen Vorgénge beeinflusst werden. Daher darf ¢p

nicht von z selbst abhéngen. Mit anderen Worten, es gilt

gty Oqy
— =0 = == 34
0z 0z (34)
Welcher Klasse partieller Differentialgleichungen (33) angehort, ldsst sich nur entscheiden,
0
wenn bekannt ist, wie ¢ und ¢% von den jeweiligen Richtungsgeféllen I, = — (?_Z und
x

I,= — % der Sohle abhédngen. Werden Funktionen ¢% (1., I,) und ¢%(I;, I,) gegeben,
dann ergibt sich aus (33) eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in z, die
sich entsprechend klassifizieren léasst. Der Geschiebetransport ist mit hydraulischen Ge-
setzmafigkeiten gekoppelt. So zeigt sich eine Abhéngigkeit des Transports vom Gefille
in Transportformeln nicht nur explizit, sondern auch indirekt iiber die in solche Formeln
einflieBenden hydraulischen Grofien, wie der Wasserstand oder die Fliefgeschwindigkeit.

Im Abschnitt 7 wird in einer Ortsdimension der Fall diskutiert, dass ¢f auch von der
2

zweiten Ableitung d—z der Sohlhohe z abhéngt.
x
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3.2 Symmetriegesetze des (GGeschiebetransports in zwei Dimen-
sionen, Ansitze zur Klassifikation der Kontinuitédtsbedin-

gung (33) und Folgerungen daraus

Den Mechanismen des Sedimenttransports wird nicht gerecht zu fordern, dass ¢f nur
von I, nicht aber von I, und ¢% nur von I, nicht aber von I, abhéngt. Zum einen
fordert die Mobilisation der Sedimentkorner in einer Richtung auch deren Beweglichkeit
in der zu dieser senkrechten Richtung; zum anderen muss bei schubspannungsbestimm-
tem Transport eine im Abschnitt 6.2 erlauterte effektive Schubspannung beriicksichtigt
werden. Fiir diese effektive Schubspannung wirkt sich ein zu dem die Schubspannung

erzeugenden Gefélle der (lokalen!) Fliefirichtung senkrechtes Gefélle mindernd aus.

Sinnvoll ist hingegen zu fordern, dass es eine — zunéchst im klassischen Sinn differenzierbar

anzunehmende — Funktion G, =G, ([1, I2) gibt, so dass

g5 = Gop(ley Iy)  mnd g = Gyy(1y, L) (35)
gilt. Weiter muss G, die Eigenschaft

Gop (=1, I)) = =Gy, (1, 1) (36)

besitzen, damit die Gleichungen ¢%(1,, I,) = —q¢5(—1I;, 1)) und ¢} (Ls, I,) = —q5 (1., —1,)
einer Punktsymmetrie erfiillt werden (Abb. 20 links). G,, darf im zweiten Argument nur
vom Absolutbetrag abhéngen, da sich ein zur Transportrichtung senkrechtes Gefille nur

richtungsunabhéngig auswirken darf (Abb. 20 rechts).

Mit diesen Eigenschaften lisst sich G, in ein Produkt G, (11, I) = G, (I1) G, (I2) aus
zwei Funktionen G, und GqLB in je einem Argument zerlegen. GéB ist nur vom Betrag
seines Arguments abhéngig und darf nur positive Werte annehmen. Eindeutig wird die
Produktzerlegung, wenn zusétzlich gefordert wird, dass GqLB =1 gilt. Offensichtlich gilt
G4 (0)=0; und G,,, ist isoton.
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Abbildung 20: Symmetrieeigenschaften der Funktion Gy, (11, I2). Rechts: Der Transport in der
dem Gefille I; gemeinsamen Richtung muss im Vorzeichen dem Gefélle entsprechen. Links: Der
Transport in der zum Gefille I5 senkrechten Richtung darf sich durch Vorzeichenumkehr des

Gefalles I5 nicht dndern.

Um (33) iiber (262) im allgemeinen zu klassifizieren, werden die Koeffizientenfunktionen
0z o 0z dG,, 0z
or’ 5’y 5\ Oy dl \Ox

_ dG* _ dG,,
0z _ Gqs % .98 % + GQB % % (37)
or’ (9y ox dl  \ 0y dy dI \ Oz

0z 0z g
(= =
(&E’ 3@/)

L (02 Gy, (02
B\ Oz dl (9y /

eingefiihrt. Im Anhang A.3 wird nachgerechnet, dass sich mit (262) aus (33) ergibt

0z 0z 0z\ 0%z 0z 0z\ 0%z 0z 0z\ 0%z
a—‘f“(%’ a—y)wW(a—x’ a—g) axay”(% a_y)a_y?' (38)

Grundsétzlich liegt in (38) somit, bezogen auf die zweiten Ableitungen, eine parabolische

Gleichung vor. Da A, B und I' Funktionen in den ersten Ortsableitungen von z sind, kann
jedoch auch eine partielle Differentialgleichung nur erster Ordnung betrachtet werden un-
ter der Nebenbedingung, dass deren Losungen z in den zweiten Ortsableitungen konstant

sind.
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Eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung liegt mit (262) bzw. (38) nur

in folgenden Féllen vor:

a) G, (1) ist konstant und G, ist linear in I oder

b) G (I) ist konstant und G, ist linear in 1.

Der Fall a) scheidet hier aus, denn G, (I) miisste wegen G, (0) =0 konstant verschwin-
den, wihrend G, niemals in I linear sein kann. So bleibt nur der Fall b). Falls (262),
und dann und nur dann auch (33), linear ist, gibt es also ein 7,, >0 mit Gy, (I) =",,1;

und es ist Gy, = 1= const. Wird in (262) eingesetzt, folgt

0z 0%z 0%z

ET —Vqp o2 Yas a_yg = =g Az . (39)

Man erhélt also folgenden Grundsatz:

Wird durch die Kontinuititsgleichung (33) eine lineare partielle Differentialgleichung

gegeben, so ist dies die parabolische Wirmeleitungsgleichung in ihrer Grundform.

Uber ihre Losungen ist bekannt, dass sich abhiéingig von der Anfangsbedingung und
den Randbedingungen ein asymptotischer Zustand einstellt, in dem jede Oszillation ver-

schwindet. Nun widerspricht zum einen die Annahme, dass Gy, = const gelte, der zu

4B
Beginn dieses Teilabschnittes erwidhnten Tatsache, dass sich auch das zur betrachteten
Transportrichtung senkrechte Gefille auf den Transport auswirkt; zum anderen zeigen
sich in méndrierenden Fliissen asymptotische Gleichgewichtszusténde, in denen oszilla-

torische Vorgiange erhalten bleiben. So folgt im Umkehrschluss:

e Durch die Kontinuitétsgleichung (33) wird der Geschiebetransport nur bei Vorliegen

als nichtlinearer partieller Differentialgleichung naturgetreu wiedergegeben.

e Eine mathematische Modellierung des zweidimensionalen Geschiebetransports ist
erst moglich, wenn eine zwei- oder dreidimensionale Mechanik fiir diesen Transport
bekannt ist, aus der sich eine Gesetzméfigkeit gewinnen léasst, wie der Transport in

einer Richtung durch das zu dieser Richtung senkrechte Gefille beeinflusst wird.
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3.3 Stationéiritit des Geschiebetransports in zwei Raumdimen-

sionen

Einem Trugschluss unterliegt bei der zweidimensionalen Betrachtung die Annahme, dass

0z
bei einem stationéren Transportgleichgewicht — = 0 an jedem Ort (x, y) gelten miisse.

ot

Méandrierende Fliisse zeigen, dass diese Aussage nur im Mittel iiber das Querprofil an
jedem Querschnitt am Ort x bei einer Gerinnebreite b = b(z) gilt (Abb. 3.3). So folgt

b
2
0z d
iy =
a™ T w

Njo

Sl
/e gl

Abbildung 21: Stationérer Transport in zwei Raumdimensionen, hier am Beispiel eines
méndrierenden Flusses (schematisch): In Maander-Flussbetten werden die Aufienufer erodiert;
an Innenufern findet Auflandung statt. So verschiebt sich der Ménder mit der Zeit. Betrach-
tet werden zwei fest gewihlte Querschnitte an den Orten x; und o (links). Als Funktion der
Zeit ergibt sich ein periodisch verénderliches Sohlenquerprofil (rechts). Das Mittel der Sohlhohe
bleibt jedoch konstant. So folgt (40).
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Dem Umstand, dass der Sohle bei stationdrem Transportgleichgewicht quer zur Fliefirich-
tung Geschiebe weder am Einlauf mit Ort zy zu- noch am Auslauf mit Ort z. abgefiihrt

wird, lasst sich eine weitere Integralbedingung abgewinnen mit

Te

/qudx _ 0. (41)

20

Hieraus ergeben sich insbesondere

Analytisch gelangt man jedoch erst weiter, indem man z. B. fordert, dass sich die Sohl-
form, also die Sohlhdhe z mit der Zeit ¢ periodisch &ndert, wie bei médandrierenden Fliissen
oder alternierenden Kolken und Béanken. Dann lasst sich auch in zwei Raumdimensio-
nen die Kontinuitatsgleichung mit der Wellengleichung koppeln, wie es zur Beschreibung

periodischer Transportkorper in einer Raumdimension in Abschnitt 7 beschrieben wird.

Analog zu (143) erhélt man fiir periodische Sohlformen in zwei Raumdimensionen

dq | 9qp
ox * dy (44)

UTQELIj + UTny =

mit im allgemeinen jeweils verschiedenen Wanderungsgeschwindigkeiten der Sohlformation
ury in - sowie ur, in y-Richtung. Als eine (auch im Fall nicht differenzierbarer g¢p
giiltige) Integraldarstellung zu (44) ergibt sich fiir eine Sohle der Breite b zwischen den

Querschnitten in xy und x

b b
2 2 x T
uTx/Z(w, Y) dy+/Q%(fE, y)dy = C-w—/qyg(x’, Y) dfC’—UTy/Z(l”, y)dx' (45)
,% ,g x0 xo

mit einer von xy abhéngigen Konstante C'.
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3.4 Stationiritit des Geschiebetransports in einer Raumdimen-

sion

Um ein stationdres Transportgleichgewicht an einer nicht mehr zeitlich in ihrer Hoéhe
verdnderlichen Sohle zu erkennen, muss mit einem eindimensionalen Modell gerechnet
werden. Dann wird bei Transport in einem Volumen g = ¢ pro Zeit- und Sohlenbrei-
teneinheit ausschliefSlich in Fliefrichtung die Volumenerhaltung nur noch als Mittel iiber

den Querschnitt gefordert. So folgt

0 0

a(bz) = —%(qu) (46)

([58] 10.2.1 Gl. (10.2-1), S. 348, [14] (1), S. 167; dort wird bgs = v noch mit der Geschwin-
digkeit des iiber der Sohle flieBenden Wassers gleichgesetzt; aufgrund tieferer Einsicht
in die Transportmechanismen wird heute bei der Formulierung der ‘Exner-Gleichung’

hiervon abgesehen!)

i i

i i ‘&x

2= X X+ ==

2 2

Abbildung 22: Erhaltung des Transportvolumens nach (46). Pro Zeiteinheit At werden am Ort
T — 756 das Volumen V; und am Ort x + 756 das Volumen V5 transportiert. Die Differenz
Vo — V7 ergibt das in diesem Zeitraum zwischen den Querschnitten aufgelandete bzw. erodierte

Volumen, nach Division durch die Grundfliche bAx die Auflandungshche bzw. Erosionstiefe Az
(schraffiert).
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Ein stationdres Transportgleichgewicht oder befestigte Ufer geben die Voraussetzung
dafiir, dass 0b/0t = 0 gilt. Aus

0z 0 B db dqp
b@ N _%(qu) N _Qde -0 ox

folgt dann durch Division beider Seiten durch b # 0 als Kontinuitdtsbedingung fiir den

nicht die Sohlenbreite b beeinflussenden Geschiebetransport

0z __gpdb 0Oqp (47)

ot bdr Ox

: . - . Oz
Fiir ein stationéres Transportgleichgewicht in einer Dimension ist notwendig — = 0; und

ol ot
so folgen
dgp  qp db
227 0 48
ir b dr (48)
1dgs  1db
s 49
qp dx bdx (49)
d d 1

| — —log - 50
7 loggn = - log o (50)

1
log gg = const + log 3

[ A

bgp = const =: vq . (51)
Volumen

Die im Gleichgewicht konstante Grofle vq trégt die Dimension Zoit
ei

Eindimensionale Transportmodelle erlauben den Ansatz zu

g = O\/go'dn’ . (52)

Unter der Voraussetzung, dass sich der Transport in stationdrem Gleichgewicht befindet,
konnen die relative Dichte ¢ der Sedimente und der mittlere Korndurchmesser d,, als

konstant angesehen werden.
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3.5 Bemerkungen zur Klassifikation der (Geschiebetransportge-

setze nach transportbestimmenden Groéfien

Die seit Boys (1876) aufgestellten, sehr zahlreichen Transportgesetze fiir Geschiebe lassen
sich teils nach dem Ansatz ihrer Herleitung klassifizieren. (Zu Ubersichten [50] Kap. 2,
[63] 3.3-3.7, S. 38-53) Viele Transportgesetze sind jedoch empirisch gewonnen worden,
indem &ltere Formeln nach neueren Versuchen abgeéndert worden sind. So lassen sich
Transportgesetze teils auch nach ‘Verwandtschaft’ im dufleren Erscheinungsbild ordnen.
(Ubersicht nach diesem Kriterium in [16], Teil 3, Kap. 7)

Relevant fiir ein Transportgleichgewicht ist weniger die absolute Frachtrate. Diese reagiert
empfindlich auf sedimentologische Parameter wie die Korngréfle. Deshalb unterschei-
den sich Formeln einer Klasse oft nur in Termen fiir diese Parameter. Auf sie wird in
dieser Arbeit nicht eingegangen. Entscheidend fiir das Transportgleichgewicht werden
sich jedoch folgende den Transport bestimmenden hydromechanischen Grossen aus der

Hydraulik erweisen:

e Die Schubspannung 7 des Wasserkorpers iiber der Sohle 7 = gy ghl. Hierbei handelt

es sich um eine intensive Grofle.

e Die Flieigeschwindigkeit v des Wasserkorpers ist extensive Grofle. Sie wird in dem

eindimensionalen Modell nur tiefengemittelt betrachtet.

e Die Schubleistung IT = 7v pro Querschnittsflicheneinheit ([51] 7.3.1 (7.13) S. 173)

tragt die Dimension M—rile. Die Leistung ergibt sich stets als Produkt einer
Zeit-Flache

intensiven mal zugeordnete extensive Flussgrofle.
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Nach der transportbestimmenden Grofie eindeutig klassifizieren lassen sich solche Formeln,
in denen diese aus ihrem Ansatz hervorgeht. So wird der Transport nach Boys ([3], siehe
auch ndhere Erlduterung hier in 7.6), Laursen, Ranga Raju et al. Zanke und Rijn ([50],
2.4 S. 30-33, [58], 5.3.2 S. 211 ff) durch die Schubspannung, nach Bagnold ([16], 9.2.3, S.
208-211, insbesondere (9.10)-(9.13) S. 209-210, [51], 7.1 S. 160) durch die Schubleistung
und nach Stelczer ([48], Kap. 5, stochastischer Ansatz) durch die FlieSgeschwindigkeit

bestimmt.

Schwieriger lassen sich empirisch ermittelte Formeln klassifizieren. Im allgemeinen werden
diese nicht in 7, v und II angegeben, sondern neben den sedimentologischen Parametern
in den messtechnisch direkt zugénglichen Groflen A, I und ggf. noch v. Experimentell
ermittelt bzw. validiert worden sind solche Formeln {iberwiegend bei Normalabfluss. Das
gibt aus experimenteller Sicht den Vorteil, aber aus theoretischer Sicht den Nachteil,
dass durch die hydraulischen FlieBgesetze fiir den Normalabfluss ortsunabhéngig ein und
derselbe Zusammenhang zwischen 7, v und II gegeben ist. So lésst sich schlecht sagen,

welche der drei Groflen die transportbestimmende ist.

Transportformeln, in denen h und I nur als Produkt Al (iiber die Feststoff-Froude-Zahl
F,*) v aber iiberhaupt nicht auftreten, sind schubspannungsbestimmt. Dazu gehoren u.
a. die Formeln von Meyer-Peter, Pernecker & Vollmers mit kritischer Schwelle sowie die
Formel von Engelund & Hansen. Man mag sich allerdings fragen, ob das der Formel von
Engelund & Hansen zugrunde liegende Schubleistungsmodell ([50] 2.3.3 S. 28) bei statio-

nar-ungleichformigem Abfluss noch gerechtfertigt ist. Nur bei Normalabfluss gilt:

quadratisches | Manning-
FlieBgesetz Strickler
'U2 ~ Fr* U2 ~ Fr*hl/ﬁ

I ~ E*2 |1 ~ E*3/2p/6

So entspricht die Darstellung & = Fr*?’/ ?G* der dimensionslosen Transportintensitit ®

nach DIN nur bei Normalabfluss einem Produkt der Schubleistung mit einer Frachtzahl.

Einige Transportformeln, z. B. die Formel von Jéggi & Smart (1983) enthalten als Funk-
tion in F,.* nochmals explizit das Gefille I, im allgemeinen nur in niedriger Potenz, ([63]
3.3.3 Gleichung (47) S. 42, dort I = Jund F,.* = #') um das Eigengewicht des Geschiebes
zu beriicksichtigen. Solche Formeln gelten ndherungsweise noch als schubspannungsbe-
stimmt, obwohl beziiglich der im néchsten Abschnitt entwickelten Gleichungen, abhéngig

von den sedimentologischen Parametern, Korrekturen notwendig wéren.
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3.6 Kontinuitidt des Schubspannungs-Geschiebetransports

db
Fiir Gerinne konstanter Breite, also i 0, ist demnach ® = const notwendig fiir ein

x
stationdres Transportgleichgewicht. Falls & = ®(F,.*) nur tiber die Feststoff-Froude-Zahl

. hI
F= (53)

(mit dem mafigebenden Korndurchmesser d,,, des Geschiebes und dessen relativer Dichte
o gegeniiber dem Wasser) vom Wasserstand h und dem Gefille I abhéngt, ist hierzu
offensichtlich

hl = const =: s9 <= I(h) = S—ff (54)

dquivalent ([37] 8.2.4, 8.3 S. 235, hier jedoch nur die Frage des Baus stabiler Gerinne).
Obiger Definition der Feststoff-Froude-Zahl liegt der Begriff einer Sohlenschubspannungs-
geschwindigkeit zugrunde ([58] 3. (3-5) S. 122), aus der sich (53) iiber

% T
b= 00'8d:n, (55)

nur fiir den Fall von Normalabfluss aus (14) ergibt. Bei stationir-ungleichformigem Abfluss

im Rechteckgerinne konstanter Breite ergibt sich aus (15) nach Smerdon und Beasley,

Wittmann und Vollmers dh 02 dh
h{l— d_ + E d_
0 T
Fr = .
i (56)

Da wegen (55) die Feststoff-Froude-Zahl konstant ist, genau dann, wenn auch die Schub-
spannung 7 selbst konstant ist, rechnet sich im néchsten Abschnitt bei stationdr-un-
gleichformigem Abfluss leichter mit der Integraldarstellung (17). Aus (19) folgt jedoch
sofort, dass nach dem Schubspannungsmodell von Smerdon und Beasley ein stationéres

Transportgleichgewicht im Rechteckgerinne konstanter Breite nur moglich ist, wenn

M?® = const (57)

gilt. Diese Bedingung erfiillt bei konstanter Rauheit A nur der Normalabfluss.
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Die allgemeine Kontinuitdtsbedingung (51) ldsst sich fiir Feststoff-Froude-Zahlabhéngige
 iiber die Zerlegung ® = F,*3/2G* weiter vereinfachen. ([58] (3-7), S. 112) So ergibt sich

mit _

Vo (51) bas

= b(IJ\/gQ’dm?’
— bFT*3/2G* /gg/dm?)
3/2
= T * 3
(55) ° (Qg’gdm> @ veddn

b 3/2
K
og \o0

b
— —7; FT.*G*
08
aus (51) mit vo = const
vo [0'8
br = — . 58
r=20 /L8 59

Diese Gleichung wird im Teilabschnitt 4.2 wieder aufgegriffen. Zunéchst werden aller-
dings im Teilabschnitt 4.1 des néchsten Hauptabschnittes Gerinne konstanter Breite
untersucht, fir die (54) gilt. Nahe liegt der Gedanke, die dort gewonnenen Losungen

durch Korrekturterme dem allgemeinen Fall anzupassen.
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3.7 Kontinuitidt des Geschiebetransports fiir flieBgeschwindig-
keitsabhingige Transportgesetze

Manche Autoren sehen anstelle der Schubspannung ‘Stof’kréfte des sich auch an der Sohle
bewegenden Wassers als trransportauslosend an. ([48], 4.1.4, S. 82 ff. Gegeniiberstellung
der ‘impact theory’ in 4.1.4.1, S. 82 ff und des Schubspannungsprinzips, hier ‘frictional
drag theory’ in 4.1.4.2, S. 128 ff,; unter deutlicher Kritik an letzterem!) Um solche
Transportmodelle mit tiefengemittelten hydraulisches Modellen zu koppeln, muss von
einer Proportionalitidt zwischen der Fliegeschwindigkeit des Wassers an der Sohle in
jedem FlieBquerschnitt proportional und der iiber den Querschnitt gemittelten Fliefige-

schwindigkeit v ausgegangen werden.

Offensichtlich wird in Gerinnen konstanter Breite ein stationédres Transportgleichgewicht
bei solchen Transportmodellen ebenfalls nur bei Normalabfluss moglich; denn v verhélt
sich reziprok zu h. Zeigen qg bzw. ® eine Abhiingigkeit von v?, ‘versteckt’ sich letztendlich

auch hier die Schubspannung nach dem Modell von Smerdon und Beasley, Wittmers und

Vollmers.
2
Aus (49) folgt 1 _d® d) _ _Ldb )
O d(v?) dx bdx
— g d® d(hF?*)  1db
dd(v?) dr  bdx
- g ((dEY | podi) &0 Ldb
o dx "dr ) d(v?)  bdx
g [bo (hy\°dh  d |by (hy\?]|| d® 1 db
S22 (28) 22— |22 = - =
— <I>{b (h) a3 o\ d(0?) b do
(59)
g |bo (hy\*dh boh,® (3dh 1db\| dP 1 db
= | =] —- 0+ = ———
O | b \h) dc bhr \hdzr bdx)| d(v?) b dx
gby (hy\® (.dh  hdb\ d® 1 db
= e e = -
— @b(h) i bdr) A b do
— ,8bo (hg * do dh _ @ 1_gb0h93 dd
& \ h) dw?)dz dx bh2® d(v?)

— © (h\'(de \" _h _ dh
2gby \ hy, d(v?) b db )
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h
Auch in breiten Rechteckgerinnen lésst sich der Term 3 nicht vernachlassigen. Generell

dh dh
muss — < 0 und o /0 fiir h N\, hy gelten. Aus h(by) = hy, folgt insbesondere

db d
-1
0 = L (AN Ay
2gbo d(Uz) b()
dd

<~ hggm =

Demnach erlauben nur Transportgesetze ® = ®(v?) ein stationires Gleichgewicht, fiir

(60)

o |

die an Querschnitten mit kritischer Abflusstiefe gilt

dd

Hierzu muss sich ® superlinear in v? verhalten, z. B. ® ~ v?T@ fiir ein @ > 0.
M

Da 7 allgemein negativ zu sein hat, folgt
o (h\’[ do \" &
0 > — | — - —
2gby \ hy d(v?) b

LR YA
8 (0?) 2\, ) b

— U2 dd )
(12)  F2 402 2F,?
2

3\

><I>
2v )

U
—~
<
N
~—

2
d(v?) = (i) —— : vy hier unbestimmte Konstante, (63)
Vo Vo
. . . dd P . . . .
zu der Differentialgleichung = ——, dass ® superlinear in v zu sein hat, um ein
d(v?) 202

stationédres Transportgleichgewicht zu ermoglichen.
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4 Kopplung der Hydraulik mit Transport

oh 4+ V @h on h%+ V oh + hOV 0 Hydraulische

!_,-"' @t X DX DX }f@y @y Kontinuitaet

oV, , hy %
SR +hvx@X hvy@y

1
! Impulsgleichungen I

< hOY oh v, _
h@’[ +gh y+th@X +h\fyc_)y = (I-lp),, =

________

[ pOY +gh@h

I
L
JL
>
A

i —
-

@ 7 Transport—Kontinuitaet

\|
qB\ = qB (I‘h‘!ﬁv) ) ,,-'W = - c‘:“v qB

Abbildung 23: Schema einer Kopplung der Flachwassergleichungen (6) mit der Kontinuitéts-
gleichung fiir den (33) Geschiebetransport . Im allgemeinen héngen die Frachtraten ¢ und ¢%
neben sedimentologischen Parametern vom Wasserstand h, von den Richtungsgefillen I, und
I, und den Fliefigeschwindigkeiten v, und v, ab. Eine Abhéngigkeit der Frachtrate vom Gefille
sorgt im allgemeinen fiir eine ‘intrinsische Riickkopplung’ in der Kontinuitétsgleichung, die, wie

bereits gezeigt worden ist, im linearen Fall zu einer parabolischen Gleichung fiihrt.

Abb. 23 zeigt schematisch die Kopplung der Hydraulik mit dem Geschiebetransport in
zweil Raumdimensionen. Prinzipiell werden die Flachwassergleichungen (6) mit der Kon-

tinuitatsgleichung (33) iiber folgende hydromechanische Groien gekoppelt:
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Fliegeschwindigkeiten v, und v,,

Wasserstand A und

Richtungsgefélle I, und I,,.

Nicht beriicksichtigt werden durch den Transport verursachte lokale Anderungen
des Widerstandsbeiwertes A.

Das Produkt Al bestimmt nach 14 die Schubspannung des Wasserkorpers iiber einer

ebenen Sohle zumindest bei gleichférmigem Abfluss.

Umstritten ist, ob der Geschiebetransport generell eher eine Funktion der Schubspannung
(in der dlteren Literatur auch Schleppkraft) nach 14 ist oder eine des Abflusses, und so
mittelbar eine der FlieBgeschwindigkeit. Diese beiden Alternativen stellen Extremtypen
der Kopplung dar. Im einen Fall werden Hydraulik und Transport nur iiber das Produkt

h1,im anderen Fall nur iiber v miteinander gekoppelt.

oot GG Vg o =0 IR oot Y TGy gy gy =0
h%tvx +gh % + hvxg—)v(x +hvyg—;'lx = (1P =, hg—,:x +gh % + hvxg—;’(x + hvyg—;'; = (P ..
Impulsgleichungen x| \ "\ Impulsgleichungen Ix?
n2 4 gh % +hy, 2% +hvy%;',¥ - (|_|F)y‘|\\§‘ ~n2% +gn %+ v, 2% +hvy%¥ - (|-|F)y4|‘\§
A N

I
e & R g

Abbildung 24: Extremtypen der Kopplung zwischen Hydraulik und Transport. Links: Bei schub-
spannungsbestimmtem Transport dominiert die ‘intrinsische Riickkopplung’ in der Kontinui-
tatsgleichung iiber die Gefiille, die sich daneben auf den Wasserstand auswirken. Rechts: Bei
flieBgeschwindigkeitsbestimmtem Transport wirken die Gefille nur iiber die Hydraulik wieder

auf die Transportrate und -Kontinuitéit ein.

Abb. 24 zeigt den wesentlichen Unterschied zwischen diesen Extremtypen der Kopplung
darin, dass mit dem Gefille I eine sich aus der Transport-Kontinuitatsgleichung ergebende
Grofle iiber die Transportformel fiir gp direkt wieder in die Transport-Kontinuitéits-
gleichung eingeht. So kommt es im linearen Fall zu dem in 3.2 bereits diskutierten

parabolischen Verhalten der Transport-Kontinuititsgleichung.
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4.1 Das gekoppelte System fiir den Spezialfall eines Rechteck-
gerinnes konstanter, gegeniiber dem Wasserstand grofler

Breite

In der Integraldarstellung (26) der Spiegellinie lasst sich der Integrand Al im ersten
Integral der rechten Seite der Gleichung durch (54) ersetzen. So folgt:

S b [N da
— + L - -pt? :sox—%/ e (64)
0

Aus der differentiellen Darstellung (27) folgt entsprechend

2 _ 3
@ _ soh ()‘/E?hg _ (65)
dz h3 — hy

Hierbei macht nur A\ > 0 physikalisch einen Sinn. Grundsétzlich darf A verdnderlich sein.

|
hE Pl Stauﬁereich

T e

bereich

w————

Senkung

|
=
Y
T
|
|
|
|
|
|
|
|
e ——d———

Lhehg 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 = S

dh dh
Abbildung 25: Graphen zu der durch (65) gegebenen Funktion T dn

1-64 64 64 64
Parameterverhaltnisse i = 5 1 3 g 64. Fiir unbewegliche Sohle vgl. Abb. 12
S0

(h)fiir die
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h
Eine Grafik hierzu in der dimensionslosen Grofle h* = 7 gibt Abb. 25. Im Vergleich

g
zu Abb. 12 zeigt sich, dass sich hier die Quadrate der einer horizontalen Spiegelli-
nie (d— = 0) zuzuordnenden Wassertiefen zueinander verhalten wie die Verhéltnisse —
T S0

zueinander.

Festlegen ldsst sich sy aus der Bedingung, dass die Grenztiefe h, am Ein- bzw. am Auslauf
des Gerinnes erreicht werden muss. Wie sich diese Randbedingung auch an Gerinnen
konstanter Breite realisieren ldsst, zeigt Abb. 26 umseitig. Um dann mit dieser Rand-
bedingung sq festzulegen, muss aber im néchsten Teilabschnitt auch die Gleichung (65)

integriert werden.

Von der Spiegelliniengleichung fiir den Wasserstand h;, bei unbeweglicher Sohle (31) von

dhy h® — h,’* S
Bresse — = I, ——— unterscheidet sich (65) durch den Faktor
dx h3 — h,
soh? — (\/8)h,®  soh?/L, —h,>  h3(I/I,) — h,’ (66)
L(h3—h>) B —h® R —h?
Es gilt somit
dh  soh®/L,—h,’ dhy  h3(I/1,) —h," dhy (67)

de ~ h3—h3 dr K3 —h3 dv
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Abbildung 26: Beispiele fiir technische Ausfiihrungen der Randbedingung, durch die ein sta-

ungleichformiger Abfluss auch in Gerinnen konstanter Breite erreicht wird, indem am

tionér-

Auslauf die Wassertiefe kritisch wird. Hierbei darf der Geschiebetransport nicht behindert

werden. Oben Naturnahe Ausfiihrung durch eine rauhe Rampe. Mitte oben: Geregeltes Schiitz,

, dass iiber der Sohle die kritische Wassertiefe erreicht wird. Mitte unten:

das so eingestellt wird

Wehr mit Geschiebeklappe. Hier ist die Wahrung der Transportkontinuitit problematisch.

Unten: Abrupte (unstetige) Aufweitung des Gerinnes so, dass ein FlieBwechsel eintritt.
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Eine Losung hy(x) der Bresse-Gleichung nimmt asymptotisch eine Normalabflusstiefe A,

an. Ob auch eine Losung zu (65) ein asymptotisches Gefille I, und eine entsprechende

asymptotische Normalabflusstiefe h., besitzt, ldsst sich erst durch Integration im néchsten
Teilabschnitt klaren. In Abb. 27 wird dieser Fall skizziert.

Abbildung 27: Wird bei stromendem Abfluss oberstrom (hier skizziert) bzw. bei schiefendem
Abfluss unterstrom asymptotisch eine Normalabflusstiefe h,, erreicht, gibt es zu dieser ein ent-
sprechendes Gefille I, der beweglichen Sohle. Das Gefélle I, im Punkt, an dem die kritische

Abflusstiefe hy angenommen wird, ldsst sich mit (70) als Funktion von A und I, ausdriicken.

Sohgo

Jetzt ergibt sich aus (67) bereits die Aussage, dass dann = h3_ gelten muss, und so

o0

hoo = — 59 = hools , (68)

S0
I

Sth/IOO - hgo

weil 5 3 — 1 erfiillt sein muss fiir h — hoo. So lésst sich in (65) einsetzen zu
dh heoLoh? — (\/S)h,? heoh? — Ahyg® /(81 heoh® — h?
— =" ( 3/8) 9 g [l T A é(S ) _ [o——— mit dem Ergebnis
dz W — h, 13 — h, I3 — h,
dh hooh? — b3 h? — h? h+he)(h—h
dh g e —he oy g B Zhee oy g e ) (69)
dz 1S — h, 13 — h, 13 — hy
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Offensichtlich darf wegen der Gefilleiinderung nach (54) das hier vom Ort = abhéngige
Gefille I = I(x) in (65) im Gegensatz zur Bresse-Gleichung (31) nicht eingehen. Doch
mit (54) folgt aus hl(h) = sy = helx allgemein

I(h) = 1.,

. (70)

und speziell fiir das Gefélle I, an einem Querschnitt mit kritischer Wassertiefe A

1 1
h 8 \? 8I2\3

Naher diskutieren ldsst sich diese Gleichung fiir das Gefille erst im néchsten Abschnitt,
nachdem (65) integriert worden sein wird. Erst dann wird geklart sein, ob bzw. wann

asymptotische Wasserstédnde und Gefélle fiir Losungen zu (65) existieren.

Abbildung 28: Das Gefille I, in Querschnitten mit kritischer Abflusstiefe h, nach (71) als
Funktion I, = I4(), 1) des Widerstandsbeiwertes A und des asymptotische Gefilles I,

Praktische Anwendung finden im néachsten Abschnitt zu diskutierende Ndherungslosungen
zu (65) wegen der Voraussetzungen speziell an regulierten Fliissen. Regulierelemente
werden fiir geschiebefithrende FlieBgewésser als Rampen oder Schiitze so ausgestaltet,
dass sich ein Transportgleichgewicht einstellen kann, wihrend der Spiegellinie am Ort
des Regulierelementes eine Randbedingung auferlegt wird. Je nach dem Fliezustand des
Wassers vor und bzw. oder hinter dem Regulierelement beschreiben die Losungen die sich

einstellende Spiegellinie und das zugehorige Gefille.
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4.2 Das gekoppelte System fiir offene Rechteckgerinne verin-
derlicher Breite unter glatten Randbedingungen ohne Be-

riicksichtigung von FlieBwechseln

Fiir Rechteckgerinne verénderlicher, im Ort x Breite b ergibt sich zunéchst aus der Inte-
graldarstellung (13) der Spiegellinie

2 3 oo\ 2/3 3 0 /
h_ + @ . hg _ §h92 _ 1 / 0Vo dr’ — bOhg / Adzx ’ (72>
2 b h 2 vg) \ G 8 bh?
0 0

indem der Integrand A/ im ersten Integral der rechten Seite in (13) durch (58) ersetzt
wird. Wird nach dem Ort x abgeleitet, folgt

< by hg?’) dh by h,>db 1 (Q/VO)Z/S_)\bohg3

b B2 )dr B2 hdr g \bG" 8bh?

dho | (v b (' Ay h?
dzx Vg \ bG* b \ bh ™  8h% )| h3 — (by/b)h,*

_ 1 QIVO 2/3 h2 + @ ﬁh 3@ B Ahgg) 1
Vg \ bG* b \b 7% 8 h3 — (bo/b)hg*

sofern die Gerinnebreite b nach « differenzierbar ist. Da bereits fiir (13) beziiglich des

db

Wasserstandes breite Gerinne vorausgesetzt werden, sollte auch hier der Term Ehggd_
. x

vernachlassigt werden, denn fiir abrupte Anderungen der Gerinnebreite ist ein differen-

tieller Ansatz ohnehin fragwiirdig. Mit 1 / 2/3
2Vo
so(2) = - ( e ) (73)
(Dimension Lénge!) ergibt sich so mit V8
dh - su(@)h® — (bo/b)(A/8)hy"  (b/bo)s(w)h® — (A/8)hy” (74)
dv h3 — (bo/b)hy” a (b/bo)h3 — hy®

eine Differentialgleichung fiir den Wasserstand h analog zu (65). Indem rechts durch h,*

gekiirzt wird, lasst sich zu der dimensionslosen Grofie h* = 7 iibergehen. So folgt
g

dh _ (b/bo)(s0(x)/hg) " — (A/8)
dr (b/bo)h** — 1 (75)
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4.3 Anwendung: Storung des gekoppelten Transportgleichge-
wichtes bei Normalabfluss im Rechteckgerinne durch lokale
Verdnderung hydraulischer oder sedimentologischer Para-

meter

Um den Einfluss lokaler Anderungen hydraulischer Parameter auf ein ansonsten ungestort
normal abflieBendes Gewéasser bei gekoppeltem Transportgleichgewicht zu untersuchen,
wird von (25) ausgegangen. Der Nullpunkt der Ortskoordinaten z wird in den Bereich
der lokalen Storung gelegt. Fiir den Fall einer lokalen Verengung bzw. Aufweitung zeigt
dies Abb. 29.

Abbildung 29: Symmetrische hydraulische Zustéinde bei Variation der Gerinnebreite. Der
Nullpunkt der Langskoordinatenachse x, hier auch der Nullpunkt einer Querkoordinatenachse
y, wird in das Symmetriezentrum gelegt. Ausgegangen wird von symmetrischen hydraulischen
Zustanden, also insbesondere davon, dass Fliefwechsel infolge lokaler Verengung (oben) oder

Aufweitung (unten) nur in gerader Anzahl eintreten.

Ausgegangen wird davon, dass in hinreichender Entfernung |z| von diesem Nullpunkt der

hydraulische Zustand in den Querschnitten am Ort —x und x gleich sind. So folgt aus

[(ovo)* [ d bohy® [ A da’
(25) mit (58) ¢ (Q;O) /(be;Q/?) = 089 / thx und dquivalent dazu

x x

[ (0'vo)? dx bohy® /Adx’
g (bG*)2/3 8 bh?

—T —T

B sz 5 (@V0)2 bohg® A
_/[b/\/BgG*Q_ 5 | @

z 3
_ (0'vo)? bohg® A\ 1
= [v2B \/ T ) (76)
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Da b, und somit b=%? positiv, und die Kubikwurzel punktsymmetrisch zum Nullpunkt

’ 2 3 3
1
(ngg - <b0§g %) E] dz’ = 0. Hierzu
g *

3 =
A1

(77) ldasst sich auch in der Ly-Norm schreiben als

bohg 3/2
_ g9
- (%)

1 1
Offensichtlich muss 73 zum Raum der quadrat-integrierbaren Funktionen gehoren. Fiir —

und streng monoton ist, folgt aus (76) /

—x

ist dquivalent .

. da boh,”
o [ o = (M

—T

1

G*

L /a3

Vb

0'vo (78)

und \? geniigt einfache Integrierbarkeit. Neben A, b, h > 0 ist aufgrund des Stéransatzes
sinnvoll, davon auszugehen, dass diese Gréflen obendrein beschrankt sind. So stellen die

Integrabilitédtsforderungen keine Einschrankungen an den Losungsraum dar.

Ist G* konstant, folgt
1 /A3

EAA (79)

const =

2
Demnach verhélt sich der Wasserstand h an nichtsinguldren Punkten reziprok zu ?
In Abb. 30 wird dieser Zusammenhang graphisch dargestellt. Die Langen h und b sind
dabei als relative dimensionslose Groflen aufzufassen. Deutlich empfindlicher spricht h
auf den Widerstandsbeiwert A als auf die Breite b an. Eine Breitendnderung wird also
in hohem Mafe durch eine Anderung des Gefilles ausgeglichen, weniger durch eine des

Wasserstandes.

Abbildung 30: Der durch (79) gegebene Zusammenhang zwischen Wasserstand h, Widerstands-

beiwert A und der Gerinnebreite b.
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Viele Geschiebetransportformeln sind von der Form G* = SF,.*" — aoder G* = ((F."" — a)~,

so z. B.
Engelund und Hansen: F.” 1

* = o = 07 5 = 100 7=
([50] Anl. 10 (EH2)) 10 10

Pernecker und Vollmers:

Gr=  25F* -1 a= 1, B= 25, y=
([58] 5.2.8 (5.2.8-1) S. 203)

Meyer-Peter und Miiller: . <1 1 )3/2 a= o v = ;1
([58] 5.2.6 (5.2.8-2) S. 199) 20" B= § k= 5
Bei der Form G* = 3F,*7 — « fiihrt (77) zu
boh,®\* [ X1 [ da
0%g =T — (Q/V0>2/TQ
8 hb b (BE — «)
2 x
Vo 1 dx
— (X0 " 80
() [ o 0
mit o = ﬁ. Analog zu (78) folgt bei konstantem A mit Abschétzung nach oben
Vo i 1 _(Abeh N1
d, (hI) — /||, 8 R3Vb ||,
3\ 3/2
1 1
< (M) L= (81)
8 G PR IRVAA|P

_ (Aboh;))w i
8 Vb

2

2 N2 1
(1) o
hmin 8 \/l_) 2
Zu (82) ist folgende Ungleichung dquivalent
1 4 20 (Abohy*\® || 1
e, < ST B,
(h_[)’Y -« 2 VOQ’y hmin 8 \/E 2

wobei hpi, der auf dem Intervall [—z; 2] minimale Wasserstand ist. Somit muss mit
wachsender Breite b auch das Produkt Al zunehmen. Da mit wachsendem b aber h

abnimmt, fithrt das zu einer iiberproportionalen Kompensation durch das Gefalle I.
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5 Diskussion der Losungen fiir das Transportgleich-
gewicht bei stationir-ungleichférmigem Abfluss und
dessen Storung durch Variation der Breite oder
des Widerstandsbeiwertes offener Rechteckgerin-

ne

In diesem Kapitel wird bei der weiteren Untersuchung der Gleichgewichte des schub-
spannungsbestimmten Transports von (14) ausgegangen. D. h. es gelte 7 = hl. Der
geschlossene analytische Ausdruck fiir den Wasserstand h als Funktion vom Ort x als
Ergebnis der Integration von (65) bei schubspannungsbestimmten Transportgleichge-
wicht lasst sich nicht mehr nach h auflésen. So werden hier implizit gegebene Funktionen
diskutiert. Als wesentliches Ergebnis folgt, dass das Sohlenprofil bei schubspannungsbe-
stimmtem Transportgleichgewicht und konstanter Breite nur eine Funktion des Wider-
standsbeiwertes A ist. Fiir die Senkungslinie lésst sich eine explizite Naherung angeben.
Losungen fiir das gekoppelte stationdre Transportgleichgewicht bei ortlich verédnderlicher

Breite werden auf die Losung fiir (65) zuriickgefiihrt.

Weiter wird gezeigt, dass sich schubspannungsbestimmter Transport diffusiv verhélt.
Abweichungen des Gefilles vom Gleichgewichtsgefille klingen mit der Zeit ab. Betrachtet
wird speziell ein anzustrebender Gleichgewichtszustand bei Normalabfluss. (14) ist hier

in jedem Fall gerechtfertigt.

Fiir flieBgeschwindigkeitsbestimmten Transport gilt hingegen eine Advektionsgleichung.
Sie lasst Schwingungen zu. Bei kritischen Abfliissen schaukeln sie sich auf. So verhilt
sich flieBgeschwindigkeitsbestimmten Transport vollig entgegengesetzt dem schubspan-
nungsbestimmten. Das dynamische Verhalten des Transports gibt demnach einen Hinweis

darauf, welche Grofe bestimmend ist: Das Produkt Al oder v2.
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5.1 Die implizit geschlossen darstellbare Losung fiir das gekop-
pelte Transportgleichgewicht in Rechteckgerinnen konstan-

ter Breite und Rauheit

Liegen die Voraussetzungen vor, unter denen im Abschnitt 2, insbesondere 4.1, (65)

hergeleitet worden ist, und zwar

e stationédrer Abfluss )
e Rechteckgerinne mit konstanter, gegeniiber h grofler Breite b,

e nur von der Feststoff-Froude-Zahl F,* abhingiges Transportgesetz fiir die Transport-

intensitat P,

wird durch Gleichung (65) fiir den Wasserstand h = h(x) iiber der Sohle

dh  soh® = (A/8)h,*

dx h3 — h,”

die Spiegellinie bei beweglicher Sohle im Transportgleichgewicht beschrieben.

Bei konstantem Widerstandsbeiwert A lassen sich ihre Differentiale zwar trennen, doch
lassen sich die Rechnungen fiir die Integration vereinfachen, indem zunéchst der dimen-

sionslose Wasserstand

h
h* = — und die Anfangsbedingung h* = Sl (84)
hyg hyg

eingefiithrt werden.
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So ergibt sich

e Ldh 1 (/) (bR — (/) _ W — () o
de  hydx hy B3 1 hy (™ — 1)

Die Differentiale zu (85) werden getrennt; und eine im Anhang C.3 ausgefiihrte Integration

fithrt zu dem impliziten, nicht nach h auflésbaren Ausdruck

4h
T 4my = —= - 86
*= T 0
A (o A . [8h* AN s,
YR (h 2 _ 8h*'> + 2 arctanh <h 3 > + (8h*') log 3 h*2 _ 1’

Der Wasserstand h wird als Funktion h = h(z) des Ortes bei Erreichen der Grenztiefe
hy moglicherweise unstetig. Das legt den Ansatz nahe, solche kritischen Punkte entlang

der Fliefrichtung x zum Nullpunkt zu wihlen. So gelangt man bei oy = 0 aus der An-
fangsbedingung h(0) = h, tiber h*(0) = 1 zu

/A A [8x A\ Y2 8y B
§(1—§>+2arctanh < 7)%—(5) log (7—1 =0. (87)

Daraus lisst h*' = x(\) als Funktion y = x()\) in A bestimmen.

8x (A
Wird mit y* = X)(\ ) substituiert, ldsst sich ersehen, dass gilt
8
h = — 88
X*)\ ) ( )
wenn * als Nullstelle der fiir x > 0 definierten Funktion
1 1 log |x — 1
X(x) = — (1 — —) + 2 arctanh (\/x) + —%7— 89
)= =13 (VO + 2 (89)
1 1 1 1

bestimmt wird (Grafik in Abb. 31).
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Hexy

Abbildung 31: Graph der in (89) erklidrten Funktion X (). Die Funktion ist in y = 1 stetig

fortsetzbar. Nach der Darstellung (90) von X (x) ist das plausibel, weil der Vorfaktor

1
— -1
\3/2

vor dem kritischen log ‘\/Y — 1‘ verschwindet. In x = 0 besitzt X jedoch eine Polstelle.

Diese Nullstelle, ihre Wurzel und ihre Reziproke ergeben sich durch Intervallschachtelung

(Newton-Verfahren divergiert!) als Zahlenwert in zehnstelliger Genauigkeit zu

Tabelle 1: Wurzeln und Potenzen von x*

Xt~ 0,727639715 51/ 70
VX'~ 0,853018004 6 | 7
2~ 0,620689777 ~ 4400 / 7089
1/x* ~ 1,374306514 70 / 51
V1/x* ~ 1,172308199 7/ 6
1/x*3? ~ 1611110794 ~ 7089 / 4400
Aus (86) ergibt sich
4h,, (h*2—1/x* 10g|x*h*2—1|>
x = + 2 arctanh (h*/x*) +
)\\/7 \/F ( ) X*3/2

(91)
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Um den dimensionslosen Wasserstand h* als Funktion des Ortes z (unter der Anfangs-
bedingung h(0) = h,) zumindest graphisch und numerisch anzugeben, liegt nahe, als

‘dimensionslosen Ort’ z* den Quotienten z* = hi einzufithren. Aus (91) folgt:
g

4 (h?—1/x* log |x*h*? — 1\)
Ar* = + 2 arctanh (h*\/x*) + . 92
= AT )

Auf der rechten Seite wird (92) singulér fiir h* = 1//x* =~ 1,17. Da gilt: 2* — —oo fiir
h* — 1/4/x*, erreicht der Wasserstand h oberstrom asymptotisch etwa sieben Sechstel
der Grenztiefe h,. Die fiir h* > 0,h* # 1/y/x* durch (92) gegebene Funktion (Az*)(h*)
ist fiir 0 < h* < 1/4/x* streng antiton und somit umkehrbar. Denn ihre Ableitung ergibt

Wy det A <2h*_ 2V 2h* )
dh dhr XAV xR =1 (ke = 1)
8 (h* N —X* + h* )_ 8 R —1) —x A+
VAT V(e = 1) VX e = )

>0 fuer h*>1

3 3
RV v e e o
—_——

<0 fuer |h*|<1/y/x*

und ist negativ, wihrend sich aus (93) ihre Reziproke ergibt zu

§@ B §dh* B X*h*Q -1 B X*hgh2 _th (94)
ANdz — ANdx* w1 R —h,}

Zum einen wird so die implizit dargestellte (91) Losung h = h(z) zu (65) validiert;
, dh, (h*?—1/x* log |x*h** — 1 »
zum anderen nimmt + 2 arctanh (h*y/x*) + positi-

W\ TV P

ve Werte z nur fir h* > = an. Stromabwarts in einen schieenden Abfluss ist die

hy

Rechnung also nicht moglich.
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Abbildung 32: Graphen der Losung z*(h*) und die durch die Umkehrfunktion fiir A = 1
gegebenen relativen Spiegellinien. Oben: Graph der durch (91) gegebenen Funktion in niedriger

(links) und in hoher (rechts) Auflosung. Hieraus ergibt sich bei stromendem Zufluss durch

Umkehrung eine Senkungslinie (mitte) oder eine Staulinie (unten). Zum Vergleich ist fiir diese

auch die Losung nach der Bresse-Gleichung (31) fiir das asymptotische Gefille jeweils gestrichelt

gegeben.
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Nach (94) gelten

dh h 1 h
— — 0 fir — = h* /7 , also fir h g
dx hyg v X* N
und (95)
dh h
— — —o0 fir — = ~h* N\, 1, also fiir h N\, hy.
dx h

Im Oberlauf wird daher bei stromendem Zufluss asymptotisch Normalabfluss mit einem

h
Wasserstand ho, = —= =~ 1, 17h, angenommen. Aus (68) folgt
e Tl
hg S0 Ah
= hoo = — = g .
X e~ 8yl (%)

Asymptotisch stellt sich ein Gefélle I, ein zu

A

ot >

Bei stromenden Zufluss im Oberlauf ergibt sich bei 0 < h* < 1//x* wegen (93) eine

Senkungslinie als Wasserspiegel, d. h. T < 0. Liegt an einem Punkt x, im Oberlauf
x

beziiglich des Punktes x( ein positives Gefille I(x,) > 0 vor, muss dieses Gefille wegen

der Reziprozitédt zu h stomabwérts zunehmen.

Ah
Der Parameter s lasst sich hier aus (54) mit I, = S0 bestimmen zu sy = hooloe = S *92 .
o X
So ergibt das Gefille I als Funktion von h*
A
I(h* — 98

Speziell in x = 0 mit h(0) = hy, also h*(0) = 1 ergibt sich ein Gefille I = vl
X

8/ A\ A
Das entspricht dem Ergebnis aus (71), denn 3 (W) = v
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81
Mit 1M = ~ ergibt sich

1
1,6111 ~ < I < — ~1,8887 99
X*3/2 X*Z ( )
und aus
1 1
Ak — *
1 - X*Qh* h" = X*QI)\*

durch Ersetzen von h* in (91) schlieBlich

4h 1 *21/\* 2_1 * 1 1 * *41/\* -1
p o= e (VO -UX L) + og [x*/(x* 1) — 1
X* JH* X*3/2

AVX* VX*
4h 1— *4])\*2 1 1 *3]/\* -1
X

1
WO 20/2 w2 + arctanh (X*3/2p\*> + 372

als implizit geschlossene Darstellung des Gefélles I als Funktion des Ortes x im Oberlauf

bei stromendem Zufluss an den Querschnitt in = 0 mit der kritischen Wassertiefe h,.

Graphisch dargestellt wird das Sohlenprofil z, das sich durch Integration des Gefélles I

ergibt, zusammen mit der dariiber verlaufenden Spiegellinie in Abb. 33.

ZH D
h*(x*) .................

-2a -15 -18@ -5 ok @

Abbildung 33: Spiegellinie und Sohlenprofil im gekoppelten stationéiren Transportgleichgewicht
eines Rechteckgerinnes konstanter Breite und beweglicher Sohle. Léngeneinheit ist die kritische
Wassertiefe hy, die bei x = 0 als Randbedingung vorgegeben wird. Die Graphen fiir das Soh-
lenprofil z (fett) und die Spiegellinie h + z verlaufen nicht parallel! Der Abstand von einer

Léngeneinheit in z = 0 wéchst oberstrom bis auf etwa sieben Sechstel Langeneinheiten.
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5.2 Potenzreihenentwicklung und explizite Ndherungsformeln
fiir die Spiegellinie im gekoppelten Transportgleichgewicht

bei stationidr-ungleichférmigem Abfluss

- 1
Nur fiir |z] < 1 konvergiert die Reihe sz gegen ihren Grenzwert T Man setzt
—z
k=0
z=Zh*? = \*h*? also z = u?. Fiir 1 > |z| = |ER*?| = |x*h*?|, oder, hierzu dquivalent,

1
fiir h* < —= lésst sich (287) als Potenzreihe schreiben. Diese Potenzreihe lésst gliedweise

integrieren; und die Reihe der integrierten Glieder lésst sich umkehren. So wird in Anhang

C.5 polynomiale folgende Nédherung als explizite Darstellung fiir die Losung zu (65)

gewonnen:
AN /xF 2)\3 3204y *3/2 40\° /X *
h*:1—2)\x*(1— BXx*2+\/Fz*3+ 1? T 3X$*5+--->.(101)

Nach Tabelle 1 gilt so ndherungsweise

7 28160

8 80
Tl =20 (11— ()2 + - (A")P + S
h Az ( 7()\:10) —1—3()\95) + 57767

(Az*)* — 7()@’*)5 + - ) :
Praktisch interessant ist eine solche Reihenentwicklung nur fiir Punkte z nahe Null. Abb.
34 zeigt die Divergenz der Reihenentwicklung (101) oberstrom bei stromendem Zufluss
bereits an Orten x, deren Entfernung |z| kleiner als die kritische Wassertiefe hy, = h(0)

im Nullpunkt des Ortskoordinatensystems ist.

Néher liegt daher, als geschlossene Naherung h*(z*) eine Funktion zu bestimmen, die den
Randbedingungen in x = 0 und den im letzten Unterabschnitt gewonnenen asymptoti-
schen Eigenschaften fiir —oo < z* < 0 bzw. 1/4/x* > h* > 1 entspricht. Aus dem Ansatz

einer gebrochen rationalen Funktion ergibt sich nach den Ausfithrungen in Anhang C.6

a0 w1 )
Ao (h) = (W) . (102)

Abb. 35 zeigt eine Grafik dieser Naherungslosung.
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1.25 T T T T -
Fotenzreihe
h*(x*) .................
bk
1_2 R T T T T T T R L T T T —
1 15 T T T T T T T T T T T T T T —
Ll fmmmnngyyesseesserssnes s -
1.85 L e T .
o
.
"
1 ] ] ] ]
-1 -8.8 -a.6 -6.4 -d.2 5]
E ]

Abbildung 34: Die Potenzreihenentwicklung (101) ist nur in unmittelbarer Nédhe zum Nullpunkt

brauchbar, an dem die kritische Abflusstiefe h, erreicht wird.

4
A darstellen als
10

Ihre Umkehrung im Bereich der Senkungslinie léasst sich mit £ = (

72 1 T 2 1 T
h* = 1+=x — -1 —=] = 1+2 —+ - —= 103
—I—:c( T = 2) +:c< 4+6 2) (103)

mit dem Funktionsgraphen in Abb. 36.
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3 T T T T
wECh#ED
Haeher\.ung .................
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N M M { ’’’’’
o5 b S Senkungslinie. . N ... ..,é#aul.ini.e ........ i
; : ey b
_18 1 -
T s S S -
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1 1.85 1.1 1.15 1.2 1.25

ki

Abbildung 35: Geschlossen umkehrbare Naherungslosung (102) (gestrichelt) zu (65) im Bereich

der Senkungslinie fiir A = 1. Fiir die Staulinie ist die Naherung nicht brauchbar.

T
K : : : D h¥oxED

Abbildung 36: Geschlossene Umkehrung (103) der Né#herungslosung (102) im Bereich der

Senkungslinie fiir A = 1.
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5.3 Der Einfluss veridnderlicher Rauheit auf das Transportgleich-

gewicht in Rechteckgerinnen konstanter Breite

Um das stationédre Transportgleichgewicht im offenen Rechteckgerinne konstanter Breite

bei verdnderlichem Widerstandsbeiwert A zu untersuchen, lassen sich die Differentiale

h* — (A/8)h,"  dh
der Gleichung (65) %0 3 ( f{ i) L = o fir den Wasserstand h = h(x) iiber der Sohle
= T
g9

nicht mehr trennen, wenn A = A(z) als Funktion des Ortes = gegeben ist.

Fiir spezielle Fragen ist durchaus interessant, den Widerstandsbeiwert A nicht als Funk-
tion des Ortes x, sondern nur als eine des Wasserstandes h zu betrachten. So wird z. B. ein
im Versuch beobachteter Anstieg des Wasserstandes zu Beginn der Transportprozesse mit
einem Anstieg der hydraulischen Rauheit in Verbindung gebracht (sog. Formwiderstand
der Sohle, [55] 3.7.4.2). Damit ist A jedoch abhéngig von der Feststoff-Froude-Zahl F,.”
(Ansatz von Yalin und Scheuerlein, [55] 3.7.4.2, S. 42) oder anderen Grossen nach einem

Transportgesetz.

Ist A abhéngig von F,.*, so hangt A von dem bei einem Transportgleichgewicht konstan-
ten Produkt hl aus Wasserstand h mal Gefélle I ab. X\ ist demnach als Funktion des
Ortes x ebenfalls konstant und somit unabhéngig von h. Wird im stationédren Transport-
gleichgewicht eine ortsabhiingige Anderung von A beobachtet, die sich als eine Funktion

A = A(h) in h ausdriicken ldsst, muss diese anders erklirt werden.

Die Auswirkungen auf das Gefélle I und den Wasserstand h im stationédren Transport-
gleichgewicht einer solchen lokalen Variabilitdt des Widerstandsbeiwert A, die sich als eine

Funktion A = A(h) darstellen ldsst, kann noch analytisch behandelt. A lisst sich zerlegen
in A(h) = Ao(den) + A (di) . Fiir eine solche Zerlegung lassen sich die Differentiale der

Gleichung (65) immer noch trennen.
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3
Indem 1 ~ 1 hy"(An/8)

+
soh? — (A/8)h,®  soh? — (Mo/8)h,"  (s0h% — (Ao/8)hy°)?
folgt fiir kleine A,

in \g linearisiert wird,

h3 —h 3 h3 —h 3
v+ = / S 3dh:/ g dh
soh? — (A/8)hy soh? — hg3<)\0 + )\h(h)> /8

h3 —h,> A (R) (B3 — h,?
/ g dh+hg3/ n(h)( ; s dh
Sth—hg )\0/8 8(80h2—hg )\0/8)2

_ / by ST (104)
soh2 — hy®Xo/8

(& J/

Q

bekannte fsg. fuer xo

An(h)(h? — hy®)

dh liisst sich vereinfach
8(80h2 o hg3)\0/8)2 aSSt S1chl verelnracnen

Das Integral fiir den Storterm T'=T'(h) = /

zZu

- | (k) (B — ")
8(s0h2 — hy®No/8)2

_ 8 / M (h)(h3 = hy®) gL / A (h)(h3 = hy®)
he*Xo ) 8(x*h2 — hy?)? he*Xo ) (X*h2 — hy)?

o[ sy o [t )] 1o

dh

Mit der Anfangsbedingung sy = hgx*\g wird vorausgesetzt, dass A(hy) = Ao, also
An(hy) = 0 ist. Geschlossen darstellen lassen sich die Integrale in (105) im allgemeinen
nicht; doch ergibt sich die durch Variation der Rauheit gestorte Losung h aus der unge-
storten Losung h fiir eine ungleichférmig-stationéire Spiegellinie in einem Rechteckgerinne

konstanter Breite implizit als
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z(h) =h~' + 1, T(h) . (106)

Hierbei bezeichnet h~t die Inverse zu h(z).

Die Integraldarstellung (64) zeigt wie sich ein direkt vom Ort x abhéngiger Widerstands-

beiwert \ auswirkt:

h? b ) hy
\3*7“’{ = —?/
0

beschriankt, wenn » beschrankt und inf h>0

/)\dx
= T S()—— .

—>0fllI‘:c—>oo

Bleibt die Wassertiefe h = h(z) fiir groBe  beschrénkt mit lim inf h(z) > 0, gilt daher

r—00

1 [ \de
lim —/ v _ S (107)

oo d (s _od [, 1/90)\d$’
- dz \hnS2)  da oo T h?

1A 1 [Add 1A 8s

xh? 22 h? x h? hggaz
0

_ LA 8%
- T h2 th

3

zunéchst h? = und mit sg = h,l, schliefilich

So

i (x) = h,? (108)

fiir grofle x.
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So wirkt sich also fiir den Wasserstand h am Ort x auch der Widerstandsbeiwert A
unmittelbar am Ort z aus. Der Widerstandsbeiwert A(0) in x = 0 beeinflusst A in x
insoweit linear, als er die Grenztiefe h, = h(0) mit bestimmt. (Grafik Abb. 37)

h
Abbildung 37: Der dimensionslose Wasserstand h* = W als Funktion h* = h*(A(0), A(z)) nach
g

1
(108) in den Widerstandsbeiwerten A(0) und A(x) bei einem Grenzgefille I, = o1 hg ist linear
in A(0). Demnach ist A* umgekehrt proportional zu A(0).
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Schliellich interessieren Zahlenwerte fiir die asymptotischen Gefélle. Der Widerstands-
beiwert A ist jedoch nur ein relativer Rauheitsparameter in dem Sinn, dass er neben
der absoluten Rauheit k auch vom hydraulischen Radius ry abhéngt. Fiir die in dlterer

Literatur iibliche Chézy-Konstante

8
Coney = Tg (109)
ergibt sich iiber
8
A= 8 (110)

Ccnezy
das asymptotische Gefille I, aus (97) zu

g 157 8 .. .oy
I, = Ce 5 A Cone? fir Cepesy in e (111)
ézy ézy

Tabelle 2: Chézy-Konstanten, Widerstandsbeiwerte und asymptotische Gefélle

Cenézy @ 15 | 20 | 25 30 35 40 45
A 0,35 (0,2 | 0,125 | 0,09 | 0,064 | 0,049 | 0,039
I % | 4% | 2,5% | 1,7% | 1.3% | 1% | 7,8%0

Bei geschiebefiithrenden natiirlichen FlieSgewéssern ergeben Chézy- Konstanten um SO—m
s
Widerstandsbeiwerte A um 0,09. Asymptotische Normalabflussgefiille liegen unter den

Voraussetzungen der Herleitung dieses Gesetzes somit um zwei Prozent.
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5.4 Das gekoppelte schubspannungsbestimmte Transportgleich-
gewicht bei stationir-ungleichférmigem Abfluss und verin-

derlicher Breite eines Rechteckgerinnes

Wie sich eine lokale Stérung der Gerinnebreite auf einen Normalabfluss auswirkt, ist be-
reits in 4.3 diskutiert worden. Um explizite Aussagen fiir den stationdr-ungleichférmigen
Abfluss zu gewinnen, muss auf die differentielle Darstellung (74) des gekoppelten Gleich-

gewichtes in 4.2 zuriickgegriffen werden.

Geschlossen integrieren ldsst sich nur fiir konstanten Widerstandsbeiwert A unter den

Annahmen

bo h
20— (2 112
e - (n) (112)

h

I = -2 113
L) (113)
zwischen Wasserstand h und Breite b bzw. Gefille I fiir m, n = 1, 2 ist. Hierbei ist

wie in (74) by die Breite des Rechteckgerinnes in dem Querschnitt am Ort xg, an dem die

kritische Wassertiefe h, angenommen wird.

Wesentlich vereinfacht werden die Rechnungen durch den dimensionslosen Wasserstand

h* = 7o also 3 = h*", und den dimensionslosen Ort z* = x Mit s, = hl nach
9 9
(58) (im Gegensatz zu sy bei konstanter Breite hier s, i. a. nicht konstant!) und (73) ist

I,
= hh_m So ergibt sich aus (75)

* T *3+n—m
dh _ @ _ gh . ()\/8) ' (114>
dx* dx he3t 1

Die Differentiale in (114) werden getrennt zu

Rt 1 Rt 1
e / A an = S / e dh*
I,h* — (\/8) XJ (81,/\)h 1

8 s [ {[A/(8L,)] T}t — 1 . 8I,\ 7w
T (8] ) / ] dumitu = {7 :

8 ( A\ T [/ A \Fwim [t du du s
= 3 (8—19) (87) /—u3+m+n_1 —/—u3+m+n_1 . (115)
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Fiir den Fall m = 1 lésst sich das erste Integral nach der ersten Substitutionsregel 16sen,

da der Zéhler des Bruches proportional zur Ableitung des Nenners ist. So folgt fiirm = 1

ey T _8 (A [\ log futt — 1) / o (116)
T+ === — - :
h, A\, 31, I+n e

Analytisch ldsst sich das noch nicht aufgeloste Integral in (116) noch fiir die zwei Félle
n = 0 (b konstant, ist bereits diskutiert) und n = 2 behandeln. Fiir n = 1 wire die fiir
eine Zerlegung in Partialbriiche notwendige Faktorisierung von u®—1 in seine (komplexen)

Nullstellen recht aufwendig. Uber sukzessive Partialbruchzerlegung folgt

/ du
ud —1

1
B _</u3+1 /u3 )
1 U — 2 du u+ 2
= = du
6[(/u+1 /uQ—u—i—l ) (/u—l u?4+u+1 )]
_ l(log u—l—l’ 1lg u —i—u—l—l‘ / / du )
6 u—1] 2 u+1 u2—u+1 w+u+1
= l[arctanh 1(11gu+u+1‘+ _/ du )}
3 2\ 2 2—u+1 +§ (u+3)2+3
= %{arctanh ;llog u2+u+1’ [arctan <u——)—arctan <u+%>]}

1
I\
Demnach ist im Fall m = 1 und n = 2 mit u = (%) h*

1 5
g 8 [ A\° A\ ¢ log |ub — 1]
I (A — | ————— — arctanh
x —i—hg ™ (8]g> {(8]g> 5 arctanh (u)

2 1 1 1 1
321_—?:_1' + 7 {arctan (u — 5) — arctan (u + 5)] } : (117)

In diesem Ausdruck (Grafik in Abb. 38) finden sich sowohl Terme der Losung (86) fiir

die stationdr-ungleichférmige Spiegellinie im gekoppelten Transportgleichgewicht bei kon-

stanter Breite als auch solche der Losung von Bresse (32) fiir die Spiegellinie bei fester

Sohle konstanten Gefalles bei konstanter Gerinnebreite wieder.

1
A\ &
Mit z* — —oo fiir 0 < u " 1 wird hier asymptotisch h*,, = (87) erreicht. So folgt

CEE

7
6

fiir das asymptotische Gefille [, = I
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b h\"
Nach der Voraussetzung 30 = (h_> im Ansatz muss bei n = 2 jedoch eine asymptoti-
g9

b [ 1,\ .fSI
sche Breite b, vorgegeben sein mit = ([—g) =4 Tg. Die Breite b wird als Funktion
0 o0

b = b(x) des Ortes o bestimmt durch b(z) = boh**(z), wobei sich h*(z) = h*(2*h,) als
Umkehrung von (117) ergibt.

Abbildung 38: Losung der Spiegellinie iiber (116) fiir A = 1 und zugehérigem Grundriss
des Rechteckgerinnes nach (112), fett eingezeichnet auf Sohlniveau. Das Gefiille wird nicht

wiedergegeben. Am Auslauf wird die kritische Wassertiefe h, angenommen.
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5.5 Einstellzeit fiir das stationire Gleichgewicht bei schubspan-

nungsgetriebenem Transport

Um die Zeit abzuschétzen, in der sich ein Transportgleichgewicht in einem Rechteckgerin-
ne konstanter Breite einstellt, muss die Kontinuititsgleichung (47) fiir den instationéren
Geschiebetransport in einer Dimension untersucht werden. Fiir Gerinne konstanter Breite

ergibt sich unter qp = ®/go'd,,> vereinfacht:

0z Oqg 09 3
_— = — = — / . 11
5~ or  or V8Ym (118)

Als Gefille I wird in dieser Arbeit der Sinus des lokalen Sohlneigungswinkels verwendet.

So gilt nur bei kleinen Gefillen ndherungsweise I = ~ %% Mit dieser Néherung ergibt
x
sich die Zeitableitung des Gefélles aus (118) nach (302) im Anhang C.7 zu

oI d® |gd, o [ 0h  OI
% ~ arc\ o oz <f£+ha—x) ~

Nahe liegt hier wieder, den Wasserstand & in eine Summe h = h + h* und das Gefille
I in die Summe I = I + I® zu zerlegen. h und I beschreiben das erwartete Transport-

gleichgewicht. h® und I sind die Differenzen hierzu im Nicht-Gleichgewichtszustand.

o —dl —dh
Aus hl = const ergibt sich h% = —I%. So folgt (304) im Anhang C.7 mit

oI do |gd, d [(,A hA\dh _ORA  _9IA
o m\/TaKf ‘7)@“%”%

und dem Ansatz h® = %I A fiir kleine T2.

Wird das Transportgleichgewicht bei einem Normalabfluss mit h = h,und I = I, erreicht,

dh
gilt e 0; und (304) vereinfacht sich wesentlich zu
T

o s dh® do |gd, 0*1* g dh®  dgg I (119)
ot "dl dF.*\ o ox2 " Al d(hI) 022
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Offensichtlich liegt hier eine Warmeleitungsgleichung in ihrer Grundform vor. Zu ihrer
Losung wird auf die einschléagige Literatur verwiesen. Die Temperatur T wird hier durch

das Gefille I® ersetzt. Ein Gleichgewicht tritt erst nach unendlich langer Zeit ein. Das
dh® d® |gd,,
dl dF,” o'

bestimmt. Empfindlich auf diesen Koeffizienten wirken sich neben dem Normalabflussge-
A

falle I,, zum einen der Widerstandsbeiwert iiber via zum anderen die Ableitung

Analogon zu einem Wiarmeleitungskoeffizienten wird durch den Term —1,,

d
dF,*
aus.

Damit sich in Modellversuchen schnell ein Transportgleichgewicht einstellt, sollte also auf
starke Gefille beim angestrebten Gleichgewichtszustand bei einer Transportrate geachtet

werden, die nur etwas {iber der kritischen Schwelle liegt. Sichergestellt werden muss al-

lerdings, dass der Transport noch differenzierbar von der Feststoff-Froude-Zahl abhéngt.

Fiir ein Transportgleichgewicht bei stationédr-ungleichférmigem Abfluss wird (65) in (304)
eingesetzt; denn lasst sich verifizieren, dass Gefélleinderungen nur langsam gegeniiber den
hydraulischen Vorgéingen ablaufen, kénnen bei konstantem Abfluss die Formeln fiir die

stationédre Hydraulik verwendet werden.

(307) im Anhang C.7 ergibt so

oIA
ot
. ﬂ\/@ |
dF,"\ o
dh® 25012 1dr4 1dI*) dh I® 2s0h _dh” 9*I~
dl Kﬁ?»-hf LA ) Bl F%] de T h¥—h, ~ dI 0Oa?

Auf der rechten Seite befinden sich nur noch additive Terme, die von [ A und von der

ton Ortsableitung L abhiingen. Der Term — o — 220" NI L N—
ersten Ortsableitung —— abhéngen. Der Term —— ——— = —[~———— begiinsti
& i & T 1% —hy B — by oE

hier das Abklingen von Gefélleabweichungen vom Gleichgewicht in Néhe der kritischen

Wassertiefe. Hier verhalten sich die flieBgeschwindigkeitsabhéngigen Geschiebetransport-

formeln grundverschieden. Sie neigen gerade im Bereich der kritischen Wassertiefe zu

einem oszillatorischen Gleichgewicht. Hierauf wird in 5.7 eingegangen.
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5.6 Sensitivitidten

Als Ergebnis der bisherigen Untersuchungen kénnen folgende qualitative Aussagen zur
Empfindlichkeit des Transportgleichgewichtes gegeniiber hydromechanischen Parametern

gewonnen werden. Bei stationdrem Abfluss in Gerinnen mit festgelegter Breite b sind nur

e der Abfluss )
e die absolute Rauheit k

o gof. weitere Parameter, die an festen Punkten des Gerinnes eine Grenztiefe h, fest-

legen, z. B. durch Regulierelemente (Kontrollbauwerke)

unabhéngige hydromechanische Grossen, die die bei schubspannungsbestimmtem Trans-

portgleichgewicht fiir Geschiebe wechselseitig abhéngigen Grofien

e Wasserstand h

o Gefalle [

bei stationédr-ungleichférmigem Abfluss festlegen. Hierbei zeigt das Gefélle I eine hohe
Empfindlichkeit gegeniiber dem Widerstandsbeiwert A\, der wiederum sehr von der ab-
soluten Rauheit k, aber nur geringfiigig von h abhéngt. In Gerinnen konstanter Breite
verhalten sich die Gréssen h und [ im schubspannungsbestimmten Transportgleichgewicht
einander reziprok. Bei Normalabfluss kann entweder das Gefélle oder der Wasserstand

frei gewahlt werden.

Bei natiirlichen FlieSgewéssern kann davon ausgegangen werden, dass Normalabfluss nur
als asymptotischer Normalabfluss vorliegt. Es gibt also einen Querschnitt, in dem eine
kritische Abflusstiefe h, angenommen wird. Parameter, die die kritische Tiefe an diesem
Punkt festlegen, wirken wesentlich auch fernab auf die Sohlform und auf die dort nahezu

parallel zu ihr verlaufende Spiegellinie.

Die fiir die absoluten Frachtraten wesentlichen sedimentologischen Parameter (Korngrofie
und -form) beeinflussen das sich durch Wasserstand und Gerinnemorphologie manifestie-
rende stationédre Gleichgewicht nur durch ihren Einfluss auf die Rauheit. Entscheidend
wirken sie sich als frachtbestimmende Parameter bei instationdren Vorgéngen aus. Hier
wird ein schnelles Einstellen des Gleichgewichtes durch starkes Gefille, empfindliches
Ansprechen der Frachtrate gegeniiber Anderung der Feststoff-Froude-Zahl und groBes
Korn begiinstigt.
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5.7 Transportgleichgewicht fiir flie3geschwindigkeitsbestimmte

Transportgesetze

Um die in Abschnitt 3.7 gewonnene Gleichung (59) fiir Stationéritat und Kontinuitat fliefS-
geschwindigkeitsbestimmten Geschiebetransports mit der Hydraulik zu koppeln muss die

differentielle Darstellung

dh k2

— = ————(hl — : 12
dx bh3—bohg3< 8bh? v o ho odx)|’ (120)

bohg°\ by hy® @)

der Spiegellinie verwertet werden. Indem (120) in (59) eingesetzt wird, folgt

db 2gbo (hy\® d® bh? I bohs°X by hy® db
dx ® \ h/) d(v?) bh3 — boh,’ 8bh? 2 h dx

2gbo hg>3 dd bh? ( bohg3)\>
= — == hl —
P (h d(v?) bh3 — boh,”

_ [y o2 (he)' A0t o' db
B ® \ h/) dw?) bh3 —boh,* 0> h | dx

- (% (d(q))) [(hﬁ)‘%l ‘Z_hh_> z 121)

Nach (121) ergibt sich der Wasserstand h im stationdren fliegeschwindigkeitsbestimmten
Transportgleichgewicht direkt als Funktion h = h(b) der Gerinnebreite b, ohne dass das

Gefille I in dieser Funktion enthalten wére. So bestimmt (121) das Gefélle 1. Der Term
A (hg\’ b
I, = 3 Fg 30 entspricht dem Normalabflussgefille beim Wasserstand h, dem Wi-

derstandsbeiwert A und der Breite b unter der Annahme, dass bei einem Normalabfluss

bei einer Breite by die kritische Abflusstiefe h, angenommen wiirde. So ergibt sich

-1 3 3
o1 o= [ 2 (9 RN b _bohg”) dbl (122)
2gby \ d(v?) hy b| 02 R ) da
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Besonders empfindlich spricht bei flieBgeschwindigkeitsbestimmtem Transcf)q?rt das Soh-

lenprofil auf sedimentologische Parameter an, die in die Terme ® und eingehen,

2
also nur dort, wo sich die Gerinnebreite im klassischen Sinn differenzierbgr(qé)in)dert. Nicht
erortert werden soll hier die Frage, inwieweit ein solches Transportgleichgewicht je expe-
rimentell validiert worden ist. Das Ergebnis gibt jedoch ein Beispiel dafiir, wie aus rein
morphologischen Messungen ohne aufwendige Bestimmung von Frachtraten moglich wére
festzustellen, ob das Gleichgewicht von der Konstanz einer hydromechanischen Grofie

dominiert wird.

Analog zu (302) sind auch zu flieigeschwindigkeitsbestimmten Transportgesetzen Aussa-
gen zur Einstellzeit eines Transportgleichgewichtes moglich. Die Rechnungen werden dank
der Konstanz von h etwas einfacher. In Gerinnen konstanter Breite ergibt eine Zerlegung
des Wasserstandes h in eine gumme h=nh +A hAund des Gefiilles I in I = I + I°fiir
dh dl dl _ _
die Ortsableitungen — = —— und — = ——, wenn h und I das erwartete Transport-
dx dz dx dz
gleichgewicht bei Normalabfluss beschreiben. h* und I sind die Differenzen hierzu im

Nicht-Gleichgewichtszustand. Rechnungen werden im Anhang C.8 ausgefiihrt.

Mit 3 2
dd hyg h
o = g () Vet

h3 — h,?
2 [(hy\ P —hy°
9 = z—(z) T

lésst sich (310) aus Anhang C.8 schreiben als

= 0,5 (1+0,5—

ot dx dx (123)

oI drs < d]A>

Fiir ©y = 0 liegt die kanonische Form (144) der im Anhang 7.1 fiir die Diinenbewegung
untersuchten Wellengleichung vor. Sie wird auch als Advektionsgleichung bezeichnet
([29], 3.4.1, 3.17, S. 93) und bildet das hyperbolische Gegenstiick zu der parabolischen
Diffusionsgleichung. Der Ausbreitungsgeschwindigkeit ur in (144) entspricht ©,. Fiir
h — hgy verschwindet ©,, wihrend ©; unbeschrénkt wéchst. So ist im Bereich kriti-
scher Abfliisse ein Wellenverhalten der Sohle mit hoher Wanderungsgeschwindigkeit zu

erwarten.
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5.8 Experimentelle Ergebnisse zur Einstellzeit durch Laborver-

suche

i Sedimentzugabe

‘IPegel
. rrr 1t 111 T T 1 T [ T T T [ T T [ [ T
| | | | | | | | | | | |

Wasserruecklauf --ll— Faxxs

. ‘JP Waage
£ N
, LY
. bl
I
1 1

Abbildung 39: Schematischer Aufbau des Versuchsmodells fiir einen Abschnitt der Weissach.

Nicht eingezeichnet ist der Messwagen mit der Sonde zur Aufnahme des Sohlenprofils.

In den Jahren 2000 bis 2002 sind im Wasserbaulaboratorium des Institut fiir Wasserwesen
der Universitit der Bundeswehr Miinchen an einem Modell fiir einen Abschnitt der Weis-
sach (Aufbau Abb. 39, Querschnitt Abb. 40) Versuche mit Einkornsediment zum statio-
néaren Transportgleichgewicht durchgefithrt worden. Hierzu wurden kontinuierlich Sand
in die Versuchsrinne zugefiihrt, der Austrag in einem Absetzbecken aufgefangen und
gewogen. Indem das Wehr am Auslauf der Rinne geregelt wurde, sollte in jedem Versuch
Normalabfluss eingestellt werden. Generell ist zu jeder Kombination an Parametern ein

erster Versuch wiederholt worden, um seine Reproduzierbarkeit zu bestétigen.

Tabelle 3: Grenztiefen

700m Q [1/s] | hy [cm]
Abbildung 40: Trapezprofil der Rinne 20 4,1
des Weissach-Modells. 30 5,2

Zu Verfiigung standen Siebkorndurchmesser von 0,65mm und 2,0mm. Beobachtet worden
ist Transport bei Versuchen mit einem Gefille von 4°, bzw. 6%,, unter stationédren
Abfliissen von 20 1/s und 30 1/s. Tabelle 3 zeigt die fiir diese Abfliisse errechneten, bei
einem Trapezgerinne nur mehr iterativ bestimmbaren (Gleichung 5. Ordnung!) Grenztie-
fen hy. Die Versuchsdauer betrug etwa eine Stunde. Wéhrend des Ablaufs der Versuche

haben sich keine Sohlenprofile aufzeichnen lassen.
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Abbildung 41: Transportgleichgewicht bei Versuchen am Weissach-Modell mit einem Gefélle

von 4%p,:
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Die Tabellen 4 bis 6 zeigen die hydraulischen Daten der Versuche. Da sich Wasserstinde
zwischen Erstversuch und Wiederholung nur um etwa 2mm unterschieden haben, sind zu
Versuchspaaren hier nur Mittelwerte wiedergeben worden. Die relative Reproduktionsge-

nauigkeit der Pegelstinde liegt bei etwa 5%.

Tabelle 4: I = 0,004; d,,, = 0,65mm

1
Q h v A Fr Ty A Oc’hézy kst n = /{I_ k’F
st
cm ) ym | m'/3 S m?3
sl | lemd | [ [lew) | —Jlem| | *F || g |
20| 4,51 355,5| 56,3 0,85 | 4,2 0,042 43,2 | 73,7 0,014 | 81,9
30| 6,2 510,9 | 58,7 (0,75 | 5,6 | 0,051 39,2 | 634 0,016 | 69,8
Tabelle 5: I = 0,004; d,,, = 2,0mm (Einheiten wie in Tabelle 4)
1
Q h v A Fr Ty A CChézy kst n = k— ]{ZF
st
20 | 4,4 || 346,7 | 57,7 | 0,88 | 4,1 | 0,039 449 | 76,7 0,013 | 85,3
30 | 5,8 || 473,3 | 63,4 | 0,84 | 5,3 | 0,041 43,8 | 71.0 0,014 | 78,3
Tabelle 6: I = 0,006; d,,, = 0,65mm (Einheiten wie in Tabelle 4)
1
Q h v A Fr Ty A CChézy kst n = /{I_ kF
st
20 [ 4,2 || 329,3 | 60,7 | 0,95 | 3,7 | 0,047 40,9 | 70,6 0,014 | 78,8
30 | 5,6 || 454,7 | 66,0 | 0,89 | 5,1 | 0,055 37,71 62,0 0,016 | 68,4

Fiir Widerstandsbeiwerte , bzw. fiir die zu A reziproken Chézy-Konstanten, fiir die Strick-
ler-Beiwerte kg und fiir die Beiwerte kr nach Forchheimer werden bei d,,, = 0,65mm zu
beiden Gefillen vergleichbare Werte bestimmt. Sie héngen jedoch von ) ab! Die Konstan-
ten zum quadratischen FlieBgesetz (A, Cepe,y) differieren fiir die zwei Abfliisse weniger
als die Beiwerte fiir Manning-Strickler oder gar Forchheimer. Nur sehr geringfiigig un-
terscheiden sich die Chézy-Konstanten fiir den groben Sand mit d,,, = 2,0mm. Zu den
Versuchen mit letzterem Sand stehen Vergleichsdaten aus den Grundlagenuntersuchungen

von Wieprecht ([55] 5.3 S. 76ff) an einer Kipprinne zur Verfiigung.
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Bei den Versuchen Nr. 081 und Nr. 082-1 mit vergleichbaren Abfliissen ([55] 5.3 Tab. 5.3,
S. 76) werden allerdings etwa doppelt so hohe Wasserstiande gemessen. So ergeben sich
entsprechend hohere Widerstandsbeiwerte A ~ 0,08. Die Versuche mit d,, = 0,6bmm
und anndhernd vergleichbare Versuche von Wieprecht mit d,, = 0,85mm ([55] 5.2, Tab.
5.1, S. 68) differieren noch mehr.

Mittlerer Korndurchmesser d,, = 0,65mm

B T T T
I erster Yersuch B4.87.2882
[gs=1 1 Mdiederholuny 16.18.2802 ---------
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Abbildung 42: Transportgleichgewicht bei Versuchen am Weissach-Modell mit einem Gefélle
von 6%, und einem Abfluss von 201/s (Die Ergebnisse eines nur teilweise im Sinn der Planung
erfolgreichen Versuchspaares bei gleichem Korn, Gefille und einem Abfluss von 301/s werden
unter 8.1 anhand der Abb. 72 besprochen.): Bei diesem Versuch wird nach Tabelle 6 eine Froude-
Zahl von 0,95 erreicht. Ob der kritische Abfluss die Ursache fiir die bei diesen Versuchen recht
lange Zeit von iiber 1000s bis zum Erreichen stabiler Transportverhéltnisse ist, muss durch

weitere Versuche bei kritischem Abfluss zu anderen Gefillen geklirt werden.
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Auf die Stabilitdt des Transportgleichgewichtes lidsst sich nur aus den (nach starker
Glattung verwertbar) gemessenen Frachtraten schlieflen. In den Grafiken der Abbildungen
41 und 42 zum zeitlichen Verlauf der Frachtrate werden nur die ersten 1500 Sekunden
wiedergegeben. Auf fillt, dass sich in mit Abb. 42 beschriebenen Versuch bei einer Froude-
Zahl von 0,95 erst sehr langsam ein stabiles Gleichgewicht einstellt. Mit Ausnahme dieses
Versuchs stellt sich dies bei den Versuchen mit dem geringeren Abfluss (@ = 201/s) nach
ca. 400s etwa gleich schnell ein wie bei dem hoheren. In dem Versuch mit @ = 301/s
bei I = 0,004 und d,, = 0,65mm wird die geringste Froude-Zahl von 0,75 angenommen.
Die Einstellzeit fiir das Transportgleichgewicht nimmt i. a. nicht monoton zu mit einer

monoton gegen eins wachsenden Froude-Zahl.

Die Froude-Zahlen dieser Versuche decken nur einen Bereich von 0,75 bis 0,95 ab. Fiir
zuverldssige Aussagen zur Einstellzeit des Transportgleichgewichtes ist er zu klein. Es

fehlen zudem zu ein und derselben Froude-Zahl mehrere Versuche bei unterschiedlichem
Korn bzw. Gefalle.
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6 Das in seiner Breite freie Flussbett

In vollig naturbelassenen FlieBgewissern ohne Uferbefestigung bestimmt die Koppelung
der Hydraulik mit dem Transport nicht nur das Gefille sondern auch die Breite des
Gerinnes. Ein stationéres, insbesondere jedoch ein eindimensionales Modell gibt diese

Vorgénge allerdings nur stark vereinfacht wieder.

Ein rechteckiger Flussbettquerschnitt darf sich aus einem Modell fiir stationér-stabile
Querprofile niemals ergeben, sonst wire an den Seitenwénden nur Erosion mdoglich. D. h.
das Flussbett wird zunehmend breiter. Im Gegenzug ndhme das Gefille ab, weil sich von
den Seitenwiinden erodierten Sedimente an der Sohle ablagern. Uber die Zeit ist dieser
Zustand nicht stabil und alles andere als stationédr. Beobachten ldsst sich dieser Zusam-
menhang in der Natur an nicht regulierten Fliissen. Im allgemeinen erweist sich nur das bei
hohen Abfliissen angenommene Querprofil solcher Fliisse als anndhernd rechteckig, bevor
Auen iiberflutet werden. Die Querschnitte einzelner Arme oftmals gegliederter Gerinne

solcher Fliisse bei niedrigem Abfluss bilden eher Kreissegmente.

6.1 Stabile Querprofile in eindimensionaler Behandlung

Um das Transportgleichgewichtes im freien Flussbett zu untersuchen, muss zunéchst ein
stabiles Querprofil bestimmt werden. Offenbar vermag ein eindimensionales Modell nur
symmetrische stabile Querprofile zu bestimmen. Ansétze hierzu finden sich schon seit
langem in der Literatur. ([16] 6.6.2, S. 118-121, [37] 8.2.3, S. 226ff) Viele Autoren ziehen
sich jedoch darauf zuriick, ein Querprofil zu bestimmen, entlang dem die Schubspan-
nung gerade kritisch sein soll. So bleibe dieses Profil stabil. Dieser Ansatz mag insofern
gerechtfertigt sein, als in einem regulierten Fluss, oder gar in einem Kanal, Transport
an sich minimiert werden soll. In natiirlichen, nicht regulierten FlieBgewissern sind aber
auch solche Profile stabil, in denen sich viel Transport in Fliefirichtung entlang jeder
‘Stréhne’ im Gleichgewicht befindet. (Diskussion nach diesem Gesichtspunkt in [37] 8.3,
S. 235-236; fiir natiirliche Fliefigewésser deshalb dort Befiirwortung der in [37] 8.2.1,
S. 210ff als Produkt der Anglo-Indischen Hydraulikschule beschriebenen, empirischen
‘regime theory’.) Turbulenz 16st eine bereits detailliert untersuchte Konvektion aus und
sorgt bei mobilisiertem Korn grundsétzlich auch fiir Transport quer zur Fliefrichtung. So

fithrt ein separater Ansatz fiir eine kritische Schubspannung in Querrichtung nicht weiter.
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6.2 Querprofil aus konstanter effektiver Schubspannung

Abbildung 43: Die effektive Schubspannung. Links: Auf eine Ebene senkrecht zur Sohle mit einer

Schnittgeraden in Fliefrichtung wirkt keine Schubspannung. Mitte: Auf die Ebene einer glatten
Sohloberfliche wirkt die volle Schubspannung. Rechts: Auf Ebenen, die zur Sohle so geneigt
werden, dass die Schnittgerade der Ebene mit der (ebenfalls ebenen) Sohle in Fliefirichtung

verlauft, wirkt ein vom Anstellwinkel o abhéngiger Anteil der Schubspannung.

Anhand der Abb. 43 wird der Gedanke einer effektiven Schubspannung erlautert: Auf eine
rauhe Testebene wirkt eine vernachléssigbar geringe, im idealisierten Fall keine, Schub-
spannung, wenn diese Ebene die Sohlebene in Flieffirichtung schneidet und senkrecht auf

ihr steht. Liegt die Testebene hingegen auf der Sohle, wirkt die volle Schubspannung.

Allgemein wirkt auf jede Testebene, die die Sohlebene in Fliefrichtung schneidet, ein vom
Anstellwinkel der Testebene abhéngiger Anteil der Schubspannung, den der Wasserkorper
auf die Sohle ausiibt. Hier wird dieser Anteil gleich dem Kosinus des Anstellwinkels

angesetzt.
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In der Literatur wird bislang ein solcher Ansatz verwendet, um kritische Schubspannungen
als Widerstandskrifte aus dem Eigengewicht des Korns zu bestimmen. Neu wird hier
hingegen die Abhéngigkeit der angreifenden Schubspannung von der Sohlenquerneigung
eingefiihrt.

Um diesen Ansatz sinnvoll scheinen zu lassen, geht die Schubspannung vom Gewicht
des Wasserkorpers aus (Diskussion hierzu [37] 8.2.3, S. 227, Mitte bis Ende des zweiten
Absatz). Thr liegt demnach die Formel (14) 7 = pghl zugrunde.

Noch nicht geklart ist, ob Querneigung der Sohle nicht nur die Schubspannung sondern
auch die kritische Schubspannung verringert und so Geschiebe doch eher mobilisiert.
Wesentlich wird eine Antwort hierauf, wie bereits in 3.2 diskutiert, fiir das Versténdnis

zweidimensionaler stationér-oszillatorischer Vorgénge.

4
S £

Abbildung 44: Modell fiir den Ansatz nach (125) fiir eine konstante effektive Schubspannung.

Links: Die auf jede Sohlenstrihne angreifende Schubspannung ist proportional zur Hohe der
Wassersédule iiber ihr. Diese Schubspannung wére aber nur auf eine waagrechte Oberfliche in
Hohe der Sohlenstrihne voll wirksam. Rechts: Die effektive Schubspannung ergibt sich erst als

Produkt mal dem Kosinus des Anstellwinkels c.
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Um aus einem eindimensionalen Transportmodell heraus zur einem Modell fiir ein stabiles
Querprofil zu gelangen, stelle man sich Sohlenstrihnen mit gerader Oberfléche vor. (Abb.
44 links) Der Rand eines Querschnitts erscheint als Polygonzug. (Abb. 44 rechts) So
bietet sich ein Ansatz an, nach dem die in Fliefirichtung auf eine Sohlenstrahne wirkende
Schubspannung um einen Faktor korrigiert wird, der vom Anstellwinkel, d. h. dem Bo-

schungswinkel o der jeweiligen Stridhne abhingt. So wird angesetzt

resi(y) = 7l cosal . (124)

Fiir die Feststoff-Froude-Zahl F,* entlang eines FlieBquerschnittes, also F,.* = F,.*(y) als
Funktion der Koordinate y quer zur Fliefrichtung mit y = 0 im Sohlscheitel, folgt

* Teff
F, = —
h(y)I
= Q(’Ziz |cosal . (125)

Wiéhrend auf die waagrechte Oberflidche einer Strahne am Sohlscheitel, von der iiber der
Stréahne liegenden Wasserséule die volle Schubspannung wirkt, wird davon ausgegangen,
dass auf senkrechte Oberflichen, in Abb. 44 links dort, wo die gekriimmte Sohle ins Ufer

iibergeht, keine Schubspannung wirkt. So gelangt man zu einfachen Gleichungen; denn

mit tana = —— gilt
dy
dh 1
| cos | = |cos (arctan (_d_y>)‘ = (126)
1+ (3—’;)
und so
. 1 h(y
F(y) = w_, (127
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doch muss man in Kauf nehmen, dass viele in der Natur beobachtete Phinomene nicht

beriicksichtigt werden:

e Dass an senkrechten Oberflichen kein Transport stattfindet, ist nur Annahme. Be-
obachtet wird natiirlich Seitenauflandung und -erosion, nicht nur an méandrieren-
den Fliissen, sondern auch an (nahezu) geradlinigen dort, wo sich die Breite des
Gerinnes dndert. Typisch ist eine Seitenauflandung an Verengungen, wahrend der
Boden erodiert, und Seitenerosion bei Aufweitungen, wihrend der Boden verlandet

(Abb. 45). In beiden Féllen wirkt eine (positive bzw. negative) Seitenschubspannung.

Seitenschubspannungen werden durch die Ortsableitung % der Gerinnebreite b in
Fliefirichtung = bestimmt. So wire eine Bestimmungsgleichung fiir das Querprofil
in y nicht mehr vom Ort z entkoppelt. Stabile Flussquerprofile unter Beriicksich-
tigung von Seitenauflandung oder -erosion durch sich veréindernde Gerinnebreite
lassen sich daher grundsétzlich nur in zwei- oder dreidimensionalen Modellen be-

stimmen.

Soll die (an sich wesentliche) Seitenauflandung oder -erosion nicht vernachléssigt
werden, gilt das hier aus einem eindimensionalen Modell bestimmte Querprofil nur

fiir freie Gerinne (anndhernd) konstanter Breite.

Abbildung 45: Seitenerosion und -auflandung (schematisch). In einer Gerinneaufweitung

(links) landet aus dem beweglichen Ufer erodiertes Sediment in der Sohlmitte auf. In einer

Gerinneverengung (rechts) landet aus der Sohle erodiertes Sediment am Ufer auf.
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e Ob Transport ausschliellich von der Schubspannung bestimmt wird, wird bezweifelt.
Auch in einem Rechteckgerinne konstanter Breite wird ein nicht befestigtes Ufer
erodiert. Eine solche Erosion ist selbst bei Zugabe von Ufermaterial entlang des
Ufers oberstrom nicht umzukehren, weil sich einmal von senkrechten Uferwéinden

abgeloste Korner nicht wieder an senkrechten Uferwénden festsetzen (Abb. 46).
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Abbildung 46: Wanderosion (schematisch). Auch in Gerinnen konstanter Breite landet aus einem

senkrechten Ufer erodiertes Sediment in der Sohlmitte auf. Dieser Vorgang ist irreversibel.

Der zweite Einwand darf ignoriert werden, wenn sich aus dem eindimensionalen Modell
als stabiles Profil ein solches ergibt, in dem keine senkrechten Abschnitte im Sohlenprofil
unter Wasser auftreten. Leider ergibt sich letztlich kein solches Profil. Gegeniiber der
Erosion an senkrechten Wanden stabil ist ein natiirliches Flussbett demnach nur, wenn
die Breite nicht konstant ist, sondern ein oszillatorisches Gleichgewicht durch Seitenauf-
landung und -erosion aufrechterhalten wird. Dieses lédsst sich wiederum nicht mit einem

eindimensionalen Modell beschreiben.

Ziel in diesem Abschnitt ist, eine (Differential)gleichung fiir ein stabiles Profil zu bestim-
men, indem der Wasserstand A an einer fest vorgegebenen Querschnittsposition x als
Funktion h = h(y) bestimmt wird. Wird die Wasseroberfléche als gerade und horizontal
angenommen, ergibt sich mit z(y) = hmax — h(y) das Sohlenquerprofil. So ergibt sich aus
der Konstanz der Transportintensitéit ® in Querrichtung iiber die Konstanz der Feststoff-

Froude-Zahl der Ansatz
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h
const = (—y)2 =
1+(%)
(dh)2 h
= — | +1 = —
dy Co

2
— o i(ﬁ)_l.
dy

Somit ergeben sich aus aus der sog. infinitesimalen Rektifikation

h dh\*
. 1+<@> (128)

zwei Differentialgleichungen erster Ordnung als

dh h\?
— =4 (—> —1. (129)
dy Co

Wegen der bereits erwiahnten Symmetrie des Sohlenquerprofils liegt nahe, den Nullpunkt
fiir die y-Koordinate in die Sohlmitte zu legen. Fiir h < ¢y existiert die Quadratwurzel

im Reellen nicht mehr. So gibt es bei vorgegebener Gerinnebreite b auf dem Intervall

— g; 2 fiir jede (notwendigerweise stetige) Losung zu (129) eine minimale Wassertiefe
Bmin = ¢o. In jedem Fall muss also das Ufer durch senkrechte bzw. erosionsfeste Wénde
begrenzt werden. Fiir 6 > 0 wird durch die durch die rechte Seite von (129) gegebene
Funktion in A keine Lipschitz-Bedingung auf dem Intervall [cy; ¢o + 0] erfiillt, damit also
keine Bedingung, die hinreichend fiir eine eindeutige Losung zu (129) wire. Eine triviale
Losung zu (129) ist das Rechteckprofil mit Z—Z = 0 und ¢y = h. Viele FlieSgewisser zeigen
ein solches Profil (fiir Beispiele siehe [45] III. ¢) 0) Abb. 227, S. 176). Leicht lasst sich die

im Anhang C.4 gewonnene zweite, nicht-triviale Losung

y(h) ::cocosh_(l’*'yo) (130)

Co

zu (129) mit den den Anfangs- bzw. Randbedingungen anzupassenden Konstanten ¢y und
yo ([23] Teil C, 6 - 111, S. 571) verifizieren. Die Kontrolle zeigt
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dh
gy = Sinh (y i yo) , (131)

dh\’ 52
also (—) — sinh? (M) = cosh? (w) 1= <_) —1.
dy Co Co Co

Verwandt ist (129) mit der Differentialgleichung der Kettenlinie. Der physikalische Zu-
sammenhang zwischen der Herleitung zu (129) und zu der Differentialgleichung der

Kettenlinie
d2h dh\?
| () )

wird anhand von Abb. 47 naher erlautert.

Abbildung 47: Zusammenhang zwischen den Ansétzen zu Gleichung (129) fiir das stabile
Sohlenquerprofil (links unten) und (132) fiir die Kettenlinie (rechts oben). Das Bild wird im Text
nédher erldutert. Fiir das Sohlenprofil bezeichnet h den Abstand des Wassers iiber der Sohle und
hat deshalb das umgekehrte Vorzeichen! In beiden Féllen wird eine der Komponenten, die sich

durch Zerlegung der angreifenden Kraft ergeben, konstant gehalten.
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Im Diagramm zur Kettenlinie oben rechts in Abb. 47 ist der Betrag |]5g| der auf einen
Seilabschnitt mit der horizontalen Ausdehnung dy und der infinitesimalen Léange dl
wirkenden Gewichtskraft ﬁg proportional zu di. Im Diagramm zum Gleichgewicht ef-
fektiver Schubspannungen am stabilen Sohlenquerprofil unten links ist der Betrag |7| der
Schubspannung 7 proportional zu A, hier mit anderem Vorzeichen. In beiden Féllen wird
die angreifende Kraft an der Kette bzw. der Sohloberfléche in zwei Komponenten zerlegt.
Jeweils eine Komponente ist konstant, an der Kette ist die horizontale ﬁL, an der Sohle
die in Fliefrichtung verlaufende 7.¢¢; dort soll ja hierdurch das Transportgleichgewicht

bestimmt werden.

v v

hmin =b

b/2 b/2

b b
Abbildung 48: Nicht-triviale, im Intervall ] 35 [ differenzierbare Losungen zu (129). Links:

Losung nach (130). Rechts: In den Sohlscheitel darf ein waagrechter Abschnitt beliebiger
Lénge eingefiigt werden. So gelangt man zu einer weiteren, allerdings nur einmal stetig

differenzierbaren Losung.
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So ergibt sich fiir die Kettenlinie iiber den Ansatz ([7], III, §2, S. 117)

= 2
afl @ [
dy dy dy
= |l
t = |Fy| =
cons | | ah)dy
<= const - Z'_Z = |P_’é|
—> const d*h = d|ﬁg| 1+ dn*
! dy> — dy dy

unter Vernachlissigung konstanter Faktoren (132).

Da der Hyperbelkosinus in 0 achsensymmetrisch ist, ergibt sich in der Losung (130)
yo = 0. Nach (131) ist die Sohle dann in y = 0 horizontal. Dort wird eine minimale
Wassertiefe hpi, = c¢g angenommen. In Abb. 48 links wird illustriert, dass ein stabiles
Gerinne mit diesem Querprofil, ebenso wie das Rechteckgerinne, nur mit senkrechten,
erosionsfesten Seitenwénden realisiert werden konnte. Bei diesem Profil nimmt die Tiefe

mit wachsendem Abstand zur Gerinnemitte sogar zu.

vV __ h 4 \ 4 A 4

hmin=b hmin =b hmin=bh h = canet,

] P :

Abbildung 49: Im Intervall — | stiickweise differenzierbare Losungen zu (129). Aufen

T2 2
links: Bei der ‘zweiten nicht-trivialen Grundlésung’ liuft die Sohle wie im Rechteckgerinne

waagrecht an die Uferwénde. Mitte: Aus der ersten und zweiten nicht-trivialen Grundlésung
konnen weitere Losungen zusammengestiickelt werden, sofern an den Ubergangspunkten rechts-
und linksseitiger Limes der Ableitung den gleichen Absolutbetrag haben. Aufen rechts: Recht-

eckgerinne als trivialer Losung und Grenzfall der stiickweise zusammengesetzten Losungen.
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dh
Da o in (129) nicht explizit von y abhingt und sich beide Losungstrajektorien des

Phasenraumes | h T in (co|0) beriihren, ist auch die stiickweise Kombination der
Y

trivialen Losung und der nicht-trivialen nach Abb. 48 rechts moglich. Diese Losung ist

allerdings nur einmal stetig differenzierbar.

Grundsétzlich sind auch Losungen h = h(y) zu (129) physikalisch zuléssig, fiir die sogar
die erste Ableitung o ‘einzelnen’ Punkten nicht existiert. Der Begriff ‘einzeln’ wird

spater ndher geklart.

Ausgehend von (130) mag zunéchst die in Abb. 49 links dargestellte ‘zweite Grundlosung’

in Betracht kommen. Hier wird die Sohle jeweils am Ufer waagrecht, wiahrend fiir die

Sohlmitte nur gilt lim — = — lim —. Aus dieser ‘zweiten Grundlésung’und der ‘ersten’
y,/0 dy v,/0 dy

nicht-trivialen Losung (130) lassen sich weitere Losungen nach Abb. 49 mitte und rechts

zusammenstiickeln, deren erste Ableitungen mehr und mehr singuldre Punkte besitzen.

Das erklart, warum Bénke und Kolke in Querrichtung moglich sind, die bei niedrigen,

nicht sohlformenden Wassersténden sogar zu einem verédstelnden Gerinne fithren konnen.

Die Gleichung (129) ist nicht linear. Deshalb lassen sich diese gestiickelten Losungen nicht
als additive Superposition von Grundlésungen schreiben. Intuitiv plausibel erscheint als

‘Grenzlosung’ hier wieder das triviale Rechteckprofil. Bleibt das mathematisch schliissig?

Y Y
N / dh\*
Aquivalent zu (128) ist /h(j&) dy = ¢y / 14 (d_y) dy + C fiir ein noch unbestimmtes
Yo

Yo
C. Das Integral

(o ) = / 1 (Z—Z)ng (13

wird als Rektifikation des Graphen der Funktion h = h(y) auf dem Intervall [yo; ¥]
bezeichnet und entspricht der Lange des Graphen in diesem Intervall und der Einheit des
kartesischen Koordinatensystems. Hieraus ergeben sich nicht nur in 6.4 zu behandelnde
Konsequenzen fiir den hydraulischen Radius eines Gerinnes, dessen Sohlquerschnittsprofil
(129) erfiillt; sondern auch fiir den mathematischen Funktionenraum, in dem Losungen

h = h(y) liegen.
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Funktionen beschrinkter Variation sind die Funktionen, deren Graphen rektifizierbar
sind. Sie sind stetig und stiickweise monoton. Ihre Ableitung, das sog. Lebesgue-Differential,
muss in einem allgemeineren Sinn als dem klassischen Differentiationsbegriff verstanden
werden. Fiir Funktionen beschrdnkter Variation besteht fiir Punkte einer, ggf. sogar {iber-
abzahlbaren Ausnahmemenge vom Lebesgue-Mafl Null keine klassische Ableitung. Der
Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung (Ableitung invers zu Integral) gilt fiir
das Lebesgue-Integral und -Differential im allgemeinen nicht mehr. ([38], I §2, §4, §15;
[20] V, §17 Sétze 17.12 auf S. 264 und 17.17 auf S. 267)

Y

Relevant hier ist das Ergebnis / h(y)dy = co s(yo, y) + C. Offensichtlich ist C' = 0, da

Yo
fiir y = yo die linke Seite verschwindet. So folgt schliefSlich

Y

/ M) dG = huin S(Y0, Y) (134)

Yo

als Rektifikationsbedingung fiir ein stabiles Sohlenquerprofil. Geometrisch interpretiert
lautet diese Bedingung: Die Fliefiquerschnittsfliche ist gleich dem Produkt Minimaltiefe
mal Rektifikation des geschiebefiihrenden Sohlenquerprofils.

Interessant wére zu kldren, ob sich dieses fiir ein nur sehr einfaches Modell gewonnene
Ergebnis zur Regularisierung numerischer Lésungen zu mehrdimensionalen komplexen
Modellen verwerten ldsst. Im folgenden Unterabschnitt soll zunéchst untersucht werden,
wieviel von dieser sehr grundlegenden Bedingung in einem realitétsnaheren, gegeniiber

dem bislang behandelten, verfeinerten Modell erhalten bleibt.
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6.3 Stabile Querprofile aufgrund von Kriftegleichgewichten

In der Literatur finden sich Ansétze, um stabile Querprofile zu beschreiben, indem die an
einem Sedimentkorn angreifenden Kriifte in ein Gleichgewicht gesetzt werden. ([42] 4.56,
S. 161) Auf ein Geschiebekorn wirkt nicht nur die vom treibenden Wasser ausgehende
Schubspannung, sondern auch seine Gewichtskraft. Sie kann sowohl ein bereits aus der
Sohle gelostes Korn entlang einer Neigung der Sohle in Querrichtung beschleunigen als
auch ein noch in der Sohle verankertes Korn stabilisieren. Als Gegenkréfte wirken Lift-
und Reibungskréfte. Um sie ndher zu beschreiben, legen die Autoren jeweils spezielle
Transportmechanismen zugrunde, so z. B. Bretting den nach Einstein zur Bestimmung
einer Liftkraft ([4] 2.2, S. 5).

Bei diesen Modellen befinden sich die Korner stabiler Sohlenprofile in einem kritischen
Zustand, bewegen sich aber noch nicht. Problematisch erscheint das gegeniiber der Tat-
sache, wie bereits zu Beginn dieses Abschnittes erwéhnt, dass sich gerade in natiirlichen
stabilen Fliegewéssern zumindest bei erhohtem Abfluss sehr wohl Geschiebe bewegen
kann. Dessen ungeachtet gilt wiederum die Tatsache, dass steile unbefestigte Hange oder
Ufer, sogar ohne Einwirkung von Wasser, erodiert werden. Demnach wird das Korn auch
durch die entlang einer Neigung quer zur Fliefrichtung wirkende Komponente der eigenen

Gewichtskraft mobilisiert.

Ziel dieser Arbeit sind Ergebnisse, denen moglichst wenig Information iiber den Me-
chanismus des Geschiebetransports zugrunde liegt. Nahe liegt somit, den Ansatz aus
6.2 zu verfeinern, indem die effektive Schubspannung um die Wirkung der Komponente
der Gewichtskraft eines Korns quer zur Fliefirichtung korrigiert wird. Hierzu miissen
zunéchst Beziehungen zwischen der Schubspannung 7 und der Feststoff-Froude-Zahl F,.*

bereitgestellt werden.

Das Eigengewicht F, eines kugelférmigen Korbes vom Durchmesser d,, unter Wasser
4

moo'gd?
ergibt sich zu Fj, = %gm Dieses Gewicht wirkt auf eine Querschnittsflaiche A, = e
™ m
2
So ergibt sich aus dem Eigengewicht des Korns eine Spannung st = — 00 €dpn.

3
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Angenommen wird in diesem gegeniiber den Ergebnissen aus 6.2 verfeinerten Modell, dass
eine effektive Schubspannung 7.;s konstant ist, die sich als Summe der effektiven Schub-
spannung 7| cosa| und der effektiven Eigengewichtsschubspannung 7g,ps|sinal ergibt.
Dem Anstellwinkel o« kommt hier die gleiche Bedeutung wie in Abschnitt 6.2 zu, dort
bereits erlautert anhand von Abb. 44. Nach Rechnungen im Anhang C.9 folgt

h(y) = hminCOSh( /‘m%) (135)

min

als differenzierbare nicht-triviale Losung fiir das stabile Sohlenquerprofil.

Geht man von minimalen Feststoff-Froude-Zahlen F,.* ;. in Néhe der fiir viele Transport-
gesetze geltenden kritischen Feststoff-Froude-Zahlen F,*, in der GroBenordnung 0, 02 bis
0,1 aus, so ergeben sich Losungen, fiir deren graphische Darstellung die y—Achse um
einen Faktor 10 bis 50 skaliert werden miisste, damit sich ein Bild wie in Abb. 48 links
aus 6.2 ergibt. Das kommt zwar der Realitdt natiirlicher FlieSgewasser wesentlich néaher
und klért vom Ansatz her, warum wenig Transport in nicht-regulierten Gewéssern ein
breites Gerinne bevorzugt; doch ungelost bleibt auch durch dieses verfeinerte Modell das

Problem der Wanderosion.

b
Speziell fiir yo =0 und y = 3 ergeben sich aus (317) im Anhang C.9 die Ungleichungen:

Fr* o2 h(t) 2
1 min
* 2 022252 (hmin)

F i’ b
< bP+—€ﬂm%F< * ——J}. (136)

T min
2hmin

Offensichtlich konnen sich nur bei Feststoff-Froude-Zahlen nahe bei oder gréfler als eins

b
2 -) <
0, 5) <

Sohlenquerprofile bilden, die merklich von einer horizontal glatten Sohle abweichen. Fiir
grofie Feststoff-Froude-Zahlen lésst sich nach (318) aus Anhang C.9 abschétzen:

b A b
2 S<O’ _) S T*min - (137)
2 hmin 2 cosh (Fr*minb/(thin)>
b A'rec
= 280, 5) < FpnA - i (138)

2 cosh <Fr*minb/(2hmin)> '
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Hierbei bezeichnen A die Fliequerschnittsfliche und A,..; die Fliache des Rechteckes der
Breite b und Hohe hy,;,. Aus dieser Abschéatzung ersieht sich leicht, dass mit wachsender
Feststoff-Froude-Zahl, also bei zunehmendem Transport, bei konstantem h,,;, die Rek-
tifikation s ebenfalls wachsen darf, selbst wenn sich die FlieSquerschnittsfliche A nicht
vergroflert; d. h. die Sohloberfliche darf stiarker oszillieren. Entsprechendes leuchtet auch

ein in Anbetracht der geschlossenen, differenzierbaren Losung (135).

Hydromechanisch interessant ist die Rektifikation s des Sohlenquerprofils vor allem des-
halb, weil sie in Verbindung mit der FlieBquerschnittsfliche A den fiir eindimensional-
tiefengemittelte Modelle wesentlichen, hydraulischen Radius ry bestimmt. Hiermit wird
in den nun folgenden Unterabschnitt iiber die stationdre Hydraulik im freien Flussbett

iibergeleitet.

6.4 Die stationidre Hydraulik im freien Flussbett — Was folgt
aus der Rektifikationsbedingung fiir das gekoppelte Trans-
portgleichgewicht 7

Aus der Rektifikation s der Sohloberfliche ergibt sich der benetzte Gerinneumfang U

iuber die Formel
U = 2huin + 5, (139)

wenn vorausgesetzt wird, dass eine minimale Wassertiefe h;, an senkrechten Ufern
erreicht wird. Dass sich aus den untersuchten Sohlstabilitdtsmodellen zwangslédufig senk-

rechte Ufer ergeben, ist in den vorangegangenen zwei Unterabschnitten diskutiert worden.

A
Da sich der hydraulische Radius rgy aus dem Quotienten i der FlieBquerschnittsfliche
A durch U errechnet, lassen sich aus (134) in 6.2 bzw. aus (137) in 6.3 Aussagen zu ry in
dynamisch stabilen Gerinnen gewinnen. Um (137) anzuwenden, muss allerdings starker

Transport vorliegen.
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A 2y’ + A
hmin B hmin

und

A
. So ist nach (139) U = 2hyi, +

Zu (134) ist dquivalent s = h

, B h'min A B hmin = hmin (140)
B ot A 14 2hmn?/A (134) 1+ 2hm/s

Diesem Ergebnis entspricht die Formel fiir den hydraulischen Radius eines befestigten
Rechteckgerinnes, wenn s mit dessen Breite und h,;, mit dem in einem solchen in
Querrichtung konstanten Wasserstand identifiziert wird. In dynamisch stabilen Gerinnen
ist jedoch s im allgemeinen groer als die Breite b. So besagt (140), dass in dynamisch
stabilen Gerinnen ndherungsweise ry & hy, gerechnet werden kann und der Fehler im
allgemeinen dabei kleiner ist, als wenn in einem festen Rechteckgerinne derselben Breite

mit ry ~ h gerechnet wiirde.

Fiir grofie Feststoff-Froude-Zahlen ergibt (137) eine untere Schranke fiir die Fliequer-
schnittsfliche A zu

1 Aminrec
A > = s + t - (141)
Fr min 2 cosh <Fr*minb/(2hmin)>

Hierbei bezeichnen A,,inrect :h bh?in den Flacheninhalt des Rechtecks der Breite b und

der Hohe hpyi, und F,.*, ., = rlnclin das Minimum der Feststoff-Froude-Zahl entlang des
0l

Querschnitts. Werden beide Seiten der Ungleichung (141) durch U dividiert, ergibt sich

eine untere Schranke fiir den hydraulischen Radius zu

1 Aminrect
ry > - Rmins +
Fo minU 2 cosh <Fr*minb/(2hmin)>
_ 1 Amim"ect
o " hminS +
<139) F, min(2hmirl + S) 2 cosh (Fr*minb/<2hmin)>
1 hmins bhmin
_ +

Fr*min 2hmin +s 2 cosh (Fr*minb/<2hmin)> <2hmin + S)

1 b
= F* TH RectiRect +
+ min 9 cosh (Fr*minb/ (thin)) (2 4+ 8/ hnin)

(142)

TH pectineet 1St der hydraulische Radius fiir ein Rechteckgerinne der Breite s bei einem
Wasserstand Ay,i,. Nach (142) kann sich also (Da eine untere, aber keine obere Schranke
gegeben wird, tritt dieser Fall nicht notwendig ein!) der hydraulische Radius mit zuneh-

mendem Transport, also wachsendem F,.*;, bei festem h;, verringern.
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7 Anwendung der Gleichung fiir das Transportgleich-

gewicht zur Beschreibung von Transportkérpern

Rein analytisch behandelte Beziehungen erlauben nur in einer Fliefrichtung unter ideali-
sierten Abflussbedingungen Gesetze zu Form und Wanderungsgeschwindigkeit von Trans-
portkoérpern der Sedimente in offenen Gerinnen herzuleiten. Ausgegangen wird zunéchst
von der Kontinuitétsbedingung (46). Beobachtet wird, dass Transportkorper im statio-
niaren Gleichgewicht formstabil wandern. Also lésst sich die Kontinuitéitsbedingung mit

der Wellengleichung verkniipfen und so die Zeit ¢ eliminieren.

Fiir Sedimenttransportgesetze, bei denen die Transportintensitit ® oder eine Volumen-
fracht ¢p je Breiteneinheit von der Sohlform nur iiber das Sohlgefille I abhéngt, kommt
man so auf explizite gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung in einer Di-
mension. Mit diesen Gleichungen lassen sich jedoch keine differenzierbaren oszillierenden
Funktionen beschreiben. Hierzu wére eine Abhéngigkeit der Fracht auch von der Sohl-

kriimmung notwendig.

Boys und Zanke modellieren analytisch den Sedimenttransport iiber ein Gleichgewicht
angreifender und widerstehender Schubspannungen in der Sohle. Dieser Ansatz erlaubt
zu beriicksichtigen, dass eine gekriimmte Sohle dem Wasserkorper oberhalb der Sohle
stromungsmechanisch gréfferen Widerstand entgegensetzt als etwa eine in Richtung des
Energiegefilles gerade verlaufende Sohle. An der Lee-Seite von Diinen wird iiberdies be-
obachtet, das bei starkem Abfall der Sohle in Flierichtung die Strémung sogar abreifit.
Dann iibt der Wasserkorper iiber der Sohle gar keine Schubspannung auf die Sohle aus,

und es kommt zu lokaler Auflandung.

Durch die ndherungsweisen Berechnung der auf einen umstréomten Zylinder angreifenden
Drucke lasst sich iiber den Ansatz von Zanke ein Transportgesetz herleiten, in das auch die
lokale Sohlenkriimmung eingeht. Damit lésst sich eine gew6hnliche Differentialgleichung
zweiter Ordnung fiir die Sohlform gewinnen, mit der sich in grober Naherung periodische

Transportkérperbildung beschreiben lésst.

Bei den Uberlegungen und Untersuchungen dieses Abschnittes wird von einem Gerinne
konstanter Breite mit beweglicher Sohle unter Normalabfluss ausgegangen. So lassen sich
transportierte Volumina stets ‘pro Breiteneinheit’auffassen. Die Gerinnebreite b tritt nur

bei Zwischeniiberlegungen der Form halber, in den Endergebnissen jedoch gar nicht auf.
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7.1 Die Differentialgleichung fiir periodische Sedimenttransport-

korper

Aus der Kontinuitéts- und der Wellengleichung lésst sich die fiir die analytische Behandlung

des Transports in periodischen Transportkoérpern grundlegende Differentialgleichung

1 dgp

. - 7 143
ur dx ( )

herleiten. Hierbei bezeichnen

I das Sohlgefille am reduzierten Ort x
g das transportierte Sedimentvolumen (incl. Hohlrdume) je Zeit- und Breiteneinheit
up die Wanderungsgeschwindigkeit der Transportkorper als Ganzem.
Vorausgesetzt wird uy > 0.
x  den reduzierten Ort durch Elimination der Zeit mit der Wellengleichung

(.T = I0+UTt)

Damit diese Differentialgleichung auch unter Normalabfluss bei stationdrem Transport
nicht-triviale periodische Losungen besitzt, hat die Volumenfracht ¢g neben den iiblichen
hydraulischen und sedimentologischen Gréssen nicht nur vom Sohlgefille I, sondern auch

von dessen erster Ableitung e der Sohlenkrimmung abzuhéngen.
x

Erfahrungsgeméafl ‘wandern’ Sohldiinen im stationdren Transportgleichgewicht iiber lan-
gere Fliestrecken mit einer von den hydraulischen und sedimentologischen Parametern
abhéngigen Geschwindigkeit ur unter Erhaltung ihrer Form. Fiir die unrgelméfigen
Transportkorper an Gerinneein- und Auslédufen gilt das im allgemeinen nicht. Voraus-

gesetzt wird hier up > 0.

Diese von Exner (1920, [13]) in einem Windkanal speziell untersuchten Formationen
werden in dieser Arbeit nicht modelliert, weil die selbst bei stationdrem Transport iiber
lange Strecken periodisch auftretenden Transportkorper im mittleren Bereich der Shields-
Kurve sehr viel wichtiger fiir das Versténdnis des Geschiebetransports an sich sind als eher
lokale Phanomene, die sich nur mit einem von vornherein instationdren Modell erfassen

lassen.

Unter diesen Einschrankungen wird z = z(/, ¢) im Ort [ und in der Zeit ¢ als eine
Wellenfunktion im reduziertem Ort « geschrieben. So gilt z = z(z) = z(x(l,t)) mit (I, t) = | —urt

(Abb. 50).
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wéahrend sich das

x,2-Koordinatens it der Geschwindigkeit ur bewegt. So an einem festen Ort
im Zeitintervall At beobachtete Anderung Az einer im x,z-Koordinatensystem mitbewegten

Sohle mit groflem Gefille I» grofer als die einer Sohle kleinen Gefilles I.
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Pz  d*z 1 0% . . .
B 4 Eﬁ die in der Physik

tibliche Form der Wellengleichung.) Illustriert wird (144) mit Abb. 51.

(Wird nochmals partiell differenziert, folgt mit

Aus der eindimensionalen Kontinuitéitsbedingung (46) fiir den Geschiebetransport folgt

dqp
I = —. 145
ur dx (145)
Division durch ur fithrt zu (143), oder dquivalent dazu, zu
1 dgp
——+4+1 = 0. 146
d dqp dI
Mit gg = ¢p(I) folgt nach der Kettenregel % = % e Wird in (145) eingesetzt,
x x
dqp dI
ergibt sich aus url = ——;}3 T schlieSlich
dl I
— = -1 (147)
I

d
Aus physikalischen Griinden gilt % > 0. Auch bei einem Anfgangsgefille I, # 0 ver-

schwindet I nach (147) fiir ¥ — oo. Hier zeigt sich das in Abb. 52 illustrierte diffusive
Verhalten des Sedimenttransports. Um die in der Natur und im hydromechanischen
Experiment beobachteten andauernden Periodizitdten zu beschreiben, bietet sich daher
nur ein Ansatz an, in dem ¢g auch von der Ableitung %, und damit von der Sohlen-
kriimmung, abhéngt.

—

O N T d — XU

Abbildung 52: Hiangt gp in (147) nur von I ab, klingt die Kammhdohe der im ortsfesten [,z-

Koordinatensystem vorbei wandernden Transportkorper ab.
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7.2 Unmittelbare Folgerungen zu Transportkérpermodellen aus

Flie3geschwindigkeits- oder Schubspannungsprofilen

Indem (143) in x integriert wird, folgt fiir ¢ als Funktion in der Sohlhthe z

qB(z) = (Z -+ Zo)UT . (148)

Demnach verhélt sich qg linear beziiglich einer reduzierten Sohlhche Z = z + zy. zg ist

hier eine nicht nadher bestimmte Konstante.

Einige Autoren beschreiben die Bildung von Transportkorpern auf Grund eines Flie§3-
geschwindigkeitsprofils in z-Richtung, nach dem die Flielgeschwindigkeit v = v(Z) des
Wassers (oder der Luft, bei Winddiinen) Funktion in 2 ist ([60] 3.3.3, S. 318, selbst zitiert
in [58] 1.4.9, 3. S. 56; [37] 3.2, 3.3, 4.2, S. 37-59, hier sehr empirisch). Wird allein davon
ausgegangen, dass ¢p isoton, d. h. monoton wachsend, in v ist, v hier als tiefenaufgeltste,
also nicht tiefengemittelte FlieSgeschwindigkeit betrachtet, so folgt bereits:

Periodische Transportkorper konnen hochstens soweit anwachsen, bis ihre Kimme Hohen
Z annehmen, fir die v(Z) konstant wird (Abb. 53);

denn fiir hohere Transportkorper wére (148) unter dieser Annahme generell verletzt.
Analog lasst sich fiir Transportkorpermodelle schlieflen, denen ein tiefenaufgelostes Schub-

spannungsprofil 7 = 7(2) zugrunde liegt ([57], zitiert in [58] 1.4.9, 4. S. 57).

¥ DZW T %
| L -— -
| an =) i - -
—| N | | oo
i on P ol it
i o 0 - | -
Z W - | e
i I |
| - 5 -~ -
I o . | )
| ' = | - maximale
: ! Kammhéhe

.

h"\. x
2 -

1
1
1
i
f
r
¢

Abbildung 53: FlieBgeschwindigkeits- bzw. Schubspannungsprofil (schematisch, zu quantitativen
Grafiken vgl. [60] 3.3.3, Abb. 9, S. 318, selbst zitiert in [58] 1.4.9, 3. Abb. 1.4.9/4, S. 56; [37]
3.2, Fig. 3.10, S. 41; [55] 5.3, Abb. 5.16, S. 79)



7.2 118

Bezeichnet L die Lange der Transportkorper , so folgt aus der Transportkontinuitdt im

Mittel die Integralbeziehung

z+L z+L

1
Z/qB(a:’) da’ = UTT /z(:c’) dx’

xr X
N J/

~~ ——
mittlere Volumenfrachtrate Volumen des Transportkdrpers (149)

z+L z+L

= /qB(x’) dr’ = wur / z(2') da’

x x

in der die betrachteten Volumina jeweils ‘pro Breiteneinheit” aufzufassen (physikalisch im

Grunde also Flidcheninhalte) sind.

‘g= ****** *** ":":":"
it
o ************i********* el i i
g i e ******.***** e
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Abbildung 54: Kontinuitdt des Transports durch Transportkérper im Mittel: Bei einer
u

Wanderungsgeschwindigkeit ur wird von einem Transportkorper der Lange L das —Ltache

seines Volumens transportiert. Diese sich sich so ergebende Volumenfrachtrate muss dem Mittel

der ortsaufgelosten Transportraten gp entsprechen.
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/CJB(IE/) de! = /q3<2(x)) dx’
(148) ur 7L<2(93’) + 2) da’

z+L

(149) Ur / z(a') do’ (150)

xr
folgt weiter, dass zp = 0 gilt, soweit in z = 0 die Téler der Transportkorper liegen. Sonst

lasst sich die letzte Gleichung in (150) nicht erfiillen. Demnach gilt also

qp(z) = urz. (151)

Fiir die Volumenfrachtrate am Kamm von Transportkorpern mit dreieckigem Léngs-
querschnitt geht eine entsprechende Gleichung bereits auf Fiihrboter und Exner zuriick
([37] 5.2.1 Gl. (5.78) S. 95; [58] 7.1 Gl. (7.1-1) S. 285; [60] 3.1.3 Gl. 15 S. 309). Durch
die Kopplung der Kontinuitits- mit der Wellengleichung folgt hier (151) fiir beliebige

periodische Transportkorper an jedem Punkt der Korper.

$ z | | |
| I |
| I |
| I

Abbildung 55: Erlduterung zu (151): Stellt man sich sich einen Transport des Sediments in
Compartiments der Lange Ax vor, folgt (151) sofort.
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Ohne zunéchst (143) herzuleiten, gelangt leuchtet (151) sofort anhand der Abb. 55 ein:

Weder mathematisch sauber noch physikalisch der Realitdt entsprechend stellt man sich
Unterteilungen des Transportkorpers in Compartiments der Lange Az vor. Sie bewegen
sich mit der Wanderungsgeschwindigkeit uy. Hat die Sohle in einem Compartiment die
mittlere Hohe z, so umfasst das Compartiment ein Volumen von zAxz pro Sohlenbrei-
teneinheit. Transportiert wird das Z—ifache dieses Volumens pro Zeiteinheit. Demnach
ergibt sich iiber das Intervall der Breite Az gemittelt die Volumenfrachtrate upz. Fiir

Az gegen Null wird — ohne mathematisch sauberen Beweis! — (151) sofort plausibel.

Nicht hinwegtéuschen darf (151) jedoch dariiber, dass messtechnisch bislang im allgemeinen

z+L
nur die in (149) betrachtete mittlere Frachtrate ¢ = 17 / qp(z") dz’ zugénglich ist.
Um diese mit ur in Beziehung zu setzen, muss sich der Lwéingsquerschnittsﬂéicheninhalt

der Transportkorper bestimmen lassen.

Rein hydraulisch lassen sich tiefenaufgeloste Geschwindigkeitsprofile nur iiber (ggf. ver-
einfachte) Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen behandeln. Auf letztere wird in dieser
Arbeit nicht eingegangen. Bevor stattdessen jedoch versucht wird, die Bildung von Trans-
portkorpern durch flachenhaft angreifende Schubspannungen zu beschreiben, werden bis-

herige Folgerungen mit experimentell gewonnenen Ergebnissen verglichen.
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7.3 Diskussion der Folgerungen in Anbetracht experimenteller

Ergebnisse aus der Literatur

Messergebnisse zu tiefenaufgeldsten Geschwindigkeitsprofilen iiber Transportkorpern liegen

u. a. aus Laborversuchen von Zanke, Raudkivi und Wieprecht vor.

e Aus der Grafik von Zanke ([60] 3.3.3, Abb. 9, S. 318, selbst zitiert in [58] 1.4.9,
3. Abb. 1.4.9/4, S. 56) lassen sich an (leider) nicht dquidistanten Messpunkten
FlieBgeschwindigkeiten nach Tabellen 7 bis 9 entnehmen. Die periodischen Trans-
portkorper besitzen eine Kammhohe von 20cm. Thre Lénge betriagt 260cm, der
mittlere Wasserstand iiber den Transportkorpertdalern 69cm. Insgesamt sind iiber
zwei Transportkorpern 11 Geschwindigkeitsprofile aufgenommen worden, jeweils
drei in Néhe der zwei Kdmme und drei in Ndhe des Tales zwischen beiden Korpern.
Zwei weitere Profile liegen etwa in Mitte zwischen Kamm und Tal. An jeweils ent-
sprechenden Punkten aufgenommene Profile stimmen in den Messwerten iiberein, so
dass sie hier in den Tabellen 7 und 9 nicht als getrennte Messungen wiedergegeben
werden. Durch einen Querstrich abgetrennt sind die in ch angegebenen Geschwin-
digkeitswerte, die jeweils oberhalb bzw. unterhalb der Kammhohe von 20cm aufge-

nommen worden sind.

Tabelle 7: Stromungsprofil nach Zanke — Messungen in Kammnéhe

Abstand vom Kamm |, z — [cm] || 18 19 20|22 25 30 32 35 50 66

oOf— — 678 9 100 — 101 101 103
25| — H7 84| — 8 — — 101 104 103
50|56 70 — |8 — — 94 101 101 101

Tabelle 8: Stromungsprofil nach Zanke — Messungen in Mitte der Transportkorper

z|lem |14 15 20125 35 45 50 66
v | 2140 57 69|76 94 98 100 101
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Tabelle 9: Strémungsprofil nach Zanke — Messungen im Tal

vom Tal —, z | [cm] 0| 30| 60
41 -12 | -10 0
5| —| — | 11

10 0} — | 20
12 —| 26| —
15 40| — | 45
171 — | 40| —
20| 87| — | —
25| —| — | 66
27| — | 86| —
3010 97| — | —
32| —| 96| —
3B — | — 1 96
40 98| — | —
o0 || 98 | 104 | 104
66 || 97 | 101 | 101

In Kammnéhe, aber auch in der Mitte zwischen Kamm und Tal wird direkt an der

Oberfliche des Transportkorpers keine Geschwindigkeit gemessen, im Tal dagegen

negative Werte. Das spricht fiir Turbulenz in den Télern wie sie in Versuchsrin-

nen beobachtet wird. Fiir Hohen z von mehr als 35c¢cm oberhalb dem Talniveau

zeigen alle Profile eine anndhernd konstante FlieBgeschwindigkeit von etwa einem

Meter pro Sekunde. Demnach steigt die Flieigeschwindigkeit iiber den Kémmen

deutlich schneller an als iiber den Télern. So wird die These gestiitzt, dass un-

ter den (zu diesem Versuch nicht veréffentlichten) hydromechanischen Parametern

auch bei glatter Sohle ein durch hydraulische Grenzschichtphdnomene bedingtes

Geschwindigkeitsprofil vorliegt, das erst seinerseits die Bildung von Transportkor-

pern auslost.
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Abbildung 56: Grenzfille der Riickkopplung von Transportkérpern auf die Hydraulik. Oben: Die
Spiegellinie bleibt bei einem beziiglich der Hohe der Transportkérper hohen Wasserstand infolge
der Transportkorper nahezu unveréndert. Typisch ist hier im Fall von Diinen die Asymmetrie
mit einem spitzen Kamm (Laboraufnahme in [55] 5.3.3 Abb. 5.20, S. 84). Schon allein wegen der
Kontinuitdt bei konstanter mittlerer FlieSgeschwindigkeit miissen sich im Lee der Transport-
korper Totzonen ausbilden. Unten: Nahezu sinusoidale stehende Wellen bei einem beziiglich der
Hohe der Transportkorper niedrigen Wasserstand und steilen Geféllen im Prozentbereich sind
typisch fiir eine starke Riickkopplung. (Laboraufnahmen in [55] 5.3.3 Abb. 5.22, S. 85, 5.4.3,
Abb. 5.30, S. 93, Abb. 5.22, S. 94)

e Die im Grafiken von Raudkivi zu Geschwindigkeitsprofilaufnahmen an festen Trans-
portkérpermodellen ([37] 3.2, Fig. 3.10, S. 41) lassen keine quantitative Auswertung
zu. Die reinen Geschwindigkeitsprofile scheinen sich im Verlauf mit denen von Zanke
zu decken; die zusatzlich erfassten Daten zur Turbulenz bestétigen die auch leicht

in Versuchsrinnen visuell zu beobachtenden Turbulenzen im Lee der Diinen.
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e Die von Wieprecht exemplarisch grafisch dargestellten Geschwindigkeitsprofile ([55]
5.3, Abb. 5.16, S. 79) verhalten sich — mit Ausnahme eines unmittelbar iiber einem
Diinental aufgenommenen Profils — translationsinvariant in z-Richtung in dem
Sinn, dass sich bezogen auf den Abstand zum Punkt der Diinenoberfliche, iiber
dem das Profil aufgenommen wird, sich das stets ein anndhernd gleiches Profil
ergibt. Sie widersprechen demnach den Ergebnissen der zuvor genannten Autoren.
Wieprecht schliefit daher auf eine Riickwirkung der Transportkorper auf die Hy-
draulik ([55] 5.4, S. 89). Durch sie wird die Grenzschicht tiber den Kdmmen der
Diinen angehoben. Offensichtlich wird das in Versuchen, bei denen sich stehende
Wellen ausbilden ([55] 5.3, 5.4, 6.). Sie lassen vermuten, dass Vorgénge innerhalb

des transportierten Sediments Oszillationen auslésen kénnen.

In keinem Fall erreichen die Kédmme der Transportkorper ein Niveau iiber den Télern,
in dem die Flielgeschwindigkeit bereits konstante Werte annimmt. Die Ergebnisse von
Wieprecht in Verbindung mit der experimentell belegten Tatsache, dass Transportkor-
per auch bei nicht-kritischen Abfliissen auftreten, legen nahe, die Ursache periodischer
Transportkorper in oszillatorischen Losungen zu (143) zu suchen und hydraulische Vorgénge

als Folge dieser zu betrachten.
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7.4 Weitere Folgerungen aus (151) fiir einen Sedimenttransport

in Schichten

Ein Ansatz fiir Modelle des Geschiebetransports geht von einer Schicht der Dicke s aus,
in der die Sedimente auf der ansonsten festen Sohle transportiert werden. Je nach Modell
besitzen die Korner in der beweglichen Schicht eine von der Hohe 2’ abhéngige Geschwin-
digkeit us = u4(2’) in x-Richtung. Fiir die Sohle, deren bewegte Schicht bis in die Hohe
z reicht, folgt so

qp(z) = / us(2")dz' (152)

mit us(z —s(z)) = 0. (153)

Hierbei kann auch die Schichtdicke s durchaus verénderlich sein; (153) ergibt sich daraus,
dass fiir Hohen 2’ < 2 — s(z) die Sohle nach den Schichtenmodellen fest bleibt. Ein
Transportmodell, nach dem die Geschwindigkeit u, = w innerhalb der bewegen Sedi-
mentschicht konstant wire, ergibe gp(z) = u - s(z). Mit (151) folgte sz) = " Dem
Fall u = up entspriche der bereits anhand der Abb. 55 in 7.2 erléiuterie Tranqéport in
Compartiments. Den Verlauf der beweglichen Schicht auf einem schematischen Trans-
portkorper fiir Fille mit w > wup zeigt Abb. 57. Realistische Schichtdicken ergédben sich

erst bei u mit mehr als dem 5fachen der Wanderungsgeschwindigkeit wuy.

Oberflaeche

Abbildung 57: Schichtdicken s bei konstanter Transportgeschwindigkeit u: Die fiir den Trans-

portkorper gewéhlte Form ist schematisch!
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Problematisch bei dem Ansatz u, = wu ist die Unstetigkeit us(2') = 0 fiir 2/ < 2z — s(2)
und u(z") = w fiir 2’ > z — s(z). Fiir dickere Schichten scheint wenig plausibel, warum
ug in 2’ nicht weiter wachst. Realistisch scheint dieser Ansatz allenfalls, wenn eine sehr

diinne Schicht bei Transportbeginn mit einer kritischen Geschwindigkeit u. bewegt wird.

1 I I I I Pl I I I I I I I I ]

d
s

> : : L : : : : : : : : : :
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Abbildung 58: 7, als Funktion von ~,:

Allgemeinere Ansitze ergeben sich aus einem Potenzgesetz fiir us und s als Funktionen
in ¢ und damit, wegen (151), auch als Funktionen in z. Angenommen, es gelten, im

folgenden durch ~ bezeichnete, lineare Proportionalitédten

s(z) ~ 2%

(154)
) (2 +2—s(2) falls 2/ > z—s(z2)
us(2') ~
0 falls 2/ < z—s(z)
noch nicht ndher bestimmte ~,, 7y, > 0, so folgt mit
o) 5y [ wEeE S [ s
z—s(z) z—s(z)
s(2) C,yu+1 s(z) (155)
- Jes - ke
Yot 1],

~Y |: C’}/u“rl :|ZWS 278(7714’1)
0

Yo+ 1
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aus (151) Vs +1) = 1
1 (156)
= Vs = .
L+
Demnach gilt 75 = 1 fiir v, = 0 — Hier handelt es sich um den bereits diskutierten
Fall u, = u konstant. — und 0 < ~, < 1 fir vy, > 0. v, = gilt, falls
—1
Vo = \/_2 = v, gilt. v, als Funktion 75 = 74(7.) zeigt die Grafik in Abb. 58.

Oherflasche

Abbildung 59: Schichtdicken s, die als Funktion von ¢p (bzw. von z) Potenzgesetzen geniigen:
Die fiir den Transportkorper gewéhlte Form ist schematisch! Eine mobile Schicht, deren Dicke
s in einer Potenz von ¢p niedriger als mit der Quadratwurzel anwiichse, wire auch nahe der

Taler bereits fast so dick wie am Kamm.

Abb. 59 zeigt den Verlauf der beweglichen Schicht auf einem schematischen Transport-
1 1 2

korper fiir die Félle v, = 5 Vs = 50 Vs T 3 und s = 1. Die Grafik ist so skaliert,

dass am Kamm u,; = bur gilt. So deckt sich der Graph fiir 74 = 1 mit dem Graphen fiir

1
u = bug in Abb. 57. Fiir v, gilt nach (156) jeweils v, = 4, v, = 1,7, = 3 und v, = 0.

Der Graph fiir v5 = % zeigt, dass bereits nahe dem Tal die bewegliche Schicht fast
sprunghaft nahezu so dick wie am Kamm wird. Dass die Schichtdicke in derart niedriger
Potenz von z anwichst, scheint demnach wenig plausibel. Um die Frage zu klédren, welche
Potenzgesetze realistisch sind, wird im Anhang C.10 eine logarithmische Verteilung fiir
u, untersucht. Hier zeigen kleine Schichtdicken s ein anndhernd lineares Anwachsen mit

zZ.
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7.5 Welche mathematischen Schliisse erlaubt (143), wenn ¢p

von der Sohlenkriimmung abhéingt?

Am Schluss des einleitenden Teilabschnittes 7.1 wird bereits darauf eingegangen, dass
gp neben dem Wasserstand A nicht allein von einem, ggf. lokal betrachteten Gefélle I
abhéngen kann, wenn sich periodische Transportkorper bilden. So wird in dieser Arbeit
untersucht, ob und welche Transportkorper sich bilden, wenn ¢g von der Sohlenkriimmung
% abhéngt. Mathematisch lasst sich bereits auf einiges schliefen, ohne dass ein Trans-

portgesetz fiir gg bereits ndher bekannt ist.

Ein solches Transportgesetz ist physikalischer Natur. Erwarten darf man, dass gg positiv
und stetig ist. Unter diesen und ggf. weiteren Voraussetzungen wie Symmetrieeigenschaf-
ten werden in diesem Unterabschnitt Losungsansétze zu (143) entwickelt. Hierzu wird
verstarkt mathematisch argumentiert. Letztlich ergeben sich jedoch grundlegende Fragen
und Antworten dazu, ob und wann die Sohlenkriimmung periodische Transportkorper

erkldren kann. Deshalb wird dieser Abschnitt nicht in den Anhang ausgelagert.

Uber die Kettenregel folgt

dgp dgp dh  Oqp dI  Ogp d*I  Oqg dI ~ 9dqp d*I

de  Oh dx ' OI dr ' 0% dx?2 ~  OI dr ' 0L da?
N~~~ dx dx
=0 bei NF

(157)

bei in diesem Abschnitt generell vorausgesetztem Normalabfluss. Eingesetzt in (143)

ergibt sich

1 an dl an d2]

] = BT TAB T 7
up 01 dx 6% dx?
(158)
d2] 1 an dl
— 0 = —=+-— = 1
da? T g‘y? < o0l dx ur >
dx
0 Oqp dl
Wenn % > 0 gilt, handelt es sich, wie bereits in 7.1 diskutiert, bei % T um einen
x

Déampfungsterm, der periodische Oszillationen abklingen ldsst. Um periodische Trans-
portkorper zu beschreiben, darf g demnach nur von einem mittleren Energiegefille I
abhéngen, das in die folgenden Differentialgleichungen ggf. als konstanter Parameter,

jedoch nicht als ortsverdnderliche Grole eingeht. So gelangt man zu
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d*I upl

dqp
—dl

Im Fall positiver, konstanter gibt es fiir Losungen zu (159) ein Fundamentalsystem

X
aus trigonometrischen Funktionen.

dqp

dl
T die Ableitung T selbst auf. So liegt auch in
ol x

Im allgemeinen tritt jedoch im Term

dx
(159) eine i. a. nichtlineare Differentialgleichung mit gemischten Termen vor. Da der Ort
x in dieser Gleichung nicht explizit auftritt, l4sst sich (159) auf eine Differentialgleichung

erster Ordnung zuriickfithren, indem man

dI
= = 1
p - (160)

setzt und p als Funktion p = p(I) in I betrachtet ([23] 4.14, 4.17 (a)). Nach der
Kettenregel gilt

T dp dpdl  dp

- = = L _ = _ 161
d? ~ de ~ dldr ~ Var (161)
(161) ldsst sich in (159) einsetzen und ergibt
dp url
PV = ~as
dl de
(162)
= dp _ _url

So gelangt man schlieflich zu einer Differentialgleichung erster Ordnung fiir I = I(p) in

einer Darstellung mit dem Parameter p zu
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o _ __ P % (163)

In (163) werden die Differentiale getrennt und anschliefend integriert. Fiir das Integral
in p lasst sich iiber partielle Integration und den Hauptsatz der Integral- und Differen-

tialrechnung die Ableitung % eliminieren. So folgt
p

1 dC]B

Idi = —— [p2By 164
/ wr | Py (164)

— 1 dqp dgp .
- Y45 gy — %5 45 d
part. Int. U/T {p dp p / (/ dp p) p}

e ([ ant0) = past)) (165)

Mit der Parameterdarstellung in p werden dank der Integraldarstellung (165) ohne eine
Ableitung von ¢p auch Losungen zu (143), speziell zu (159), fiir Funktionen ¢ = ¢5(p)
erfasst, bei denen % nicht existiert. In (143) ist nur die Ableitung % von ¢p nach
dem Ort x relevant. Eine zur Heuristik in (157) eingefiihrte Verkettung in differenziere
Funktionen muss nicht immer vorliegen. Die nach (165) bestimmten Losungen erfiillen

jedoch (159) ggf. nur fast iberall im Sinn der Lebesgue-Theorie.

Ist qp stetig in p, bedeutet das praktisch, dass auf jedem kompakten Intervall endlich
viele Ausnahmepunkte z liegen kénnen, fiir die (159) nicht erfiillt wird. Die Integrale

werden weiter aufgelost, indem eine Anfangsbedingung

I(po) = Io (166)

vorgegeben wird. Randbedingungen fiir die urspriingliche Gleichung (159) zweiter Ordnung
miissen dazu transformiert werden. Zunéchst wird jedoch davon ausgegangen, dass eine

Anfangsbedingung (166) vorliegt.
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Bezeichnet

p
p

M) = o | [a@ - [me)] )] (167)

ur Po

0

(A ist hier nicht die Periodenlédnge der Transportkorper!) so ist A, stetig in p, wenn ¢p in
p stetig ist; ist ¢ sogar differenzierbar in p, so A, ebenfalls in p. Weiter ist A, (po) = 0.
Ist ¢p konstant in p, so verschwindet A, (p) fiir alle py und p. Vorausgesetzt wird, dass

gp > 0 gilt. Im Anhang C.11 werden weitere Eigenschaften von A untersucht.

Die Losung der Anfangswertaufgabe (163), (166) ergibt sich zu

P(p) - I3
2

= I(p) = £\/I5 + 20y (p) -

= Ay (p)
(168)

Abbildung 60: Relation zwischen I und p. Links: Als Funktion in A ergibt sich keine geschlossene
Kurve fiir eine Relation zwischen I und A nach (168). Rechts: Geschlossene Kurven ergeben sich
fiir die Relation zwischen I und p, wenn sich —A proportional zu einer positiven Potenz von [p|

verhilt. Gilt A = —p?, ergibt sich eine Ellipse.



7.5 132

Doch wann gibt es periodische Transportkérper? Um das zu beantworten, werden Mono-
tonieeigenschaften der Funktion A untersucht. Zur Darstellung einer Losung I = I(z) zu
(159) als Losung (x(p), I(p)) im Parameter p zu (163) sind nur solche p zuléssig, fiir die
I +2A,,(p) > 0 in (168) erfiillt wird. In Abb. 60 links wird die durch (168) gegebene

1
Relation zwischen I und A fiir Iy = 1 skizziert. A < —3 sind nicht zuléssig.

Ist die Funktion A = A, (p) nach (167) bekannt, ldsst sich eine Relation zwischen A und

p bestimmen. Der Graph letzterer Relation ist das sog. Phasendiagramm des Systems aus

d 1

(160) und der Gleichung d—p = —%, die sich unmittelbar aus (159) durch Einsetzen
T 4B
dp

von p als Zwischenschritt zur Gewinnung von (163) ergibt. Periodische Losungen zu
einem solchen gekoppelten System zweier gewohnlicher Differentialgleichungen gibt es

genau dann, wenn das Phasendiagramm geschlossene Kurven aufweist. Die Relationen

3
zwischen [ und p fiir Ag(p) = —[p|” und v = 3 1, Pt 2 in Abb. 60 rechts ergeben solche
geschlossenen Kurven.
A A
}Rmn 4] Brax  p Pnag P

Abbildung 61: Fiir periodische Losungen zu (163) notwendige stiickweise Monotonie der Funk-
tion A,,, hier im Fall pg = 0. Links: A,, besitzt eine Nullstelle in p = py. Weiter gibt ein
Pmin < Po und ein ppmax > po so, dass (169) gilt. Der Verlauf von Ay flir p < pmin und p > prax
wird nicht weiter durch notwendige Bedingungen beschrieben (gestrichelte Linien). A, besitzt
ein Maximum zwischen ppin und ppax. Mitte und rechts: Das Minimum muss jedoch nicht

notwendig in pg, hier in 0, liegen. A,, kann so durchaus positive Werte annehmen.
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Auf notwendige Eigenschaften stiickweiser Monotonie fiir die Existenz geschlossener Kur-
ven wird in Anhang C.11 eingegangen. Anhand der Abb. 61 werden diese Eigenschaften
skizziert. Hinreichend fiir ihre Existenz ist generell, dass es fiir stetige A ein py gibt so,

dass sich ein geeignetes kompaktes Intervall J,, mit py € J,, durch A, surjektiv auf
2
{—30, 0] abbilden lédsst und sich A, zu p = py achsensymmetrisch verhalt. In diesem

. . min + max
Fall gibt es zweil Punkte pyi, und pmax s0, dass Jp, = [Pmin; Pmax] und py = Prmin T Prmax

gilt. Ist A,, obendrein streng monoton, um bisherige Voraussetzungen zu erfiillen somit

streng antiton, in |p + po|, so gilt

B

9 = Apy(Pmax) - (169)

Apy (Pmin) =

Wird die Monotonie verletzt, kann es zu Schleifen, d. h. mehrfach geschlossenen Kurven,

kommen.

Im Anhang C.11 wird weiter gezeigt, dass fiir die Achsensymmetrie von A, hinreichend

d
ist, dass sich %, falls existent, ebenfalls zu p = py achsensymmetrisch verhéalt und
p

d d
po = 0 gewahlt wird oder %(po) = (ist. Fiir die Achsensymmetrie von % ist hinreichend
p

und notwendig die Punktsymmetrie von ¢p selbst in (po lqB (po)). Demnach hat gp im

Fall py # 0 in (po lqB (p0)> kein Extrem, sondern einen Sattelpunkt.
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Weiter ist (162) dquivalent zu

p dgp dp
- = —— —. 1
. 1 1
Uber dz = d_x dl = d— = @ d— ergibt die Sohlhohe z zu
dl p p dp

Az) = / —I(z) dx

(

Hauptsatz

= zﬁ{%—@)} ) (171)

Volumenfrachtrate

Dass es eine solche Darstellung der Sohlhche als Quotient Wanderungsgeschwindigkeit

geben muss, folgt bereits aus (148) bzw. (151).

Abbildung 62: Eine zweifach nach dem Ort z differenzierbare Sohlhdhe z = z(x) besitzt an

dl

Stellen mit p = T 0 einen Wendepunkt. In dieser Grafik ist z zu diesem Wendepunkt
x

symmetrisch. So hat der Graph in beiden Extrema dem Betrag nach die gleiche, maximale

Kriimmung.
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Ist die Sohlhohe z zweimal differenzierbar, liegt an einem Ort mit p = pri 0 ein
Wendepunkt des Sohlenprofils, wihrend auf Kdémmen bzw. in Télern extremale Sohl-
kriimmungen angenommen werden. Fiir den in Abb. 62 dargestellten Fall, dass das Soh-
lenprofil zu einem Wendepunkt symmetrisch ist, sind die Betrdge der Kriimmungen am

Kamm und im Tal gleich.

-

Abbildung 63: Durch die Ndherung der Ortsfunktion x = z(p) werden dreieckige Diinen
beschrieben. Der Anstieg bzw. Abfall der Schenkel betriagt Iy. Dieser Wert wird in der nicht
approximierten Form (durchgezogene Linie) an den Wendepunkten bei p = 0 erreicht. Durch

Pfeile werden die Extrempunkte markiert.

Nach (342) im Anhang C.12 ergibt sich weiter die Ortsfunktion z = x(p) im Parameter

p zu

) = o [12] 12, 72

I hingt von A nach (168) iiber eine Quadratwurzel ab. Im allgemeinen lisst sich das
p

+/1§ + 20, (P
Integral / 0 ~ po(P) dp iiber diesen Wurzelterm nur geschlossen auswerten, indem
p
Ppo

A A
nach (343) (/1 + ZE ~1-— Alp) linearisiert wird. Die Nidherung ergibt mit (348)

I I

z(p) — 20

i (173)

z(p) = xoF

Sofort erkennt man, dass mit dieser Naherung nur gleichschenklig-dreiecksférmige Trans-
portkorper beschrieben werden. Der Gradient der Schenkel betriagt I, (Abb. 63). Hier
noch nicht kléren lisst sich welcher Natur eine mogliche Singularitdt der nicht approxi-
mierten Ortsfunktion ist, wenn py = 0 gilt. Im Anhang C.12 wird eine Approximation

in zweiter Ordnung entwickelt.
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Sind puin und ppay bestimmt, so dass (169) erfiillt wird und besitzt A die fir die Existenz
periodischer Losungen geforderten, hinreichenden Stetigkeits- und Symmetrieeigenschaf-

ten, ergibt sich die Kammhohe 2., iiber zp = 0 zu

P ’qB(pmax) - qB(pmin>| . (174>

ur

Um Verwechslungen mit dem Widerstandsbeiwert auszuschliefen, wird im folgenden die

1
Periodenldnge mit — bezeichnet. Als Naherung ergibt sich
w

1 2Zmax

— ~ 1

! o (175)
2‘QB(pmax) - qB(pmin)‘ (]_76)

TIyur

Da I(pmin) = 0 = I(pmax) gilt, liegen zumindest im Fall py = 0, d. h. im Fall eines
Wendepunktes von z in z(pg), Extrema der Sohlhéhe z in #(pmin) und & (pmax) vor. Nach
(148) verschwindet gg im Minimum zy = 0 von z. So folgt o. B. d. A. (ggf. werden pyn

und ppax vertauscht.)

l ~ 2QB(pmax) (]_77)

w I()UT

Das Integral im Definitionsterm (167) fiir die Funktion A ldsst sich durch die Trapezregel
néherungsweise abschétzen. Mit den Rechnungen im Anhang C.12 folgt iiber (332)

l ~ 2QB’<pmax)
w ur Pmaxgi;pmax)
2 max
_ o 2Bl )7 (178)
PmaxUT

wenn sich gg = ¢p(p) inpy = 0 punktsymmetrisch verhélt. So ldsst sich die Periodenlénge

nur scheinbar ohne die Anfangsbedingung I, ausdriicken; denn I legt weiterhin py,., fest.
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Abschlieflend muss noch geklart werden welche mathematischen Eigenschaften zwei Funk-
tionen qp = qp(b) und L = D(p) besitzen, mit denen sich gg = ¢p (B(p)) als Verket-
tung darstellen lasst. b kommt spéter eine physikalische Bedeutung zu wie Schubspan-
nung, Feststoff-Froude-Zahl, Sohlenbelastung o. a.

d? d
Fiir einen Wendepunkt von ¢p ist hinreichend, dass d—qB verschwindet, % jedoch nicht.
p

2
Aus (334) im Anhang C.11 folgt

#qp (AB\® _ dgs 5 (179)
dB?> \dp) ~—  dB dp?

demnach als hinreichend fiir einen Wendepunkt, wenn die Seiten der Gleichung (179)
2

nicht verschwinden. Verschwinden sie doch, ist dennoch hinreichend, wenn nur dBf und
d? db d
d_pz verschwinden, % und % jedoch nicht.

In Zusammenfassung ergibt dieser Unterabschnitt:

e (143) fiir periodische Transportkorper ist dquivalent zu einer gewohnlichen Diffe-

dl
rentialgleichung erster Ordnung in I als Funktion I = I(p) mit p = e
T

d
e Ist gp als Funktion ¢qg = ¢p(p) linear in p, so ergibt sich iiber % = const ein
p
Fundamentalsystem aus trigonometrischen Funktionen.
e Im allgemeinen ergeben sich jedoch aus mathematischer Sicht enge Anforderungen
an gg und eine gp bestimmende Gréfle 5. Diesen muss ein physikalischer Ansatz

gerecht werden, damit sich periodische Transportkérper iiberhaupt beschreiben

lassen, indem ¢pg iiber b von der Sohlenkriimmung p abhéngt.
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7.6 Transportkorper durch Schubspannungen

In dieser Arbeit werden Ansédtze untersucht, nach denen die Bildung von Transport-
kérpern durch Transport infolge einer flichenhaft wirkenden Schubspannung bestimmt
wird. Weiter wird, wie bereits eingangs erwéhnt, von Normalabfluss ausgegangen. Damit
liegt ein konstantes mittleren Energiegefiille Ir vor. Der Ansatz fiir eine nicht nur vom
Wasserstand h und dem Energiegefélle /5 abhingige effektive Schubspannung 7.¢; auf
Grund der Sohlenkriimmung wird erst im néchsten Unterabschnitt entwickelt. Hierzu

dienen stromungsmechanische Uberlegungen.

Als Funktionen gp = ¢p(7) bieten sich an die fiir den Transport im langzeitigen Mittel
experimentell validierten Geschiebeformeln. Wegen (151) wird in den Télern der Trans-
portkérper qg = 0 grundsétzlich erreicht. Mathematisch kommen deshalb Formeln, fiir

die % in ¢gg = 0 singulér wird, nicht in Betracht.
T

Boys ([3], S. 153 unten - S. 154 oben, Condititions d’équilibre du fond) bestimmt den
Beginn des Transports als den, wenn die auf ein Korn einwirkenden treibenden Schubspan-
nungen widerstehende Schubspannungen iibersteigen. Dann iiberschreitet die Orientierung
der Resultierenden dieser zwei Spannungsvektoren einen kritischen Winkel «v ([3], S. 154-

155, Hypotheses restrictives).

Die widerstehende Schubspannung ergibt sich aus der Gewichtskraft Fi; aufeinander
liegender Korner. Bei einer Grundfliche A ergibt sich fiir eine Sdule der Hohe s von
Sedimentkornern der Dichte pg bei einer relativen Packungsdichte p unter Wasser ein

Druck F
o= “E = sl - w)los — ow) (180)

Fiir den Orientierungswinkel ¢ der Resultierenden aus 7, und 7, ergibt sich nach Boys

tang = = (181)

Ty

und unter Vernachldssigung treibender Schubspannungen durch Masse innerhalb der

Sohle und der Wechselwirkungen an Grenzschichten, also 7, = 79, speziell ([3], S.154)

1 hl
W ply = —E (182)

tang = .
s(1—p) 0s — ow sp'(1— )
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Idee von Boys ist nun, dass sich aus dem Ansatz tan ¢(7,) > tan « eine bei unbekanntem
Hebelwinkel « nicht néher bestimmbare kritische Schubspannung 7,/ . ergibt (Abb. 64

links). Unter seiner Annahme 7, = 7y gilt speziell 7., . = 7. mit 7. nach (25).

Weiter folgert Boys nun, dass die vorhandene treibende Schubspannung 7, durch einzelne
‘Quanta’ 7, sukzessive abgebaut wird, indem schichtenweise immer tiefer liegende Koérner
in Bewegung gesetzt werden. So wird zur Bestimmung der kritischen Schubspannung

s = d,, gesetzt. Es folgt

A

o= (- p)(es — ow) (183)

Kréfte werden nur durch die relative Bewegung der Schichten zueinander iibertragen.

Damit ergibt sich eine lineare Schubspannungs- und Geschwindigkeitsverteilung (Abb. 64
rechts, [3], S. 159) in einer bewegten Schicht der Dicke

s = nd, . (184)

—1
Wird die tiefste bewegte Sohlschicht mit der Geschwindigkeit u, bewegt, ist © = ucn 5
und so ergibt sich das Transportvolumen qg pro Zeit- und Langeneinheit
_ n(n —1) D —1)
— = dm P — — dm CL
qB sU u 5 u 5
dmuc dm 70
_ —7) = =2 - T, 185
() = g (2 (- (185)

Abbildung 64: Der Geschiebetransport nach Boys. Links: Der Winkel ¢ der Resultierenden aus
Gewichtskraft und Schubspannung iiberschreitet einen kritischen Hebelwinkel o, damit sich ein
Korn bewegt. Rechts: Durch den diskret quantisierten Abbau der Schubspannung ergibt sich
eine lineare Schubspannungs- und Geschwindigkeitsverteilung. Die Dicke der bewegten Schicht

ist linear proportional zur Schubspannung.
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([16] (7.5) S. 125; [37] 7.1.1 GL. (7.1) S. 144) als Formel von Boys (1879). Der Vorfaktor
dpm Zeit

N tragt die Dimension Dichte: Experimentelle Ergebnisse von Meyer-Peter zeigen
gQWQ/dm
_ 186
r = 8OV (1560
setzen. Ubersichtlicher schreibt sich (185) mit der Sohlenbelastungszahl 7, := o
dim
g = (7—0 - Tc)

2\/ 0STc o
/g0
= B O e — 1) (187)
45 s

Damit sich unter Annahme der Geschiebeformel (185) von Boys periodische Transport-

korper bilden konnen, muss (151) erfiillt werden. So folgt

urz - dn_ (T () = d—m(Tz_TT)
g (151)7 (185) 2\/ 0sTc Te 0 ‘ 27—0\/ 05Te 0 crv

27—0\/ 0sTc
g ur® (188)

< Te z 0s
oo To(2) = B <1 + \/1 + 4UT@ T_c>

= 0 = 702 — T.To —

fiir das Profil 7y = 719(2) der Schubspannung des Wasserkorpers als Funktion in der Hohe
z iiber den Télern der Transportkorper. In z = 0 wird noch die kritische Schubspan-
nung 7. erreicht. An wéchst 7y mit der Quadratwurzel von z. Nach dem Ansatz von Boys

wéchst die Schichtdicke s linear in 7p; so wéchst auch sie mit der Quadratwurzel von z.

Mit den Bezeichnungen aus dem vorigen Unterabschnitt 7.4 liegt also hier der Fall
1

Vo =5 T = 1 vor. Dem Ansatz nach fillt die Schubspannung linear in der bewegten

Sedimentschicht. An der Oberfliche des Transportkérpers muss jedoch die anhand der

Abb. 65 erlauterte Schubspannungskontinuitéit gewahrt werden.
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Abbildung 65: Prinzip der Schubspannungskontinuitéit: Das Schubspannungsprofil an der

Innenseite der Oberfliche des Transportkorpers entspricht dem des einwirkenden Wasserkorpers.

An jedem Punkt der Oberfliche eines Transportkorpers sind die Schubspannung des
von auflen einwirkenden Wasserkorpers und die Schubspannung an der Innenseite der
Oberfléche, die ggf. auch durch den Sedimenttransportmechanismus bestimmt wird, ein-
ander gleich. Als erste Folgerung sind demnach Transportkorper mit vertikal verlaufenden
Abschnitten der Oberfliche nach der Formel von Boys unmoglich. Die Schubspannungs-
kontinuitdt ware verletzt, indem die Schubspannung im Inneren des Transportkorpers

linear, im Wasserkorper nach einem Wurzelgesetz ansteigt.

Oherflaeche
Grenze fest —--- bewegt

Abbildung 66: Links: Profil der treibenden Schubspannung des Wasserkorpers, rechts: Isoto-
nen (Linien gleicher Schubspannung) in der bewegten Schicht eines Transportkorpers nach
der Formel von Boys. Die Form des Transportkérpers ist schematisch. Die Isotonen verlaufen
Richtung Oberfliche (mathematisch ‘Rand’) des Transportkorpers nicht asymptotisch, sondern
schneiden ihn in dem Punkt, in dem der Wert der Isotone der Schubspannung des Wasserkorpers

gleich ist.
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Fiir Transportkorper mit nicht in diesem Sinn singuldren Verlauf ihrer Oberfléache lassen
Isotonen, Linien gleicher Schubspannung, nach Abb. 7.6 berechnen. Welche Bedeutung
der Verlauf der Isotonen fiir Verhalten und Form der Transportkorper hat, ldsst sich
jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht klaren. Auf féllt in Abb. 7.6 jedoch der steile
Gradient der Schubspannung in Talnéhe direkt an der Oberfldche (Linien dicht beieinan-
der) im Gegensatz zu dem flachen Gradienten am Kamm. Er ldsst am Ansatz der Formel

von Boys eher zweifeln.

Mit ® nach (52) gilt nach Meyer-Peter und Miiller

o F 1 :
= - = . 189
( 20) (189)

Als Funktion von 7y ergibt sich mit (55)

4B (5:2) \ 80dy’ @
3
_ 1\2
== / 3 x
(189) 'V go'dy, (Fr 20)
— 1
— Jeod 30 =
(55) V8m (@w@’gdm 20)

1 .
= —(fo—7)?  mit 7. nach (186) (190)

0% 80

(NI

Dem Ansatz der Geschiebeformeln von Meyer-Peter liegt zugrunde, dass eine Sediment-

schicht der Dicke s nach dem Fliefigesetz von Manning-Strickler bewegt wird. So gibt

es eine mittlere Geschwindigkeit @ mit s ~ @?. Tnnerhalb der bewegten Schicht muss

demnach ein Geschwindigkeitsprofil u(z) ~ y/z — 2z vorliegen. Mit den Bezeichnungen

aus dem vorigen Unterabschnitt 7.4 liegt zur Diskussion periodischer Transportkorpers
2

1
bei Transport in Schichten der Fall v, = 30 Vs = 3 Vor.
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7.7 Schubspannung des Wasserkorpers iiber der Sohle auf die
Sohle, die Reynolds-Zahl fiir die Sohlform, der cy-Wert

Nur sehr schwer lasst sich die Frage beantworten, ob die Schubspannung des Wasserkorpers
iiber der Sohle mikroskopisch auf einzelne Geschiebekorner direkt iibertragen wird oder
ob durch eine Grenzschicht auf gréfleren Flidchen Druck aufgebaut wird, die nur mittelbar
iiber die Grenzschicht auf die Kérner wirken. Die Ansatz, Transport in der Sohle erfolge in
ganzen Schichten, begiinstigt eher letztere Annahme. Von einer Ubertragung der Schub-
spannung des Wasserkorpers iiber der Sohle ohne eine Grenzschicht kann nur ausgegangen
werden, wenn die Verteilung der FlieBgeschwindigkeit des Wassers iiber der Sohle stetig in
die des Wassers in der Sohle iibergeht. Das wire erst der Fall, wenn eine Sedimentschicht
der Sohle so schnell mitbewegt wird, dass die eigentliche Sohlreibung des Wassers erst in

tieferen Schichten erfolgt.

Natiirlich bestimmt die mikroskopische Physik am einzelnen Korn, ob und wie sich das
Korn auf eine Schubspannung hin bewegt. Doch erlaubt erst die Betrachtung makroskopi-

scher Wasserspiegel- und Sohllagen die wirkenden Schubspannungen zu bestimmen.

Zunéchst stellt selbst bei ungekriimmter Sohle deren Rauheit sicher, dass Schubspan-
nung auf sie iibertragen wird. An einer Grenzschicht iiber der Sohle kann jedoch eine von
der lokalen Sohlform abhéngige sehr variable Druckverteilung auftreten. In der folgen-
den eindimensionalen Betrachtung wird ein Fluss des Wassers iiber eine lokal gekriimmte

Sohle wie die asymmetrische Umspiilung eines Zylinders behandelt (Abb. 67).

Analytisch behandeln lésst sich hier nur eine laminare Anstrémung, bei der sich eine
beziiglich Luv- und Leerichtung asymmetrische Druckverteilung ergibt, wenn sich die
Stromung ‘irgendwo hinter dem Kamm’ ablost. Den Ablésepunkt genau zu berechnen
ist bis heute selbst bei glatten analytischen Formen nahezu unméglich! Mit empirischen
Korrekturen lassen sich die Néherungen fiir die asymmetrische Druckverteilung bei einer
laminaren Anstromung und Ablésung im Lee auch im Fall schwach turbulenter Anstromung

und volliger Ablosung im Lee weiter verwerten.
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Fiir die Sohlform wird an einer lokalen Kriimmung mit dem Radius R die physikalisch

dimensionslose Reynolds-Zahl Rer zu

Rep — 20w _ 2R [T (191)
v v\ ow

bestimmt (nicht zu verwechseln mit der in der Literatur viel verwendeten Korn-Reynolds-

Zahl!). Hierbei ist v die kinematische Viskositét des Wassers.

In welcher Groflenordnung liegen die Reynolds-Zahlen fiir die Form der in der Natur
oder im Laborversuch beobachteten Transportkérper? Diese Frage muss zunéchst geklart
werden, um eine geeignete geschlossene Naherungsformel fiir den cy-Wert auszuwéhlen.
Uber den cy-Wert lisst sich dann die flichenhaft auf einen Transportkérper angreifende

Schubspannung 7y quantisieren zu

To = CwT . (192)

Nach Helmholtz-Poiseuille ergibt sich v fiir reines Wasser bei einer Temperatur 7T in

Grad Celsius zu

0,0178 cm?
v o= . (193)
(1+0,0337T¢ + 0,00022T2) o s

([58] (4.1.3.3-10), S. 126; [24] F.1.1, S. 84). Daraus ergeben sich bei gy = 1% die Werte

cm

Tabelle 10: Kinematische Viskositat v reinen Wassers in ch? und in %2
Tc [OC] 0 5 10 15 20 25 30
v CISHQ 0,018 | 0,015 | 0,013 | 0,011 | 0,01 | 0,009 | 0,008
v 107M 18 15| 13| L1 1] 09| 08

nach Tabelle 10 (Zur dynamischen Viskositét oy v siehe auch [37] 11.2, Table 11.2, S. 350;
dort auch Werte fiir Salzwasser.) Die Schubspannungsgeschwindigkeit u, = @ wird
auf das den Normalabfluss erzeugende mittlere Gefille I bezogen. Fiir die Abschétzung
von Groflenordnungen reicht hier g ~ 10?2 = 10000(;—31. So ergeben sich fiir mittlere
Gefélle I von einem Promille bis einem Prozent bei Wassersténden von 10cm bis 10m
Schubspannungsgeschwindigkeiten wu, von 1022 bis einem Meter pro Sekunde. Fiir Kriim-
mungsradien R zwischen 10cm und 10m ergebsen sich somit Reynolds-Zahlen der Grofien-

ordnung 10000 bis 107.
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Die Beobachtungen bei Laborversuchen bestétigen diese mit einem reinen Kugelmodell
durchgefiihrte Berechnung nur zum Teil. Bei derart hohen Reynolds-Zahlen 16st sich
die Stromung bereits an der Luvseite der Transportkorper ab. Typisch ist jedoch die
Ablésung im Lee. Doch ergeben Geschwindigkeitsmessungen mit einer Heififilmsonde
([41] 8.2 Abb. 8.2 bis 8.5 S. 148-151) fiir Re = 3 - 10% und Re = 10° an Kreiszylindern
Geschwindigkeitsprofile, die den in Anhang 7.3 diskutierten Geschwindigkeitsprofilen iiber

Transportkorpern entsprechen.

Die in Anhang 7.3 diskutierten Geschwindigkeitsprofile von Raudkivi und Zanke sprechen,
im Gegensatz zu den Messungen von Wieprecht, fiir eine a priori vorhandene hydraulische
Grenzschicht im turbulenten Bereich. Thre Dicke d liegt zwischen dem ein- und einein-

halbfachen der Kammhohen, fiir einen (hier als Zylindersegment aufgefassten) Transport-
o 0,37 (141)

R~ 5/Re

2.2, Gl. (2.6) S. 12) ergeben sich allerdings wiederum sehr kleine Werte um Re = 0,25.

korper mit einem Kriimmungsradius R demnach maximal §R. Uber

Abbildung 68: Realistische, turbulente Umstréomung der Diine. Der Punkt der Ablésung der

Stromung lisst sich zum Wohl der Wasser- und Windkanalbauer nicht sicher berechnen. Er
fithrt jedoch im Prinzip dazu, dass nur die luvseitige Schubspannungskomponente wirksam
bleibt.

Welche Werte fiir die Reynolds-Zahl der Sohlform letztlich zuzuordnen sind, bleibt aus
experimenteller Sicht noch zu kldaren. Lésst sich hierauf keine Antwort finden, muss das
in dieser Arbeit prisentierte Modell zur Beschreibung der Bildung der Transportkor-
per durch flaichenhaft angreifende Schubspannungen verworfen werden zugunsten solcher
Modelle, die Transportkorper nur iiber die Navier-Stokes-Gleichungen und direkt am

einzelnen Korn angreifende Kréfte beschreiben.
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Auch den Bereich kleinerer Reynolds-Zahlen fiir die Sohlform gibt es nur noch empirische
Gebrauchsformeln, mit denen sich der ¢y -Wert bestimmen lésst. Fiir Reynolds-Zahlen
Re ergibt in erster Ndherung die Formel von Oseen ([35], [26] §20, S. 61-64, Gl. (20.18)
S. 62, [43] 5. Aufl. VI b. S. 99-100, GL. (6,13) S. 100, [49] 2. Aufl. 2.5.3.4 (2.133Db)
S. 134, [58], 4.1.3.2, 1. Theoretische Ansditze, S. 121 unten, in neuerer Literatur zur

Stromungsmechanik nur noch schwer zu finden!):

24+9
cwy = — + —
W Re " 2

aus einer Potenzreihenentwicklung, die nur fir Re € ]0; 2] konvergiert. Fiir Re — o0

(194)

9
ergibt (194) obendies ¢y — 5 entgegen der Tatsache, dass ¢y — 0,4 experimentell

bestimmt worden ist.

1ag T T T T — T — T ™ T — ]
: Stokes Canalytisch, Grundierm oo ]
: Ozeen Canalytisch, 1. Ordhungd ————- ]
Cu : ! ¢ Goldstein Canalytisch, 3. OrdRung) --------- 1
Goldsteir : Kazanskij --- neu |
: Dalavalle—-Zanke (hier werwendet) - ]
Kazanskij --- aelter ------—---
[ Olsan ————- -
e Schiller -----
r ) Tarobin ————- ]
P \"‘:"\\\ : Kaskas
" Pernecker & Yollmers s
TJ) L o N SRR e, SN :
S S S -]
Ozeen : /J?A_.
: : »
|Kenvergeni- : e
bereich #/_,.-f"
r . : .--"'""P.;
analytischer T
Farmeln --I:-‘.j_r.‘_c_‘f_if__,_ e
1 e I, T
a.1 1 1

Abbildung 69: Graphen zu empirischen und analytischen Formeln fiir den cyp-Wert: Zu den
Formeln selbst siehe [58] 4.1.3.2, S. 120ff. Die neue Formel von Kazanskij gibt auch das
Einbrechen des cyp-Wertes bei sehr hohen Reynolds-Zahlen wieder. Sie dient wegen ihrer expe-

rimentell erwiesenen hohen Genauigkeit als Referenz.
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Viele der empirischen Gebrauchsformeln (siehe hierzu [58] 4.1.3.2, 2. empirische Anstze,
S. 122; [37] 2.2 Gl. (2.13) und (2.14) S. 16) passen sich dem asymptotischen Verhalten
fiir grofe Reynolds-Zahlen durch Terme mit gebrochenen Potenzen von Re an (Grafik in

Abb. 69). Nach Dallavalle und Zanke ist eine Berechnung von ¢y, grob zu

24 2
L2 (195)

W= Re 5

jedoch praktisch hinnehmbar ([58] 4.1.3.3, S. 124). Eine genauere Formel soll hier des-
halb nicht verwendet werden, weil sich die letztendlich mit solchen Formeln aus dem hier

verfolgten Ansatz ergebenden Differentialgleichungen nicht mehr geschlossen l6sen lielen.

Nach der Grafik in Abb. 69 zeigen sich allerdings bei (195) Méngel in der Wiedergabe
des durch Kazanskij experimentell bestimmten relativen Minimums des cy-Wertes fiir
Reynolds-Zahlen um 1000. Hier ergibe die Formel von Torobin ein, obwohl quantitativ
um Grofenordnungen falsches, doch qualitativ besseres Bild. Durch keine der Naherungs-
formeln wird das Einbrechen des cy-Wertes fiir Reynolds-Zahlen um 100000 beschrieben.
Im Experiment zeigt sich dies fiir Wasser bei Quarzkugeln mit einem Durchmesser von
10cm ([58] 4.1.3.2, S. 123). Experimentell zeigt sich an Transportkérpern jedoch nicht die
fiir derart hohe Reynolds-Zahlen typische Verkleinerung des Wirbelfeldes.

1 d 1
Die lokale Kriimmung der Sohle R ergibt sich zu R = T{‘ Aus d_z = —[folgt R = W
a7z €T al
dz? dx
und so aus (194)
=—+4+12v |—| /— 196
‘w 5 e dz T (196)

2 d
Der cy-Wert wird also konstant zu ¢y = = fiir eine glatte Sohle (d— = 0).
x

Die auf die Sohloberfliche durch den Wasserkorper iiber ihr lokal wirksame Schubspan-

nung 7y ergibt sich zu

dl

dx

T

—) T. (197)

2
o = CwT = (— + 12v
5 ow

fiir die wirkende Schubspannung des Wassers auf den Transportkorper.
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7.8 Lo6sung von (143) — Ein Modell fiir den Transport durch

Diinen

(197) gilt analog fiir die aus der Schubspannung abgeleiteten Sohlenbelastungszahl 7
und der Feststoff-Froude-Zahl F,*. Wie bereits in den Uberlegungen am Schluss des
Unterabschnitts 7.5 bezeichnet 5 im folgenden wieder eine dieser drei GroBen. Uber das
im vorangegangenen Unterabschnitt entwickelte Turbulenzmodell ldsst sich ihnen nun

eine effektive Grofle by zuordnen durch

2

dl
by = (— + 21

- = ) B mit (198)

Zy = 120 | (199)
T
1%
12—
g

Vghlg

- 122 (in physikalischer Dimension Léange) . (200)
u*

dx

Bezeichnet p := o nach (160) die Sohlenkriimmung als Parameter zur Darstellung von
x

2
Losungen zu (143), so ist by(p) = <5 + 7 |p|) B achsensymmetrisch in p = 0. Daher

kann eine Verkettung von by mit einer isotonen Funktion gp = qp(byp), wie sie z. B.
durch die im vorletzten Unterabschnitt besprochenen Transportformeln von Boys und von
Meyer-Peter gegeben wird, niemals die fiir periodische Losungen notwendigen Monotonie-
geschweige denn fiir solche Losungen hinreichenden Symmetrieeigenschaften aufweisen.
Auf die Bildung des Absolutbetrages muss verzichtet werden. Da auf jeden Fall 5, 5, > 0

zu gelten haben, ist das mathematisch zuléssig, solange auch fiir p < 0

2
Zip > —g
= > 2 (201)
P= "5z

erfiillt wird. Jedoch ist hiermit noch nicht physikalisch geklart, warum fiir negative
Kriimmungen, d. h. Sohlmulden, eine Reduktion der effektiven Schubspannung zugelassen
wird. Sicher wird gerade das im Experiment beobachtet (vgl. nochmals Abb. 68!); doch

der Ansatz iiber den cy-Wert gibt das nicht unmittelbar her.
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Mit
2
folgt
dby
— =75 2
a0 1 (203)

Hierbei sind, wie bisher, Z; und b konstant. Demnach wird

dqg <Bo (p))
—

konstant, wenn

¢p linear in By ist. In diesem Fall gibt es nach den Uberlegungen aus Teilabschnitt 7.5

zu der Losung I = I(x) von (159) ein Fundamentalsystem aus trigonometrischen Funk-

tionen. Also:

Sinusformige Transportkorper gibt es genau dann, wenn die Volumenfrachtrate qg linear

von der Schubspannung abhdngt.

Die Periodenlédnge

gl

der sinusférmigen Transportkorper ergibt sich iiber

1
Lénge

w

<Dimension (204)

(205)

zu

; (206)

doch lasst sich (206) nicht weiter auswerten, solange keine Transportformel bekannt ist,

1
nach der ¢g linear von by abhéngt. Leicht sieht man allerdings bereits hier, dass — in

w

niedriger Potenz von der dynamischen Viskositédt v des Wassers abhéngt.
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Im Experiment beobachtet werden anndhernd sinusférmige Transportkorper als Riffel
oder als stehende Wellen ([55]). Typisch fiir stehende Wellen sind hohe Abfliisse bei
starkem Gefille und niedrigem Wasserstand. Auf Einzelheiten hierzu wird ndher einge-

gangen, sobald im n&chsten Unterabschnitt Ergebnisse diskutiert werden.

Um im Fall in p nicht linearer ¢ (143) iiber (163) zu losen, liegt es nahe py = 0 zu
wéhlen. Bestimmt werden miissen pyi, < 0 und pyax > 0 zum einen so, dass (169) fiir
ein vorgegebenes I, erfiillt wird. Andererseits soll aber gp (Bo(pmin)> = 0 gelten. Aus
letzterem folgt

2
<5+lemin)7- = Tc

— Prin = © (207)

falls eine kritische Schubspannung 7. > 0 existiert. Schubspannungen und Sohlenbela-
stungen 7, n < 0 lésst die Physik nicht zu. Liegt eine kritische Schubspannung vor, findet
fiir n < 1 noch kein Transport statt. Offenbar gilt jedoch py,;, > 0 solange n < 3 ist. Be-

trachtet man

—1 (208)

)
= 3 < n, (209)

so stellt man fest, dass auch Vertauschen von py;, und pn.x — im Fall, dass iiberhaupt
Pmin = —Pmax gilt! — nicht zu einem sinnvollen Parameterintervall [pmin; Pmax] fithren
wiirde. Fiir Transportgesetze mit einer kritischen Schubspannung kann es daher erst ab

5
n > 5 eine Losung zu dem Transportkérpermodell geben.
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Fiir hohe Sohlenbelastungen n gilt der Grenzwert

2
li min = ——— - 210
ninoop 5Z1 ( )
Gibt es keine kritische Schubspannung , d. h. gilt 7. = 0, so gilt ohnehin
2
min @ — T -, - 211
P 57, (211)

Der Absolutbetrag |pyin| ist demnach umgekehrt proportional zur dynamischen Viskositét
v des Wassers. [y wird jetzt im nachhinein so bestimmt, dass (169) erfiillt wird. Berechnen
lasst sich aber erst zu Iy einer vorgegebenen Transportformel. Ergebnisse folgen nun
im néchsten Unterabschnitt. In der Literatur gibt es bereits Ergebnisse experimenteller

Untersuchungen zur sog. Transportkorpersteilheit ([37] 5.2 S. 90, [55], 3.6.2.3 S. 29-32). Sie

Kammbhohe
bezeichnet den Quotienten ~Tinoe der Transportkorper und lésst sich fiir dreieckige
ange
Transportkoérper mit [y gleichsetzen.
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7.9 Ergebnisse des Modells in Verbindung mit Geschiebeformeln

und deren Diskussion

Zu konkreten Ergebnissen zu Steilheiten I, Kammhohen z,,, und Periodenldngen l
der Transportkorper gelangt man erst, indem fiir gg Ausdriicke aus Geschiebeformeﬁ)l
eingesetzt werden. In vorletzten Abschnitt 7.6 sind bereits die Formeln von Boys und von
Meyer-Peter hergeleitet bzw. angegeben worden. Sie besitzen beide eine kritische Schwelle
fiir den Transportbeginn. Unter den Abschnitten C.13, C.14 und C.15 werden diese zwei
Formeln sowie die Formel von Engelund-Hansen als Vertreter einer solchen ohne kritische

Schwelle fiir den Transportbeginn ausgewertet.

a) Ergebnisse aus Anhang C.13 nach der Formel (187) von Boys

Groye A/ 16m3 — 10072 + 125

Iy = nach (369)

ZluT 5\/ 157}

Qooys [ 34 14 /(12n+15)(12n—25) (7 1 9
50T 5 1)7

max T h
- o \ 257 "3 2 16) nach (368)

1 5 15 [7 34,2 14, 4 (12n+15)(12n—25) rp 1 L9
o~ 2 19 _1\/m o5l — 57 2 (5 4) 16 nach (370)
w 2V 2 Vur /1673 — 100m2 + 125
/ /d3
Mit Gpoys = gg MQW nach (356).
0s

b) Ergebnisse aus Anhang C.14 nach der Formel (190) von Meyer-Peter

1 2 V/god 1, 1
I, = — M AR — 14+ ———1\/2F* — = h (378
° = 5% V5 Vaar Tk ;  nach (378)

1 el (14F*_1>3 _ as(4F)

Zmax
5\/5 ur 5 4 \/EUT

Z1 56F,.F — 5 56F,.F — 5
vVgo'd, nach (381
4/8F* 4F* _ 1 + 16F ( )

Q

ISEICS

10\/_
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Bei starkem Transport gilt nach (383) ndherungsweise

w ~ 4/8F*

1 \/_ \/,—3 Z1 56F,* — 5

c) Ergebnisse aus Anhang C.15 nach der Formel von Engelund-Hansen

5
4 L2 e d
I, — ‘ £ m nach (386)
25v5 V5 /Zur

\/7\/gg’d3 18 6 g5

3125 V 5 up

Zmax -
3125

1 Z, s
-~ . h
- 125 \ / o'd3, i nach (389)

Jeweils den Ergebnissen fiir die drei untersuchten Transportformeln gemeinsam sind

4 /43
Vv 8o'dy,
der Faktor -
vV Zyur

Vgdd3,

ur

fir I (dimensionslos)

der Faktor fir zmax (Lénge)

Z 1
der Faktor /= /go/d3, fir —  (Liinge)
ur w

mit 7, = 12v HQ—W nach (199). Diese Faktoren bestimmen die jeweilige physikalische
T

Dimension und ihre Gréfenordnung.

Durch (14) und der kritischen FlieSgeschwindigkeit ¢ = 1/gh lasst sich der dimensions-

4/ggld$n

1ur

lose Faktor

losen, sedimentologischen Korndurchmesser D* = d,,,\/ ~— J8 nach Shields ([58] 5.3.2.1 GL.
I

(5.3.2.1-12) S. 215, [55] (3.2) S. 16) ausdriicken zu

4 /43 *

vgod} D c
yoEmo T AT
VvV Ziur 12\ ur o

fiir die Steilheit I der Transportkorper auch durch den dimensions-

(212)
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So ergibt sich die Steilheit [y der Transportkorper nach den untersuchten Formeln zu

*§
[0 =
I —
0 60\/_
I =
0 75\/’

4
167% — 10012 + 125
607]\/ n 2+

60[\[\/ " S0y

RV

ur

1 Jec
2F — = [ — [
16F* Vo g \/ r
\/ ,/ VIg  (Meyer-Peter)

(Engelund-Hansen)

(Boys)

sse -

iy

(213)

in dimensionslosen Groflen. Wird der Quotient i 1 als konstant betrachtet, decken
sich die Ergebnisse zu den Formeln von Boys ung 711\/Ieyer—Peter nicht mit den experimen-
tellen Untersuchungen zur Transportkorpersteilheit als Funktion der Sohlenbelastung von
Yalin ([55] 3.6.2.3, S. 32, Abb. 3.23), wie die Grafik in Abb. 70 zeigt, und von Rijn ([37]
5.2, S. 90, GL (5.70), Abb. 5.16). Auch eine bei hoher Sohlenbelastung konstante, von D*
und anderen sedimentologischen Parametern unabhéngige Steilheit wird so nicht erklart.

bzw. — an.

1
Vielmehr wachst mit n die Steilheit [y in der Ordnung 3 1

4

Boy
Meyer-Feter
valin (19723

B.pa1 Ui
! h

Abbildung 70:

\/7 nach (213) zu den Formeln von Boys und Meyer-Peter im Vergleich
c

zZur experlmentell bestlmmten Transportkorpersteilheit Iy nach Yalin fiir Riffel und Diinen,

jeweils als Funktion der Sohlenbelastungszahl 7.
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2
Bei einer Temperatur von 15°C gilt fiir Wasser nach (193) v ~ 0, 01145 ([24] F.I.1, S.
S

84, Tabelle unten, Werte fiir 10°C und 20°C). Mit 7 = pwghlg nach (14), g ~ 98122n
S
und ¢ = 1,6 ergeben sich

0,00436cm >

hig
Vedd, 9532 /hlgdy, (215)
VZiur ~ yJem Vur

Z

Q

(214)

~

B

3
ld3 2

vedd, o vem dn (216)
ur S ur

ur \/g'w/UT . ]’LIE

Bei einem Wasserstand h zwischen lem und 10m und Gefillen I zwischen 0,5%,, und
2% ergeben sich fiir v/hI Werte zwischen 0,22 /cm und 4,47 y/cm und so fiir Z; Werte
zwischen 97.5um und 1,94 cm. Bei mafigebenden Korndurchmessern d,, zwischen 2mm
und Hcem liegen Werte fiir {‘/d;”nTIE zwischen 0,44cm und 7cm, Werte fiir i/% zwischen
0,14 \/cm und 22,36 y/cm. Hieraus erhilt man Werte fiir

v/go'dd 42 [em 667 /cm
zwischen ——4/— und

e —F— )
v Zurp vurV s Jur\os

21 - . 0,37cm /cm l4cm /cm
\/ — Vgo'd} h d — und —
° w go'd>, zwischen - - un - -

Bei Wanderungsgeschwindigkeiten ug in der Groflenordnung von einem bis zehn Zenti-

metern pro Sekunde liegt so der die Transportkorpersteilheit I, bestimmende Vorfaktor
um ein bis zwei Zehnerpotenzen zu hoch; der die Periodenldnge bestimmende Vorfaktor

um ein bis zwei Zehnerpotenzen zu klein, um den beobachteten Werten zu entsprechen.

e Als erstes Beispiel hier ein Szenario mit folgenden Parametern:

I = 0,003

h = 50cm
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So ist ¢ = 221,5C—m. Als dimensionslose Gréflen ergeben sich weiter
S

E* = 0,1875
n = 3,75
D' = 114,72.

Da der Term 167® — 100n* + 125 hier negativ ist, ergibt sich aus (213) keine Losung
fiir die Steilheit Iy nach der Formel von Boys, jedoch gilt

0,1141
Iy, = = M hach Meyer-Peter
\/ur S
(218)
0,0714
Iy, = = I hach Engelund-Hansen

A/ ur S

2
cm

fiir die zwei weiteren untersuchten Transportformeln. Aus /go'd3, = 14,0—
s

ergibt sich fiir die Kammhohe z,,, der Transportkorper weiter

1 2
Zmax = 0,18 cm” nach Meyer-Peter
ur S
(219)
0,011 cm?
Zmax = — T hach Engelund-Hansen
ur S
und schlieBlich aus Z; = 0,029cm fiir die Periodenlédnge
1
— 0,07& an nach Meyer-Peter
w Jur S
(220)
1 = 0,028cm  fem nach Engelund-Hansen
w \/ur S
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Leider liegen unter diesen Parametern zu up keine Werte vor. Realistische Werte
fiir Iy waren jedoch nur fiir uy der Gréflenordnung von 1C—m. Zmax 1St bel einer
derart hohen Wanderungsgeschwindigkeit jedoch viel zu klzin. Damit 2., Wie
iiblicherweise beobachtet, im Zentimeterbereich liegt, miisste ur in der Gréf8enordnung

cm .
von 0,002— liegen.
s

o Als zweites Beispiel hier die Parameter:

I = 0,005
d, = 2mm
h = 100cm

Unter diesen Bedingungen werden im Laborversuch deutliche Diinen mit Kammhohen
im Zentimeterbereich bei starkem Transport beobachtet, die sich mit einer Ge-

cm
schwindigkeit von etwa 1— fortbewegen. Die kritische FlieSgeschwindigkeit ¢ betréigt
s

c = 313,2@. Als dimensionslose Gréflen ergeben sich weiter
S

F." = 1,5625
n = 31,25
D* = 45,887.

Hier lassen sich Werte zu allen drei untersuchten Formeln bestimmen. Fiir die

Steilheit I, ergibt sich jeweils

2
I, = 7,66 jem nach Boys

N/ ur S

2,2
Iy = TT % nach Meyer-Peter (221)
Iy = 069 Jem nach Engelund-Hansen .

\/ur ?
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2
Aus /go'd3, = 3, 54ﬂ ergeben sich die Kammhohen z,,, der Transportkorper
S

zZu

3398 cm?

Zmax = —— an nach Boys
ur S
2,65 cm?

Zmax = —— T hach Meyer-Peter (222)
ur S
0,17 cm?

Zmax St nach Engelund-Hansen
ur S

und in diesem Beispiel aus Z; = 0,00617c¢m die Periodenlédngen zu

1 27,16cm  /cm LB

- ——— /— nach Boys

w \/ur S Y

1 1,5cm /em

= ’ — h Meyer-Pet 223
. = - nac eyer-Peter (223)
1 0,34

e Engelund-Hansen .

w Jur s

Mit Beobachtungen in Verbindung bringen lassen sich zu diesem Beispiel bei den
experimentell gemessenen Wanderungsgeschwindigkeiten am ehesten noch die Er-
gebnisse zu der Formel von Meyer-Peter, und zwar mit besonders steilen Riffeln.
Solche Riffel sind zwar der Sohlformation iiberlagert; doch dominiert wird diese

durch weitaus langere Diinen.

Offenbar liefert dieses Modell fiir die Entstehung periodischer Transportkorper Ergeb-
nisse, die zum Teil gegeniiber experimentell bestimmten Werten um Groflenordnungen
abweichen. So mag man fragen, ob hier ein Fehler im prinzipiellen Ansatz des Modells
liegt oder ob Fehler in der Wahl der Parameter vorliegen. Zunéchst wird gepriift, ob die
Ergebnisse mit dem Ansatz des Modells konsistent sind. Gegeniiber den experimentellen
Ergebnissen ergeben sich kiirzere Periodenléngen und hohere Steilheiten und so kleinere
Reynolds-Zahlen der Sohlform, als nach den Abschétzungen fiir die experimentell be-
stimmten Werte in 7.7. So ergeben sich nach Modell Werte, fiir die die Naherungsformel

(195) fiir den cy-Wert zuléssig ist.
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Die Uberlegungen aus den vorangegangen Teilabschnitten haben zu einem Modell gefiihrt,
nach dem die lokale Sohlschubspannung linear von der Ortsableitung des Gefélles abhéngt.
Diese Ortsableitung ist der Kehrwert der Sohlenkriimmung. Eine Abwandlung dieses
Modells in den dimensionslosen Konstanten wiirde sich in den Ergebnissen nicht wesentlich

unterscheiden.

Besondere Bedeutung kommt jedoch der dynamischen Viskositdt v des Wassers zu. Ex-
perimentell belegt ist eine Abhéngigkeit der Periodenléangen der Transportkorper von der
Temperatur des Wassers ([37] 5.2), die auf die Temperaturabhéngigkeit der dynamischen
Viskositét zuriickgefiithrt wird. Man mag fragen, ob eine hochkonzentrierte Sedimentkorn-
Wasser-Suspension nicht eine weitaus hohere dynamische Viskositéit als reines Wasser
besitzt. Ein um Groéflenordnungen hoherer Wert fiir v als der fiir Wasser ergébe fiir die
Periodenldngen und Steilheiten realistischere Werte. Dann werden fiir die Sohlform nicht
so hohe Reynolds-Zahlen angenommen, dass die Voraussetzungen des Modells nicht mehr

erfiillt werden. Hier besteht noch experimenteller Klarungsbedarf.
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8 Physikalische Experimente zum stationiren Trans-

portgleichgewicht

Durch physikalische Modellversuche miissen die aufgrund theoretischer Untersuchun-
gen in dieser Arbeit erlangten Ergebnisse nicht nur bestétigt, sondern dariiber hinaus
auch neu aufgeworfene Fragen geklart werden danach, wie der Geschiebetransport durch
Sohlenkriimmung und Quergefille beeinflusst wird. Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen,
dass neue, nur experimentell zu gewinnende Erkenntnisse wesentlich sind, um das statio-
nédre Transportgleichgewicht so zu beschreiben, dass auch die im Gleichgewicht oszilla-

torischen Vorgénge spéter durch numerische Modelle befriedigend erfasst werden kénnen.

Ein in 8.1 vorgeschlagener Modellversuch, um die Ergebnisse fiir das eindimensional-
tiefengemittelte Transportgleichgewicht, insbesondere das in 5 berechnete Sohlenprofil
und asymptotische Gefille fiir schubspannungsbestimmte Transportformeln, zu iiberprii-
fen, orientiert sich im Aufbau noch sehr an klassischen Modellversuchen. Messgrofien
sind hier im wesentlichen der Wasserstand h und die technisch inzwischen ebenfalls leicht
zugangliche Sohlhohe z. Technisch immer noch nicht befriedigend gelost ist hingegen die
Messung von Frachtraten. Diese miissen jedoch gemessen und verglichen werden, um
den Einfluss eines Sohlquergefilles aus den Transport zu untersuchen. Hierfiir wird in 8.4

eine fiir hydromechanische Modellversuche neue, differentielle Messtechnik vorgeschlagen.

Sedimente unterschiedlicher Korngréflen verhalten sich beim Transport wie eine eigene
Phase. Insbesondere werden sie entmischt. Um solchen Mehrphasenphénomenen, die in
dieser Arbeit iiberhaupt nicht diskutiert werden, vorzubeugen, sollte bei allen Versuchen

zunéchst mit Einkornsediment gearbeitet werden.

Andererseits hangt, nach den Ergebnissen dieser Arbeit, bei konstanter Breite die Form
der Sohle im Gleichgewichtszustand nur iiber den Widerstandsbeiwert von der Korngréfie
ab. Somit diirften nur geringe Verunreinigungen des, zwecks schnellem Erreichen des
Gleichgewichtszustandes, groben Materials durch feine Sedimente die Ergebnisse nicht

wesentlich verandern.
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Abbildung 71: Schema eines Versuchs zur experimentellen Validierung der Ergebnisse fiir ein
gekoppeltes Transportgleichgewicht bei stationédr-ungleichférmigem Abfluss. Geregelt werden
ein konstanter Zufluss und eine konstante Feststoff-Zugaberate. Begonnen wird auf einer glatten,
horizontalen Sohle (oben). Der Ausfluss iiber eine Kante stellt sicher, dass dort die kritische
Wassertiefe hy erreicht wird. Auch der Absatz vom Feststoff hinter dieser Kante wird ermoglicht

(mitte). Transportgleichgewicht besteht, sobald die Rate der Feststoffabfuhr die der Zufuhr

erreicht hat (unten).
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8.1 Versuch zur Validierung des eindimensionalen Modells

Abb. 71 zeigt schematisch Aufbau und Ablauf eines Versuches, an dem ein stationéres
Transportgleichgewicht bei stationédr-ungleichférmigem Abfluss beobachtet werden soll,
um die Ergebnisse zu dem in dieser Arbeit untersuchten eindimensional-tiefengemittelten
Modell zu untersuchen. Geregelt werden an einer Modellrinne konstanter Breite die
Wasserzufuhr und die Sedimentzugabe. Der Einlauf muss auch bei zunehmender Auflan-
dung erlauben, den konstanten Durchfluss und die konstante Rate an Feststoff zuzuleiten;
denn erst durch die Auflandung (Abb. 71 mitte und unten) stellt sich ggf. das Gleichge-
wichtsgefélle ein. Am Auslauf wird stets die kritische Wassertiefe erreicht. Der Versuch

wird bewusst nicht auf Normalabfluss hin geregelt! Messgrofie ist im wesentlichen das

Sohlenprofil.

Bestatigt sich die These dieser Arbeit eines eindeutig nur durch den Widerstandsbei-
wert festgelegten Sohlenprofils bei einem schubspannungsbestimmten Transportgleichge-
wicht, gibt es zu einem einmal eingestellten und konstant gehaltenen Abfluss nur eine
Feststoffzugaberate, bei der sich {iberhaupt ein stationédres Gleichgewicht einstellt. Selbst

wenn Ein- und Austrag gleich sind, muss noch kein Transportgleichgewicht erreicht sein.

Wird in einem solchen Versuch iiberhaupt eine langfristig stabile Sohlform erreicht?
Hinweise hierauf geben bereits bisherige Laborversuche am Institut fiir Wasserwesen
der Universitat der Bundeswehr Miinchen, in denen nicht, wie urspriinglich geplant, auf
Normalabfluss geregelt worden ist. Dennoch stellt sich in solchen Versuchen ein Trans-

portgleichgewicht ein.

Abb. 72 zeigt die Ergebnisse zweier Versuche unter gleichen Parametern der bereits 5.8
beschriebenen Versuchsreihe an einem Modell fiir einen Abschnitt der Weissach. Am
17.10.2002 ist ein Versuch vom 09.07.2002 wiederholt worden. Bei dieser Wiederholung
hat sich kein stabiler Normalabfluss einstellen lassen offensichtlich deshalb, weil sich im
Sohlenprofil Transportkorper derart ausgeprégten, dass lokale FlieBwechsel eingetreten
sind. Das zeigen die aufgenommenen Pegelstédnde. Beide Versuche zeigen auch in Hinblick

auf ihren zeitlichen Verlauf vergleichbare Frachtraten (Abb. 72 unten).
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Abbildung 72: Versuch mit stationdr-ungleichférmiger Spiegellinie am Weissach-Modell.
Versuchsdaten: d,, = 0,65mm; I = 0,006; @ = 301/s. Oben: Pegelstinde wéihrend und Soh-

lenprofil am Ende der Versuche. Unten: Zeitlicher Verlauf des Transports.

Demnach sind fiir die vorgeschlagenen Versuche zu stationér-ungleichformigem Abfluss

lange Versuchsrinnen wesentlich. Um Gefille zu berechnen,

muss das gemessene Soh-

lenprofil stark gelittet werden. Die Grafiken zu den Sohlenprofilen in Abb. 72 mitte

zeigen wie sich eine Glattung der in Abstdnden von 5cm aufgenommenen Messwerten

iiber jeweils 16 solcher Messwerte auswirkt. Die Hydraulik reagiert offenbar weitaus

empfindlicher auf lokale Gefélleinderungen als das Transportgleichgewicht. Demnach

versprechen die vorgeschlagenen neuen Versuche bei stationar-ungleichférmigem nur Erfolg,

wenn zunéchst die Bildung von Transportkorpern , die in ihrer Grofle Riffel iibersteigen,

weitestgehend vermieden wird.
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In Versuchen, bei denen sich keine langfristig stabile Sohlform einstellt, — Von Transport-
korpern wird hierbei abgesehen. — stellt sich die Frage nach einer im langen Zeitmittel
stabilen Sohlform. Bei oszillatorischem Gleichgewicht schwankt der Austrag trotz kon-
stanter Zugabe. So wird in diesem Fall nur das langzeitige Mittel des Austrages dem
Eintrag entsprechen. Offen bleibt allerdings wie sich die Frachtraten mit sowohl hoher

zeitlich als auch mengenméfig ausreichender Auflésung messen lassen.

8.2 Der Kippsohlenversuch zur Kliarung des Einflusses einer

Sohlenquerneigung auf die Transportrate

Um zu kléren wie sich ein Neigung der beweglichen Sohle quer zur Flie- und Transport-
richtung auf die Transportrate auswirkt, werden Versuche notwendig mit einer Rinne, in
der sich die Sohle quer zur Fliefls- und Transportrichtung neigen lésst. Schwierig dabei
ist, dass die Sohle wahrend des Transportvorganges dazu tendiert, sich im Mittel wieder
zu ebenen. Neigungen quer zur Flieirichtung gibt es im stationdren Gleichgewicht ja nur

bei den periodisch-oszillatorischen Vorgéngen.

Abb. 73 zeigt schematisch Ausfithrungen des Kippsohlenversuchs. Da eine in Querrichtung

geneigte Sohle zu entlang dem Querschnitt unterschiedlichen Wasserstédnden iiber der

Sohle fiithrt, wird in einer schmalen Rirgle mit vergleichsweise hohem Wasserstand h
z

gearbeitet, damit die relative Anderung e entlang des Querschnitts gering bleibt.

Dieses Verhiltnis gibt eine untere Grenze der relativen Auflésung, mit der Anderungen
der Transportrate signifikant sind. Da Az linear im Quergefélle ist, wéchst diese relative
Auflésungsgrenze linear mit dem Quergefille. Zuverldssig nachweisen lédsst sich dem-
nach nur eine Abhéngigkeit der Transportrate vom Quergefille, wenn diese superlinear
mit dem Quergefille wiachst oder fallt. Diese Einschrankung entfdllt, wenn mit den
sedimentologischen Parametern in einem Bereich gearbeitet wird, in dem die Transportrate
linear proportional zum Wasserstand h ist. In diesem Fall kann davon ausgegangen
werden, dass der Mehr-Transport am dem Ende mit htherem Wasserstand ausgeglichen

wird durch das Weniger an dem Ende mit geringerem Wasserstand.
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Abbildung 73: Ausfiihrungen des Kippsohlenveruchs. Grundsétzlich wird in einer schmalen
Rinne gearbeitet, in der der Wasserstand h hoch ist im Vergleich zu dem Hohenunterschied
Az zwischen den Kanten der geneigten Sohle. a) und b): Eine ebene und eine in Querrichtung
geneigte Sandsohle lassen sich durch geeignetes Abziehen gewinnen. Mit diesem Verfahren lédsst
sich die Transportrate jedoch nur iiber kurze Zeitrdume vergleichen, weil sich im Verlauf des
Versuches die geneigte Sohle horizontal ausrichtet. ¢) Ein qualitativer Vergleich zwischen der
Transportrate einer in Querrichtung ebenen und einer in Querrichtung geneigten Sohle wird
moglich, indem eine Sandsohle oberstrom gerade und unterstrom nach einem stetigen Ubergang
quer geneigt abgezogen wird. Je nachdem, ob es unterstrom zu Auflandung oder Erosion kommt,
ist die Transportrate kleiner bzw. grofler als oberstrom. d) Langzeitversuche erméglicht die
Kippsohle, indem der Trend zur Selbstebnung einer anfangs geneigten Sohle durch Gegenkippen
ausgeglichen wird.. Nur schwierig ldsst sich eine Kippmechanik vor Sand schiitzen. Deshalb sollte

hier mit moglichst grobem Geschiebe gearbeitet werden.

Nach Meyer-Peter ist die Einsteinsche Transportintensitit ® = (F.* — F.*.)*2. Die Ab-
it 3 (1N [, Eeddn
itung — = = —_—
e T T 2V v, i

Abb. 74) Da F,*, < 1 gilt, kann hierfiir

1—

wéchst fiir groBe Al nur langsam. (Grafik

/

2h1

dp, 5 )
erweisen sich Verhéltnisse 0 < Z[ zwischen mafigebendem Korndurchmesser d,, und

< 1 angesetzt werden. Mit ¢ ~ 1,6

Wasserstand h als giinstig fiir diese Versuche.
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/ ST h guenstiger Bereich
f 2 3

Abbildung 74: Dimensionslose Transportintensitéit ® (gestrichelt) nach Meyer-Peter als Funk-
tion ® = ®(h) im Wasserstand h in Metern und deren Ableitung bei einem Gefélle I = 0,001

und einem mafligebendem Korndurchmesser d,, = 3 mm.

Wird eine quer geneigte Sohle zu Beginn eines Versuchs hergestellt, indem entsprechend
abgezogen wird, kann nur iiber kurze Zeit gemessen werden, bis sich die Sohle ebnet. Da
die Transportrate iiber lingere Zeitraume gemittelt gemessen wird, kann diese dann auch
nicht einem Quergefille zugeordnet werden. Nahe liegt daher, den Versuch so aufzubauen,
dass die Sohle wéahrend der Versuchsdauer nachgekippt wird. Die Mechanik hierfiir muss
jedoch vor Sand geschiitzt werden. Hierzu lassen sich die Spalte zwischen den Seiten
der gekippten Kippsohle und den Versuchsrinnenwénden abdichten. Besonderen Schutz
bietet jedoch Geschiebe, das so grob ist, dass es durch diese Spalte nicht mehr hindurch
passt.

Eher in einer experimentellen Arbeit ldsst sich klaren ob trotz dieser Forderung noch
hinreichend gut aufléosbare Transportraten erzielt werden. Zwei gleichartig gebaute Ver-
suchsrinnen verhalten sich im allgemeinen hydraulisch so verschieden, dass nicht gleich-
zeitig mit einer Versuchsrinne zur Referenz mit ebener und einer zweiten Rinne mit
gekippter Sohle gemessen werden kann. Deshalb werden Referenz- und Kippversuch in
einer Versuchsrinne nacheinander ausgefiihrt. Um die Ergebnisse zu vergleichen, miissen

beide Male absolute Frachtraten gemessen werden.
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8.3 Der relative Volumenanteil transportierten Geschiebes

In welcher GroBenordnung liegt der zum Abfluss relative Volumenanteil transportierten
Geschiebes?

Sei Q) der (mittlere) Abfluss pro Sohlenbreiteneinheit. (Wie gp trigt er die physikalische

Li 2
Dimension anie .) Im Rechteckgerinne gilt @p = hv. Bei Normalabfluss im breiten
ei

8
Rechteckgerinne folgt aus dem quadratischen Flielgesetz Qp = \/; \Vgh3l.

8 h
Die Chézy-Konstante C'openy = \/; ist Funktion des Quotienten ¢ = T Als Potenz-

Néherungslosung lautet sie Copeny ~ ¢1¢™ mit ¢; = 5,03 und ¢, = 0,268 ([40], 3.2.2 GI.
3.24, S. 26). So folgt

Qp = a(® \/gh’l. (224)
Mit der Volumentranportrate gz = \/g0'd,n°® pro Sohlenbreiteneinheit ergibt sich fiir

q) /
das gesuchte Verhaltnis 95 allgemein 9B _ fite* [Q
B QB caa VI
1 C I 3/2
Mit F,*, ~ 20 ist nach Meyer-Peter & = (_/ _ Fr*c) .
0

So folgt schliefllich mit ¢ ~ 1,6 fiir Silikat in Wasser

a C%Jrcz o (CI - )3/2 _ C-1,768 (5<I - 1)3/2 (225>
QB a VI\g ¢ BIVIN 2 5 '

Graphisch dargestellt wird dieses Verhéltnis in Abb. 75. Die Verhéltnisse liegen zwischen
wenigen p.p.m (‘parts per million’) und hochstens wenigen Promillen. Eine hohe Trenn-
leistung fordert also die Technik zur Messung der Frachtraten . Sehr schwer wére eine
Dichtednderung des gesamten Wasser-Geschiebe-Gemisches zu messen. Auch diese ldge

nur im p.p.m- bis Promille-Bereich.
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I = @.a3

1= n.a2
1 =n.a1

1 = B.085 ]
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Abbildung 75: Das Verhéltnis Geschiebe-Volumenfrachtrate zu Abfluss nach (225) fiir die Formel

h
von Meyer-Peter als Funktion a5 _ 45 (d) unter Annahme eines Potenzgesetzes fiir den
m

Qs Qs

Widerstandsbeiwert A bei Normalabfluss. Die durchgezogenen Graphen beziehen sich jeweils
auf feste Gefélle von einem Halben Promille bis zwei Prozent. Gestrichelt ist die Kurve, entlang

der die Maxima verlaufen.

Um die Transportrate iiber Dichten zu messen, miissen Fluss und Dichte einer mit
Sediment angereicherten Suspension gemessen werden. (Zum praktischen Einsatz siehe
[55], 4.1 und 4.2, S. 43-49.) Wesentlich dabei ist, dass die Variabilitdt der Dichte nicht
die (z. B. elektrisch-induktive) Messung des Flusses beeintréichtigt.

Der Anreicherung der Suspension mit Geschiebe liegt ein physikalischer Trennvorgang
zugrunde, etwa durch Filtration oder Sedimentation. Um aus der Geschiebefracht in der
angereicherten Suspension die Gesamtfracht zu bestimmen, muss das ‘Einfangverhéltnis’
bei der Anreicherung bekannt sein. Dieses ist im allgemeinen nicht 1:1, weil ein Teil
des Geschiebes durch Filter nicht zuriickgehalten wird oder das Absetzbecken passiert.
Hierdurch kommt es zu relativ hohen Messfehlern. Aus verschiedenen Versuchen lassen

sich nur schwer absolute Frachtraten vergleichen.

Versuche lassen sich jedoch auch so aufzubauen, dass ein Referenzversuch gleichzeitig
ablauft. Frachtraten werden differentiell bestimmt, indem z. B. das in zwei Absetzbecken
sedimentierte Geschiebe differentiell gewogen wird. Allgemein sind dafiir zwei Rinnen
erforderlich, die sich wieder zu sehr in ihren hydraulischen Eigenschaften unterscheiden

konnen.
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8.4 Die differentielle Messung von Transportraten

Um auch kleine Anderungen der Transportrate zu messen, die weder auf Anderung der
Kornzusammensetzung noch auf Anderung des Abflusses beruhen, bietet sich die in Abb.

76 schematisch dargestellte differentielle Frachtratenmesstechnik an.

Q0N

Abbildung 76: Die differentielle Messung einer Transportrate durch ein symmetrisch
geteiltes Gerinne. Die unbewegliche Trennwand muss die Sohle zwar teilen, darf aber
vom Wasser iiberstromt werden. Um den Einfluss einer Sohlenquerneigung auf den Trans-
port zu messen, muss jede Sohlhélfte zwischen den gestrichelten Linien individuell zu
kippen sein. Das aus beiden Hélften abtransportierte Sediment wird vermischt iiber einen
Feststoffsuspensionspumpenkreislauf an den Einlauf zuriick geleitet. Kritisch ist die symme-

trische Riickgabe auf beide Gerinnehélften.

Messtechnisch leicht zugénglich ist heute das Sohlhchenprofil. (Zu praktischem Einsatz
elektrokapazitiver Profilaufnahmeverfahren siehe [55] 4.2.7, S. 53-55, zu sonographischen
Verfahren [18] 111.3.4.2, S. 66 ff.) Recht schwierig ldsst sich hingegen abtransportiertes
Sediment bei laufendem Versuch abfangen und auswiegen. So bietet sich an, die Messung
der Differenz von Frachtraten auf den Vergleich von Sohlhéhenprofilen zuriickzufiihren.
Moglich wird das, indem man durch solche Differenzen der Frachtraten Auflandung oder

Erosion herbeifiihrt.

Der Differentialrinne liegt der Gedanke zugrunde, die Sohle symmetrisch durch feste
Einbauten in einen Versuchs- und in einen Referenzbereich zu teilen. Aus beiden Sohl-
hélften abtransportiertes Geschiebe wird am Auslauf vermischt abgefangen und iiber
einen Feststoffkreislauf (Zum technischen Aufbau siehe [55] 4.2.3, S. 46-47.) riickgefiihrt
und auf die gesamte Gerinnebreite gleichverteilt am Einlauf zugegeben. Werden jeder
Versuch doppelt ausgefiihrt und dabei Versuchs- und Referenzbereich vertauscht, lésst

sich die hier sehr kritische Symmetrie der Zugabe validieren.
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Werden die trennenden feste Einbauten vom Wasser iiberstromt, darf davon ausgegangen
werden, dass beide Sohlhélften den gleichen hydraulischen Bedingungen unterworfen sind.
Durch Einbauten, die auch den Wasserstrom trennen, lassen sich hingegen Phénomene

untersuchen, bei denen auch eine Riickkopplung auf die Hydraulik mit einflieen soll.

Diese Messtechnik birgt den Vorteil, dass Erosion auf der einen Sohlhélfte jeweils zu Auf-
landung auf der anderen fiihrt. Das bringt aber auch den Nachteil, dass sich die Sohlhélfte
zur Referenzmessung verdndert. Entscheidend ist jedoch, dass sich das Leckverhéltnis
beim Auffangen des abtransportierten Sediments sowohl auf die Referenz- als auch auf

die Versuchsrinnenhilfte auswirkt. Damit verfélscht es den Vergleich nicht.
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Als Ergebnis dieser Arbeit zu vertretende Thesen

. Transportkorper, alternierende Kolke und Bénke sowie der Méaander sind in der

Natur beobachtete oszillatorische Vorgénge im stationér-eindimensionalen bzw. mehr-
dimensionalen Transportgleichgewicht. Sie lassen sich nicht durch lineare Modelle

mit Transportformeln beschreiben, die nur in einer Dimension validiert worden sind.

. Speziell Transportkorper (Riffel und Diinen) lassen sich in einer Raumdimension

nur durch ein nichtlineares Modell beschreiben.

. Das Langsprofil und das asymptotische Gefélle der Sohle im Rechteckgerinne kon-

stanter Breite bei stationdrem schubspannungsbestimmtem Transportgleichgewicht

héngen nur von dem Widerstandsbeiwert ab.

. Bei noch instationdrem Transport in Néhe des stationédren Gleichgewichtes verhalt

sich schubspannungsbestimmter Transport diffusiv, d. h. wie die Warmeleitung,

flieBgeschwindigkeitsbestimmter Transport dagegen advektiv, d. h. oszillatorisch.

. Im stabilen Querprofil ist die FlieBquerschnittsfliche proportional dem Produkt

Minimaltiefe mal Rektifikation des Querprofils der geschiebefithrenden Sohle.
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10

Zusammenfassung einiger Formelergebnisse

. Transportgleichgewicht in offenen Gerinnen mit beweglicher Sohle und konstanter

Sohlenbreite impliziert
bqp = const

Speziell fiir das Transportgleichgewicht bei schubspannungsbestimmten Transport-
gesetzen im Gerinne konstanter Breite bei stationédr-ungleichférmigem Abfluss gilt

zwischen Wasserstand h und Gefille I das Reziprozitétsgesetz (54)

Fiir die stationédre Spiegellinie im offenen Rechteckgerinne konstanter Breite im
Transportgleichgewicht der beweglichen Sohle gilt die allgemeine Differentialglei-

chung (65)
dh  soh® — (A\/8)h,”

dx h3 — hy®

Bei konstantem Widerstandsbeiwert A lautet die implizit geschlossene Losung (91)
zu (65)

4hy (h**—1/x"
g ( /X + 2 arctanh (h*\/x*) +

T A\ Ve

h
mit h* = % bei der Anfangsbedingung h(0) = h,. Die Konstante x* wird

log \X*h*2 -1
X&3/2

numerisch bestimmt zu y* ~ 0, 727639715,

Folglich stellt sich bei konstanter Breite und stromendem Zufluss an den Querschnitt
x = 0 mit der kritischen Wassertiefe h(0) = h, ein asymptotischer Wasserstand h

bei einem asymptotischen Gefille I, nach (97) mit

hy XA
hoo = \/F ~ 1, 17hg und IOO = X*3/2 ~ g

im Transportgleichgewicht ein. Im Querschnitt z = 0 wird das Gefélle [p = —
X

angenominen.

Néherungsweise lasst sich eine Senkungslinie bei schubspannungsbestimmtem Trans-

portgleichgewicht im Rechteckgerinne konstanter Breite schreiben als (103)
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h(z) S [# 1 i o 3 a\°
h (@) “3( 7% 2) T (10 hg)

bei einer Grenztiefe hg.

Fiir die stationére Spiegellinie im offenen Rechteckgerinne verénderlicher Breite
im Transportgleichgewicht der beweglichen Sohle gilt allgemein die Differentialglei-
chung (74) dh (b/bo)su(x)h* — (A/8)h,’

da (b/bo)h® — h,’ ’

wenn an Querschnitten mit der kritischen Wassertiefe h, die Breite by angenommen

1 o N\ 2/3
wird. s, = $,(x) bezeichnet nach (73) die Funktion s,(z) = Ve (ggi’) :
g

Bei dem Vorgang des Einstellens eines Normalabflussgefilles vor dem Erreichen

eines Schubspannungsgleichgewichtes gilt (119) analog zur Warmeleitungsgleichung

ors L dh® d® |gd, 0 I% g dh®  dgg  O*I
ot "dl dF*\ ¢ or2 " dl  d(hl)  Ox?

fiir die Abweichung 7 vom Normalabflussgefille in Gerinnen konstanter Breite.

In Néhe des Transportgleichgewichtes gilt fiir flieBgeschwindigkeitsbestimmte Trans-

portformeln eine nichtlineare Advektionsgleichung (123)

= 0,5 (1+ 65—

orA dra dr®
ot dx dx

fir die Abweichung I* vom Normalabflussgefille mit

d® [ h,\* h2
©1 = 4h <—g) (8dn)*d 53

d(v?) \ h h3 — h,*
2 (hy\ K3 —hy®
O = ﬁ(%)T

bei einer Grenztiefe h,.
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11 Symboltabelle

Die Notation fiir den Abschnitt 7 oriertiert sich weitestgehend an der der Aufsidtze und
des Buches von Zanke. Um diese durch weitere Symbole zu ergénzen und Kollisionen mit
bereits eingefithrten Symbolen oder Standardkonventionen zu vermeiden, sind einige der

Symbole durch ein Subscript ergénzt worden.

Symbol Bezeichnung Dimension

A FlieBquerschnittsfléiche, [Linge?|

soweit ad hoc nicht anders eingefiihrt

b Breite des Gerinnes [Lange]
bo Breite eines Rechteckgerinnes ortlich verdnderlicher

Breite in dem Querschnitt, an dem die kritische

Wassertiefe h, erreicht wird [Lénge]
C Integrationskonstante
8
Ochézy Chézy—Konstante Oc’hézy = \/;
c kritische FlieBgeschwindigkeit,
" TN Lénge
Oberflichenwellengeschwindigkeit ¢ = \/gh Zoit
ei
A, mafgebender Korndurchmesser [Lénge]
Dyt Kriimmungsdurchmesser der Transportkorper [Lénge]
M L
Fq Gewichtskraft einer Sdule Sedimentkorner {%}
ei
F, Froude-Zahl F, = Y [dimensionslos]
c
hI
F.r Feststoff-Froude-Zahl F,.* = — y [dimensionslos]
0'm

F,*, kritische Feststoff-Froude-Zahl [dimensionslos]
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. Léange
g Schwerebeschleunigung —
Zeit
h Wasserstand iber der Sohle = Wassertiefe [Lange]
h
h*  dimensionsloser Wasserstand tiber der Sohle h* = — [dimensionslos|
g9
h Wasserstand im Gleichgewichtszustand, [Lénge]
Wasserstand im ungestorten Gerinne [Lénge]
h®  Wasserstandsabweichung durch Nichtgleichgewicht [Lénge]
ht  Wasserstands-Stérgrofe [Lénge]
he  im Punkt x der Breite b = b(x) entsprechende
b
kritische Wassertiefe h, = {/ 30 hyg [Lénge]
h,  Normalabflusstiefe [Lénge]
hy,  kritische Wassertiefe, bei variabler Breite fiir b = by [Lénge]
hmin  minimale Wassertiefe im Bereich | — x x| des gestorten Abflusses, [Lénge]
minimale Wassertiefe im Schnitt quer zur Fliefrichtung [Lange]
he  asymptotischer Wasserstand bei ungleichformigem Abfluss [Lénge]
Gefiille des offenen Gerinnes in Fliessrichtung [dimensionslos|
- Gefiille in z-Richtung [dimensionslos|
I, Gefiille in y-Richtung [dimensionslos|
Ir  Energiegefille [dimensionslos|
Ir  Reibungsgefille [dimensionslos|
I Gefiille im Gleichgewichtszustand, [dimensionslos|
Gefille im ungestorten Gerinne [dimensionslos|
I Gefilleabweichung durch Nichtgleichgewicht [dimensionslos|
I+ Gefille-Storgrofie [dimensionslos]
»n  Normalabflussgefille [dimensionslos|
s«  asymptotisches Gefille bei Transportgleichgewicht
und ungleichféormigem Abfluss [dimensionslos|
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l Ortskoordinate in Fliessrichtung in Abschnitt 7 [Lénge]
L (Perioden)Lénge der Transportkorper [Lénge]

: . . . . Masse
mg  Massefracht je Zeit- und Breiteneinheit —_—
Lange - Zeit |
. . . . [ Liinge” ]
g transportiertes Sedimentvolumen (incl. Hohlraume) Zoit
ei
:L" 27
q5 transportiertes Sedimentvolumen in z-Richtung ;nie
ei
=L.. 27
q%  transportiertes Sedimentvolumen in y-Richtung ;n,gte
ei
alle ¢ jeweils je Zeit- und Breiteneinheit
Li 3
Q Abfluss (Volumen pro Zeiteinheit) Q = Av [ ;nie }
ei
Li 2
®@p  Abfluss pro Sohlenbreiteneinheit [ ;ngte }
ei
Rer Reynolds-Zahl eines Transportkorpers [dimensionslos|
s Dicke der bewegten Sedimentschicht [Lange]
s Rektifikation (Lénge) der Sohloberfliche in Querrichtung [Lénge]
So konstantes Produkt aus Gefille I und Wasserstand A bei
Schubspannugnsgleichgewicht im Gerinne konstanter Breite [Lénge]
sy in 4.2 durch (73) definierter Term [Lange]

Zeit
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o . [Linge
us  Geschwindigkeit der Korner _
| Zeit |
Li
ur  Wanderungsgeschwindigkeit der Transportkorper ;n.ige
ei
e
u*  Schubspannungsgeschwindigkeit v* =+/ghl = - an.ge
\/ ow | Zeit |
" inge]
v Fliessgeschwindigkeit des Wassers an'ge
| Zeit |
x  Ort in Fliessrichtung, [Lange]
reduzierter Ort durch Elimination der Zeit
mit der Wellengleichung (z = x¢ + urt)
xo  Ortskoordinaten-Nullpunkt, [Lénge]
der sich als Integrationskonstante ergibt
' Lauf- und Integrationsvariable, [Lange]
falls Grenzen Terme in x sind
y  Wandabstand = Ortskoordinate quer zur Fliefirichtung [Lénge]
Yo  Nullpunkt der Ortskoordinaten quer zur Fliefrichtung, [Lange]
der sich durch Integration nach
Trennung von Ortsdifferentialen ergibt
y"  Lauf- und Integrationsvariable, [Lénge]
falls eine Integrationsgrenze Term in y sind
7y Term in den Differentialgleichungen zum Transportkérpermodell [Lénge]
z  Hohe der Sohle [Lange]

(iiber einem Koordinatensystem-Nullpunkt in der Sohle)
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Hier nicht aufgefiihrte griechische und kyrillische Symbole, insbesondere die Buchstaben

a, [ und v, werden mit wechselnder Bedeutung kontextbezogen ad hoc eingefiihrt.

B Platzhalter fiir eine der Grolen 7, F,." oder n in Abschnitt 7

by lokal wirksamer Anteil der durch b vertretenen Grofe.

A ggf. indiziert, ad hoc fiir Differenzen
A Laplace-Operator

*

F,
17 in Abschnitt 7 Sohlenbelastungzahl n =

- [dimensionslos]
. Lénge
©; Termzusammenfassung in 5.7 :
Zeit
©, Termzusammenfassung in 5.7 [Lange]
r  ad hoc als Exponent kontextbezogen
A Widerstandsbeiwert [dimensionslos]
Ao konstanter Anteil eines [dimensionslos]
verdnderlichen Widerstandsbeiwertes
v dynamische Viskositéit (des Wassers)
=  Substitutionsvariable
¢ Quotient £ = w [dimensionslos]
in der dimensionslosen Darstellung (32)
der Losung zur Bresse-Gleichung
M
0w Dichte des Wassers (bei Zanke ) "asse?)
Lénge
M
0s Dichte der Sedimente “a—sseé
Lénge

o' relative Dichte der Sedimente im Wasser [dimensionslos]
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T Schubspannung des Wasserkorpers iiber der Sohle
Tes¢ effektive Schubspannung an der Sohle in Abschnitt 6
To lokal wirksamer Anteil der Schubspannung 7 in Abschnitt 7
Te kritische Schubspannung
o Transportintensitit, gg = ®\/go'dp’ [dimensionslos]
(griech. Chi) Funktion, aus der x* bestimmt wird
x*  numerische Konstante aus 5.1 [dimensionslos]
.. . 1
w Transportkdrperperiodenzahl [ }

Lénge
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Mathematischer und experimenteller Anhang

Fiir eine nicht differenzierbare Gerinnebreite b ist die Integraldarstellung (13) der stationéren
Spiegellinie A nicht mehr zu einer Differentialgleichung dquivalent. So lassen sich Aussa-
gen zur Existenz einer Losung b zu (13) unter solch allgemeineren Voraussetzungen nicht
mehr aus den Existenz- und Eindeutigkeitssétzen fiir gewohnliche Differentialgleichungen
gewinnen. Integrale konnen als Abbildungen auf geeigneten Funktionenrdumen aufgefasst
werden. Uber die Fixpunktsitze der Analysis lisst sich so die Existenz von Losungen zu

Integralgleichungen zeigen.

Uber die Integraldarstellung (25) der Spiegellinie zwischen zwei Querschnitten mit sym-
metrischen hydraulischen Zustdnden aus 2.3 lassen sich aus geeigneten Messdaten auch
Widerstandsbeiwerte zu stationér-ungleichformigem Abfluss bestimmen. Zu einem Modell-
versuch einer rauhen Rampe am Institut fiir Wasserwesen der UniBwM wird erldutert,

wie dabei vorgegangen wird.

Nachdem bislang oft nur die Richtigkeit von Losungen in dieser Arbeit vorgestellter Dif-
ferentialgleichungen verifiziert worden ist, stellt sich die Frage, wie solche Losungen durch
Integration gewonnen werden. Um die Présentation der Ergebnisse nicht durch die teils
etwas aufwendigeren Rechnungen zur ihrer Herleitung zu belasten, sind diese Rechnungen
in den zweiten Abschnitt ausgelagert worden. Geachtet worden ist hierbei darauf, dass die

Arbeit auch ohne die in diesen Anhang ausgelagerten Rechnungen logisch schliissig bleibt.



Al 193

A Zur mathematischen Klassifikation der partiellen

Differentialgleichungen

A.1 Zu den Flachwassergleichungen (6)

Die Flach leich oh
ie Flachwassergleichungen (6) n + div(hi) = 0

Ohv, N Ohv,v, N I(hv? + gh?/2)
ot dy ox
Ohw, N dhvgv, N d(hv; + gh?/2)
ot or dy

= gh(I —Ir)
lassen sich iiber

oh oh ov oh ov )
= — L p== 4 p=Y
0 = ¢ Ty, Thagy T g, Thg,

oh n h@vm

Vp——
ot

ot

UU(’)h
mya

vy

+ hvya + hvy,—=

vy

v,
dy

(226)

+ o+

(v +gh)— + 2hv,

ox %

oh ov
gh(l = 1Ir), = v,5 +h—gt
Oh 0V, v,
U$0y8_+hy8x + hv, 8:6
+ (02 + W1 L o, 20
&5y By )

auf ein System dreier partieller Differentialgleichungen erster Ordnung in den Funktionen

h, v, und v, reduzieren.

oh
Gilt vy, v, # 0, ist die Kontinuitétsbedingung 5 + div (ht)) = 0 dquivalent zu

oh  ,oh v, Oh du,
0 = UIE + U$8—$ + hvx a + Umvya + hfux ay (227)
oh oh dv, L0k dv,
_ 99
0 vyat+vxvya + hv, Vo + v v oy +hy6’y (228)

Indem (227) bzw. (228) jeweils von der Impulsgleichung fiir die - bzw. y-Richtung
subtrahiert wird, ergibt sich das zu den Flachwassergleichungen (6) und (226) aquivalente

Gleichungssystem
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O—%—%v@—%h%—%v@—l—% \
Ot " Ox ox Yoy dy
0, oh v, v,
gh(I —1Ip), = h T + gha— + hv,— Ee + hvy—— Jy > (229)
Oy, oh vy vy
gh(l —1r), = h—' + ghay + hop L+ o, vy J

Da die mit (227) bzw. (228) eliminierten Terme im Fall v, = 0 bzw. v, = 0 ohnehin
entfallen, stellt die Voraussetzung bei Umformung der Kontinuitéitsbedingung zu (227)

bzw. (228) keine Einschriankung fiir die Aquivalenz von (229) zu (6) dar.

Mit
h 0 1 00
i=|wv |, F=|gh(I-Ip), |, Av:=| h h 0
v gh(l — Ir), h 0 h
und
v, h 0 vy, 0 h
A, = gh hu, 0 , Ay = 0 hv, O
0 0 huy gh 0 Iy,
([54] 8.3 (8.51) S. 324) besitzt (6) die Matrixdarstellung
Ay )%%4 (@ )ZZ+Ay(a)g—z _ P (230)

Da die Matrizen A;, A, und A, von der Losung @ abhéngen, ist das System partieller
Differentialgleichungen nur quasi-linear ([12], Abschnitt 2, S. 35-54).

Da zu (v — A)(hv — A) — gh® = A* — Av(h + 1) + h(v? — gh) fiir die Diskriminante

D = U heh ) = vﬂ{(h+1)2+h(@_1)]

4 4 v?
1)2 242h+1—4 2_2h+1
> 02((h+ ) _h) _ U2h + 2h + h _ UQh h+
4 4
vi(h —1)2
T > 0

gilt, besitzen die charakteristischen Polynome
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B = (=X =X(h=A)
Py(A) = (hvy = N)[(ve — A)(hv, = A) — gh’]
Py(\) = (hv, = A)[(v, = \)(hvy — \) — gh?]
durchweg ausschlielich reelle Losungen. Doch fallen fiir A; und A, zwei Eigenwerte zu-

sammen. Demnach sind die Flachwassergleichungen (6) zwar hyperbolisch, jedoch nicht

streng hyperbolisch.

Folglich sind Losungen zur den Flachwassergleichungen (6) im allgemeinen nicht beliebig
oft differenzierbar im Gegensatz zu Losungen streng hyperbolischer Systeme. ([33] Lectures
I, IT und IV, Ubersicht in der Einleitung zu [34]) Entsprechendes gilt auch fiir die im

allgemeinen nur einmal schwach differenzierbaren Losungen zur stationédren Spiegellinie.

In einer Raumdimension = ergeben sich speziell die Flachwassergleichungen zu

0 = Dy O 0 \
~ ot Ve T "or
ov oh ov
oh 5 Oh ov
0 = UE + v 9z + h .
= (231)

ov oh ov
gh(l —Ir) = h— + gh% + hv£

B ov oh o Oh
ov oh
ha—va+(0+c)(v—0)% )

2
mit der kritischen FlieSgeschwindigkeit ¢ = v/gh. Aus h = < folgt
g

dh 2¢% de dc
— = == = 9h—=. 232
“dt e di h (232)
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d
Auf den Charakteristiken d—j = v+ ([26], §103 (103.1) S. 391, hier analog fiir die
Gasdynamik) folgt aus (231)

_ ov oh oh
gh([ — IF) (231) ha — UE + (U + C)(U - C)%
dv dh dh dt
= ha — Ua + <U+C)(U_C)E%
_ h@ _ @ + ( )%
R R
dv dh = dv dc
= h— — h— F 2h—
at % 232) "ot TN
d(v F 2¢)
= h 2
7 (233)

So ergibt sich in einer Raumdimension z fiir die Flachwassergleichungen die Darstellung

iiber Charakteristiken zu

dlvF2) dr
— = g(l—1p) auf il vEec (234)

([29] 3.9 (3.42) und (3.43) S. 109, ohne Quell- und Senkterm, [19] 8.3 (8-13b) und (8-14b)
S. 289, [54] 8.2 S. 306-307 in Parameterdarstellung).

Wegen ihrer Darstellbarkeit durch zwei reelle Charakteristiken werden hyperbolische Dif-

ferentialgleichungssysteme erster Ordnung als Anfangs-Randwertprobleme gestellt:

Zur Zeit t = 0 miissen die Spiegellinie h = h(z, 0) und die Geschwindigkeitsverteilung
v = v(z, 0) als Funktionen auf dem gesamten Ortsbereich bekannt sein. Fiir spétere

Zeiten t > 0 werden Werte h(0, ¢) und v(0, t) am Anfangspunkt z = 0 vorgegeben.

Um (234) nach v und ¢ zu l6sen, muss fiir jeden Zeitschritt sowohl vorwérts als auch

riickwérts im Ort gerechnet werden. Nur so ergibt sich in jedem Punkt x ein System

dv de
zweier Gleichungen, aus dem sich — und — gewinnen und so ein neues v und c fiir den

dt dt
nachsten Zeitschritt bereitstellen lassen.
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Die Gleichungen in zwei Raumdimensionen x und y auf einer charakteristischen Flache
werden in der Literatur nur wenig diskutiert ([29] 3.9 S. 110). Die charakteristische
Flache wird durch eine Kurvenschar gegeben. Jede Kurve s dieser Schar lduft entlang

der Flielgeschwindigkeitsvektoren.

v .
Das Geschwindigkeitsfeld v = x) ldsst sich aus kartesischen in polare Koordinaten
0

transformieren. Bezeichnet hierzu

po= (235)

Uy

den Tangens des Orientierungswinkels des FlieBgeschwindigkeitsvektors o/, so gilt

v o= U = v /14 p?
v
— Uy = ———
it (236)
e ’LLU
v, = ———.
! V1+p? J

Abbildung 77: Ansatz fiir das Bogensegment ds zur Losung der 2D-Flachwassergleichungen.
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Lokale Koordinaten werden durch eine Abbildung <8> — (x
]

) eingefiihrt. Sie wird
)

differentiell gegeben durch

dx 1
== 237
ds V1+ 2 (237)
dy 7
-~ - & 238
ds /1+ 122 (238)
d

also % = U ([26] §117 (117.1) S. 445, hier fiir die Gasdynamik)  (239)

Kurvensegmente ds sollen stets in Richtung des lokalen Geschwindigkeitsvektors ¢ verlaufen.
(Abb. 77)

Erreicht wird das, indem, analog dem eindimensionalen Fall,

ds

o = vEe (240)

gesetzt wird. Da Volumenelemente lokal ebenfalls in Richtung des Geschwindigkeitsvektors

U betrachtet werden, vereinfacht sich

h
0 = %—i—divhﬁ

% N ohv
ot Js
oh oh ov

auf die Kontinuitdtsbedingung in (231) bei nur einer Raumdimension. Entsprechendes
gilt fiir die Impulsgleichungen, hier allerdings mit der Besonderheit, dass in Quell- und

Senkterme g eingeht. So folgt:

d(v F 2c) )
—_ - = -1
dt g( F)
d
auf d_j = vtec

(242)

mit I = JTE+12

=
I
& [

und
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Praktisch schwierig ist hier, dass zur Losung der Gleichungen ein strudelfreies Geschwin-
digkeitsfeld als Anfangsbedingung bekannt sein muss. Erldautert wird dies anhand der
Abb. 78. Geschlossene Trajektorien (Wirbel) sind zulédssig, jedoch keine Trajektorien,
die nur als Grenzzustand eine geschlossene Trajektorie besitzen. Bei letzteren wiirde im

zweidimensionalen Modell die Kontinuitatsbedingung verletzt.

Abbildung 78: Um die Flachwassergleichungen (231) und (242) auf Charakteristiken in zwei
Raumdimensionen zu ldsen, muss ein strudelfreies Geschwindigkeitsfeld als Anfangsbedingung
bekannt sein. In sich geschlossene Trajektorien sind zuléssig, jedoch keine, die asymptotisch in

solche laufen.

Damit sich aus den Charakteristiken Ccll—j = v &£ ¢ durch Integration ein Ort z in stetiger
Abhéngigkeit von der Zeit ¢ bestimmen ldsst, miissen v und ¢, also v und h (Lebesgue-)
integrierbar sein. Ein schwécherer Differentiationsbegriff als die Absolutstetigkeit macht
fiir die Gleichung der Charakteristiken daher wenig Sinn, allenfalls noch ein solcher, nach
dem sich der Ort x in t so ergibt, dass kompakte Zeitintervalle surjektiv auf kompakte

Ortsintervalle abgebildet werden.

Hingegen lésst sich die auf den Charakteristiken zu erfiillende Differentialgleichung durch-
aus unter einem allgemeineren Ableitungsbegriff betrachten, solange sich integrierbare
Losungen ergeben. Wird aus physikalischen Griinden davon ausgegangen, dass der Term
I — I beschrinkt ist, gibt der Sobolev-Raum Wh! einen sinnvollen Loésungsraum unter

Verwendung der Distributionsableitung.
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A.2 Stationir-oszillatorische Losungen der Flachwassergleichun-

gen

Offene Gerinne verhalten sich hydraulisch stationér, wenn der mittlere Fluss ) zu jeder
Zeit in jedem FlieBquerschnitt konstant ist. In eindimensionaler Betrachtung verschwin-
den demnach die Zeitableitungen des (querschnittsgemittelten) Wasserstandes h und
der sowohl tiefen- als auch querschnittsgemittelten FlieBgeschwindigkeit v. Stationé&r-
oszillatorische Vorgénge lassen sich hingegen bei einer Betrachtung in zwei Raumdimen-

sionen untersuchen. Wird () in einem Gerinne der Breite b in x-Richtung gemessen, gilt

demnach
b
Q = / hv, dy (243)
b
2
= / W g
1+ p2ds
= phv ds
244
(238) / T2 (244)
mit o = DBogenlinge der Kurve von Gerinnemitte bis zum Rand

mit der Kurvenparametrisierung aus (239). Nicht erfiillen ldsst sich (244), falls ¥ konstant

in z-Richtung (¢ = 0) oder in y-Richtung (|u| = oo) verlduft.

Periodisch-oszillatorische Vorgénge mit einer in y-Richtung konstanten Wanderungsge-

schwindigkeit ¢, = \/% lassen sich beschreiben, indem die Zeit ¢ durch den redu-
+ p
: ) dt r .. .. . 0 3} .
zierten Ort s iiber — = — eliminiert wird. Man ersetzt 5 csd— und erhélt so die
s Cs s

Kontinuitétsgleichung

oh oh ov
0 = E + 7}& h%
dh dv

d s
d—Z = 0 —;C integriert zu (246)
v(h) = L _ Cs mit einer Konstanten g . (247)

h
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Die Konstante ¢; kann hierbei zunéchst von der gewéhlten Kurve abhédngen. In (244)

lasst sich v durch (247) eliminieren zu

[

0 = /u(qs — hey) ds

14 p?
g, d I uhd
- /fi;—cs/ﬁ; (248)

b

Ist p konstant in s, gilt 0 = 2—\/ 1 + p2. Die gewéhlte Kurve ist eine Gerade und hangt
I

von  ab. Somit kann auch ¢; von p abhéngen. (248) ergibt speziell

(e

i
Q = T 20qs—cs/hds
3
1 , . s
= ———— | bgs—cs | hdy mit ' = —+/1+ p?
V14 p? H
a
bgs Cy : -
= ————2A (A FlieBquerschnittsflache) (249)
V1i+tp2o op
V14 p? Cy
= qs 7 Q+—=A (250)
Aus (247) folgt somit fiir konstante p
Q c (A
h = Vit s+ (2 251
o(h) G (251)

Offenbar entartet (251) fiir h(y) = const (Rechteckquerprofil) in die Kontinuitétsgleichung

fiir den eindimensionalen Fall.
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Die Impulsgleichung lautet
ov oh v
I—1Ip) = — — —
8( ) ot +g85 —Hjas
dv dh
= s)— —. 252
(0+e) 5 +e (252)

Verschwindet I — I'r, sind v und h notwendig konstant; denn sonst miissten sowohl v + ¢,

als auch h selbst verschwinden. Also miissen Quell- und Senkterm néher betrachtet

werden. Gilt ein quadratisches Flielgesetz, setzt man Irp = el Mit (245) ldsst sich
g

d
d_v eliminieren; so folgt aus (252) zunéchst

S
Av? (v +cs)*\ dh
A I P G R e
g( 8gh> (g h )ds

8gh gh ds
’U2
L ey
ds — gh— (v+c,)?
ds —c 2
gh <] — _’\(nghs) )
= 2
gh— (%)

gh®l — (\/8)(qs — hey)?
gh? — ¢2 '

Im Fall in s konstanter p gilt mit (250) speziell

o BhT—(V/8) [—Vllj“ <Q + %A) — heyy/1 +_u21

d_ N 2 c 2
’ gh? — 55 (Q+24)
g?h3T — (\/8)(1 + p?) [uQ + ¢, A — pbhe,)?
pgb?h® — (14 p2)(p@ + c,A)?
gb?h*1 — (A/8)(1 + %) [4Q + ¢, (A — pbh)]?
pgb?h? — (14 p2)(p@ + ¢, A)?

(253)

(254)



A2 203

Im Fall in s konstanter i oder in s konstanter ¢; auch im Fall nicht konstanter p ergeben
sich bei konstanten Geféllen I in Richtung der vorab gewihlten Integrationskurve mit
der Bogenldnge s Gleichungen vom Typ Bresse. Nicht zu erwarten sind demnach oszil-
latorische Losungen h = h(s). Losungen der separierbaren Differentialgleichungen (253)

bzw. (254) gewinnt man in Form der Umkehrfunktion s = s(h) als Integral aus

3 2
ds - _ gh” — 4, , (255)
dh gh3l — (A/8)(qs — hey)?
213 2 2
b, 95 _ pgb*h® — (14 p°) (pQ + ¢, A) (256)

dh g3 — (A/8)(1+ 4i2) [nQ + ¢y (A — pbh)2

Wenn h = h(s) periodisch ist, ist die Umkehrfunktion s = s(h) nur auf einem kompakten
Intervall H C R definiert. Welche weiteren mathematischen Eigenschaften der Funktion
h = h(s), ihrer Ableitung %7 ihrer Umkehrfunktion s = s(h) und derer Ableitung Z—Z
ergeben sich notwendig aus einer, welche sind hinreichend fiir eine Periodizitéit einer

mindestens einmal differenzierbaren Funktion h : R — R 7

Es gebe ein 3 # 0 so, dass fir alle s € R gelte h(s) = h(s+ %), d. h. h sei periodisch
mit Periode |%|. Folglich sind auch alle existierenden n-ten Ableitungen h(™ fiir n € N
von h periodisch mit Periode |X|. Wihle s € R beliebig. Mit dem Satz von Rolle folgt:

Soweit fiir gegebenes n € N h(™ dem offenen Intervall |s; s 4 ||[ existiert, gibt es ein
on € ]s; 54 |S|[ mit A™(o,) = 0.

N ) DY
Sei S = ] - %; %] . h wird als mindestens einmal differenzierbar vorausgesetzt. Dem-

nach gibt es insbesondere ein oy € S mit d—(ao) = 0.
s

_ D) > _
Sei S = —%; %] Da h insbesondere stetig ist, gibt es zwei Punkte o1, 05 € S,
in denen h auf S jeweils ein Maximum bzw. Minimum annimmt. Aus der Periodizitét
folgt, dass es sich hierbei, selbst wenn es sich zugleich um Randextrema handelt, relative

Extrema vorliegen. Ist, wie gefordert, h insbesondere auf S differenzierbar, so liegen in

dh dh
o1 und oy waagrechte Tangenten vor; d. h. es gilt d—(al) =0= d—(O’g).
s s
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Y
Ist 0. B.d. A. 0y = —% (durch Verkettung von h mit einer geeigneten Translation ist

by
das moglich, ohne die Eigenschaften von h zu beeintrichtigen.) so ist h (%) = h(oy).

Also wird an beiden Grenzen von S das gleiche relative Extrem (Maximum oder Minimum)
durch h angenommen. o, muss notwendig im Inneren von S liegen, d. h. oo € S. Ob
0y = 0y gilt, ist damit nicht geklart. Ist A symmetrisch, so gilt 0o = 0 und es kénnen

durchaus in S noch genau zwei Sattelpunkte auftreten, an denen e verschwindet.
s

Werden in den lokalen Extrema oy und/oder o9 Singularitéten der Ableitung e zugelassen,
s

so muss an diesen das Vorzeichen der Ableitung wechseln.

Lasst sich h auf dem Intervall zwischen o7 und o5 umkehren, — Strenge Monotonie auf
diesem Abschnitt ist neben der Stetigkeit hierzu notwendige und hinreichende Voraus-
setzung. — so hat die Ableitung g der Umkehrfunktion zu h jeweils in den Punkten
h(o1) bzw. h(og) eine integrierbare Singularitit, in denen h im jeweiligen Extrem (mit

waagrechter) Tangente differenzierbar ist.

Bezogen auf (255) bzw. (256) bedeutet das: Zwei integrierbare Singularitéten der jeweiligen
Terme fiir £ sind notwendig fiir die Existenz eines durchweg differenzierbaren periodischen

h. Ein hinreichendes Kriterium gibt

Satz 1 Sei hy, hy € R mit hy > hy, H := [hy; he] und g: H — R integrierbar. Es
gelte g(h) > 0 oder g(h) < 0 fir h € H fast iberall und |g(h)| — oo fiir h \, hy und
fir h /" hy. Sei hy € |hy; hol. Dann wird durch

h
G(h) = [ g(h)dw (257)
/

eine absolutstetige streng monotone Funktion G : H — R erkldrt, deren Umkehrfunktion
G™':G(H) — H sich zu einer absolutstetigen periodischen Funktion h:R — H fort-

setzen ldsst.
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Beweis. G ist nach Konstruktion absolutstetig. GG ist insbesondere stetig; so gibt es
ein kompaktes Intervall S = [Spin; Smax], auf das G das kompakte Intervall H surjektiv
abbildet.

Die strenge Monotonie von G ergibt sich aus ¢ > 0 bzw. g < 0. So gilt o. B. d. A.
Smin = G(h1) und $pax = G(hs).

d
Die Ableitung £ existiert fast {iberall mit =Y Fiir die dank der strengen Monotonie
von G auf S = G(H) existierende Umkehrfunktion G~! gibt es ebenfalls eine Ableitung

dG™1 dG™1
¢ fast iiberall mit G—(s) = fiir fast alle s € S. Da G (Smin) = M

-
ds ds g(G~1(s))

und G (Spmax) = ho ist, besitzt G in sy, und Spayx €in Minimum bzw. Maximum mit

waagrechter Tangente. So wird die Fortsetzung von G~! zu einer periodischen Funktion

moglich.

Sel ¥ := Smax — Smin. FUr § € R mit s < Spin und Spin — s < 2 oder s > Sy und
S — Smax < 2 setzt man zunichst
Bs) = { G '(28min — 5) falls s < Sum

G (28max — ) falls s > Spax
und erhélt so durch ‘Ankniipfen des Spiegelbildes’ eine Funktion h(s) auf dem Intervall
[Smin — 2} Smax + %] mit der Intervallinge 3%. Die Funktion h(s) umfasst bereits eine
gesamte Periode. Durch h(s) := h(s mod 2%) wird sie zu einer periodischen Funktion
h:R — H fortgesetzt, die Gewiinschtes leistet. O

Die in h kubischen Polynome der Zihler und Nenner in (255) bzw. in (256) zerfallen in
Linearfaktoren. Da Z#hler und Nenner jeweils teilerfremd sind, besitzt £ eine, ggf. auch
drei reelle Singularitdten in h. Thre explizit geschlossene Darstellung ist jedoch nur iiber
die Cardanische Losungsformel moglich, wenn bereits gesichert ist, dass genau eine bzw.

drei reelle Losungen vorliegen.

Ist (hs — h) der bzw. ein reeller Linearfaktor des kubischen Nennerpolynoms, dann liegt
mit einem in A konstanten hg keine integrierbare Singularitit der Funktion d—; vor. Um
doch eine integrierbare Singularitdt aus einem solchen Linearfaktor zu gewinnen, muss
eine integrierbare Funktion hs = hs(h) bestimmt werden, fiir die es ein 0 < v < 1,

einen reellen Fixpunkt A, und eine offene Umgebung FI7 gibt so, dass fiir h € Itu[ﬁY gilt
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hoh) = bl = [y — AP (258)

Natiirlich miissen hierzu I und/oder A in geeigneter Weise von h abhéngen. Im Nenner

des Quotienten der rechten Seite in (255) folgt durch Umformung des kubischen Polynoms

c? ACs (s g2

A
gh’l — g(qs — hey)? = gIh® — —=h? + —h+ mit den Sitzen fiir die Nullstellen

hy, ho und hs i

ot by = (259)
Die Imaginérteile zweier ggf. komplexer Nullstellen heben sich hierbei weg. Demnach gibt
es fiir jede reelle Nullstelle h4 eine dimensionslose Konstante a4 so, dass hy, = ozs)\;ﬁ gilt.
Eine Funktion hy = hg(h) liegt demnach dann vor, wenn der Quotient ? = % (h)

eine Funktion in A ist. Integrierbare Singularitéiten,, gibt es also letztendlich dann, wenn

es zu h, eine konstante Lange h, und ein 0 < v < 1 gibt so, dass

b (3) = nf = -l (260)

gilt. Oszillatorische Losungen zu (255) gibt es allerdings auch dann erst, wenn das Nenner-
polynom mindestens zwei verschiedene reelle Nullstellen besitzt, die diese Voraussetzun-

gen erfiillen.

Zusammenfassend erkennt man, dass in stationér-oszillatorischen Losungen h der Flach-
wassergleichungen die Extrema, zwischen denen die Losungen oszillieren, notwendig kri-
tische Wassersténde sind. Der Quotient % ist hierbei direkt oder indirekt Funktion in h,
die in Nahe kritischer Abfliisse einer speziellen Abschétzung nach unten geniigen muss. In
letzterem, indirekten Fall konnen A und I als Funktion des Ortes durch ein festes Gerinne
gegeben sein. Zu ersterem, den in dieser Arbeit interessanteren, direkten Fall fiihrt ein
‘aktives’ Gerinne. Zum Beispiel durch eine bewegliche Sohle werden A und [ erst durch

hydraulische Riickkopplung bestimmt.
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A.3 Zur Klassifikation der Transport-Kontinuitétsgleichung (33)

In 3.2 wird erldutert, dass sich die Frachtrate qBI1 = th (11, I5) in Richtung des Gefilles
I, in ein Produkt GI\ (I, L) = G, (5) Gy, (L) zerlegen ldsst. G, ist punkt-, Go

achsensymmetrisch. Fiir die partiellen Ableitungen von G, folgt

oG, da,, \
31‘1 (I, L) = Gy, () d; (11)
da,, oG,
= Gy (I2) d]q (—I) = 8]111 (=11, I»)
(261)
0G,, . dGy,
8[2 (11, =) = Ggp(h1) d; L(—12)
o dGL 9G,,
= G = e
Nach der verallgemeinerten Kettenregel ergibt (33) so
0: _ ogy | ouy
ot Ox dy
(G, oL,  aa,, ol,
B ( on, o ) 5y T, e ) ax)
oG, oI, G ol
s 1) 2y a ;1) LE
o (g e+ T 0 57 )
oG, *z  0G 0%z
S CE Y S AT N S ) i
3[1( v 1) 02 8]1( v 1) Oy?
oG, oG 822
s (] @ ([ ]
+ (612 ( x) y) + 612 ( Y i)) aa:ay
06, (0 02\ P0G, (02 0:) 0
N oI, \ oz’ dy) 0z oI, \ 0y 0x) 0y?
0G,, (0z 0z 0G,, [0z 0z 0%z
v | T (2 ) e (2
oI, \ oz’ Oy oI, \ 0y 0z )| 0xdy
- Gt % .dGqB % -%—Gl % .dGqB % %
B\ Jy dl \Ox) 0x? B\ Ox dl \dy/) 0y?
A T
_ 0z\ dG,, [0z - 0z\ dG,, [0z 02z
7). e (22 ot I B (22 262
| G (ax) dI (0y) G (8y) dI (833) dxdy (262)
B

also die in 3.2 diskutierte, im linearen Fall parabolische Gleichung (38).
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B Die stationire Spiegellinie im Laborversuch am

Beispiel einer rauhen Rampe

Der Nullpunkt des im Laborversuch festgelegten Langskoordinatensystems in Flierichtung
liegt am oberen Knickpunkt der Rampe (Abb. 10, vgl. auch [52] 4.3 S. 13 mit Abb. 16).
Um symmetrische hydraulische Zustinde zu untersuchen, wird der Nullpunkt um 300
cm in die Rampenmitte nach vorne verschoben. Tabelle 11 gibt die urspriinglichen und
beziiglich des verschobenen Nullpunktes neuen Koordinaten der Pegel. Um die Integrale
in (25) zu berechnen, miissen jedoch obendrein die nicht vollig dquidistanten Positionen

korrigiert werden. Hierzu nun Tabelle 11:

Tabelle 11: Pegelpositionen

P1| P2| P3| P4| P5 P6 | P3| P4
cm ab Oberkante Rampe | -480 | -260 | -40 || 618 | 840 | 1050 || -40 | 618
cm ab Mitte der Rampe | -780 | -560 | -340 || 318 | 540 | 750 || -340 | 318
dquidistante Naherung =765 | -550 | -330 || 330 | 550 | 765 || -330 | 330

Aus (11) ldsst sich bei bekanntem Rinnenquerschnittsprofil zu gegebenem Abfluss @) die
kritische Wassertiefe h, bestimmen, bei der F, = 1 gilt. Fiir Rechteckgerinne folgt aus

A = bh sofort
1 (QY
frd — _— 2
o g(b) (263)

([39] 3.4.2.1 (71) S. 55, hier ohne Korrekturfaktor ). In der Trapezrinne des Modellversuchs
ergibt sich bei einem Boschungswinkel von 45° die FlieBquerschnittsfliche A = h(b + h).
So ergibt sich die hy als Losung der Gleichung 5. Ordnung

Q2
P
(quivalent hierzu [39] 3.4.2.1 (77) S. 56 im Fall m = n). Fiir die Abfliisse in den

Versuchsreihen 5 — 8 ergeben sich so kritische Wassertiefen nach

h® 4 2bh* + b*h* — 0 (264)
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Tabelle 12: kritische Wassertiefen h, in cm zu den Abfliissen in den Versuchsreihen 5 — 8

Q [cm3/s] || nach (263) | nach (264)
5000 1,2828 1,2720
17000 2,8983 2,8493
26000 3,8474 3,7621
51000 6,0288 5,8249
52000 6,1073 5,8983
53000 6,1854 5,9712
102000 9,5701 9,0773
104000 9,6948 9,1898
105000 9,7568 9,2457
168000 13,3471 12,4279
169000 | 13,4000 | 12,4740
173000 13,6107 12,6574
214000 15,6840 14,4485
255000 17,6282 16,0943

Hier zeigen sich bei der Berechnung nach einem Rechteckprofil aus der geschlossenen
Formel (263) Fehler zwischen ca. 1% bei niedrigen und ca. 6% bei hohen Abfliissen

gegen iiber der numerischen Nullstellensuche in (264). Von den im folgenden tabellierten

Wassersténden sind zur Rampenmitte anndhernd symmetrische Pegel kursiv gesetzt.

Verhalten sich alle Pegel symmetrisch, auch die zugehorige Versuchsnummer. Die erste

Ziffer dieser Nummer ist die Versuchsreihe.

Tabelle 13: Versuchsreihe 5, Neigung der Rampe: 1:30 (I, ~ 0,033)

VNr| Q| h,| P1| P2| P3| P4| P5| P6| P3| P4
502 | 5| 131 29| 27 23| 22| 25| 28| 23| 19
508 | 17| 28| 51| 47| 41| 42| 441 45| 40| 36
504 | 26| 38| 63| 58| 51 70| 58| 56| 50| 63
505 | 52| 59| 89| 80| 73| 98| 83| 7.6 7.8| 9,7
506 | 102 | 9,0 | 13,0 | 10,9 | 11,6 || 10,4 | 11,9 | 10,9 | 12,7 | 10,3
507 | 169 | 12,5 || 17.4 | 15,3 | 16,0 || 15,7 | 16,2 | 15,2 | 26,5 | 15,4
508 | 255 | 16,1 || 21,4 | 18,6 | 19,0 || 23,7 | 20,3 | 18,0 || 35,6 | 23,7
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Aus einer Symmetrie der Pegelstinde P1 — P3 zu P4 — P6 darf nicht generell auf
eine Symmetrie des Abschnitts der Spiegellinie von P1 bis P3 zu dem Abschnitt von
P4 bis P6 an sich geschlossen werden! In den Versuchen 502 und 503 wird zwischen
keinen Pegelquerschnitten h, unterschritten (Grafik mit Froude-Zahlen in [52] Anlage 33,
8-3(2) unten . So ist die Spiegellinie hier in beiden Abschnitten stetig. Weiter verlauft
sie in beiden Abschnitten bei konstantem A glatt und monoton. Fiir eine Symmetrie
reicht das jedoch nicht hin. Sie widersprache auch (31). Doch verhalten sich quadratische
Interpolationskurven der Spiegellinie zwischen P1 und P3 und zwischen P4 und P6 hier

symmetrisch. (Abb. 79 oben)

Tabelle 14: Versuchsreihe 6, Neigung der Rampe: 1:20 (I, = 0,05)

VNr| Q| h,| P1| P2| P3| P4| P5| P6| P3| P4
602 | 5| 1,3 20| 19 07| 10| 21| 22| 14| 09
603 | 17| 28| 39| 36| 20 46| 53| 57| 14| 45
604 | 26| 38| 50| 48| 29| 45| 51| 541 40| 4.5
605 | 51| 58| 74| 65| 56| 81| 74| 74 74| 8.2
606 | 105| 9,2 | 11,8 | 97110 || 123|127 11,6 | 4,212 3
607 | 168 | 12,4 | 16,0 | 13,6 | 16,1 || 15,7 | 16,0 | 16,4 || 18,9 | 17, 1
608 | 214 | 14,4 | 18,0 | 15,7 | 19,2 || 18,7 | 15,8| 16,1 || 36,2 | 18, 8

Hingegen zeigen die Versuche Nr. 702 und 704 aus der im folgenden tabellierten 7.
Versuchsreihe ebenfalls zur Rampenmitte anndhernd symmetrische Pegelstdnde. Doch
wird jeweils zwischen P2 und P3 die kritische Wassertiefe h, stetig unterschritten. Zwi-
schen P4 und P5 liegt daher ein Wechselsprung (Grafik mit Froude-Zahlen in [52] Anlage
37, 8-3(2) unten). Die Spiegellinie an sich ist daher nicht anndhernd symmetrisch! (Abb.
79 unten) Laut Abschlussbericht ([52] 8.2.1 S. 42) beobachtet worden ist ein Wechselsprung
hinter der Rampe in Versuch Nr. 706.
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Tabelle 15: Versuchsreihe 7, Neigung der Rampe: 1:15 (I, ~ 0,067)

VNr| Q| h,| P1| P2| P3| P4| P5| PG| P3| P4
02| 5| 13| 20| 22| 05| 08| 21| 24| 07| 08
703 | 17| 28| 43| 46| 2,01 22| 57| 61| 22| 21
704 | 26| 38| 50| 52| 29| 28| 56| 63| 29| 3.0
705 | 53| 60| 72| 64| 58| 40| 75| 82| 72| 38
706 | 104 | 9,1 | 115| 97| 104 94132123 | 13,7| 93
707 | 173 | 12,7 | 15,7 | 140 | 7,0 17,6 | 19,0 | 18,9 | 25,6 | 11,5

In Versuch Nr. 805 aus der 8. Versuchsreihe stellt sich auch iiber einer steilen Rampe
dank eines hoheren Abflusses eine Spiegellinie mit stetigen, symmetrisch interpolierbaren
Abschnitten von P1 — P3 zu P4 — P6 ein.

Tabelle 16: Versuchsreihe 8, Neigung der Rampe: 1:10 (1, = 0,1)

VNr| Q| h,| P1|P2| P3| P4| P5| P6| P3| P4
802 | 5|13 1812221 09| 29| 35| 24| 09
803 | 17|28 40| 44|39 26| 42| 45| 40| 25
804 | 26|38 515547 38| 62| 66/ 47| 4,1
805 | 52159 76|79|65| 64| 7.6 75| 79| 6,2
806 | 104 [ 9,1 | 11,019,929 | 134|123 | 11,7 6,3 | 13,3

Fiir (25) in 2.3 wird nur gefordert, dass die hydraulischen Zustédnde an den Orten z und
—ux gleich sind. Was ‘dazwischen’ passiert interessiert nicht. Seien nun —z, = -330 cm
und z, = 330 cm aus Tabelle 11 néherungsweise die Koordinaten der Pegel P3 bzw. P4
in Ndhe der Rampenober- bzw. der Rampenunterkante beziiglich eines Nullpunktes in

der Rampenmitte.
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Die Integrale in (25) lassen sich so in Teilintegrale zerlegen:

T —x; Ty T

/h[d:z:’ - [/hd:p’%—],/hdm’jtf/hdx’ (265)
bohg?’/x)\da:’ - hg?’/m)\d:v’
s ) w2z T s )
ht ([ da dd [ do
e (a e fa, f -

—x —Zr T

Bei den Versuchen Nr. 502, 503, 604, 702, 805 sind die Pegel in P3 bzw. P3’ und P4
bzw. P4’ anndhernd gleich. Da sich diese Querschnitte nahe an der Rampenober- bzw. -
unterkante befinden, darf so davon ausgegangen werden, dass die hydraulischen Zustdnde

in —z, und z, gleich sind. So folgt aus (25)

Ty Ty

W dx’
Ir/hdx’ - Tg/ hf . (267)
und weiter
o T A A de
I /hdx'+/hdx’ = 89 / hf+/h—f : (268)

Die Integrale in (268) lassen sich aus den Pegelsténden P1, P2, P3/P3’ bzw. P4/P4’,
P5, P6 ndherungsweise berechnen. Fiir eine geeignete Quadraturformel muss jedoch da-
rauf geachtet werden, dass die Spiegellinie im Auslauf ggf. nicht stetig ist. Die ‘Keplersche
Fassregel’ (Interpolation eines stetigen Integranden durch eine quadratische Funktion) ist
dann unbrauchbar! Falls der Abschnitt der Spiegellinie zwischen P4 und P6 stetig verlduft,
ist die quadratische Interpolation dieses Abschnitt das Spiegelbild der Interpolation des
Abschnittes zwischen P1 und P3, wie bereits zuvor erlautert wurde. Bei den Versuchen
Nr. 502, 503, 604, 805 darf von solchen Symmetrieeigenschaften ausgegangen werden.

FTr Fx

d /
Fiir —x = -765 cm und x = 765 cm ergeben sich so die Integrale £+ / h dz’ und + / ‘

2
Fz FTr
numerisch durch quadratische Interpolation nach Tabelle 17. Da das Gefille I = 0,002
der Vor- und Nachlaufstrecke, sowie fiir jeden Versuch die Kritische Wassertiefe h, nach
Tabelle 12 bekannt sind, ldsst sich zu jedem Versuch mit (268) ein Widerstandsbeiwert

A fiir die Vor- und Nachlaufstrecke berechnen.
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Abbildung 79: Symmetrie der Pegel: Aus symmetrischen Pegelstinden darf nicht generell auf
einander spiegelbildliche Abschnitte der Spiegellinie zwischen den Pegeln geschlossen werden.
Oben: Die Situation in den Versuchen Nr. 502, 503, 604, 805. Hier werden an den Pegeln nur
iiberkritische Wasserstdnde gemessen. Hier verlduft die Spiegellinie zwischen P1 und P3 sowie
zwischen P4 und P6 stetig. Um A zu nach (268) ermitteln, darf mittels Interpolation integriert
werden. Was auf der Rampe selbst passiert bleibt allerdings unklar. Unten: Bei den Versuchen
Nr. 702 und 704 wird der Abfluss im Vorlauf bereits so beschleunigt, dass zwischen P2 und
P3 der kritische Wasserstand unterschritten wird. Das Wasser schiefit in die Rampe. ‘Symme-
trisch’ hierzu wird der Wasserstand erst zwischen P4 und P5 wieder iiberkritisch — mit einem
Wechselsprung. Im eindimensionalen Modell sind Wechselspriinge unstetig. Ohne dass die Lage
des Wechselsprunges bekannt wére, kann hier nicht integriert werden. Doch klar ist, dass hier

iiber der Rampe nur ein schieflender Fliefzustand bei unterkritischen Wasserstinden herrscht.
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hy bezeichne im folgenden den Wasserstand am Pegel P1, hy den an P2 u.s.w. Aus der

Keplerschen Fassregel folgt

T (hy + 4ho + hy) (269)

6

L

6

x
2 6

(271)

/h de' ~ “ T (hy + 4dhs + h) (270)

>
%
8
|
&
VR
| =
_|_
|
+
|
N————

L

i da’ r—x, (1 4 1
~ — 4+ -4+ = 272
IE: o (e ) (72)
und weiter

8I  hy+4hy + hs + hy + 4hs + he

AR h_g?’ 1+4+1 1+4+1
ETmt e e e e
1 hi+ hs+4(hy +h hy+ h
_ 5 - 1+ 3+ (2+ 5)+ 4+ 6 ' (27?))
625k 1 1 (1 TN T
h? = hi h3 = hi h? = hi

Aus dem quadratischen Widerstandsgesetz 8grylr = Av? und dem Manning-Strickler-
FlieBgesetz v = k;sril/?’ I ergeben sich der Strickler-Beiwert ks abhéngig von A und dem

hydraulischen Radius 7y sowie A abhéngig von k; und rg zu

k= T]:rl/ﬁ 87g N = k28g1/3 (274)

Die nicht-quadratischen Potenzgesetze (Manning-Strickler, Forchheimer) werden iibli-
cherweise bei Normalabfluss validiert. Bei ungleichférmigem Abfluss ergeben sich aus
einem konstanten Widerstandsbeiwert X ortlich verdnderliche Strickler-Beiwerte. In Tabelle
17 werden zwei aus A errechnete Strickler-Beiwerte angegeben, ein Beiwert beziiglich des
Mittels h der Wasserstinde an den Pegeln P1 bis P6 und ein weiterer beziiglich der
kritischen Wassertiefe hy. Um ‘echte’ Strickler-Beiwerte zu ungleichférmigem Abfluss zu
erhalten, miisste bereits in 2.1 der Ansatz zu (3) modifiziert werden. In den Integralen

wiirden gebrochene Potenzen von h auftreten.
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In den Versuchen Nr. 604 und 805 bei hoheren Abfliissen werden so realistische Werte fiir
den Widerstandsbeiwert bestimmt. Hierzu die Grafik in Abb. 11 in 2.3. Zu den Versuchen
Nr. 702 und 704 ldsst sich trotz Symmetrie der Pegelstdnde der Widerstandsbeiwert A
mit (268) durch Integration nicht bestimmen, wenn nicht bekannt ist, wo im Nachlauf

zwischen P4 und P5 der Wechselsprung liegt.

Tabelle 17: Integrale zu (268) durch quadratische Interpolation und daraus nach (273) bestimm-
te Widerstandsbeiwerte A fiir die Vor- und Nachlaufstrecke. Strickler-Beiwerte aus A beziiglich
dem Pegelmittel h und der kritischen Abflusstiefe h,,.

Tz E=n
Vers. i/ h da’ :l:/ ;Z:;, hg?’ A h hy || ks bzgl. h | ks bzgl. hy,
Fzr Far
Nr. [em?] | [em™] || [em?] — || | [m] | [m'P/s]|  [m'/s]
502 1123,750 | 63,8243 2,1 10,1341 || 0,026 | 0,013 445 49,9
503 1968,375 | 21,4490 | 23,1 | 0,0636 || 0,045 | 0,028 58,9 63,7
604 2135,125 | 17,7606 || 53,2 | 0,0362 || 0,047 | 0,038 77,5 80,3
805 2277,000 7,8488 | 205,2 | 0,0326 || 0,073 | 0,059 76,0 78,6

Was ldsst sich mit (268) zum Widerstandsbeiwert A, der Rampe sagen? Problematisch
ist hier, dass auler h(—z,) &~ h(z) in Versuchen mit symmetrischen Pegelstdnden iiber
die Spiegellinie iiber der Rampe nichts bekannt ist. Da die Rampe ein konstantes Gefille
hat, folgt aus der Bresse-Gleichung (31), entweder dass der Wasserstand streng monoton
ist (d. h. streng wichst bzw. fillt) oder dass iiber der gesamten Rampe Normalabfluss
vorliegt, wenn keine FlieBwechsel auftreten. Ein streng monoton wachsender oder fallender
Wasserstand iiber der Rampe widerspriache gleichen Pegeln in P3 und P4. Demnach
stehen nur Normalabfluss oder FlieBwechsel zur Diskussion. (Abb. 80) Beobachtet wird

eher letzteres. Fliewechsel sind Zweck hydraulisch wirksamer Rampen ([52] 8.2 S. 371f).
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3
Lége Normalabfluss vor, dann ergébe sich aus (30) A, = 81, R Zu den Versuchen

g
mit anndhernd gleichen Pegeln h in P3 und P4 folgen Widerstandsbeiwerte A, nach
Tabelle 18. Zunéchst fallen die so ermittelten Widerstandsbeiwerte nicht, wie erwartet,
generell mit wachsendem Abfluss. Vielmehr ergeben sich um eine Groflenordnung kleinere

A bei schieBendem Ein- und Auslauf. Die Widerstandsbeiwerte durchweg unter Annahme

von Normalabfluss iiber der Rampe zu berechnen befriedigt somit nicht.

3 4 F3 F4

Abbildung 80: Mutmaflungen zur Spiegellinie {iber der Rampe: Da iiber der Rampe keine
Messdaten zur Spiegellinie vorliegen, kann zu deren Verlauf nur im Rahmen dessen, was nach
einem eindimensionalen hydromechanischen Modell bei einem konstanten Gefille I, und bei
einem als konstant angenommen Widerstandsbeiwert A, moglich ist, gemutmafit werden. Links:
Normalabfluss iiber der Rampe. Nahe liegt dieses Verhalten bei den Versuchen Nr. 702 und 704
mit schiefendem Ein- und Auslauf. Rechts: FlieBwechsel. Bei stromendem Ein- und Auslauf
sind FlieBwechsel iiber der Rampe nicht ausgeschlossen. Der Wechselsprung ereignet sich nahe
der Unterkante. Um A, mit (267) grob zu bestimmen, ldsst sich {iber den Abschnitt von P3 bis
zu dem nahe der Rampenunterkante gelegenen Wechselsprung nach der Trapezregel integrieren.
Unbekannt ist jedoch die genaue unterkritische Tiefe, die vor dem Wechselsprung erreicht wird!

Hier kann ohne verléssliche Daten nur mit ihrer oberen Schranke, hy selbst, gerechnet werden.
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Tabelle 18: Widerstandsbeiwerte A, fiir die Rampe zu den Versuchen mit annidhernd gleichen

Pegeln in P3 und P4 bei Annahme von Normalabfluss iiber der Rampe, Strickler-Beiwerte nach

(274).
Vers. I, hyg h Ar k.
Nr. — | [em] || [cm] — || [m'/3/s]
502 |0033] 1.3 231,48 13,7
503 | 0,033 | 2,8 4,1 | 0,84 16,5
507 0,033 | 12,5 || 15,8 | 0,54 19,1
602 | 0,050 | 1,3 || 0,9 0,09 64,7
604 | 0,050 | 3,8 4,5 | 0,44 22,4
607 | 0,050 | 124 || 15,9 | 0,56 16,1
702 | 0,067 | 1,3 0,7 | 0,04 101,3
703 | 0,067 | 28| 210,11 50,9
704 | 0,067 | 38| 2,8]0,11 48,5
805 | 0,100 59| 64034 24,0

Um den moglichen Fall, dass in den Versuchen Nr. 502, 503, 507, 604, 805 der Abfluss auf

der Rampe hinter P3 kritisch wird, aber schon vor P4 wieder ein Wechselsprung eintritt

(Abb. 80 rechts), zu untersuchen, sind weitere Daten zum Verlauf der Spiegellinie iiber

der Rampe unerlésslich. Weil solche Daten fehlen, wird nur der Fall untersucht, dass der

Abfluss unmittelbar vor der Rampenunterkante knapp unterkritisch wird. Die Deckwalze

eines Wechselsprunges miisste dann allerdings an P3 bemerkbar werden. Die Integrale in

(267) lassen sich aus Werten von h(z’) an nur zwei Stiitzstellen — davon einer mit seiner

Stiitzstelle nur gemutmafit! — nach der Trapezregel berechnen. Die Stiitzstellen sind

etwa (nur wenig kiirzer als) 2z, von einander entfernt. Die Wassertiefe fiillt in besagten

Versuchen von h in P3 auf — schitzungsweise! — h, (nur wenig darunter!) ab. So folgt:
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/ hde' ~ w(h+hy) (275)

7 dz’ 1 N 1

E T\,

z,(h+ hy)
_ Tt i) 276
o (276)

h

- (277)

g

In Tabelle 19 finden sich so, im Vergleich zu den unter Annahme von Normalabfluss

errechneten, weitaus stabilere Widerstandsbeiwerte fiir besagte Versuche mit A, =~ 0,4.

Tabelle 19: Widerstandsbeiwerte A, nach (277) fiir die Rampe zu den Versuchen mit annédhernd

gleichen Pegeln in P3 und P4 bei Annahme eines Wechselsprunges nach knappem Unterschreiten

von hy an der Unterkante. Strickler-Beiwerte aus A beziiglich h in P3 und P4 sowie der kritischen

Abflusstiefe hy.

Vers. I, hyg h Ar || ks bzgl. h | ks bzgl. hy
Nr. — | [em] || [em] | — [m'/3 /5] [m!/3/s]
502 10,033] 13] 23047 24,2 2.6
503 | 0,033 | 2,8 4,1 10,39 24,2 25,7
507 | 0,033 | 12,5 | 15,8 | 0,33 21,0 21,8
604 | 0,050 | 3,8 4,51 0,34 25,5 26,2
607 | 0,050 | 12,4 || 15,9 | 0,51 16,9 17,6
805 | 0,100 | 5,9 6,4 | 0,43 21,4 21,7

Die fiir die Vor- und Nachlaufstrecke ermittelten Widerstandsbeiwerte aus Tabelle 17

sind um eine Zehnerpotenz kleiner. Insofern darf tatséchlich von einer ‘rauhen Rampe’

gesprochen werden! Ihre hydraulische Wirksamkeit liegt jedoch tatséchlich in den iiber
ihr stattfindenden FlieBwechseln.
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C Heuristik zu analytischen Losungen gew6hnlicher
Differentialgleichungen dieser Arbeit und Hilfs-

rechnungen

Soweit die Ergebnisse dieser Arbeit analytisch dargestellt werden, handelt es sich u. a.
um Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen. Differentialgleichungen, die sich 16sen
lassen, indem ihre Differentiale getrennt werden, fiithren teils zu Integralen, die noch eine
geschlossen darstellbare Stammfunktion besitzen. Um sie zu bestimmen, muss jedoch in
vielen Teilschritten gerechnet werden. Soweit sich zu den Losungen nicht bereits Hinweise
in der hydromechanischen Literatur finden, werden die Losungen bereits im Hauptteil

dieser Arbeit verifiziert, indem sie in die jeweilige Differentialgleichung eingesetzt werden.

Umfangreichere Hilfsrechnungen zum Hauptteil dieser Arbeit sind ebenfalls in diesen

Abschnitt ausgelagert worden. Hierbei handelt es sich um

e cine Untersuchung des Fehlers bei der Verwendung von Naherungen fiir das Sohlgefille

e die Potenzreihenentwicklung fiir die stationdr-ungleichférmige Spiegellinie im schub-

spannungsbestimmten Transportgleichgewicht bei konstanter Breite.
e cine gebrochen rationale Naherungslosung fiir diese Spiegellinie

e die rechnerische Herleitung des diffusiven Verhaltens des schubspannungsbestimm-

ten, des advektiven Verhaltens des flielgeschwindigkeitsbestimmten Transports

e Hilfsrechnungen zur Herleitung der Gleichungen fiir stabile Sohlenquerprofile bei
Kréftegleichgewichten unter Beriicksichtigung der hier eingefiihrten effektiven Schub-

spannung.
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C.1 Fehler bei der Linearisierung des Sohlgefilles

Als Gefille I wird in dieser Arbeit der Sinus des lokalen Sohlneigungswinkels verwendet.

d
So gilt nur bei kleinen Gefillen ndherungsweise [ ~ —d—z.
x
Aquivalent zu (8) ist die exakte Formel
dz/d
[ oo o B (278)

V14 (dz/dz)?

d
Bei Approximation mit I, = —d—Z ergibt sich der Fehler
x

12— 2 1 2
A = I—-1.= ~ = ~ ]
! I+1. I+1. <1+13 ”)

7 1 D) 12 2
I+ \1+12 T4+ 1.1+ 12

B P2 PI+A)? P(I+A)
- I+IL. 244N, 1+ AT
3 2 3
- __r AlfI ., (279)
1 _'_ IT+Aq 1 + IT+Aq 2

von dritter Ordnung in /. Nun stellt sich die Frage, ob I besser als durch I ~ [I. appro-
ximiert werden kann, indem der Quadratwurzelterm /1 + (dz/dx)? in (278) linearisiert

wird. Hierfiir folgt ndherungsweise

B dz/dx B 2 dz/dx
I = 1+ (dz/dx)?/2 2+ (dz/dx)? (280)

Der Fehler A, ergibt sich hier mit

-1 1 I? I?
I+1. T+ \14+12 (1+12/2)
R Q+z2p-(+12) I2 I
T+ (LI 4+12/2)2 T4 Lo 414+ 12)(1 +12/2)2
1 I? 2 P12 I? I*(1 + Ay)? I
— -~ 22~ ~ :_NM ., (281)
41+ ~ 4 1+, 4 2I+A, 8
d
von fiinfter Ordnung. Doch auch hier ist |As| < [ nur fiir |I.| = d—Z < 1. Im Fall
x
dz N . . . ) . dz
T > 1 wéchst er mit |— | stirker als bei der Approximation von I durch I, = I
x x x
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Die Néherung (280) wird daher nur verwendet, um Untersuchungen unter der fiir die in
natiirlichen Flielgewéssern und entsprechenden Versuchsmodellen beobachteten Gefille

noch ausreichenden Naherung I ~ I, zu verfeinern.

C.2 Die Losung der

Spiegelliniengleichung (31) von Bresse

h
Die Gleichung (31) von Bresse nimmt mit der Substitution £ = ™ und &, = h_g an die
e dh 31 ! !
Form hn—£ =—=1, § . Die Differentiale lassen sich trennen, da z in der rechten
dr dx £ — &3

Seite nicht auftritt. So folgt

Inxzn:co _ i 9 g¢ = /(1+ _53) de = €+ (1— &%) /53 (282)

- ““‘53)/ T e
~ ey 1_353( / o §211 ) als Partialbruchzerlegung
- §+1_3€3( —1 §§:;/+21 f__/§2+§+1)
- ngl_353 <1ogy§ log(§2—2|—§+1) _5/( +1/2§ +3/4>
- ee gt Gl"g%‘gg/w«zwgf@ﬂ/m)?)
- 58 (0 [ )
- et (e et
S (e e (55)
S Pt a () (5]
- -0 [ e e (5] e

Fiir das Integral é;lf - siehe [22], 4.2.6.1 1. S. 151. Hier finden sich Terme, dic

unmittelbar von (282) auf (283) bzw. (284) fiihren. In der hydromechanischen Literatur
ist hingegen die Form (285) iiblich.
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C.3 Integration von (85)

Die Differentialgleichung (65) fiir den Wasserstand h bei stationér-ungleichférmigem
Abflussund Transportgleichgewicht im Rechteckgerinne grofler, konstanter Breite, nimmt

durch die Substitution h* = e die Form (85) an. In letzter werden die Differentiale zu
g

e —1
h*'h*? — (A/8)

R —1 h*3 dh*
taz0 = h dh* = h dh* —

v g/ 1 — (A/8) 9(/ 1 — (A/8) / h*’h*2—(/\/8))
hy b3 dh* 8h*'

= 29 ([ — g — [ —— ) mit == 2
X (/ =h? 1 /Eh*2 - 1> mit ) (286)
8hy 1 widu du

— it u=h"vZ 2
)\\/_( 2/u2—1 /u2—1> mit v = h*VZE (287)

2u du
= — — + arctanh u

2
=7 —log|u —1] - /ulog|u - 1|du) + arctanh u)

dh* = dx getrennt. So lédsst sich integrieren zu

oo

=5/ + 2 arctanh u)

log|u? — 1| +u? — 1
=3/2

+ 2 arctanh u)

otk
( w?log [u? — 1] — (u® — 1)(log [u? — 1| — 1)
e
(=

| 21
+ 2 arctanh u + %/2‘)

log |u® — 1|
_ 2
= )\h*’ <<8h*/) (u® — 1) + 2 arctanh u + =37 (288)

x/

Wird in (288) fiir u wieder h*v/Z = h* 3

= x* in (286) wegen (88).

eingesetzt, ergibt sich (86). Offenbar gilt
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C.4 Integration von (129) fiir das stabile Querschnittsprofil

Nahe liegt der Gedanke, hier zunéchst ein Randwertproblem zu stellen, und zwar

b

h (15) =0, (289)

wobei b die Breite des Gerinnes auf Hohe des Wasserspiegels wire. Alternativ hierzu

wéren aus Symmetriegriinden aber auch die Bedingungen

h0) = Pax (290)
dh
d—y(()) =0 (291)

denkbar. Sie erlaubt auch Losungen h = h(y), nach denen das Gerinne an der Wasseroberfléche

unendlich breit ware. Hydromechanisch ist das zuléssig, solange die FlieBquerschnittsfliche

A, in diesem Fall mit A = / h(y) dy ein uneigentliches Integral, beschrankt ist.

In (129) lassen sich die Differentiale trennen:

dh
h
y(&) -
du dz )
= ¢ tcy [ — mit z=u+ Vu? <292)
z

w?—1

= +c¢olog|z| = £cplog ju + Vu? — 1]

h h\? h
= Zc¢olog|— + (—) — 1| = =y arccosh (—)
Co Co Co

h
<= cosh <:Fy+yo) = — <= h = cgcosh (:':y—i-yo)
Co Co Co
vuz—1 d
mit (292) aus dz = <1 TR )du = u——i_udu =t
u? —1 u?—1 u? —1
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C.5 Potenzreihenentwicklung zu (65) fiir die stationire Spie-

gellinie im gekoppelten Transportgleichgewicht

Zuniichst folgt mit der Substitution z = u? unter der Bedingung |z| < 1:
n hyg / u? ] du
T4z = —
0 A/ \*3/2 w2 —1
hy ( u’ ) 2
= 1— E u™"du
* *3/2
20/X x*3/ o
hy ( 02t 1 L 2t
- * Uo + Z T #3/2 Z
20/X ~2n+1 x / = 2(2n+1)

hyg ot 1 ud
— 4 n — 293
2AV/ X (ug ; " 2n+1  2x*3/2(n +2) (293)

Sei y = 2x*y/x* — uy, so lisst sich also die Funktion y = y(u) = y(h*\/x*) fiir |[u| <1 in

eine Potenzreihe entwickeln zu

> 1 u?
o 2n+1 -
v= ;“ (2n+1 2X*3/2(n+2)>

B 1 ud 1 ud 3 1 ud 5
= _W U+ g—w u” + E—W u- ...

3 4 5 6 7 8
T (294)

. u (% u (% u u
ST TR TS TR T R

= yu+ Yu® + ysud + yut + ysud + yeub + yru” + b+

mit den Koeflizienten

_ 4 _0 1 B 1 1 - 1

Y1 = 5 Y2 =0, V3 = 3 5 Y4 = 4X*3/2 ) Vs = 5 5 Yo = 6X*3/2 )
1 B 1 S

Y = ?7 78__8X*3/27 T

Fiir 0 < h* < 1/4/x* lasst sich die Funktion A\z*(h*) nach (93) umkehren, so auch y(u) =
(2Ax*/x*) (h*/x*) fiir 0 < uw < 1. Fiir die Umkehrfunktion v = u(y) gibt es nach dem

Satz von Cauchy iiber die Umkehrbarkeit von Potenzreihen eine Potenzreihenentwicklung

u(y) =T1y + Day® + Tay® + Tuy* + Ty + Toy® + Try” + Tsy® + - -
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Die ersten sieben Koeffizienten I'y, 'y, ..., I'; berechnen sich zu ([10], 50. S. 15):

1 2y — 1
Fl = —:1’ F2:—l§207 F3:w:—v—i:—’)/3:——’
M M " M 3
b,oo s o5E ]
" ” Axsi2
_ 6yfem 3 Ay s -2l . . 1 12
Is = . =3 —=r =t
~? 3 5 15
r, — T2 + T3 + 84719373 — Y176 — 280799 7s — 28712 — 423
"'
. B T 5
= V3V4 — Ve = 12X*3/2 6X*3/2 o 12X*3/2 )
1 2

Tr = g (871906 + 83173 + 47} + 12097737 + 18077373
1

+ 13295 — 07 — 36737375 — T2vivyava — 129395 — 3307179373)

1 1 1 12 1 101
= 4 D12 — ) o=
(a7 +74) =77 = 123 (15 16X*3/2) 721 4B 315

Zu der expliziten Berechnung weiterer Koeffizienten findet sich nur wenig Literatur aus

den letzten Jahrzehnten des vorletzten und den ersten des letzten Jahrhunderts.

Am Ort z = 0 mit der kritischen Wassertiefe h(0) = h, gilt yo = —up. Demnach muss
u(yo) = v/x* gelten. Also folgt:

3 4 5 6
ug Ug 2uy Uy 1 101 -
- U 2w ow (1 1UL (295
&% uo+ 3 + 7 15 1200 (4X*3/2 S1E ug + (295)

. _1+u_g+ wp  2ug 5wy (1 101 e
- 3 432 15 12y*32 \4x¥2 315)

Durch Riickeinsetzen von y = 2A\x*\/x* — ug und u = h*/x* ergibt sich mit

3 4 5 6
_ y Y 2y 5y 1 101 7
uly) = y_§+W+1_5_12x*3/2+<4x*3/2_ﬁ gyt (296)

2 3 4 5
Y Y 2y oY 1 101
— 1L 474 42 _ = e 297
y( SR R T DT (4X*3/2 515 )Y (297)

die Reihenentwicklung (101).

Leichter als in (101) lassen sich ihre Konvergenzeigenschaften in (296) und in (297)
untersuchen, wo die Substitution noch beibehalten wird. Wird davon ausgegangen, dass
die Absolutbetrige |T';| auch fiir die Koeffizienten I'; hoherer Potenzen beschrénkt sind, ist
absolute Konvergenz der Potenzreihe fiir |y| < 1 gesichert. Wegen der Vorzeichenwechsel
konnte Konvergenz auch unter weniger scharfen Voraussetzungen gegeben sein. Doch
ohne eine allgemeine Vorschrift zur Bildung der Koeffizienten sind hier zu keine weiteren

Aussagen moglich.
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C.6 Gebrochen rationale Niherungslésung zu (65) fiir die sta-

tionéire Spiegellinie im gekoppelten Transportgleichgewicht

Eine gebrochen rationale Funktion ergibt sich aus dem Ansatz

. -1\
Az (h)_a((h*—l/ﬁ)”> (298)

fir n = 1/2, n = 1 oder n = 2, damit allenfalls eine quadratische Gleichung zu l6sen

bleibt, um nach hA* aufzulésen. Einer Naherungslosung optimal angepasst werden sollen

die Parameter «, (3, v und n. Zu (298) sind dquivalent

1 1 R —1 —#
W) oa ((h*—l/m") (299)
A A
(ax) = =y 200

Indem (300) nach h* differenziert wird, folgt

5 (3) R e VEVH S et YU V1 VAV ) K
(h =TV -

- A\ 7 -1 S T
@9 7 (E) BRGNS ((h* - ww)
(0 = 1/ = n(h* = D =1/ de

(= 1/\/X) dar*
dhe_ ar! (h* = 1/3/35)" O (b — 1)1

Tk =R (b = D = VR

im Vergleich zur Ableitung der exakten Losung

\ da* 3 —1 he3—1

Bdbt — xnT—1 - (= VR VR
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1
Firn = 5 besitzen die Terme (h* — 1/y/x*)" und (h* — 1)(h* — 1/y/x*)""! beide
1
die Ordnung 3 in h*. So wird durch diese Wahl auch die Differenz im Nenner der

Néherungsableitung von der Ordnung 7 Fiir diese gilt

I et Ve VA Ul VI, Ol
dx* ﬁ Jh* — 1 * _ _ hr1
/\/X_ 2\/W>7

200" (b = )b — 1/y/x)*!

= : 301
B e —=2/Vx" =1 (00
. . . . 4 5 10
Fiir die Senkungslinie numerisch anpassen lassen sich o zu @ = — -— ~ —— und
VT 3

D
B =7
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C.7 Die zeitliche Anderung des Sohlenprofils in Nihe eines

Gleichgewichtszustandes bei schubspannungsbestimmtem

Transport

Die Zeitableitung des Gefilles aus (118) ergibt sich als

o0l 0z o
9% = oot oz Veldm

8_ o Vgg’dm?’ [@thg
ox |dF,” od,, ox ox

d® |gd,, 0 oh ol
= — — | I=—+h—] . 302
dE.” \/ o Ox ( Ox * 8:B) (302)
Nahe liegt hier wieder, den Wasserstand & in eine Summe h = h + h® und das Gefille

I in die Summe I = I + I® zu zerlegen. h und I beschreiben das erwartete Transport-

gleichgewicht. h® und I sind die Differenzen hierzu im Nicht-Gleichgewichtszustand.

__ _dI —dh
Aus hl = const ergibt sich h— = —I—. So folgt
dz x
or o148 d® |gd,, 0 - dh  Oh” - dl oI
—=— = — (41— + —=— h+h?) [ — + ———
ot ot dE.*\ o Ox (( * )(dx+ 8x)+( * )(dx+ 83:))
dad |gd, 0 Adh  _ORA Adl oI~
= —_ [emZ (A T - -
dr\l o 8.1'( dx+ Ox h dx+h8:v
= ﬂ %8_ [Ad_ﬁ+_%_ﬁ@+7%
 dE*\ o Oz dx Ox h dx ox
dd |gd, 0 A h®\dh _0n® _0I*
= — — ("= —+—+h— 303
dF.*\ o Ox {( h ) dx * Ox * Ox (303)
- A a_ dhoa
Kleine /= erlauben den Ansatz h= = EI .

dh d <s;> S0

= = = }_lfl I
usd_I__d—I_ =R =7 olgt weiter
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o1 o [gd, 0 Vdh\ b (-dh -\ I

GRS LGN AN (O N iy Recan
ot ar\ o 8:1:[ ( hd[) d:ﬁ( a " ) &c]

Ao [gdnd (o[, 1(dh dh®\1dh T[.(dh dn®\ .01

_ D2 PR (O | OO o

ar\ o 8x{ [ h<d1+ ar ) ae TP \ar tar ) T as

_ 4% Jednd [a(y L 1dh%\dh .dh®0I%

dF,” o Ox dx dl Ox

(304)

T

Fiir ein Transportgleichgewicht bei stationir-ungleichférmigem Abfluss wird (65) in (304)
eingesetzt; denn lasst sich verifizieren, dass Gefélleinderungen nur langsam gegeniiber den
hydraulischen Vorgéngen ablaufen, konnen bei konstantem Abfluss die Formeln fiir die

stationdre Hydraulik verwendet werden. Mit

d*h d (soh2 — (A/s)h;")

da? dzx h3 — h,®
2s0h(h® — hy®) = 3h*[soh® — (A/8)h,°] dh
B (h3 — hy°)? dx
h —dh\ dh
= - 250 — 3h— | — 305
15— hy < %0 dx) dz (305)
ergibt sich also
oI~ dd Jgdn,
ot dE.* o

I hdl

1 1dA\  h AR R dnd orrA
A —_— = —_ — — JE— —_— [
1 (1 T ) B~ Iy (230 3hda¢> iz ar o }

_de fgdy A1t (1 LdESNdR (11 dYY (RN
-~ dE* o dx I hdl )dz so  h2 dI dx

1 1dnA\  h AR R dn oRTA
A —_ = —_ — — JE— —_— [
A (1 T hdl ) 1 — (280 3hdx> iz dr o }

_d®  |gd,, [dI® . dﬁ+dhA 25014 +1dIA dh
 dE\ o | dx I)de dI \h3—h," hdx ) dx

_ L Land SRR (1 LdheNY (dR
so  h? dl h3 —hg3 I hdl dx

2s0hI® (| 1Y _ zdh® %1%
h3 — hy® I dI 92

WS (L LAY R (AT i dRY
dx [ dx I12dx  h2 dI dz ) dx

(306)
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_ 1 1 1dh®
Fiir kleine Gleichgewichtsgefille I dominiert in den Termen (1 — 7_) und <1 7 + deij)

dessen Reziproke 750 dass die anderen Glieder in den jeweiligen Summen zu vernachléssigen

2
sind. Ebenso lassen sich auch die Terme mit dem Vorfaktor (d—> vernachlissigen. So

T
verbleibt aus (306)

oIt d®  |gdy [dh® [ 2s0I% +1d1A dh  1dI*dh
ot dE\ o | dl \h—h,® hdr)dr Idxdx

I 2s0h _dh” 02]?

I h3— hg3 dl 0x?

_d® |gdy, [dh® [ 2s0I” N 1dI*\  1dI*] dh

 dF\ o L dl [\BW—hS hdx I dz | dz
2 2sh _dh” 921~

S . (307)
I h®—h, dl 0x?

C.8 Die zeitliche Anderung des Sohlenprofils in Nihe eines
Gleichgewichtszustandes bei flieBgeschwindigkeitsbestimm-

tem Transport

Aus einer Zerlegung des Wasserstandes h in eine Summe h = h + h*® und des Gefille I

- dh? dl  dI?
in I = I + I fiir die Ortsableitungen — = —— und — = —— ergibt sich in Gerinnen
dz d dx d

konstanter Breite fiir die partielle Ableitung des Gefélles nach der Zeit
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oI

ot

h

h

B\ [d (BT — (8RB (B = (8N
W) @ h3 — hy® “h W — h, (gdm)*0
h—)

{ (dh/dw) + R3(dI /dz)|(h® — hy®) — 3RA(RT — (A/8)h,®)(dh/dx)
(k3 — hy*)?

3

h

B
it () Vi
R T =1C]
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dh  dh dI  dh dI® .
Mit T dl de —dl dr folgt aus (308) unter Voraussetzung hinreichend langsamer
Gefélledinderung, damit mit stationdrer Hydraulik gerechnet werden kann.

h

ot Tdw) \ h 35— hy

dh 3 dn\% dI> | dI2
2(37== —2emond =] | = .
[h (3 d]+h) h(h hg)(dl) dx] - (309)

Bereits in (309) ist zu sehen, dass das Gefille starken zeitlichen Anderungen unterliegt
dort, wo der Wasserstand h nahe der kritischen Wassertiefe h, liegt. Um (309) weiter
auszuwerten, muss zwischen i, I und hy auch fiir den noch nicht erreichten Gleichge-

wichtszustand die Normalabflussbeziehung angenommen werden. Nach dieser ergibt sich

hg s/ A dh hy VA
iber h = Eg ¢ 7 nach (30) fiir die Ableitung = _Eg HC); und (309) ergibt
ort _ _, d® (" (gd)’d
o d(v?) \ h h3 — h,?

ho 5[\ h,>2 M2 ara | ard
2 g 3 g 3 3 - Dl et
[h (2 \/;“Lh) T =) (1) dr | dz

N OE
h

dw?) \ h 35— hy

2h M\ VB ara | ara
3 = 3_ 3 - ==
2h° + 2 (2h hg)(l) dx] -

_ 0 (hg\ V(edn)d |y B by’ \S/Z It | drt
B d(v?) \ h h3 — h,° I? A dr | dx
h

dd 3 h2 2 (h,\ dI?] dI?
— _4p g d o |—— + = (Z2) == (310
d(v2)(h> CL [h3—hg3+12<h) d:r;} o B0
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C.9 Stabile Sohlenquerprofile

Bezeichnet 74,5 die Schubspannung durch das Eigengewicht des Korns unter Wasser,

ergibt sich eine effektive Schubspannung

Teff = \/(7’ coS a)2 + (Tsupst SIN a)2

2 2
= Qg\/(h[ cos ) + (gg’dm sina)

2 9( I \?
= ggg/dmg\/z (Q’dm) h? cos? o + sin® «

2
= ggg'dmg\/fzfﬂ cos? v + sin® o (311)
mit f = 7 Da o, ¢, d,, und g als konstant behandelt werden, wird nun davon

ausgegangen, dass ein Sohlenquerprofil h = h(y) stabil ist, wenn gilt:

const = ¢5 = f*h*cos’a +sin’a

- 2 (312)

Zu (312) sind folgende quadratische Gleichungen und ihre Losungsgleichung dquivalent:

& 1+<%)1 = (fh(y))2+(%)2
= <%—1>(fl—5)2 = (1w) -4
@ - T - e

dh B o 1 2
= & T fyga \/(173)<fh<y>)‘1
Po
fves—1

Setzt man ¢y = , so liegt demnach mit
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dh h\? I h\?

— = — ) -1 = —] -1 313

= an/(2) i () (313

I
eine Gleichung vor, die sich nur um den Faktor ¢of = ;—O—/ von (129) in 6.2 un-
terscheidet. Offensichtlich wird ¢y bei einer nicht-trivialen Wllbsung h = h(y) wieder
durch einen minimalen Wasserstand ¢y = huyin an Sohlscheiteln festgelegt. So ist
cof = Ijlclln = F.* i die minimale Feststoff-Froude-Zahl in Querrichtung.
O am

dh h\’

- = Fr*min —1. 314

dy <hmin) ( )

Eine triviale Losung zu (313) bzw. (314) ist, ebenso wie zu (129) das Rechteckgerinne.

~ _\ 2
Mit ;L = * wird hzu h = F’/‘*minﬁ und % = Fr*min@ = Fr*min - mi_nh — 1.
FT‘ min dy dy h’min
- N 2
i C I , dh E* inh
Die hierzu bei F,* i, # 0 dquivalente Gleichung T ] - 1 hat analog zu
Y min

7 hmin FT*min
(130) die nicht-triviale differenzierbare Losung h = 7 cosh (—(y + y0)>; und

min

Riicksubstitution ergibt mit yo = 0 (135)
h‘(y> = hmin cosh ( r*mini>
hmin
Um allgemeine Losungen zu diskutieren, soll wieder die Rektifikation des Sohlenquerprofils

untersucht werden. Aus (314) folgt zunéchst

dh\> S VAN T VAN T 1
(d_y) ! B FT i [(hm1n> —h B FT min (hmin> * Fr*min2 -1
dh 2 * h ? 1 * h ? 1 - F’r*min2
(d_y) = FT min\/<hmin) " FW?”ﬂnin2 o Fr min\/(hmin) " 7"*min2

und weiter fiir die Rektifikation s(yo, y) des Sohlenquerschnittsprofils
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- Fr*mln2
s(yo, y) = /\/ +1dy = rmm/\/ F* — 5 dy (315)
1- Fr*mln Fr*mln
- Fr*min ( > +1 dy/
Fr*mln 11— FT*IHIH m

F*
= /11— F* .2 I _min +1 dy 316
/\/I_Fr*mm ) v ( )

mm

Fr* ) 2
Fiir kleine F,* ist v/1 — F,* ,> ~ lund \/1 — F.* ;,,> < 1, ebenso ——2% _ < [ * . 2
mi 1 r * 2

— 4L'r min

Weiter ldsst sich in (316) die Quadratwurzel in eins linearisieren. Hierdurch wird s(yo, v)

nach oben abgeschétzt:

y 2
s(yo, y) < /\/Fr*miﬁ(f;(y)> +1 dy
yo min
Yy
F;:kmin2 h ' ?
/1+ . <h(9))] dy

Yo

F* .2 Y h(y’) 2
= Ym0 /(h ) dy’

Yo

F’r*mim2 h(t) ?
L+ 2 ygr%?%(y (hmm> ' (317)

Eine obere Schranke zu s(yo, y) bei groﬁen Feststoff-Froude-Zahlen ergibt sich aus (315)

S(yo, y) S 7‘ mln/ “

IN

IN

(¥ — yo)

h(y')  Pumin )
< Fr*min - d
= / (hm 2n(y))
Yo
[ h(y) 1 [k
* Yy / min /
== Fr min dy — = —d
0 Yo
]
< F ! /h(’)d’—(— ) min mn
>~ r min hmin Yy Yy Y Yo Jo<y' <y 2h( )
Yo
1 oamin (5 — o)
< E*. h(v) du' — MtminY = Yo) 318
< F i hmm/ ) dy' — 5= ) (318)

40 Yo<y'<y
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C.10 Schichtdicke in Transportkorpern bei einer logarithmischen
Geschwindigkeitsverteilung in der beweglichen Sediment-
schicht

Im folgenden wird davon ausgegangen, dass

/

us(2') ~ o (Z—Z—S(Z)

0 falls 2/ < z—s(2)

) falls 2/ > z—s(2) (319)

gilt. Die Schichtdicke s = s(z) ist hier noch nicht ndher bestimmt. Die Volumenfrachtrate

gp bestimmt sich zu

z z

q8(2)  (153) / us(2')dz' (3T9> / log < . _ZS<Z>>dZ’
z—s(z) z—s(z)
O =5
= (2—s(2)) / log¢d = (2—s(2)) [g (log( 1 (320)
1 1
z
_ (log(z_s<z>)—l>—l—l
= zlog . —Z(z)) — 5(2)
Wegen (151) muss es nun eine Konstante uj,, > 0 geben, mit der sich aus
- — w21 i _
q5(2) urz Ulog (z og(z — S(z)> s(z)) o)

= ()

eine implizite Gleichung zur Bestimmung der Schichtdicke s = s(z) ergibt. Eine zu (321)
dquivalente explizite Gleichung gibt es nicht. Falls s gegeniiber z klein ist, lasst sich der

Logarithmus jedoch linearisieren zu

log( : ) — log <1+ZS(Z) ) ~ 5) (322)

z—s(z2)
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um mit
ur - _ . < _ ﬁ
Ulog & z—s(2) z
sz slx) . S(®)
T 2= s(2) = 2(2-s(2)
= $%(z2) = 2 o (z —s(2))
Uiog (323)
= 0 = s*z)+ uTZS(z) _ T e
Ulog Uog
— s(z) = ur < 1+ Athog _ 1) z
S > O ulog ur 2

eine Néherungslosung explizit zu gewinnen. Die Schichtdicke s wéchst fiir kleine s dem-

nach zunéchst linear. Fiir etwas groflere Schichtdicken s ergibt Approximation des Integrales

d
/ ?C durch die Trapezregel

z
z—s(z)

() - [

Q

(i) ()
B (z—zs<z>‘1) (“9)
1

1
Die Approximation log z ~ ST —) ist fiir x € {—; e] recht genau; auflerhalb dieses
x e

Intervalls wird der Fehler nicht mehr annehmbar. Doch gelangt man hier noch noch zu

einer expliziten Naherungslosung von (321) durch
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= () Y

0
VR
W
|
w | @
—
W
S~—
|
—_
~__
N
|
M‘r%\
N RS
S~—
~_
V)
—
8%
N—

_ z - S(Z) o 5('2) -1 — &
z—s(z) 2z 2(z—s(2)) 22(2 — 5(2)) (325)
— s%(z2) = 2251; (Z — 3(2))
— 0 = s%(2) QZTZS(Z)_QST 2
— ur Ulog
s>0 () = Ulog( ! E_1>Z

Auch in dieser Approximation wéichst s mit z linear an.
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C.11 Zur Integration von (143), Eigenschaften der Funktion A

Bereits zu (168) in 7.5 erldutert worden ist, dass fiir periodische Losungen zu (143)
neben Stetigkeit und Surjektivitédtseigenschaften die Achsensymmetrie von Ay, in p = po
hinreichend ist. Notwendig fiir einfach geschlossene Kurven im Phasendiagramm zu I und

p, und damit fiir die Periodizitét, sind

o Stetigkeit von A, auf einem Intervall J,, mit py € J,,, das durch A, surjektiv auf
2

I
[—?0; O} abgebildet wird,
e ein absolutes Maximum von A, in (po|0) und

e strenge Isotonie von A, fiir p < p, und strenge Antitonie fiir p > pg, jeweils

P € Jp

P
Da im Definitionsausdruck (167) zu A,, der Integralterm / qp(p) dp fiir in p integrierbare

Po
qp absolutstetig, also insbesondere stetig ist, muss, damit A, stetig bleibt, pgp(p) in p

stetig sein. Hierfiir ist wiederum Stetigkeit von ¢p in p notwendig, jedoch auch hinreichend.

Aus (165) folgt:

p
1 dgp , .. ..
An®) = d—;(p) dp . (326)

Po

d
wenn % im klassischen Sinn fast iiberall existiert. A ist in diesem Fall generell absolut-
P
stetig.

Unter genannten Stetigkeits- und Monotonievoraussetzungen an A, fiir die Existenz
periodischer Losungen ist A,, auf dem Intervall J,, fast iiberall im Sinn der Lebesgue-

Theorie differenzierbar, d. h. es gibt auf J,, mit hochstens abzdhlbar vielen Ausnah-

dA\
mepunkten eine Ableitung d—po. Fiir sie ist i. a. der Hauptsatz der Differential- und
P

p
Integralrechnung nicht mehr erfiillt. Der Integralterm / gp(p) dp in (167) ist, wie bereits

Po
oben erwéihnt, absolutstetig. Analog obiger Argumentation zur Stetigkeit folgt hier die
Lebesgue-Differenzierbarkeit von ¢g in p. Auf eine Absolutstetigkeit von ¢p in p lasst sich

jedoch nicht schlieflen.
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A, verhilt sich zu p = py achsensymmetrisch, d. h. A, héngt nur von |p — po| ab,

: d
1z (po)) ist. Ist pg = 0 oder gilt %(po) =0,
P

d
wenn pdi; punktsymmetrisch in (po ‘po dp

so ist fiir letzteres notwendig und hinreichend, dass % achsensymmetrisch zu p = 0
P

d
ist. Allgemein, d. h. auch im Fall py # 0, lautet die Punktsymmetrie von ]02 in

dp
Polp dﬂ(p) :
01P0g,(Po) )
d d d d
P o) = (o =) (o —p) = (0= )" 2 (0= 70) = oy (po)
dqp dqp dqp
I 2B — _ 4B ) — 4B
= ) = =) (P20 m) - Pn 1) (327
dgs _ P—po (dgs dqp
— Po dp (po) = 9 dp (P — po) dp (po — p)
Zwar verschwindet zwar %(p —po) — dq—B(po — p), wenn sich dap achsensymmetrisch
dp dp dp

d
zup = po verhélt; doch wird (327) nicht erfiillt, wenn nicht auch das Produkt po%(po)
p

d
verschwindet. Verschwindet dieses Produkt nicht und ist % dennoch auf einem Intervall

[po — 0, po + d] beschrinkt, so ldsst sich p so nahe an py wihlen, dass (327) verletzt wird,

indem die rechte Seite die linke dem Betrag nach unterschreitet. Somit liefle sich (327)

d
im Fall po%(po) Z# 0 nur erfiillen, wenn % in pg # 0 singuldr wird. Dann ist aber
P P

d
auch po%(po) nicht definiert. So folgt also:
P
po lasst sich festlegen zu py = 0 und ¢p ist in (0] ¢p(p)) punktsymmetrisch, (denn dann

d
ist % achsensymmetrisch; ein Wendepunkt des Sohlenprofils z liegt vor!) oder gp hat

im Fall py # 0 einen Sattelpunkt in (po | ¢5(po))-
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A, lésst sich iiber die Trapezregel ndherungsweise bestimmen:

p

Ay (p) = L / q5(p) dp — [ﬁQB(ﬁ)}

ur

p

Po
0

1 <QB(p0);”qB(p> (p—po) — [ﬁqB(ﬁ)]p )

Q

ur Po

(p — po) (CIB(Z?O) - QB(p))

_ 328
S (328)
Erfillen pyin und ppax (169) und gilt py = 0, so folgt

Pmin <QB(0) — 4B (pmin)> 9

~ —I (329)
ur

Pmax (QB(O) — 4B (pmax)> 9

~ 1 (330)

ur
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Verhilt sich gg = ¢p(p) symmetrisch in pg = 0, gilt pmin = —Pmax. S0 folgt aus (335)

speziell

48(Pmax) = 2q5(0) (331)

und durch Einsetzen in (329) oder in (330)

PmaxdB (pmax )
QUT

(332)

Bezeichnet L wahlweise die Schubspannung 7, die Feststoff-Froude-Zahl F,.* oder die
Sohlenbelastungszahl 7, so ist

A (B0) g, ap 333

T w

quB(B(p)) _ d%qp (dB\? | das &5 (334)
dp? T a2 \dp db dp?

Ist 0. B. d. A. &(pmin) die Abszisse eines Tales, demnach also (pyay) die eines Kamms,

so gilt wegen (148) ¢(Pmin) = 0. (329) und (330) werden gleichgesetzt. Man erhélt
pminQB(O) = pmax(qB(O) _QB(pmax)>

= qp0) = —I (D) (335)

Pmin — Pmax

Pmin — Pmax
<  ¢B(Pmax) = — qz(0)

pmax 7

Da puin < 0 =po < Pmax gilt, 1St Pmax — Pmin > Pmax > 0 und 8o ¢p(0) < ¢p(Pmax) Wie
wegen (148) nicht anders erwartet wird. Doch ldsst sich mit der Ndherung (329) bei
Pmin < 0 und ¢p(pmin) = 0 kein Iy bestimmen! Die linke Seite von (329) wird negativ.
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C.12 Zur Integration von (143), Parameterdarstellung fiir den

reduzierten Ort z = z(p)

Um eine Parameterdarstellung fiir den reduzierten Ort x = x(p) zu gewinnen, gibt es

prinzipiell drei Moglichkeiten:

a) Aus (162) wird eine explizite Darstellung von p als Funktion p = p([) in I gewonnen.
dI dl
Mit p = T folgt x + zy = / ——. Der reduzierte Ort x ergibt sich dann als Funk-
x

p(I)

tion x = (/) in 1!

Beispiel: Héangt gg linear von b, d. h. von der Schubspannung 7 oder den daraus

abgeleiteten Groflen n bzw. F,.* ab, so nach (202) auch von p. gp ldsst sich

darstellen als g = qpy + pup, wobei ¢p, und p = % konstant sind. Aus
P

167) ergibt sich hier A = o p? — p?), aus (168) weiter
5 0
ur

I(p) = \/13+ L3 —p?)

ur

(336)

= pI) = =+ %(f&—f?)w%

und die Funktion z = z(I) fiir den reduzierten Ort x zu
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() = /\/uT 2—x0

/ \/“TI 5 +mpp _ UT[Q
= —x
\/ uTIQJrupO/\/l_ 0

w I2+l‘p0

B / +du .
\/uT Ve

u(lo)

arccos U

- - u([
arcsin U,
\ L u(]o)

arccos

i ( V qu urlg + ppg + 0% }
arcsin

L (\/qu2+#190 ﬂ

Als Umkehrfunktion I = I(x) ergibt sich

[—1y= /I3 4+ —p?
0 0+upo

T .
sin <

Q
o
n
VN
-
8
|
8
N
N——

also das Fundamentalsystem aus trigonometrischen Funktionen.

(337)

(338)

Im allgemeinen lésst sich jedoch I nicht mehr nach p auflésen. Schwierigkeiten

ergeben sich aber auch bei den fiir eine geschlossene Integration nach folgenden

beiden Alternativen b) und c) erforderlichen Substitutionen:
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b) Die Funktion I = I(p) in (168) wird nach p abgeleitet. Der reduzierte Ort x ergibt
sich als Funktion # = x(p) als das Integral ([23] 4.14, 4.17 (a))

v(p) = / (“2) L 20 (339)

Po

denn es gilt: x +zy = /

o /dl()dp

—— —. So wird b) auf a) zuriickgefiihrt.
p(I) dp p ) euf &)

Beispiel: Héngt wie im Beispiel zu a) gg wieder linear von B ab, ergibt sich aus (336)

dl
die Ableitung dl(p) - _F P

u T
g \/13 - E(p% —?)

, und man erhélt zu (339)

$(P) = / — 2o
\/1—2 u 72)
—= / — xo
\/ ur Ung mpy 2
Vo U:rf2 1pR) /\/1—
[ / du
= —_ _— _— xo
ur V1—u?
u(po)

- " [ . }u(p)
= /— |arcsinu — Xy
ur u(po)
P
= Ll [arcsin ( % p)} — I .
V ur urly —ppg /1,

U«TI2 Mpo

Als Umkehrfunktion p = p(x) ergibt sich hier
p—po—ﬂ%fg—pg sin(ﬂ%(x—x@), (340)

also wieder eine trigonometrische Funktionen.
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Aus (163) folgt so zwar

1 [dgs, . dp

4B~ 4P
x = xo+— | — @)= 341
(p) ot | g, @) T05) (341)

Po

dgs

doch wird zur Auswertung des Integrales in (341) (wieder) die Ableitung .
4

benotigt. Fiir die Bestimmung von A hat sie sich durch partielle Integration durch

qp ersetzen lassen.

Direkt aus

c) (339) ergibt partielle Integration

]52

z(p) = zo+ {%f)]; +/p@dz5. (342)

Po

Um die Quadratwurzel im Term fiur I(p) nach (168) mit der Wichtung % Al
geschlossen integrieren, muss in der Regel der Radikand substituiert werdelf. Mit
der Auflésung von p nach I stellen sich damit die gleichen Schwierigkeiten ein wie
sie bei der Integration nach a) bestehen. An bietet sich daher, bei der Integration

die Quadratwurzel iiber

I(p) = +I 1+2A[(f) ~ +I, (1—Aj<p)> = i[0$¥ (343)

2
0 0 0

zu linearisieren.
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So ergibt sich

p p
1(p) . p) . L) 1 [A() .
/E—Z; PR ifo/~—2¢ / pﬁgp)dp = [HFTO} :F—/ pigp)dp
P p pl, Jo p

Ppo Po

und aus (342) die Losung

p
1 I 1 AP
o) = g |[HEELS o L [nD) gy, (344)
p v Jo p

Po
P
Abb. 81 Zeigt den Linearisierungsfehler bei der Bestimmung von z fiir den Fall A(p) = 5

also I(p) = /1 — p?. Die richtige Losung ist hier z(p) = arccos(p).

3 T T T .85 T T
acos(x) : H

T
absoluter Fehler
linearisierte Masherung -—-——-- :

—@.8z

—8.84

—B.86

Abbildung 81: Absoluter Fehler bei ndherungsweiser Integration nach (344) anstelle von (342)
fir I(p) = +/1 — p?. Links: Graphen der der exakten Losung (durchgezogen) und der Niherung

(gestrlchelt); rechts: Differenz zwischen Néherung und exakter Losung.

Durch partielle Integration folgt
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/.5
Po

PO (p) d

ulT \p/ QB(ﬁ> dﬁ— [ﬁ%(ﬁ)]io) 72

1 1 = = qs(P) | Pogs(Po .
— — [ as(p)dp — E)%— NQ( ) d
urp p p
Po
\
P ] D P (~) 177
x x ~ qB\p ~
— / = /QB (p) dp | dp — / —=dp — pogn (po) |:T:|
ur p p Pl
po N Po Po
\ partiell i::egrierbar )
(T P
I 1] [ 45(p)
N g% qB\pP ~
— - :/qB(p) dp +/ — dp
up p p
Ppo Po
~—_——
| verschwindet in ]~)=p0_ Po

\

/q;)

Po

1 {
— Y Po
ur

1
urp

1
urp

_{UT

( .
( — paa(p) + pgs(p) — Pogs(Po) — / q5(D) dﬁ)

dp — pogs(po) (% - pio) }
(i - 1) an) — - / 15(7) dﬁ}

Ppo

P
P0)q5(Po) / qB(p) dﬁ)

Po

(345)

— pqs(p) + [ﬁqB(ﬁ)]ZO - / q5(P) dﬁ)

Po

(346)

]PO p
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So ergibt sich fiir den Ort x

p) F [
x(p %$+[+
(p) 0 5

_ IP)F 1o | qa(D)] P Ay, (p)

B [ p * urlo |, * Iop

AL L O 07 10)

Ip)F L, [48(D)]"
p * [ urlo |

R {QB?)]]D
I

Q

+ =Ly F 1(p))

[= Q=

= =+

(347)

(348)

Einen Korrekturterm zu der Approximation durch dreiecksformige Transportkorper erhélt

man, indem /12 + 2A in zweiter Ordnung approximiert wird.

A
I(p) = £Ipy/1+2 ;ﬁ’)
0

N Alp) 1
2

A(p) n A(p

Iy 213

(0Y)

)

= =xIF

So ergibt sich der Ort x = z(p) in zweiter Ndherung zu

p

v(p) ~ +[”p)T]”] . ! /pAm—@czpii p<Ap°(ﬁ)>2d]5.

T =9 3
Po Io p I
PO PO

N J/

_2020 ach (348)

Gegeniiber (348) ergibt sich so der Korrekturterm

(349)

(350)

(351)
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-/ {Q/ qB@dﬁ) ~2[an)]” [ q3<5>dﬁ+([5q3<ﬁ>};)2}g

P
B 2/p (qB;ﬁ) _pOCJgQ(po)) (/ﬁqB@ dﬁ) i

' / (o) - oo 0s) , ) o

p

-/ {q;(ﬁ)z%f) [ asté)di+ = (/ a5 (7) dﬁ) }dﬁ (352)
+ pOCIB(p())/% {% (POQB(PO) +2/QB(Z§) dﬁ) - 2(]3(13)} dp . (353>

Der Term in (353) verschwindet, falls py = 0 gilt. Dann gilt

/p(AOT@>2 dp = i(qB(ﬁ)—%/ﬁqB(ﬁ)dﬁ)Q dp . (354)
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1

Beispiel: Zu A = ——(pi — p®) im Beispiel zu a) (¢ linear in p) ergibt sich der Korrekturterm
ur
)
1 Ay (D)) 2 2
E w@)\" g5 MS/ %5\ g
Po Po
H Po 2 | 2
= - —2 p° | d
po
_ H p_3 o p_é . 2 2p* P
urld |3 P 1L
3 3 4
H P> +8py o 2
- B 355
i (P - Ty (355)

Im Fall pg = 0 ist der Korrekturterm ein kubisches Polynom. Anhand der Abb.
82 werden die exakte Losung, ihre lineare Approximation und die Approximation

zweiter Ordnung skizziert.

Abbildung 82: Im Fall pg = 0 ergibt sich zu obigem Beispiel ein kubisches Polynom als Appro-
ximation des Arcus-Sinus in zweiter Ordnung (links). Da diese Approximation jedoch an den
Enden des Definitionsintervalls keine singulédre Ableitung besitzt, gibt die zu einer periodischen
Funktion stiickweise fortgesetzte Umkehrfunktion (rechts) jedoch nicht die Extrema mit

horizontaler Tangente richtig wieder.
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C.13 Das Transportmodell (163) in Verbindung mit der Formel

von Boys

Im folgenden bezeichnet

3/2 5d [ow
qBoys = gg QS (356)

einen Vorfaktor, mit dem sich Rechnungen einfacher schreiben lassen. Fiir p = 0 ergibt

sich nach der Formel (187) von Boys

o(3) - S )

— Z —1 357
oy 577 (577 ) (357)

Boys beschreibt den Transport mit Hilfe einer kritischen Schwelle. So folgt aus (207)
5 —

5Z1n
Néherung (329) durch Approximation von A mit der Trapezregel erhélt man

Pmin = fiir den unteren Endwert des Parameterintervalls fiir p in (163). Mit der

IQ ~ _pminQB(O)
0 (329) Ty

_ _QBoys 5_277 2 2 _1
- ur 571 57\5"

_ 2qBoys
1257 urp

2qBo s 2
— (5-2 . 358
125 Zyur w (358)
f=(n)

(5—2n) (2n —5)

5
Die Losung Iy = 0im Falln = 3 ldsst die Transportkorper in eine ebene Sohle entarten.
P

Mit o := Zip ergibt exakte Rechnung / qp(p)dp zu

0
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qB(p)dp

O\@
2

P
2 2 -
QBoys/ (g + le> T} [(g + le> 77 - ]‘:| dp
0

(%-‘,—0)77
Teoe [ — 1)dn
Z1n
2n/5
: (34+2)s
qBoys ~2 ~
— (20 — 3)]
62177 i /5
. - (2+0)n
n 2 n) — o s~>
7 n( qB(71) = qroysT]
L 2n/5

7 {3 (000~ 0000) + 20 20000) = (3 + 210 ] 359

und so

1

ur

/ qB(P)dp — pas(p)

0

; ZiuT {% (qB(P) - qB(0)> — Zip [4613(19) + (g + le) qBoysn(F}())

Fiir p = punn ergibt sich speziell

A0 (pmin>

qBoys

1L o (L2
6Ziur 5% n 5)

_een [ 8 (2 ) L
6Zur 1 25 \5" n? 25

82 2 1
L _ Ty 361
(375 25 * 67)) (301

Zyur
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5—2n)? 8?2 1
Seien f~(n) = G207 und und f_(n) = S/ —, so gilt nach der zuvor be-

125 © 375 25 6y
trachteten Naherung Ag(puin) =~ % f~(n) iber (329) und jetzt fiir die exakte Rechnung
1ur
nach (361) Ao(pmin) = gBst f=(n). Anhand der Abb. 83 werden fr und f_ skizziert.
1ur
8
T
PP S S S S
—15 b, .............. . / ............ ..............
o b fo f
—E5 e ............. . ..... ; ..:"z:' ...... .............. . ..............
—-2@ _ ............. sz .......... .............. ..............
e Y .............. S S
A i f SR B
-45 : :
nicht z@llaessig
-5@ L
t=1"! -8 -18

Abbildung 83: Grafik zu der N&dherung fr und zu f- aus der exakten Rechnung.
f>0 = Ao(pmin) > 0 = Ig < 0. Demnach kommen nur Werte f < 0 in Betracht.
Sohlenbelastungen 1 < 0 sind physikalisch unzuléssig; fiir 7 < 1 findet nach der Formel von

Boys kein Transport statt. Relevant ist daher nur der eingerahmte Bereich des Graphen von

i
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Explizit als Funktion in p ergibt sich Ay = Ag(p) aus (360) zu
Ao(p)
50 | (95(0) — as(0) ~ o [as() + (£ +
(360) GZI’U/T 5 QB p QB o QB p 5 o qBoys,r/
1 1 4 4
= PG )w0) 500~ (5 +7) aun
qBoysn 1 2 2
— 4= — z “ 1
1 G) Gro) [(Gre)n]
8 (2 1 4 .
25 \5" “\5 77
— QBoysn E_E_O_Q - _I_O_n_ _16_7] — _ Zo—0
6Zur | \25 5 5" 125
QBoysn 3 12 2 2
— — 3
6Z1UT ( " 5 o i )
Z1QpoysTIPD 2 ( )
- s _z (-2 362
ur g/t En (362)

Z 1 qBoys
ur

In Abb. 84 wird Ay(p) fir
dargestellt.

Die Funktion

Ao(]?) = AO(p)_AO(pmin)

Zyur \ 3 2 5 375 25

Tooys?] (2 5 a2< 4 > 8n 2 1
— _dBsl (2 (1) 2L 2
Zyur (30 3 57) T35 725 o

: 2 Z1p)? 4 8 2

besitzt nach ihrer Konstruktion eine Nullstelle in p = puin.

= linden Féllenn = 5,7 = 7,5undn = 10 graphisch

(363)
(364)

(365)
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Abbildung 84: Nach der Formel von Boys ergibt sich fiir Ag die Kubische Funktion (362) in p.

Neben der Nullstelle in im lokalen Maximum p = 0 nimmt sie, abh&ngig von 7 lokale Minima an.

Diese Minima liegen jedoch bei Abszissen p < pmin. Fiir p > 0 fillt Ag streng in p unbeschrénkt.

AO (pmin) .

)

Demnach gibt es ein ppax > 0 mit Ag(Pmax
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302 4 4 3 1 1 2
Division des kubischen Polynoms o + % (1 — 577> ~ o5 + ﬁ — 4—”3 durch o — 5 + R
1 1 1 1 2 25 15
ergibt das Binom o2 + (g+%)0+4—772+m—%in0. Fiir n > Eundn < -3
besitzt letzteres die Nullstelle(n)
—4n — 5 4 /14402 — 120n — 375
0'1/2 = 4077 (366)
_ —4An—5+4/(12n—5)? — 400
B 40m
—4n — 5+ /(12n+ 15)(12n — 25
n

25
Wird eine Sohlenbelastungszahl n > T2 vorausgesetzt, besitzt demnach Ag(p) eine posi-

—4n — 5+ /(12n + 15)(12n — 25)
40n

tive Nullstelle ppax mit prax = . Analog zu dem Grenz-

1
wert von ppi, nach (210) ergibt sich hier fir hohe Sohlenbelastungen lim ppa. = =
n—>00 1
2 1 VvV (12n+15)(12n —25) 1 L
Aus (5 + lemax) n = 3 (17 + 50 —1 ergibt sich
qB(pmax)
oys 12n+15)(12n — 25 1 12n4+15)(12n — 25) 9
_ 77JFJF\/(W (127 —25) 1 77JFJF\/(n )(127 —25) 9
4 20 4 20 4
Gooys (34 5 14 /(12n+15)(12n—25) ([ 1 9
= 2| —=n"—— - — = — . 368
1 <25 5" 2 57 1) 16 (368)
16n% — 100m* + 125
Weiter ergibt sich aus (361) 12 exakt zu I; = ;TZST 7 3752 i und so
16m3 — 100n% + 125
fo = [T V167 — 10097 + 125 (369)
ZIUT 5\/15']7

Aus (177) folgt schlieflich

(12n+15)(129-25) 1y | 9

1 5 /15 [Z Hpr —Upy 1_1y4 9
‘“W?\/—lm%” = : L-9D%% . n
w ur

/1673 — 100m2 + 125
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C.14 Das Transportmodell (163) in Verbindung mit der Formel

von Meyer-Peter

Bei der Formel (189) von Meyer-Peter rechnet es sich am einfachsten mit den dimensions-
losen Zahlen ® und F,*. Hier soll demnach ® (B[) (pmin)> = 0 gelten. Der Ansatz mit (207)
wird hier nochmals — mutatis mutandis — mit F,.* anstelle von 7 wiederholt. 7, wird
durch den von Meyer-Peter ermittelten Zahlenwert von % fiir die kritische Feststoff-

Froude-Zahl ersetzt, also

2 1
- A min Fr* = A
(5+ 1P ) 20

1 2

<:> pmin — M (371)
Z
_ 1-8F
- 20Z,F

1
Offensichtlich gilt pi, < 0 erst, wenn F,.* > 3 ist. Fiir p = 0 ergibt sich nach der Formel
(189) von Meyer-Peter

3
2
o(2e) = (2ot
5 5 20
1 1\ ?
= — (2r—2) . 372
5\/5( 4) (372)

Fiir Transportformeln, die nach (52) iiber das dimensionslose ® ausgedriickt werden, 14sst

sich A ausdriicken mit

Aw(®) = —ngd’”g [ e - o) (373)
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Setzt man py = 0 und entnimmt fiir (373) ® aus der Formel (189) von Meyer-Peter, so
ergibt sich

Ao(p)
a3 1 (Braw)e 9 1\2
Vgo'dy, R ) :
- Fdn —p((2+zp)Fr— =
ur | Z,F / p((5+ 1p> 20)
2p v _ L
5T 20
3
Vedd § 2 [ ann 2 A
- F p((Z+zp)Er - =
ur {5213* 2p P\ T~
Vegodd,® 2[2 2 ] 2 (2 1
yseeim )= It _ goldp) - 2 (2~
Zur {5 5\5 7P 08, w|20) =5 {5~ 5057 ) O
Veod,® [ [4 2 1
= VEZhm I (% 37— o= o 4
5Zyur {(5 Ty e 5~ 20r7 ) 20 (374)

Da ¢ (pmin) und somit auch ®(py,) verschwinden, folgt speziell

AO(prnin)
2 \/god,’ (2 1
_ZVSETm (2 3(0 375
5 ZluT 5 QOFT* ( ) ( )
— 2 Veod (1 N[y ]
372) 1955  Zuur 4F.* Ty
_ 2 veody <4F 14 ) R — 1 (376)
125v5  Ziur " 16F,* Ty
und so
poo 2 Vedd. <4F* 4 — ) Jore (377)
0 125v5  Ziur " 16F,* T
1 /2 {god? " 1
I, = z mo JAR 14— {foFr — 2 378
* = 5% V5 Vzar 16" i T
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Nach (374) ergibt sich weiter die Differenz Ag(p) := Ao(p) — Ao(Pmin) 20
Bolp) = VEZD (2 g L Vo) (379
0P 5Zur \5 T 10R7 )Y
Neben ppi, mit ®(pnin) = 0 besitzt Ay eine weitere Nullstelle pp.y, fiir die gilt
4
= - =37 max — T4 %
0 = 532w 105"
(380)
< = ! 4 1
Pmax =157, 2,

Hier ist offenbar lim ppax

3
1 14 1\?2
= - Mit ®(pmax) = —F — - ibt (177
P 157, Mit (Pma) 5\/5<5 4> ergibt (177)
ndherungsweise die Periodenlénge

l ~ 2 ggldeQB(pmax)
Tour

M\fm,/zv (uF 1)
45"

* 1
_1+16F \/2F T4

S

B \/,—3 Z1 56 F,* 56E" —5 (381)
10\/ \4/8F ; AF," — 1+
\/gg’d?’ 21 56F,* — 5 56E." —5 (382)
T /8F, AF," — 1+

16F 16F.~

56F,." —5
Wegen hrn \/

» = V14 lasst sich bei starkem Transport auch mit
A4F." — 1+ ——

16F

\/_ 71 56F.* —5
/ / 3 1 W (383)

1
w

rechnen.
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C.15 Das Transportmodell (163) in Verbindung mit der Formel

von Engelund-Hansen

Wie zur Formel (189) von Meyer-Peter im vorigen Teilabschnitt wird auch hier mit den

dimensionslosen Zahlen ® und F,* gerechnet. Als Funktion in F,*, bzw. hier als Funktion

2 by2
in by = (5 + le) F,.* lautet nach Engelund-Hansen & = %02. Analog zu (374) lasst

sich hier Ay berechnen zu

Ao(p) = % { (% - 5le> ®(p) — Z5l<1>(0)}

Weiter ergibt sich 12 zu

Ig = 2A0(pmin)
8 Vegddy,®

= Y52 g0
35 Zl’LLT ( )

16 \/§Fr*g\/gg’dm3
5 )

38125 Zyur

und so

A0(p) = AO(p) - AO(pmln)
—73{5: (% - 5Z1p) @(p)

besitzt neben der Nullstelle in p = ppin eine weitere in p = Prax Mit Prax =

(384)

(385)

(386)

(387)

4
257,
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So wie bei den Geschiebeformeln ohne kritische Schwelle nach (211) ppi, = —57nur
mittelbar {iber Z; von der Schubspannung abhéngt, so hangt hier auch py,., nur mittélbar

iiber Z; von ihr ab. Aus

5

1 /2 4 \?2 5

o max = T~ |\ T 5 FT*§
(Prna) 10(5 25)

18 6 5
= 2 2R3
3125 V 5 (388)

folgt mit (386)
1 9v61 ,[5 [Z L5
S ; 5,/ u_; Vgo/d3, F,*i (389)

w 125

analog zu den Rechnungen zu (381).



