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I

Zusammenfassung

In der vorliegenden Dissertation wurde der Einfluss von Materialparametern auf die Reflexion
von Luftstoßwellen untersucht. Die Untersuchung erfolgte mittels analytischer Berechnungen.
Bei der Betrachtung der Reflexion von Luftstoßwellen an Materialien mit geringer Dichte und
geringer Steifigkeit stellte sich heraus, dass der Einfluss der Materialparameter auf den Reflexi-
onsfaktor beträchtlich ist. Es wurde gezeigt, dass Materialien mit geringer Dichte und Steifigkeit
zwar den reflektierten Druck der reflektierten Luftstoßwelle reduzieren, jedoch der Druck auf
Bauteile in manchen Fällen verstärkt wird. Dabei haben die Materialeigenschaften des Bau-
teils ebenfalls einen starken Einfluss auf den Spitzendruck an der Bauteiloberfläche. Wenn eine
Luftstoßwelle direkt auf ein Bauteil – wie beispielsweise eine Stahlbetonwand – trifft, dann
kann dieses Bauteil für die Bestimmung des reflektierten Druck-Zeit-Verlaufes meist als starr
angenommen werden. Wenn jedoch vor diesem Bauteil ein Material mit geringer Dichte und
Steifigkeit ist, dann ist diese Annahme nicht mehr gerechtfertigt.
Für ein geschlossenes Stoßrohr wurde die Reflexion der Verdünnungswelle analytisch berechnet.
Weiterhin wurde für eine einfache Stoßwelle die analytische Lösung des Druck-Zeit-Verlaufes
bestimmt. Die Lösungen der analytischen Berechnungen können als Referenz für Konvergenz-
studien numerischer Berechnungen verwendet werden.
Zusätzlich enthält diese Arbeit einen historischen Überblick bis zurück in das 17. Jahrhundert
über die Entwicklung der Erkenntnisse zu Luftstoßwellen.

Abstract

In this dissertation, the influence of material parameters on the reflection of blast waves was
investigated by analytical calculations. It was shown by the investigation of the reflection of
blast waves at materials with low density and low stiffness, that the influence of the material
parameters on the reflection coefficient is quite large. It was shown that materials with low
density and low stiffness reduce on the one hand the reflected pressure in the blast wave, but
on the other hand, they amplify the pressure on structural elements in some cases. Thereby, the
material properties of the structural element have also a strong influence on the peak pressure
at the structural element. If a blast wave hits directly a structural element, e.g. a reinforced
concrete wall, then the structural element can mostly be assumed as a rigid body. But, when
a material with low density and low stiffness is in front of this structural element, then this
assumption is not valid anymore.
The reflection of a rarefaction wave in a closed shock tube was analytically calculated. Further-
more, the analytical solution of a pressure-time history was determined for a simple blast wave.
The solutions of the analytical calculations can be used as a reference for convergence studies
of numerical simulations.
Additionally, this dissertation gives a historical review of the development of the scientific know-
ledge of shock and blast waves back until the 17th century.
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1

Kapitel 1

Einleitung

Luftstoßwellen sind starke Druckwellen in der Luft. Sie besitzen einen plötzlichen Druckanstieg
(z. B. Abbildungen 3.9 und 6.4). Dieser plötzliche Druckanstieg wird als Stoßfront bezeichnet.
Er wird in einigen Idealisierungen als eine Diskontinuität abgebildet. Luftstoßwellen werden bei-
spielsweise durch Explosionen hervorgerufen. Sie wirken nur über kurze Zeiten im Millisekun-
denbereich, können aber trotz der kurzen Zeit solche Mengen an Impuls und Energie übertragen,
dass Gebäude stark geschädigt werden.
Im Automobilbau oder bei Verpackungen werden Stöße durch energieabsorbierende Konstruktio-
nen aufgefangen (z. B. durch Aluminiumschäume). Es stellt sich die Frage, ob solche Konstruk-
tionen zur Energieabsorption auch im Bauwesen möglich sind. In vielen Fällen ist es einfacher
und billiger, Bauteile etwas stärker auszubilden, als zusätzliche Konstruktionen zur Energieab-
sorption zu bauen. Die meisten Gebäude benötigen aus bauphysikalischen Gründen eine Wär-
medämmung, die außen auf das Gebäude aufgebracht wird. Diese Wärmedämmungen bestehen
meistens aus leichten, porösen Stoffen (z. B. Polystyrolschaum, Mineralwolle). Es stellt sich na-
hezu zwangsläufig die Frage, ob solche Wärmedämmungen als Schutz vor Explosionen genutzt
werden können.
Es gab bereits Experimente, in denen der Einfluss von Schaumstoffen auf Explosionsbelastun-
gen untersucht wurde (Abschnitt 2.2). Überraschenderweise wurde oft nicht der gewünschte
Effekt erzielt, die Belastung zu reduzieren, sondern genau das Gegenteil trat ein, nämlich eine
Verstärkung der Belastung.
Im Rahmen dieser Arbeit kamen verschiedene Fragen zum Vorschein, wie z. B.:

• Wie ändert sich der Druck in einer Luftstoßwelle bei der Reflexion an Bauteilen im Ver-
gleich zu einer Reflexion an einer starren Oberfläche? Zum Beispiel: Wie ändert sich der
Druck bei einer Reflexion an einer Fensterscheibe, da die Fensterscheibe sich verformen
kann?

• Können mit Materialien mit geringer Dichte und geringer Steifigkeit die Belastungen aus
Luftstoßwellen reduziert werden?

• Warum erhöht sich der Druck zwischen einem Material mit geringer Dichte und geringer
Steifigkeit und einer steifen Wand?
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• Können Wärmedämmungen vor Explosionen schützen?

Auf diese Fragen wird in den folgenden Kapiteln dieser Dissertation eingegangen.
Im Kapitel 2 wird ein Überblick zum Stand der Forschung der behandelten Thematik gegeben.
Dabei wird bis auf Veröffentlichungen des 17. Jahrhunderts zurückgegangen, um die Entwicklung
der wissenschaftlichen Erkenntnisse zu den Luftstoßwellen zu zeigen.
Im 3. Kapitel werden die wichtigsten Grundlagen angeführt, die für diese Arbeit von Bedeu-
tung sind und die nicht alle im Bauingenieurstudium gelehrt werden. Dies betrifft vor allem
Grundlagen zur Thematik der Luftstoßwellen und zu ihrer Berechnung.
Die Analyse der Reflexion von Luftstoßwellen an nachgiebigen Materialien wird im 4. Kapitel
beschrieben. Dabei wird untersucht, welchen Einfluss die Materialeigenschaften auf den reflek-
tierten Spitzendruck in der Luftstoßwelle besitzen. Darauf aufbauend wird untersucht, wie Ma-
terialien mit geringer Dichte und geringer Steifigkeit vor einem Bauteil den reflektierten Spitzen-
druck auf das Bauteil verändern. Die Untersuchungen beruhen auf analytischen Berechnungen
und liefern genaue Ergebnisse.
Da nicht nur der Spitzendruck für die Belastung von Bauteilen maßgebend ist, sondern der
gesamte reflektierte Druck-Zeit-Verlauf, werden in Anlehnung an das 4. Kapitel analytische
Lösungen für Stoßwellen mit abfallendem Druck-Zeit-Verlauf nach der Stoßfront im 5. Kapitel
gesucht. Für die Reflexion einer Verdünnungswelle an einer starren Stoßrohrwand wird eine
analytische Lösung gemäß [36] beschrieben. Für eine einfache Stoßwelle wird der Druck-Zeit-
Verlauf soweit mir möglich analytisch berechnet und mit den Ergebnissen einer Konvergenzstudie
numerischer Berechnungen verglichen.
Im 6. Kapitel werden reale Versuche an Fassadensystemen beschrieben und ausgewertet. Diese
Versuche dienen als praktisches Beispiel für die theoretischen Untersuchungen dieser Arbeit.
Sie zeigen, dass Fassadensysteme zusätzlich zu ihrer Funktion als Wärmedämmung auch die
Funktion des Explosionsschutzes übernehmen können. Die Versuche verdeutlichen aber auch,
dass bei falscher Konstruktion der Fassadensysteme die Wirkung der Explosionen verstärkt
statt reduziert wird.
Abschließend werden im 7. Kapitel die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst. Aus Sicht der
Arbeit heraus wird ein Überblick über mögliche weitere Forschungsarbeiten gegeben.
In den Anhängen werden die vollständigen Maple-Berechnungen angegeben, damit die Lösun-
gen dieser Dissertation nachvollzogen werden können.
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Kapitel 2

Stand der Forschung

2.1 Entwicklung der wissenschaftlichen Erkenntnisse zu den
Luftstoßwellen

Dieses Kapitel beschreibt den aktuellen Stand der Forschung. Bei der dazu notwendigen Lite-
raturrecherche zu dem Thema dieser Dissertation war es für mich wichtig, auch in den älteren,
herausragenden Beiträgen zu recherchieren. Diese älteren Beiträge waren für mich sehr lehr-
reich. Unter Anderem sind mir beim Lesen dieser Beiträge erst folgende Punkte richtig bewusst
geworden:

• Auch in den richtungweisenden Arbeiten herausragender Personen wurden Fehler gemacht,
die heute nicht mehr denkbar sind. Jedoch mussten die wissenschaftliche Erkenntnisse erst
reifen, und die Fehler waren auch notwendig, damit die Erkenntnisse reifen konnten.

• „Man muß die ‚Meister‘ lesen, also ihre Originalarbeiten studieren, um die geschichtliche
Wahrheit nicht verfälscht weiterzugeben.“ (Szabó [162, S. XIII])

In dieser Arbeit wird zunächst mit einem kurzen Überblick über die historische Entwicklung
der Theorie der Luftstoßwellen begonnen. In dem Rahmen dieser Dissertation kann unmöglich
ein vollständiger historischer Rückblick gegeben werden. Es gibt deutlich bessere Literatur, die
ausführlicher die Geschichte beschreibt (z. B. die Bücher und Beiträge von Brush [18, 19],
Fox [48], Klein [88], Krehl [89], Mach [101], Sachdev [143], Salas [144], Schlote [147],
Szabó [162] und Truesdell (Einführungen in [43, 44], sowie [172, 173, 174])). Ich habe mich
dennoch dazu entschieden, diesen historischen Rückblick in dieser Dissertation aufzunehmen.
Erstens weil dies für mich notwendig war, um zu dem jetzigen Stand der Erkenntnis zu gelangen
und zweitens soll der Leser dazu angeregt werden, nicht einfach das zu glauben, was in der
Literatur geschrieben steht, sondern er sollte sich selbst die Originalliteratur beschaffen und
darin lesen. Es ist sehr lehrreich! Leider ist es nicht immer möglich, die Originalliteratur zu
beschaffen, da sie nicht in jedem Fall erhältlich ist, und manchmal treten bei Fremdsprachen
Übersetzungsprobleme auf.
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Das Durchlesen der älteren Literatur ist äußerst eindrucksvoll. Insbesondere beeindruckt die
Erkenntnis, wie sich das Wissen ab etwa dem 17. Jahrhundert explosionsartig vermehrte. Mach
schreibt in [101, S. 108] in Bezug auf Guerickes Zeit:

„Mit Erstaunen sehen wir, welche kurze Spanne Zeit uns von der wissenschaftlichen Barbarei trennt, und wir
dürfen uns daher nicht wundern, daß die soziale Barbarei noch so schwer auf uns lastet.“

Erst beim Lesen der Literatur versteht man, welche Probleme damals aus dem Weg geräumt
werden mussten und warum Probleme erst zu einer bestimmten Zeit gelöst wurden, dann aber
oft von mehreren Personen unabhängig voneinander. Während meiner Recherchen bin ich bis zu
Arbeiten aus dem 17. Jahrhundert zurück gegangen, wo mein kurzer Überblick bei Mersenne
beginnt.

2.1.1 17. Jahrhundert

Der Franziskanermönch Marin Mersenne (1588–1648) maß um 1636 die Schallgeschwindigkeit
(Lenihan [95, 96]). Er bediente sich zweier Methoden. Die eine Methode bestand darin, dass
er die Zeit vom Erreichen des Lichtblitzes einer Kanone, dessen Entfernung bekannt war, bis
zum Erreichen des Schalls maß. Auf diese Weise bestimmte er die Schallgeschwindigkeit zu 230
Toisen pro Sekunde (≈ 448 m/s) [95]. Bei der anderen Methode maß er die Zeit, die ein Schall
und dessen Echo bis zu einer Wand, dessen Entfernung bekannt war, und zurück benötigte.
Damit erhielt er ungefähr 316 m/s [96].

Galileo Galilei (1564–1642) berichtete bereits in seinem im Jahr 1638 gedruckten Werk
Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze attenenti alla meccanica et
i movimenti locali (deutsche Übersetzung in [49, 50, 51]) über Experimente zur Luft. Dabei
beschrieb er ein Experiment, mit dem die Dichte der Luft bestimmt werden kann [49, S. 71]:

„Ich nahm einen ziemlich grossen Glasballon mit engem Halse, den ich mit einem Stück Leder umgab. Letz-
teres war fest um den Hals geschnürt und besass einen Einschnitt am Rande. Darüber befestigte ich ein Stück
Membran, durch welches ich mittels einer Spritze gewaltsam in den Ballon eine grosse Menge Luft eintrieb,
die alsdann so verdichtet war, dass man mit ihr zwei oder drei andere Ballons hätte füllen können, abgesehen
von der Luft, die dieselben von Natur enthalten. Auf einer sehr genauen Wage habe ich alsdann den Ballon
mit comprimirter Luft gewogen, indem ich die Tara mit feinem Sande herstellte. Nach Oeffnung der Blase
trat die verdichtete Luft heftig aus, und auf die Waage zurückgebracht, war das Gewicht merklich kleiner,
so dass von der Tara eine wohlaufgehobene Menge Sand fortgenommen werden musste. Unzweifelhaft ist
das Gewicht dieser Sandmenge genau gleich dem der Luft, die gewaltsam eingepresst war und schliesslich
austrat. Mehr hat dieser Versuch nicht ergeben, als eben die Gleichheit der Gewichte jener Sandmenge und
der eingepressten Luft, aber wollte man genau die Luft mit Bezug auf Wasser wägen, so erfahre ich dieses
noch nicht, ja ich kann es gar nicht erfahren, wenn ich nicht zugleich die Menge jener zusammengepressten
Luft bestimme : und zu diesem Zwecke habe ich zweierlei Wege ersonnen. Entweder man nimmt einen zweiten
ähnlichen Ballon mit einem Halse, welch’ letzterer ebenfalls mit Leder versehen ist, aber mit einer zweiten
Oeffnung auf dem ersten Ballon aufgestülpt wird, worauf beide fest mit einander verbunden werden. Dieser
zweite Ballon ist am Boden durchbohrt, so dass man einen Eisenstab hindurchstecken kann, um mittelst
desselben die Membran durchstossen zu können und dadurch der verdichteten Luft den Austritt zu ermögli-
chen : aber der zweite Ballon muss voll Wasser sein. Wenn alles gehörig vorbereitet, und mit dem Stabe die
Membran durchlöchert worden ist, wird die Luft heftig austreten und in den Ballon mit Wasser überströmen,
dieses letztere durch die Bodenöffnung hinausdrängend; die auf solche Weise vertriebene Wassermenge wird
an Volumen gleich sein dem Volumen derjenigen Luft, die aus dem anderen Ballon ausgeströmt war. Man
hebt nun die Wassermenge auf, wägt den entleerten, (sowie zuvor den verdichteten) Ballon, man merkt sich
den Taraüberschuss wie vorhin, so ist dessen Gewicht dasjenige eines Luftvolumens gleich dem Volumen des
vertriebenen Wassers; letzteres wägen wir, und bekommen das Verhältnis zum aufbewahrten Sande; alsdann
können wir sicher angeben, wieviel mal schwerer das Wasser ist als die Luft, und es wird sich nicht die Zahl
10 finden, wie Aristoteles schätzte, wohl aber gegen 400, wie der Versuch lehrt.“
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An dieser Beschreibung ist erkennbar, welche Probleme im 17. Jahrhundert erst gelöst werden
mussten, um Tatsachen – wie die Dichte der Luft – herauszufinden, welche heute allgemein
bekannt sind. In Galileo Galileis Arbeiten schlich sich in den Versuchen ein Fehler von
einem Faktor von ungefähr 2 aufgrund experimenteller Unzulänglichkeiten ein. Denn die Dichte
von Luft beträgt im Normzustand ungefähr 1,292 kg/m3 dem 774stel der Dichte von Wasser.

Zur Zeit Galileis war bereits bekannt, dass Wasser in einem verschlossenen Saugrohr nur bis
etwa 18 italienische Ellen aufsteigt. Das Aufsteigen des Wassers versuchte man mit dem horror
vacui, einer Kraft der Natur, die das Entstehen eines Vakuums zu verhindern versucht, zu
erklären. Evangelista Torricelli (1608–1647) kam auf die Idee, den Versuch mit Quecksilber
statt mit Wasser zu wiederholen. Er erwartete eine Säule von 1/14 der Länge der Wassersäule.
Der Versuch wurde 1643 von Viviani ausgeführt [101].
Mach beschrieb den Torricellischen Versuch mit den Worten [101]:

„Eine etwa 1 m lange, einerseits zugeschmolzene, mit Quecksilber gefüllte Glasröhre wird am offenen Ende
mit dem Finger geschlossen, mit diesem Ende nach unten in Quecksilber gebracht und vertikal aufgestellt.
Entfernt man den Finger, so fällt die Quecksilbersäule und bleibt auf einer Höhe von etwa 76 cm stehen.“

Galilei hatte versucht, das Gewicht der Luft zu messen. Torricelli war derjenige, der das
Gewicht der Luft mit dem horror vacui verband und schließlich das Aufsteigen des Wassers und
des Quecksilbers mit dem Gewichtsdruck der Luft erklärte [101]. Er entdeckte also den Luftdruck.

Blaise Pascal (1623–1662) führte verschiedene Experimente zum Luftdruck durch. Er kam
auf den Gedanken, dass der Luftdruck von der Höhe über dem Meeresspiegel abhängig ist. Sein
Schwager Perier führte im Jahr 1648 einen entsprechenden Versuch auf dem Puy de Dôme
durch [101, S. 105–107]. Guericke schrieb über Pascal [69, S. 85]:

„Andere haben die Abnahme des Luftdrucks durch das Sinken des in einer Glasröhre eingeschlossenen Queck-
silbers, je nach der verschiedenen Höhe des Berges [...] zu beweisen gesucht. So nahm Herr Pascal in Paris
wahr, dass am Fusse eines Berges das in eine Glasröhre gegossene Quecksilber auf etwa 27 Zoll gefallen war.
In einer höheren Region, ungefähr 156 Klafter weiter oben, sah er, dass die Quecksilbersäule innerhalb der
Röhre nicht mehr und nicht weniger als 25 Zoll maass. Auf dem Gipfel endlich der Anhöhe, 206 Klafter über
dem Fusse, betrug die Länge der Quecksilbersäule etwa 24 Zoll.

Ich habe ebenfalls in dieser Frage vor 4 Jahren einen Versuch am Brocken unternommen. Auch ging am Fuss
des Berges alles gut von Statten; als ich aber jene Glasröhre, die in einer Blechbüchse verschlossen war, dem
Diener zum Tragen gegeben hatte, zerbrach derselbe sie durch einen Fall und vereitelte dadurch das ganze
Unternehmen.“

Nach Pascal ist die Einheit des Druckes benannt (1 Pa = 1 N/m2).

Otto von Guericke (1602–1686) stellte Aufsehen erregende Versuche zum Luftdruck an,
deren Ergebnisse er im Jahr 1672 veröffentlichte [70]. Einige seiner Versuche führte er bereits
deutlich früher durch, wie beispielsweise 1654 auf dem Reichstag in Regensburg [69, S. 77].
Guericke versuchte bei seinen ersten Versuchen zum Luftdruck, Wasser aus einem Holzfass
heraus zu pumpen (Abbildung 2.1 links). Dazu benutzte er eine Messingspritze, die damals bei
Bränden benutzt wurde und die zusätzlich mit Ventilen aus Leder versehen war. Dies führte
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Abbildung 2.1: Versuche von Otto von Guericke [69]

noch nicht zum gewünschten Erfolg, da die Luft durch die Ritzen eindrang. Dabei wurde „ein
Geräusch gehört, als wenn das Wasser heftig koche“.
Um das Problem der eindringenden Luft zu überwinden, pumpte er ein kleineres Fass mit Wasser,
das sich in einem größeren Fass mit Wasser befand, leer. Hier war der Erfolg schon größer, auch
wenn ein Ton zu hören war, der einem leise zwitschernden Vogel glich. Dieser Ton war über drei
Tage vernehmbar. Als dann das kleine Fass geöffnet wurde, fand man es zum großen Teil mit
Luft und Wasser gefüllt. Im nächsten Versuch nahm er eine Kupferkugel, die jedoch plötzlich
mit lautem Knall zusammen gedrückt wurde. Mit einer genauer gearbeiteten Kupferkugel, kam
Guericke zu dem Erfolg, die Luft aus der Kugel heraus zu pumpen [69, S. 11–15].
Berühmt wurde sein Versuch, bei dem 16 Pferde zwei Halbkugeln mit einem Durchmesser von
67/100 Magdeburger Ellen, die miteinander durch einen Lederring abgedichtet und nahezu luftleer
gepumpt wurden, nicht auseinander ziehen konnten ([70] 3. Buch, 23. Kapitel; Abbildung 2.1
rechts).
Guericke führte auch Versuche zur Schallausbreitung im (Teil-)Vakuum durch und schrieb
über diese Versuche in [70] im 3. Buch im 15. Kapitel:

„In einem luftleeren Gefäße klingen Glocken, Saiten von Musikinstrumenten und andere Tonquellen über-
haupt nicht. Um dies zu erproben, ließ ich ins Innere der (oft genug erwähnten) gläsernen Vorlage ein
hellschlagendes Uhrwerk an einer Schnur von der Mündung aus herab. Dies Uhrwerk war so eingerichtet,
daß es während einer halben Stunde durch den Anschlag des Hammers an das Glöckchen einen wohl ver-
nehmenden Ton in bestimmten Zwischenräumen erklingen ließ. Nach diesen Vorbereitungen begann ich den
abgedichteten Behälter luftleer zu pumpen und nahm wahr, wie mit wachsender Luftverdünnung der Schall
schwächer wurde und bei völliger Luftleere nicht mehr zu hören war.“

Trotz dieser Versuche erkannte er nicht, dass der Schall sich in Luft ausbreitet und traf merk-
würdigerweise in [70] im 4. Buch im 10. Kapitel die fälschliche Aussage:
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Abbildung 2.2: Zykloidenpendel und U-förmiger Wasserkanal nach Newton [124, S. 358]

„Aber Schall, Krachen, Geräusch, Stimmen usw. breiten sich eigentlich nicht vermittels der Luft aus, wie
die Gelehrten gewöhnlich behaupten. ... Es ist auch wahr, daß bei Windstille, wenn die Luft unbewegt
ist, ein Schall besser als bei Sturm hörbar ist. Pflanzte er sich aber mit Hilfe der Luft fort, wie könnte er
da bei stehender Luft zu unseren Ohren gelangen? Daraus folgt schlüssig, daß die Schallausbreitung nicht
vermittels der Luft erfolgt.“

Caspar Schott (1608–1666) veröffentlichte 1657 das Buch Mechanica Hydraulico-Pneumatica,
in dem er über Guerickes Magdeburger Versuche berichtete [149, S. 441 ff.]. Wahrscheinlich
erfuhr Robert Boyle (1627–1691) über dieses Buch von diesen Versuchen und der Erfindung
der Luftpumpe [14, S. 407].
Boyle verbesserte zusammen mit Robert Hooke (1635–1703) die Luftpumpe und führte
Experimente zur Luft durch, die 1660 veröffentlicht wurden [14, S. 407 ff.]. Im Jahr 1662 veröf-
fentlichte Boyle ein weiteres Buch, um auf die Kritik von Franciscus Linus einzugehen [14,
S. 652 ff.]. Darin veröffentlichte er, dass sich der Druck umgekehrt proportional zum Volumen
verhält [14, S. 671]. Ähnliche Ergebnisse publizierte Edme Mariotte (um 1620–1684) im Jahr
1676 [147], weshalb dieser Zusammenhang als Boyle-Mariottesches Gesetz bezeichnet wird.
Webster wies in [175] darauf hin, dass dieser Zusammenhang nicht zuerst von Boy-
le, sondern von Henry Power (1623–1668) und Richard Towneley entdeckt wurde.
Boyle erfuhr davon in Briefen von Power und schrieb dies in [14] auf Seite 669. Die
Bezeichnung Boyle-Mariottesches Gesetz ist somit nicht ganz gerecht. Ein Begriff wie
Power-Towneley-Boyle-Hooke-Mariottesches Gesetz würde es zwar allen recht machen,
wäre aber viel zu klobig.

Isaac Newton (1643–1727) beschäftigte sich in seiner Philosophiae Naturalis Principia Ma-
thematica, die im Jahr 1687 veröffentlicht wurde (deutsche Übersetzung in [124]), auch mit
der Geschwindigkeit von Wellen in Fluiden. Über die Schwingungszeiten eines Zykloidenpendels
und von Wasser in einem U-förmigen Kanal (Abbildung 2.2) leitete er die Geschwindigkeit von
Wellen in Fluiden her, die er in dem Lehrsatz

„Die Geschwindigkeiten der in einem elastischen Mittel sich fortpflanzenden Stösse stehen in einem Ver-
hältniss, welches aus dem halben directen der elastischen Kraft und dem halben indirecten Verhältniss der
Dichtigkeit zusammengesetzt ist; vorausgesetzt, dass die elastische Kraft der Flüssigkeit ihrer Verdichtung
proportional sei.“
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zusammenfasste [124, S. 363]. Die Herleitung dieser Zusammenhänge ist für die damalige Zeit
ein beachtlicher Schritt gewesen. Newton ist damit der Erste, der die Schallgeschwindigkeit
berechnet hat. In heutiger Terminologie lässt sich dieser Lehrsatz mit

c =
√
p

ϱ
(2.1)

beschreiben [162, S. 282]. Diese Gleichung weicht von der heute bekannten Gleichung der Wel-
lengeschwindigkeit um den Faktor √

γ ab.
Die Schallgeschwindigkeit von Luft berechnete Newton wie folgt [124, S. 366]:

„Das specifische Gewicht des Regenwassers verhält sich nämlich zu dem des Quecksilbers, wie ungefähr
1 : 132/3, und wenn das letztere im Barometer eine Höhe von 30 engl. Zoll erreicht, verhält sich das speci-
fische Gewicht der Luft zu dem des Regenwassers, wie ungefähr 1 : 870; daher verhält sich das specifische
Gewicht der Luft zu dem des Quecksilbers , wie 1 : 11890. Da ferner die Höhe des Quecksilbers 30 Zoll
beträgt, so würde die Höhe der gleichförmigen Luft, deren Gewicht unsere unterhalb gelegene Atmosphäre
zusammendrücken könnte, 356700 Zoll oder 29725 Fuss engl. betragen. Diese Höhe ist diejenige, welche wir
bei der Construction der obigen Aufgabe durch A. bezeichnet haben. Die Peripherie eines mit dem Radius
von 29725 Fuss beschriebenen Kreises beträgt 186768 Fuss. Da ferner ein Pendel von 391/5 Zoll Länge, wie
bekannt, eine aus Hin- und Hergang zusammengesetzte Schwingung in 2 Secunden vollendet; so wird eine
Pendel von 29725 Fuss = 356700 Zoll eine ähnliche Schwingung in Zeit von 1903/4 Secunden zurücklegen
müssen. In dieser Zeit legt aber der Schall fortschreitend einen Wege von 186768 Fuss und in der Zeit von 1
Secunde einen Weg von 979 Fuss zurück.“

Diese berechnete Schallgeschwindigkeit von 979 engl. Fuß/Sekunde = 298 m/s korrigierte New-
ton noch durch zusätzliche, verwirrende Faktoren für Verunreinigungen in der Luft und erhielt
eine Geschwindigkeit von 1142 engl. Fuß/Sekunde = 348 m/s. Diese Faktoren führte Newton
wohl ein, weil das theoretische Ergebnis nicht mit den Experimenten übereinstimmte. Wenn man
von diesen zusätzlichen Faktoren absieht, dann kann man seine Leistung in der damaligen Zeit
nur bewundern.

2.1.2 18. Jahrhundert

Daniel Bernoulli (1700–1782), der Sohn des Mathematikers Johann Bernoulli (1667–
1748), veröffentlichte 1738 seine berühmte Hydrodynamica [5]. Im zehnten Kapitel beschrieb er
ein Modell der Gase, bei dem die Gase aus sehr kleinen Partikeln mit sehr schneller Bewegung
bestehen. Vor Daniel Bernoulli gab es zwar noch andere Personen, die versuchten, Luft mit
Partikeln zu beschreiben. Diese Personen gingen jedoch meist davon aus, dass die Partikel in
einem Äther gehalten sind und lediglich Vibrationen und Rotationen ausführen. Stephen G.
Brush und Clifford Ambrose Truesdell (1919–2000) betrachteten Daniel Bernoulli
als den Ersten, der eine kinetische Theorie der Gase aufstellte ([18, S. 20], [173, S. 276]).
Daniel Bernoulli betrachtete einen Zylinder, der Luft enthält, die durch einen Kolben mit
einem Gewicht P zusammengedrückt wird (Abbildung 2.3). Er nahm an, dass die Luft aus sehr
kleinen Partikeln mit sehr schneller Bewegung besteht. Den Druck erklärte er als Folge der
vielen Stöße der kleinen Partikel gegen die Gefäßwände. Nach einigen Berechnungen kam er
zu dem Ergebnis, dass der Druck sich proportional zum Quadrat der Teilchengeschwindigkeit
ändert [17, S. 57 ff.].
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Abbildung 2.3: Erklärung der Teilchentheorie der Luft von Daniel Bernoulli [5]

Leonhard Euler (1707–1783), ein Schüler Johann Bernoullis [47], war einer der bedeu-
tendsten und produktivsten Mathematiker. Das von Gustaf Eneström (1852–1923) verfasste
Verzeichnis der Schriften Leonhard Eulers umfasst 866 Nummern [37]. Euler befasste sich
mit Algebra, Zahlentheorie, Analysis, Geometrie, Physik – insbesondere mit der Mechanik –
und Astronomie. Nach ihm sind über 50 Begriffe, Sätze und Verfahren in der Mathematik und
Mechanik benannt [64].
Euler beschäftigt sich in seinem Leben wiederholte Male mit der Schallausbreitung. Dazu zählt
bereits eine seiner ersten Veröffentlichungen Dissertatio physica de sono (E2, [42, S. 181–196])
aus dem Jahr 1727 als er gerade erst 20 Jahre alt war. Im Folgenden werden nur wenige, jedoch
bedeutende Erkenntnisse von Euler vorgestellt.

Euler gibt in dem 1750 geschriebenen und 1752 veröffentlichten Werk Découverte d’un nouveau
principle de mécanique (E177, [38]) dem „Newtonschen Grundgesetz“ die allgemeine Form

M d2x = P dt2; M d2y = Qdt2; M d2z = Rdt2 (2.2)

wobei x, y, z die Koordinaten der Punktmasse M und P , Q, R die an die Punktmasse in x-,
y- und z-Richtung angreifenden Kräfte bedeuten [38, S. 195-196]. In [38] steht 2M statt M , da
Euler damals über das Gewicht M die Erdbeschleunigung mit g = 1/2 eingeführt hatte [162,
S. 22]. Euler kommentierte:

„Und diese allein ist diejenige Formel, welche alle Prinzipien der Mechanik enthält.“

Man beachte, dass diese Gleichungen in Newtons Principia nicht enthalten waren und dass
für die Aufstellung dieser Gleichungen das „Eulersche Schnittprinzip“ – unter Heranziehung
des Reaktionsprinzips – notwendig war [162, S. 247–248]. István Szabó (1906–1980) schrieb
treffend über dieses Schnittprinzip [162, S. 20]:

„Fast nirgendwo wird erwähnt, dass dieses einfache wie geniale Prinzip auf Euler zurückgeht. Mit der
Phantasie des großen Künstlers lehrte er uns, in Gedanken in die Materie hineinzuschauen, wohin weder
Auge noch Experiment eindringen können, und hatte damit den Grundstein zur einzig wahren, nämlich der
Kontinuumsmechanik gelegt.“
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In Sectio prima de statu aequilibrii fluidorum (1769, E375, [44, S. 1–72]) nahm Euler für Luft
die Zustandsgleichung

p = n q r (2.3)

mit dem Druck p, der Dichte q und der Wärme r an, die große Ähnlichkeit mit der gegenwärtig
bekannten Zustandsgleichung für ideale Gase p = (γ− 1) ϱ e besitzt. Er schrieb dazu [40, S. 20]:

„In den gewöhnlich nur vorkommenden Fällen, wo die Dichtigkeit der Luft weder sehr groß, noch sehr klein
ist, kann man p = n q r setzen, oder annehmen, daß der Druck im zusammengesetzten Verhältnisse der
Dichtigkeit und der Wärme wachse, weil bekanntlich bei gleicher Wärme der Druck fast genau der Dichtigkeit
proportional ist, und man bei gleicher Dichtigkeit wenigstens für jetzt, da uns ein eigentliches Wärmemaß
noch fehlt, den Druck als der Wärme proportional annehmen kann.“

In Sectio secunda de principiis motus fluidorum (1770, E396, [44, S. 73–153]) stellte Euler die
Differentialgleichungen

du

dt
= P − 1

q

∂p

∂x

dv

dt
= Q− 1

q

∂p

∂y

dw

dt
= R− 1

q

∂p

∂z
(2.4)

auf, die die Erhaltung des Impulses beschreiben. Dabei sind die Ableitungen

du

dt
= ∂u

∂t
+ ∂u

∂x
u+ ∂u

∂y
v + ∂u

∂z
w

dv

dt
= ∂v

∂t
+ ∂v

∂x
u+ ∂v

∂y
v + ∂v

∂z
w

dw

dt
= ∂w

∂t
+ ∂w

∂x
u+ ∂w

∂y
v + ∂w

∂z
w (2.5)

gemäß der „Eulerschen Differentiationsregel“, die Euler zuvor hergeleitet hatte, zu verwenden.
Zusätzlich stellte er die Differentialgleichung für die Erhaltung der Masse

∂q

∂t
+ ∂ (q u)

∂x
+ ∂ (q v)

∂y
+ ∂ (q w)

∂z
= 0 (2.6)

auf, die heute auch als Kontinuitätsgleichung bezeichnet wird. In diesen Gleichungen sind q die
Dichte und u, v, w die Geschwindigkeiten in den drei kartesischen Koordinaten x, y, z.
Euler war sich der Bedeutung dieser Gleichungen bewusst und schrieb über diese Gleichungen
[40, S. 140–141]:

„Diese drei Gleichungen [(2.4)], verbunden mit der zwischen der Dichtigkeit und den Geschwindigkeiten
gefundenen [nämlich (2.6)], enthalten die ganze Theorie der Bewegung flüssiger Körper.

Unser ganzes Geschäft würde also darin bestehen, die Größen p, q, u, v, w als solche Functionen von x, y,
z und t zu bestimmen, welche jenen Gleichungen Genüge thun, oder die aus jenen Gleichungen gefundnen
Integrale auf bestimmte Fälle anzuwenden.

Da q entweder beständig ist, oder blos vom Drucke p abhängt, oder zugleich von der Wärme, welche wir
als eine gegebene Function von x, y, z und t betrachten, so ergibt sich hieraus eine neue Gleichung, weil
die Natur des flüssigen Körpers, wie nämlich die Dichtigkeit vom Drucke und von der Wärme abhängt, als
bekannt vorausgesetzt wird. Wir können daher q als eine anders woher gegebene Function betrachten, statt
welcher wir in den Gleichungen ihren Werth setzen, und wir haben alsdann zur Bestimmung der vier Größen
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p, u, v, w vier Gleichungen, woraus erhellet, daß die gegebne Auflösung vollständig und keine Bedingung
übersehen ist.

Diese Gleichungen enthalten nun zwar die ganze Theorie der Bewegung flüssiger Körper; aber um sie an-
zuwenden, muß man die Integrale dieser Gleichungen bestimmen, und diese auf gegebne Fälle anzuwenden
wissen – eine Aufgabe, welche mit großen Schwierigkeiten verknüpft ist.“

Diese Gleichungen bilden die sogenannten Euler-Gleichungen, auf die – zusammen mit einer
weiteren Differentialgleichung für die Erhaltung der Energie – später in dieser Dissertation
genauer eingegangen wird.

Im Jahr 1775 gelang Euler die Entdeckung, dass der Satz der Erhaltung des Drehimpulses
ein unabhängiges Prinzip darstellt [162, S. 30]. Die Gleichungen des Impulserhaltungssatzes
erscheinen in [39, §29] (deutsche Übersetzung: [41]) in der Form

S =
∫
z dM

(
d dy

dt2

)
−
∫
y dM

(
d dz

dt2

)
T =

∫
x dM

(
d dz

dt2

)
−
∫
z dM

(
d dx

dt2

)
U =

∫
y dM

(
d dx

dt2

)
−
∫
x dM

(
d dy

dt2

)
(2.7)

wobei in [39] in der dritten Zeile statt des zweiten x ein z steht. Noch viele Jahre nach Euler
sind nicht alle Physiker zur Erkenntnis gelangt, dass dies ein unabhängiges Prinzip ist. So schrieb
z. B. Mach in [101, S. 272]:

„Die Newtonschen Prinzipien sind genügend, um ohne Hinzuziehung eines neuen Prinzips jeden praktisch
vorkommenden mechanischen Fall, ob derselbe nun der Statik oder der Dynamik angehört, zu durchschauen.
Wenn sich hierbei Schwierigkeiten ergeben, so sind dieselben immer nur mathematischer (formeller) und
keineswegs mehr prinzipieller Natur.“

Bei der Betrachtung der Arbeiten Eulers kann man deutlich erkennen, wie die Erkenntnisse
Eulers über die Jahre reiften und wie er auch aus den Errungenschaften seiner Mitstreiter
lernte und daraus neue Erkenntnisse gewann. Euler war bis ins hohe Lebensalter produktiv.
34 % der Anzahl seiner Werke stammen aus der Zeit 1775–1783, als er bereits über 68 Jahre alt
und nahezu vollständig erblindet war! Selbst am Tag seines Todes fand man eine neu begonnene
Arbeit über den sensationellen Flug mit einem Heißluftballon der Brüder Montgolfier am 5.
Juni 1783, die sein Sohn Johann Albrecht Euler zur Veröffentlichung brachte [47].

Joseph-Louis Lagrange (1736–1813) vermutete 1760 in Nouvelles recherches sur la nature et
la propagation du son [90, S. 296 ff.], dass in Schallwellen die Beziehung

φ(D) = Dm (2.8)

zwischen dem Druck φ und der Dichte D auftritt [48]. Dabei schätzte er die Konstante m

auf 1 + 1
3 . Diese Konstante entspricht dem heutigen Isentropenexponenten γ und Lagranges

Schätzung kommt dem heute bekannten Wert von ungefähr 1,4 recht nahe.
Es ist noch anzumerken, dass die materielle Betrachtungsweise, die heute als Lagrangesche
Betrachtungsweise bezeichnet wird, auf Euler zurückgeht [43, S. CXX ff.].
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2.1.3 19. Jahrhundert

Die Verbreitung der Dampfmaschine im 18. Jahrhundert führte zu der Notwendigkeit, die Ar-
beitsvorgänge der Dampfmaschine besser zu verstehen. Im Jahr 1802 veröffentlichte Joseph
Louis Gay-Lussac (1778–1850) die Ergebnisse seiner Versuche zur Ausdehnung von Gasen
und Dämpfen durch Wärme (Recherches sur la dilatation des gaz et des vapeurs, Annales de
Chimie, t. 46, p. 137–175; deutsche Übersetzung in [54]). Er fand bei diesen Versuchen heraus,
dass sich das Volumen von atmosphärischer Luft, Wasserstoff, Sauerstoff und Stickstoff bei der
Erwärmung von 0 ◦C bis 100 ◦C um den nahezu gleichen Betrag von 37,5±0,02 % ausdehnt und
kam zu den Schlussfolgerungen [54, S. 25]:

„1. Alle Gasarten, gleich viel, welches ihre Dichtigkeit sei und wie viel Feuchtigkeit sie aufgelöst enthalten,
und so auch alle Dämpfe, werden durch gleiche Grade von Wärme um gleich viel ausgedehnt.

2. Die permanenten Gasarten vermehren, wenn sie von der Temperatur des Frostpunktes bis zu der des
Siedepunktes erhitzt werden, ihr Volumen um 80

213,33 ihres anfänglichen Volums für das achtzigtheilige, oder
um 100

255,66 für das hunderttheilige Thermometer.“

Dies ist das sogenannte Gay-Lussacsche Gesetz, das angibt, dass sich ein Gas linear mit
steigender Temperatur ausdehnt, wenn der Druck konstant bleibt. Wie beim Zitat angegeben,
steht in [54, S. 25] bei der 2. Schlussfolgerung zwar „ 100

255,66“, tatsächlich hat Gay-Lussac vorher
100

266,66 berechnet [54, S. 20].

Siméon Denis Poisson (1781–1840) publizierte 1808 die Abhandlung Mémoire sur la théorie
du son [132] (englische Übersetzung in [82]). Darin führte er im Abschnitt 22 einen Faktor k ein,
um die Schallgeschwindigkeit genauer zu berechnen und berechnete k = 0,4254 ([132, S. 362],
[98]). Dabei entspricht k + 1 dem heutigen Isentropenexponenten γ.
In den Abschnitten 23 und 24 untersuchte Poisson eindimensionale Bewegungen von Luft mit
endlichen Amplituden. Für die Gleichung

dφ

dt
+ a

dφ

dx
+ 1

2
d2φ

dx2 = 0 (2.9)

mit dem Geschwindigkeitspotential φ, der Geschwindigkeit dφ
dx und der Schallgeschwindigkeit a,

fand Poisson die Lösung

dφ

dx
= f

(
x− a t− dφ

dx
t

)
(2.10)

wobei f eine beliebige Funktion ist.
Eine weitere wichtige Veröffentlichung von Poisson ist die Arbeit Sur la Chaleur des gaz et des
vapeurs [134] aus dem Jahr 1823 (englische Übersetzung von Herapath in [133]). Dort leitete
er das sogenannte Poissonsche Gesetz

p′ = p

(
ϱ′

ϱ

)k

(2.11)

für adiabatische Zustandsänderungen her [134, Gl. (5)]. Dabei ist k = c
c, das Verhältnis von der

spezifischen Wärmekapazität c bei konstantem Druck zur spezifischen Wärmekapazität c, bei
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konstantem Volumen. Dieses k entspricht dem heutigen Isentropenexponenten γ. Poisson gab
an, dass Gay-Lussac den Wert für k zu 1,375 ermittelt hatte.

Pierre-Simon de Laplace (1749–1827) gelang 1816 die richtige Berechnung der Schallge-
schwindigkeit in Luft [92]. Er erkannte, dass durch Schallwellen auch eine Temperaturerhöhung
hervorgerufen wird. Er formulierte die Schallgeschwindigkeit mit den Worten:

„La vitesse réelle du son est égale au produit de la vitesse que donne la formule newtoniène, par la racine
carrée du rapport de la chaleur spécifique de l’air soumis à la pression constante de l’atmosphère et à diverses
températures, à sa chaleur spécifique lorsque son volume reste constant.“

In Deutsch: „Die tatsächliche Schallgeschwindigkeit ist gleich dem Produkt der Geschwindigkeit
nach Newtons Formel mit der Quadratwurzel aus dem Verhältnis der spezifischen Wärme
von Luft bei konstantem Druck der Atmosphäre und bei verschiedenen Temperaturen und der
spezifischen Wärme bei konstantem Volumen.“ Dies entspricht der heute bekannten Gleichung
c =

√
γ p/ϱ.

Claude Louis Marie Henri Navier (1785–1836) legte am 18. März 1822 der Französischen
Akademie der Wissenschaften seine Arbeit Mémoire sur les lois du mouvement des fluides [120]
vor. Er ging von der abstoßenden Kraft f(r) zwischen den Molekülen aus, die schnell mit zu-
nehmendem Abstand r zwischen den Molekülen abnimmt. Er stellte die Gleichungen

P − ∂p

∂x
= ϱ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
− ε

(
∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 + ∂2u

∂z2

)

Q− ∂p

∂y
= ϱ

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
− ε

(
∂2v

∂x2 + ∂2v

∂y2 + ∂2v

∂z2

)

R− ∂p

∂z
= ϱ

(
∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
− ε

(
∂2w

∂x2 + ∂2w

∂y2 + ∂2w

∂z2

)
(2.12)

auf, die heute als Navier-Stokes-Gleichungen bezeichnet werden. Hierbei sind P , Q und R

äußere Kräfte in den x-, y- und z-Richtungen, wie beispielsweise die Gravitation. Die Größen u,
v und w sind die Geschwindigkeiten in den drei Richtungen. Der Druck p wurde mit

p = 2π
3

∫ ∞

0
r3 f(r) dr (2.13)

und die Materialkonstante ε mit

ε = 8π
30

∫ ∞

0
r4 f(r) dr (2.14)

berechnet ([120], [162, S. 260]). Auf die Navier-Stokes-Gleichungen wird bei Stokes noch
einmal eingegangen.

Nicolas Léonard Sadi Carnot (1796–1832) veröffentlichte 1824 seine Abhandlung Réfle-
xions sur la puissance motrice du feu et sur les machines propres à développer cette puissance
(deutsche Übersetzung in [22]), die seine einzige blieb, da er bereits jung an Cholera verstarb



14 KAPITEL 2. STAND DER FORSCHUNG

[22, S. 68]. Beim Lesen der Abhandlung neigt man zunächst zu der Vermutung, dass Carnot
die Äquivalenz von Arbeit und Wärme kannte. Es zeigt sich jedoch, dass dem nicht so ist [22,
S. 8]:

„Die Erzeugung von bewegender Kraft ist daher bei den Dampfmaschinen nicht sowohl auf einen wirklichen
Verbrauch des Wärmestoffs zurückzuführen, sondern auf seinen Übergang von einem heissen Körper zu einem
kalten, ...“

Carnot war sich bewusst, dass Arbeit nur verrichtet werden kann, wenn ein Temperaturunter-
schied vorhanden ist [22, S. 8]:

„Nach diesem Prinzip genügt es zur Gewinnung bewegender Kraft nicht, Wärme hervorzubringen: man muss
sich auch Kälte verschaffen; ohne sie wäre Wärme unnütz.“

Er gab auch die Umkehrung der Prozesse einer Dampfmaschine an. Er beschrieb damit die
Funktionsweise einer Wärmepumpe [22, S. 13]:

„Durch unsere ersten Operationen fand gleichzeitig Erzeugung von bewegender Kraft und Ueberführung des
Wärmestoffs vom Körper A zum Körper B statt; durch die umgekehrten Operationen ergibt sich gleichzeitig
ein Verbrauch von bewegender Kraft und die Rückkehr des Wärmestoffs aus dem Körper B in den Körper
A.“

Auf den Seiten 20 und 21 in [22] wird der heutzutage als Carnot-Kreisprozess bezeichnete
Prozess beschrieben. Carnot war sich bewusst, dass dieser Prozess die optimale Wirkung erzielt,
denn er schrieb [22, S. 21]:

„Die Luft hat uns als Wärmemaschine gedient; wir haben sie sogar auf die möglichst vortheilhafte Weise
benutzt, weil keine unbenutzte Wiederherstellung des Gleichgewichts des Wärmestoffes stattgefunden hat.“

Er erkannte, dass die verrichtete Arbeit von der Temperatur abhängig ist [22, S. 42]:

„Der Fall des Wärmestoffes bringt bei niedrigeren Graden der Temperatur mehr bewegende Kraft hervor, als
bei höheren Graden. So wird eine gegebene Wärmemenge mehr bewegende Kraft entwickeln, wenn sie von
einem auf 1◦ erhaltenen Körper zu einem auf 0◦ erhaltenen übergeht, als wenn beide Körper die Temperaturen
101◦ und 100◦ besessen hätten.“

Dies ist richtig, auch wenn diese Schlussfolgerung auf der falschen Annahme beruhte, dass keine
Wärme bei der Gewinnung von Arbeit verschwindet.

Robert Brown (1773–1858) beschrieb 1827 die von ihm mit einem Mikroskop beobachteten
Bewegungen von Pollen und anderen kleinen Teilchen in Wasser. Diese Beobachtungen wurden
1828 in [16] veröffentlicht. Brown erkannte jedoch noch nicht, dass diese Bewegung der Pollen
durch die zufälligen Stöße der Wassermoleküle verursacht wird. Diese nach ihm benannte
Brownsche Bewegung wurde erst 1905 und 1906 von Albert Einstein und Marian von
Smoluchowski molekularkinetisch erklärt [34, 35, 156].

Julius Robert Mayer (1814–1878) war promovierter Mediziner. Seine erste Abhandlung woll-
te er 1841 in den Poggendorff-Annalen publizieren. Diese Abhandlung wurde aber abgelehnt, da
sie voller grober Fehler und Irrtümer war [112, S. 81]. 1842 veröffentlichte Mayer die Abhand-
lung Bemerkungen über die Kräfte der unbelebten Natur [109], die den Energieerhaltungssatz
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beinhaltet. Auch diese Abhandlung enthält noch einige ungenaue physikalische Begriffe. Bei-
spielsweise berechnet er die kinetische Energie, die er als lebendige Kraft bezeichnet, zu mc2

statt zu m c2

2 .
Zu damaliger Zeit war der Begriff Energie noch nicht eingeführt worden. Allgemein sprach man
damals von Kraft statt Energie. Die Wichtigkeit einer unterschiedlichen Benennung erkannte
Mayer mit [111, S. 27]:

„Unter den obwaltenden Umständen ist nun nichts übrig, als entweder der Newton’schen todten, oder der
Leibnitz’schen lebendigen Kraft die Benennung ‚Kraft‘ zu entziehen, wobei man aber in jedem Falle mit dem
herrschenden Sprachgebrauche in Conflict geräth.“

Selbst heute noch wird oft der Begriff Kraft fälschlicherweise für Energie verwendet, man denke
nur an den Begriff Kraftwerk.
Wenn man bedenkt, dass Mayer Mediziner und nicht Physiker war, dann muss seine Leistung,
den Erhaltungssatz der Energie zu erkennen, um so höher eingeschätzt werden. Er musste vielen
Anfeindungen widerstehen, z. B. schrieb ein junger Physiker [112, S. 85]:

„Von dem Übergang der Bewegung in Wärme oder davon, daß Wärme als Äquivalent der Bewegung gelten
kann, kann keine Rede sein.“

Die vielen abfälligen Beurteilungen wirkten schlimm auf Mayers Gesundheit [112, S. 85].
Mayer postulierte nicht nur den Energieerhaltungssatz, sondern er berechnete auch das Ver-
hältnis zwischen den Energieformen. In [109] stellt er die Frage: „Z. B. wir müssen ausfindig
machen, wie hoch ein bestimmtes Gewicht über den Erdboden erhoben werden müsse, daß seine
Fallkraft [potentielle Energie] aequivalent sey der Erwärmung eines gleichen Gewichtes Wasser
von 0◦ auf 1◦ C.?“ Mayer findet heraus, das Herabsinken einer Masse um 365 m der Erwärmung
der gleichen Masse Wasser von 0◦ C auf 1◦ C entspricht.
In der Veröffentlichung Die organische Bewegung in ihrem Zusammenhange mit dem Stoff-
wechsel aus dem Jahr 1845 gibt Mayer den Energieerhaltungssatz für alle damals bekannten
Energieformen an [110, S. 32 ff.].

Der Name von George Gabriel Stokes (1819–1903) ist durch die sogenannten Navier-
Stokes-Gleichungen bekannt, die Stokes im Jahr 1845 in der Arbeit „On the Theories of
the Internal Friction of Fluids in Motion“ veröffentlichte. In dieser Arbeit stellte Stokes die
Gleichungen

ϱ

(
Du

Dt
−X

)
+ dp

dx
− µ

(
d2u

dx2 + d2u

dy2 + d2u

dz2

)
= 0 etc.

du

dx
+ dv

dy
+ dw

dz
= 0 (2.15)

für inkompressible Flüssigkeiten mit innerer Reibung auf [161, Gl. (13)]. Dabei steht X für
externe Kräfte wie beispielsweise Gravitation.
Stokes schrieb einleitend zu seiner Arbeit, dass er diese Gleichungen selbst hergeleitet hatte und
erst anschließend herausfand, dass Poisson eine Denkschrift zu dem gleichen Thema geschrieben
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Abbildung 2.4: Abbildung von Stokes zur nichtlinearen Ausbreitung von Wellen [159]

hatte. Stokes meinte, dass seine angewandte Methode sich von Poissons so unterscheidet, dass
er es gerechtfertigt fand, seine Arbeit der Gesellschaft vorzulegen. Außerdem fügte Stokes noch
die Fußnote

„The same equations have also been obtained by Navier in the case of an incompressible fluid (Mém. de
l’Académie, t. vi. p. 389), but his principles differ from mine still more than do Poisson’s.“

hinzu. Szabó wies darauf hin, dass Adhémar-Jean-Claude Barré de Saint-Venant
(1797–1886) bereits elf Jahre vor Stokes eine Denkschrift mit ähnlichen Ergebnissen vorge-
legt hatte. Szabó unterstellte, dass Stokes diese Denkschrift nicht kannte, sonst hätten Navier
und Saint-Venant als Namensgeber dieser Gleichungen herhalten müssen [162, S. 267 f.].
Die Navier-Stokes-Gleichungen sind ein Problem der sieben Millennium-Probleme, die vom
Clay Mathematics Institute (CMI) in Cambridge (Massachusetts) im Jahr 2000 gestellt wur-
den [46]. Bisher wurde nur ein Problem der sieben Millennium-Probleme gelöst, nämlich die
Poincaré-Vermutung, die von Grigori Jakowlewitsch Perelman im Jahr 2003 bewie-
sen wurde [128, 129, 130]. Beim Millennium-Problem der Navier-Stokes-Gleichungen geht es
darum, die Existenz und Glattheit der Lösung der Gleichungen zu beweisen. Die Bedeutung
und Komplexität der Navier-Stokes-Gleichungen lassen sich daran erkennen, dass die Glei-
chungen ein Problem der Millenium-Probleme sind und dass dieses Problem bisher nicht gelöst
wurde. Die Euler-Gleichungen werden zwar aus den Navier-Stokes-Gleichungen erhalten,
wenn die Viskosität ν gleich Null gesetzt wird, sind aber nicht notwendigerweise einfacher als
die Navier-Stokes-Gleichungen [46].
Im Jahr 1848 veröffentlichte Stokes den Artikel „On a difficulty in the Theory of Sound“ [159].
Er ging auf die von Poisson gefundene Gleichung (2.10) der Form w = f(z− (a+w) t) ein und
zeigte, dass die Steigung der Geschwindigkeitskurve w(z, t)

dw
dz

∣∣∣
t=0

1 + dw
dz

∣∣∣
t=0

t
(2.16)

beträgt. Stokes bemerkte, dass die Kurve immer steiler wird, wenn dw
dz

∣∣∣
t=0

negativ ist und
damit der Nenner in (2.16) kleiner wird (Abbildung 2.4).
Er stellte fest, dass man nicht ohne Einschränkungen größere Werte für t einsetzen darf, als die
Zeit t, zu der der Nenner in (2.16) Null erreicht. Dazu schrieb Stokes:

„Of course, after the instant at which the expression (2.16) becomes infinite, some motion or other will go
on, and we might wish to know what the nature of that motion was. Perhaps the most natural supposition
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to make for trial is, that a surface of discontinuity is formed, in passing across which there is an abrupt
change of density and velocity. The existence of such a surface will presently be shown to be possible, on the
two suppositions that the pressure is equal in all directions about the same point, and that it varies as the
density. I have however convinced myself, by a train of reasoning which I do not think it worth while to give,
inasmuch as the result is merely negative, that even on the supposition of the existence of such a surface of
discontinuity, it is not possible to satisfy all the conditions of the problem by means of a single function of
the form f{z − (a + w) t}.“

Stokes leitete anschließend die Gleichungen

ρw − ρ′w′ =
(
ρ− ρ′) γ(

ρw − ρ′w′) γ −
(
ρw2 − ρ′w′2

)
= a2 (ρ− ρ′) (2.17)

für die Erhaltung der Masse und des Impulses an der Diskontinuität her. Dabei ist γ die Ge-
schwindigkeit der Diskontinuität. Stokes schrieb weiter:

„The strange results at which I have arrived appear to be fairly deducible from the two hypotheses already
mentioned. It does not follow that the discontinuous motion considered can ever take place in nature, for we
have all along been reasoning on an ideal elastic fluid which does not exist in nature. [...] It appears, then,
almost certain that the internal friction would effectually prevent the formation of a surface of discontinuity,
and even render the motion continuous again if it were for an instant discontinuous.“

Offensichtlich kannte Stokes den Energieerhaltungssatz damals noch nicht. Sehr interessant
sind die Briefwechsel mit Baron Rayleigh und Thomson, die ihn auf die Energieerhaltung
hinwiesen [144]. Hätte Stokes auch noch die Sprungbedingung für die Energieerhaltung auf-
gestellt, dann müssten die Rankine-Hugoniot-Bedingungen heute anders bezeichnet werden.
Bemerkenswerterweise strich Stokes den Teil mit den Sprungbedingungen in dem Nachdruck
des Artikels in seinen gesammelten Werken im Jahr 1883 [160] mit der Anmerkung, dass der
Energieerhaltungssatz verletzt wird, bzw. dass die Sprungbedingung für die Energieerhaltung
nur die Lösung ρ = ρ′ zulässt. Der Fehler lag in der Annahme der Zustandsgleichung in der
Form p = p(ρ) unter Vernachlässigung der inneren Energie. Dies ist bemerkenswert, da Euler
bereits 1768 die Zustandsgleichung (2.3) angab und da Rankines Beitrag aus dem Jahr 1870
[135] bekannt gewesen sein müsste.

William Thomson (1824–1907) wurde 1892 zum 1. Baron Kelvin of Largs geadelt und
wird seitdem allgemein als Lord Kelvin bezeichnet. Er schlug 1848 in [165] die Einführung
einer absoluten Temperaturskala basierend auf Carnots Untersuchungen vor. Die darin vorge-
schlagene absolute Temperaturskala lautet [165, S. 316]:

„The characteristic property of the scale which I now propose is, that all degrees have the same value; that
is, that a unit of heat descending from a body A at the temperature T ◦ of this scale, to a body B at the
temperature (T − 1)◦, would give out the same mechanical effect, whatever be the number T .“

Diese vorgeschlagene Skala unterscheidet sich noch von der später verwendeten Kelvin-Skala.
In [165, S. 315] vertrat Thomson auch noch die Ansicht, dass Wärme nicht in mechanische
Effekte umgewandelt werden kann. Später änderte er jedoch diese Ansicht.
Seinen zweiten Vorschlag für die absolute Temperaturskala formulierte er 1854 mit den Worten
[83, S. 351]:
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„If any substance whatever, subjected to a perfectly reversible cycle of operations, takes in a heat only in a
locality kept at a uniform temperature, and emits heat only in another locality kept at a uniform temperature,
the temperatures of these localities are proportional to the quantities of heat taken in or emitted at them in
a complete cycle of the operations.“

was mit der Gleichung

Q1
Q2

= T1
T2

(2.18)

ausgedrückt wird, wobei Q1 und Q2 die zu- und abgeführten Wärmen im Carnot-Kreisprozess
bei den absoluten Temperaturen T1 und T2 sind [169, S. 200] (siehe auch [166, S. 117], [167,
S. 280], [168, S. 123 Fußnote †]). Thomson berechnete den Schmelzpunkt von Wasser auf der
neuen Skala zu ungefähr 273,7 [83, S. 352].

Rudolf Julius Emanuel Clausius (1822–1888) legte 1850 in [25, 26] die Grundlagen für den
2. Hauptsatz der Thermodynamik, den er 1854 in [27] mit den Worten

„Die algebraische Summe aller in einem Kreisprocesse vorkommenden
Verwandlungen kann nur positiv seyn.“

formulierte. Er stellte in [27] fest, dass für umkehrbare Kreisprozesse die Gleichung
∫ dQ

T = 0
gilt. Clausius führte 1865 in [29] in Anlehnung an den Begriff Energie, den nach Clausius
Angaben Thomson vorschlug, den Begriff Entropie ein und stellte die Ungleichung

S − S0 =
∫
dQ

T
≥ 0 (2.19)

auf, wobei S die Entropie ist.
Im Jahr 1858 führte Clausius das Konzept der mittleren freien Weglänge zwischen den
Molekülen von Gasen ein [28].

Angeregt durch Clausius Arbeiten veröffentlichte James Clerk Maxwell (1831–1879) im
Jahr 1860 seine Untersuchungen zur Gastheorie, worin er die Bewegungen und Kollisionen einer
großen Zahl elastischer Kugeln untersuchte [107, 108]. Er beschrieb in [107, S. 23] die Gleichung
der Geschwindigkeitsverteilung:

dN = N
4

α3 √
π
v2 e− v2

α2 dv . (2.20)

Diese Gleichung beschreibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Geschwindigkeiten der Par-
tikel und wird heute als Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung oder auch als Maxwell-
Boltzmann-Verteilung bezeichnet. Diese Veröffentlichungen von Maxwell werden heute als
einer der Grundsteine der Gaskinetik betrachtet [63].

Der Geistliche Samuel Earnshaw (1805–1888) reichte 1858 seine Arbeit On the mathematical
theory of sound ein, die 1860 veröffentlicht wurde [33]. Darin entwickelte er Lösungen für die
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eindimensionale Ausbreitung von Wellen für isotherme, isentrope und allgemeine Druck-Dichte-
Beziehungen. Er erkannte, dass laute Schallwellen schneller sind als leise, so dass der Befehl
„Feuer“ und der Knall eines Gewehres in gewissem Abstand in umgekehrter Reihenfolge gehört
werden können:

„I should expect, therefore, that in circumstances where the human voice can be heard at a sufficiently great
distance, the command to fire a gun, if instantly obeyed, and the report of the gun, might be heard at a long
distance in an inverse order; i.e. first the report of the gun, and then the word ’fire.’“

Dabei verwies er auf [126, S. 239], wo geschrieben steht:

„The Experiments on the 9th February, 1822, were attended with a singular circumstance, which was – the
officers’ word of command ’fire,’ was several times distinctly heard both by Captain Parry and myself, about
one beat of the chronometer after the report of the gun; from which it would appear, that the velocity of
sound depended in some measure on its intensity.“

Earnshaw beschrieb weiterhin das Auftreten von Diskontinuitäten, die er bore nannte.

Bernhard Riemann (1826–1866) war ein herausragender Mathematiker, der trotz seines
kurzen Lebens die mathematische Welt entscheidend beeinflusste. Seine bedeutendsten Werke
liegen auf dem Gebiet der Zahlentheorie und der Differentialgeometrie. Aber auch auf dem
Gebiet der Luftstoßwellen gelang ihm mit seinem im Jahr 1859 vorgelegten Werk Ueber die
Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwingungsweite [140] ein wichtiger Mei-
lenstein. Darin entwickelte er die Methode der Charakteristiken zur Lösung hyperbolischer
Systeme partieller Differentialgleichungen. Er führte die zwei Größen r und s ein, die heute als
Riemann-Invarianten bezeichnet werden. Er erkannte das Auftreten von Verdichtungsstößen
und von Verdünnungswellen und erläuterte seine Ausführungen am Beispiel des später nach
ihm benannten Riemann-Problems. Riemann berücksichtigte für seine Berechnungen nur die
Erhaltungsgleichungen für Masse und Impuls, jedoch nicht die Energieerhaltungsgleichung.

August Joseph Ignaz Toepler (1836–1912) entwickelte das Schlierenverfahren und beobach-
tete damit erstmals Stoßwellen. Da die Fachzeitschriften seine Abhandlung zurückwiesen, ließ
er sie 1864 als Broschüre [170] bei Max Cohen & Sohn drucken [171, S. 57]. Zur Abbildung 2.5
schrieb er:

„Der hübscheste Versuch, welcher sich mit den Wellensphäroiden ausführen lässt, ist ihre Reflexion. Klemmt
man zwischen die isolirten Korke a b Fig. 11, welche die Platinelektroden tragen, eine blanke Glastafel x y ein,
so dass sie etwa 1/2 bis 3/4 Zoll von dem axialen Funken c absteht, so zeigt sich neben dem ursprünglichen
Wellensystem noch ein zweites, welches in Form von Kreissegmenten über der Glastafel ausgespannt ist.
Dieses zweite System hat ganz augenscheinlich ein imaginäres Centrum c′ in gleichem Abstande des Funkens c
jenseits der reflectirenden Fläche. Ich glaube, dass das Grundgesetz über die Reflexion der Wellenbewegungen
in der That kaum einer schöneren Verification bedarf.“

Bei dem letzten zitierten Satz ist zu beachten, dass das „Grundgesetz über die Reflexion der
Wellenbewegungen“ (d.h. Einfallswinkel = Ausfallswinkel) bei Stoßwellen im Allgemeinen nicht
eingehalten wird. Nur in Spezialfällen behält dieses Gesetz seine Gültigkeit, beispielsweise im
Grenzfall sehr kleiner Überdrücke.
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Abbildung 2.5: Schlierenverfahren von Toepler, Reflexion von Funkenwellen [171]

Ludwig Boltzmann (1844–1906) präsentierte 1868 in [8] eine Herleitung der Maxwellschen
Geschwindigkeitsverteilung, ohne besondere Annahmen zu den Kollisionen zwischen den Mole-
külen zu treffen. Er nahm an, dass eine bestimmte Menge an Energie so unter einer endlichen
Anzahl von Molekülen verteilt ist, dass alle Kombinationen von Energien gleich wahrscheinlich
sind ([18, S. 234 f.], [8, S. 544 ff.]).
Boltzmann leitete 1872 die Gleichung

∂f(x, t)
∂t

=
∫ ∞

0

∫ x+x′

0

[
f(ξ, t)√

ξ

f(x+ x′ − ξ, t)√
x+ x′ − ξ

− f(x, t)√
x

f(x′, t)√
x′

] √
xx′ ψ(x, x′, ξ) dx′ dξ

(2.21)

her [9, Gl. (16)]. Diese Gleichung ist ein Spezialfall der allgemeinen Boltzmannschen Trans-
portgleichung

∂f

∂t
+ ξ

∂f

∂x
+ η

∂f

∂y
+ ζ

∂f

∂z
+X

∂f

∂ξ
+ Y

∂f

∂η
+Z

∂f

∂ζ
+
∫
dω1

∫
b db

∫
dφV (f f1 − f ′ f ′

1) = 0

(2.22)

([9, Gl. (44)], [18, S. 237]). Boltzmann zeigte, dass für die Maxwellsche Geschwindigkeitsver-
teilung ∂f(x,t)

∂t = 0 erhalten wird. Dies bedeutet: Wenn die Geschwindigkeitsverteilung die Max-
wellsche Geschwindigkeitsverteilung annimmt, dann verändert sie sich nicht mehr. Boltzmann
ging über diesen Beweis hinaus und konnte beweisen, dass beliebig gewählte Geschwindigkeits-
verteilungen sich mit der Zeit der von Maxwell gefundenen annähern. Dies gelang Boltzmann
durch die Einführung der Größe

E =
∫ ∞

0
f(x, t)

{
log

[
f(x, t)√

x

]
− 1

}
dx (2.23)

und dem Beweis, dass dE
dt immer negativ ist und nur für f(x, t) = C

√
x e−h x gleich Null wird

[9, S. 306]. Die Größe E wurde später mit H bezeichnet. Das Theorem, dass H für Nichtgleich-
gewichtssysteme immer abnimmt, wird heute als Boltzmannsches H-Theorem bezeichnet.
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Boltzmann zeigte 1877 in [10], dass die Entropie mit der Verteilungswahrscheinlichkeit ver-
knüpft ist und formulierte dies mit den Worten [10, S. 428]:

„Es ist daher das Permutabilitätsmass eine Größe, welche für den Zustand des Wärmegleichgewichtes bis auf
einen constanten Factor und Addenden mit der Entropie identisch ist“

In [18, S. 241] steht zwar geschrieben, dass in [10] die berühmte Beziehung S = k logW
entwickelt und angewendet wurde, jedoch habe ich diese Gleichung in dieser Abhandlung
Boltzmanns nicht gefunden. Erstmals führte wohl Max Planck (1858–1947) im Jahr 1900
die Gleichung SN = k logW + const [131, Gl. (3)] ein. Planck berechnete die Konstante k, die
heute als Boltzmann-Konstante bezeichnet wird, zu k = 1,346 · 10−16 erg

grad .

William John Macquorn Rankine (1820–1872) stellte in seiner im Jahr 1869 eingereichten
Arbeit On the Thermodynamic Theory of Waves of Finite Longitudinal Disturbance [135] die
Sprungbedingungen

m2 = 1
S

{
(γ + 1) p

2
+ (γ − 1) P

2

}
a2 = m2 S2 = S

{
(γ + 1) p

2
+ (γ − 1) P

2

}

u = p− P

m
= (p− P )

√√√√{ S

(γ + 1) p
2 + (γ − 1) P

2

}
(2.24)

an einer Stoßfront auf. Diese Gleichungen wurden aus den Erhaltungsgleichungen für Mas-
se, Impuls und Energie hergeleitet. Diese Gleichungen werden heute als Rankine-Hugoniot-
Gleichungen bezeichnet.
Am 7. März 1870 schrieb Thomson zu Stokes [144, 177]:

„My Dear Stokes,
I have read Rankine’s paper with great interest. The simple elementary method by which he investigates the
condition for sustained uniformity of type is in my opinion very valuable. It ought as soon as it is published
to be introduced into every elementary book henceforth written on the subject.“

Bei der Kenntnis dieses Briefes ist es verwunderlich, dass Stokes in seinen gesammelten
Werken im Jahr 1883 den Teil mit den Sprungbedingungen aus seiner 1848er Arbeit [159] strich.

Am 26. Oktober 1885 reichte Pierre Henri Hugoniot (1851–1887) seine Arbeit bei der Aka-
demie der Wissenschaften ein. Hugoniot starb bereits vor der Veröffentlichung der Arbeit und
konnte nach Angaben der Herausgeber nicht mehr die Änderungen vornehmen, die er anschei-
nend noch beabsichtigte vorzunehmen. Hugoniots Arbeit wurde in zwei Teilen veröffentlicht.
Der erste Teil [79] erschien 1887. Dieser Teil beinhaltet die ersten drei Kapitel, worin die Theorie
der charakteristischen Kurven, die Bewegungsgleichungen für ideale Gase und die Bewegung in
Gasen ohne Diskontinuitäten behandelt wurden. Besonders interessant ist der 1889 erschienene
zweite Teil [80], in dem Hugoniot im fünften Kapitel über Diskontinuitäten schrieb.
Die sogenannte Hugoniot-Gleichung wird oft in der Form

e1 − e0 = 1
2

(p1 + p0)
( 1
ϱ0

− 1
ϱ1

)
(2.25)
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angeführt. Man findet diese Gleichung in [80] jedoch nicht in dieser Form [144], sondern in der
Form

p+ p1
2

+ p1 − p

m− 1
1

z1 − z
+ p1 z1 − p z

m− 1
1

z1 − z
[= 0] (2.26)

[80, S. 82]. Mit e = p
ϱ (γ−1) , γ = m und 1

ϱ = z + 1 können die Gleichungen (2.25) und (2.26)
ineinander überführt werden.
Salas stellte in [144] fest, dass die Entwicklung der Theorie der Stoßwellen von Poisson bis zu
Hugoniot durch folgende Faktoren behindert wurde:

1. ein fehlendes Verständnis dafür, was eine zulässige Lösung für eine partielle Differential-
gleichung ist,

2. das unvollständige Wissen über die Thermodynamik zu damaliger Zeit,

3. das fehlende Erkennen, dass die Stoßwelle ein Grenzfall der Navier-Stokes-Gleichungen
ist.

Und selbst nach Hugoniot findet man fehlerhafte Literatur über das Auftreten von Diskonti-
nuitäten [144].

(a) Interferenzstreifen [100] (b) Wellenformen [103]

Abbildung 2.6: Machs Abbildungen zu seinen Versuchen zu Funkenwellen

Ernst Mach (1838–1916) berichtete 1878 in [100] über Experimente mit Funkenwellen. Er
erzeugte Stoßwellen mit zwei elektrischen Funken und beobachtete die Auswirkungen auf eine
berußte Platte. In den Interferenzstreifen auf der Platte erkannte Mach eine V-förmige Aus-
breitung der Wellen (Abbildung 2.6(a)). Die Ursache für diese V-förmigen Interferenzstreifen ist
eine irreguläre Reflexion, die später als Mach-Reflexion bezeichnet wurde.
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Abbildung 2.7: Machs Fotografien von Projektilen [102]

Mach & v. Weltrubský untersuchten 1879 [103] mit optischen Methoden die Formen von
Funkenwellen. In Bezug zur Abbildung 2.6(b) schrieben sie:

„Es kamen nun wieder die mannigfaltigsten Wellenformen vor, von welchen einige in der Fig. 2 dargestellt sind.
Die häufigste Form, die man als die Normalform bezeichnen könnte, war a, eine in der Fortpflanzungsrichtung
steil abfallende Verdichtung, welcher eine schwächere, dafür aber längere Verdünnung folgte.“

Im Jahr 1887 gelang es Mach & Salcher die Stoßwellen an fliegenden Projektilen mit dem
Schlierenverfahren zu fotografieren [102] (Abbildung 2.7). Einen ausführlichen Überblick über
Machs Arbeiten gab Reichenbach in [137].

2.1.4 Erste Hälfte des 20. Jahrhunderts

John William Strutt, 3. Baron Rayleigh (1842–1919) veröffentlichte 1910 seine Arbeit
Aerial Plane Waves of Finite Amplitude [136]. Darin gab er zunächst eine hervorragende
Zusammenfassung über die Arbeiten von Poisson, Stokes, Earnshaw, Riemann, Rankine
und Hugoniot. Anschließend untersuchte er den Einfluss von Viskosität und Wärmeleitung
auf die Stoßwellen. Er berechnete numerisch ein Beispiel und gab die Dicke der Stoßfront in der
Größenordnung von 1

3 × 10−5 cm an.

Geoffrey Ingram Taylor (1886–1975) untersuchte ebenfalls im Jahr 1910 in The Con-
ditions Necessary for Discontinuous Motion in Gases [163] den Einfluss von Viskosität und
Wärmeleitung auf die Stoßfront. Er berechnete die Dicke T der Stoßfront zu T ≈ (u1 − u2)−1.
Dabei ist die Gasgeschwindigkeit u in der Einheit cm/s einzusetzen, um die Dicke T in der
Einheit cm zu erhalten [164].
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Abbildung 2.8: Beckers Gedankenexperiment zu Entstehung von Stoßwellen [2]

Richard Becker (1887–1955) hat in der 1921 eingereichten Arbeit Stoßwelle und Detonation
[2] das damalige Wissen gekonnt zusammengefasst und mit eigenen Erkenntnissen bereichert.
Er begann im §1 mit einem berühmten Gedankenexperiment zur Entstehung von Stoßwellen
(Abbildung 2.8), das er mit folgenden Worten beschrieb:

„Ein nach rechts hin sehr langes (Fig. 1a) und links durch einen Stempel verschlossenes Rohr sei erfüllt von
ruhender, überall gleich beschaffener Luft. Wir erteilen dem Stempel eine sehr kleine Geschwindigkeit dw und
erzeugen dadurch im Gas eine schwache Verdichtungswelle, die nach rechts hin mit der Schallgeschwindigkeit
c =

√
γ R T fortschreitet. In einem bestimmten Augenblick (Fig. 1b) ist dann die Luft rechts vom Wellenkopf

unverändert und in Ruhe, während sie zwischen Wellenfront und Stempel um einen Betrag dϱ adiabatisch
verdichtet ist und die Geschwindigkeit dw besitzt. Nunmehr vergrößern wir die Geschwindigkeit des Stempels
nochmals um den Betrag dw, wodurch in der zuletzt erwähnten Luftmasse eine zweite Verdichtungswelle
erzeugt wird, die hinter der ersten herläuft (Fig. 1c). Durch häufige Wiederholung dieses Verfahrens bringen
wir schließlich den Stempel auf die endliche Geschwindigkeit w. In der Gasmasse haben wir damit einen
treppenförmigen Wellenberg erzeugt, an dessen oberster Stufe die Gasteilchen ebenfalls die Geschwindigkeit
w besitzen. Wir fragen nach dem weiteren Schicksal dieses Wellenberges. Zunächst sehen wir, daß die oberen
Stufen unserer Treppe relativ zum Rohr eine größere Geschwindigkeit haben als die tieferen. Denn einmal
ist die Temperatur und daher auch die Schallgeschwindigkeit dort größer und überdies hat das Gas selbst
an den höheren Stufen die größere Strömungsgeschwindigkeit. Die Folge wird sein, daß die einzelnen Stufen
im weiteren Verlauf sich zusammenschieben, daß also die Wellenfront immer steiler wird (Fig. 1e und 1f). Es
ist vorerst gar nicht zu übersehen, was geschehen wird, wenn die Steilheit des Anstieges nach einer gewissen
Zeit (die wir im §2 berechnen werden) unendlich wird.

Wenn man dagegen (durch Bewegen des Stempels nach links hin) eine Verdünnungswelle im Rohr erzeugt,
so erkennt man durch eine ganz analoge Betrachtung, daß hier jene Schwierigkeit nicht auftritt. Die Verdün-
nungswelle wird im Gegenteil immer flacher, je weiter sie in das Rohr eindringt.

In den üblichen Darstellungen, wie auch später in §9 dieser Arbeit werden ‚Verdünnungsstöße‘ ausgeschlossen,
indem man zeigt, daß sie mit einer Entropieabnahme verbunden sind, also zufolge dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik nicht möglich sind. Hier dagegen wurde gezeigt, daß sie aus Gründen der reinen Mechanik
nicht auftreten können.“

Im anschließenden §2 behandelte Becker den gleichen Vorgang rechnerisch und erläuterte dies
an einem Beispiel. In diesem Beispiel wird der Stempel mit einer Beschleunigung von 200 m/s2

auf eine Geschwindigkeit von 100 m/s beschleunigt. Mit c0 = 330 m/s und γ = 1,4 berechnete
er, dass der Verdichtungsstoß zur Zeit T = 1,38 s am Ort x = 453 m entsteht.
Für die Entstehung von Verdichtungsstößen und Verdünnungsstößen gab Becker folgende Be-
dingung an:

„In einem gegebenen Medium können mechanisch nur Verdichtungsstöße oder nur Verdünnungsstöße entste-
hen, je nachdem ob

(
d2p
dv2

)
ad

positiv oder negativ ist.“
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In den folgenden Paragraphen ging Becker auf den Einfluss der Wärmeleitung und der Visko-
sität ein. In §7 berechnete er die Frontbreite der Stoßwelle und zeigte, dass die Frontbreite für
einen Druck von 8 atm in der Stoßwelle kleiner als die mittlere Weglänge (90 · 10−7 cm) und bei
einem Druck über 2000 atm sogar kleiner als der mittlere Abstand der Moleküle (3,3 · 10−7 cm)
ist. Becker bemerkte, dass die allgemeinen Gleichungen [2, Gl. (3)] der Kontinuumsmechanik
nicht für die Beschreibung der wirklichen Vorgänge innerhalb der Wellenfront ausreichend sind.
Abschließend betrachtete Becker Detonationen und Verbrennungen und leitete aus Stabili-
tätsbetrachtungen die Berechnung der Detonationsgeschwindigkeit ab.

Hans Albrecht Bethe (1906–2005) entwickelte 1942 in seinem Report On the Theory of
Shock Waves for an Arbitrary Equation of State [7] drei Bedingungen für die Existenz und
Eindeutigkeit von Verdichtungsstößen für Materialien mit allgemeinen Zustandsgleichungen:

∂2p

∂V 2

∣∣∣∣∣
S

> 0 , (2.27)

Γ = V
∂p

∂E

∣∣∣∣
V

> −2 , (2.28)

∂p

∂V

∣∣∣∣
E

< 0 . (2.29)

Bethe bezeichnete die Bedingung (2.27) als die wichtigste der drei Bedingungen. Er wies
darauf hin, dass diese Bedingung bei Phasenübergängen verletzt werden kann. Die zweite
Bedingung (2.28) ist für alle Materialien erfüllt, wenn sich das Material mit steigender Tem-
peratur bei konstantem Druck ausdehnt. Selbst für einen negativen Ausdehnungskoeffizienten,
wie bei flüssigem Wasser bei 0◦C, ist diese Bedingung erfüllt. Für schmelzendes Eis I scheint
der Wert für V ∂p

∂e

∣∣∣
V

kleiner als −2 zu werden, nämlich −2,1. Die Bedingungen (2.27) und
(2.28) sind hinreichende Bedingungen für die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung der
Erhaltungsgleichungen über die Stoßfront. Die dritte Bedingung (2.29) ist eine hinreichende
Bedingung für die Stabilität der Stoßfront.

Hermann Weyl (1885–1955) veröffentlichte 1949 in [176] den bereits 1944 eingereichten Re-
port Shock Waves in Arbitrary Fluids. Diese Arbeit hat gewisse Ähnlichkeiten mit dem Report
von Bethe, den Weyl – wie er selbst angibt – um 1944 nicht kannte. Weyl formulierte eben-
falls Bedingungen für die Zustandsgleichung, unter denen sich Stoßwellen ausbilden können. Er
formulierte die Bedingungen mit den Gleichungen(

dτ

dp

)
ad

< 0 (2.30)(
d2τ

dp2

)
ad

> 0 (2.31)

für adiabatische Zustandsänderungen, wobei τ = ϱ−1 das spezifische Volumen ist.
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Die zweite Hälfte des 20. Jahrhunderts war durch die Entwicklung der elektronischen Rechner
geprägt. Damit war die Entwicklung der numerischen Verfahren zur Lösungen von Differential-
gleichungen verbunden (z. B. [4], [62], [123], [179]). Im Folgenden wird nun das Augenmerk auf
die Thematik der Reduktion von Luftstoßwellen gelegt.

2.2 Reduktion der Luftstoßwellenbelastung auf Baustrukturen

Nachdem im Abschnitt 2.1 die Entwicklung der Erkenntnisse zu den Luftstoßwellen beschrieben
wurde, möchte ich nun in diesem Abschnitt insbesondere auf den Stand der Forschung zur
Thematik der Reduzierung der Luftstoßwellenbelastung durch nachgiebige Materialien eingehen.
Herrmann wies 1969 in [75] auf die Verwendung poröser Materialien für die Reduzierung von
Stoßwellen hin. Er entwickelte ein neues Materialmodell, die sogenannte p-α-Zustandsgleichung.
Monti berechnete 1970 in [118] den reflektierten Spitzenüberdruck an nachgiebigen Materialien.
Er deutete in [118] bereits an, dass der reflektierte Druck an Wänden durch davor platzierte
nachgiebige Materialien vergrößert werden kann.
Skews bestimmte experimentell 1991 in [153] die reflektierten Drücke bei der Interaktion von
Luftstoßwellen und Schäumen und berücksichtigte auch das Eindringen der Luftstoßwelle in
den Schaum. Er schrieb in [153] auf Seite 206, dass Gelfand et al. 1975 in [60] als Erste
experimentell gezeigt haben, dass die Drücke an der Grenze vom Schaum zur Wand größer sind
als bei der Reflexion der Luftstoßwelle direkt an der Wand. Skews bezweifelte auf Seite 211, dass
das Verhalten zufriedenstellend beschrieben werden kann, wenn der Schaumstoff als homogenes
Material beschrieben wird. Eine etwas neuere Veröffentlichung von ihm ist [154] aus dem Jahr
1993. Skews et al. gaben 2001 in [155] einen guten Überblick über den Stand der Forschung zu
Stoßwellen in porösen Stoffen.
Mazor et al. berechneten 1994 in [114] in einer analytischen Untersuchung die Drücke die in
Folge einer Luftstoßwelle hinter einem zellularen Material an einer Wand auftreffen. Sie ermit-
telten, dass diese Drücke größer sind als ohne einem zellularen Material. Mazor et al. kamen zu
der Schlussfolgerung, dass zellulare Materialien die Drücke an der hinteren Wand des Stoßrohres
nicht reduzieren können.
Nesterenko beschrieb 2001 in [121] Experimente an porösen Materialien und deren dämpfende
aber auch deren teilweise verstärkende Wirkung. Er schrieb in [121] auf Seite 279:

„It is worth mentioning that a shock wave in air after reflection transmits the same linear momentum I to
all the investigated laminar materials, irrespective of their inner structure. But the energy transmitted into
material depends on the mass of the material of the first buffer plate.“

Die Aussage, dass eine Stoßwelle bei der Reflexion immer den gleichen Impuls I überträgt,
ist mit Vorsicht zu genießen. Diese Aussage mag in den meisten Fällen annähernd zutreffen.
Ein einfaches Gegenbeispiel wird durch den Vergleich des Impulses einer sich frei ausbreiten-
den Luftstoßwelle (Grenzfall Luft an Luft) und des Impulses einer an einer starren Oberfläche
reflektierten Luftstoßwelle gefunden.
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Nesterenko gab die übertragene kinetische Energie mit

Ek = I2

2M
(2.32)

an, wobei M die Masse der Frontplatte (buffer plate) ist. Dabei wurde angenommen, dass der
gesamte Impuls I zunächst von der Frontplatte aufgenommen wird:

I = M v

v = I/M

Ek = 1
2
M v2 = I2

2M
. (2.33)

Nach Gleichung (2.32) ist es also günstig, eine Frontplatte vor dem energieabsorbierenden Ma-
terial zu verwenden, welche eine große Dichte und damit eine große Masse besitzt, um die
übertragene Energie zu reduzieren.
Evans et al. beschrieben 1999 in [45] die Dämpfung von Stoßwellen durch Schäume. Sie gaben
eine erforderliche Dicke des Schaums mit

D ≥ I2

2 Ωb db U
(2.34)

an, mit der Dichte Ωb, der Dicke db der Frontplatte (buffer plate) und dem Energieabsorptions-
vermögen

U =
∫ ε

0
σ (ε) dε ≈ σp εd (2.35)

des energieabsorbierenden Materials (Abbildung 2.9).

Energieabsorptionsvermögen
bis zur Verdichtung

Plateau-
spannung

e

ed

s

sp

Abbildung 2.9: Energieabsorptionsvermögen, schematische Darstellung nach Evans et al. [45]

Reid & C. Peng [138] stellten 1997 ein Materialmodell für Stoßwellen in porösen Materialien
auf, welches an Experimenten an Holz validiert wurde. Hanssen et al. [71] griffen 2002 dieses
Materialmodell auf und untersuchten das Verhalten von Aluminiumschäumen bei Detonations-
belastung theoretisch und experimentell.
Das Modell nach Hanssen et al. [71] ist in Abbildung 2.10 links dargestellt. Vor einem Bau-
teil wird ein Schaumstoff mit der Dichte ϱf und der Länge l platziert. Vor dem Schaumstoff
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u t( )

lFront-
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p t( )
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u t( )

p t( ) ρf

Schaumstoff ρf

ρf0

kompaktierter

Bereich

σ

σ
0

εεD

Abbildung 2.10: Modell nach Hanssen et al. [71], links: Konfiguration vor und während der
Kompaktion, rechts: Spannungs-Verzerrungs-Beziehung

befindet sich die starre Frontplatte mit der Masse M1. Die Querschnittsfläche des Systems ist
A. Auf das System wirkt der reflektierte Überdruck p(t) aus einer Luftstoßwelle in Abhängig-
keit von der Zeit t. Die Verschiebung der Frontplatte ist u(t). Der Schaumstoff wird mit ei-
ner starren-ideal-plastischen-starren Spannungs-Verzerrungs-Beziehung (rigid-perfectly plastic-
locking, r-p-p-l) modelliert (Abbildung 2.10 rechts). Wenn der reflektierte Überdruck p(t) die
Plateauspannung σ0 übersteigt, dann wird der Schaumstoff von der Belastungsseite anfangend
vollständig auf die Dichte ϱf0 = ϱf/(1 − εD) kompaktiert. Auf das Bauteil wirkt, solange der
Schaumstoff nicht vollständig kompaktiert ist, nur der Druck σ0. Für dieses Modell stellten
Hanssen et al. die Differentialgleichung[

1 + ϱf A

M1 εD
u

]
ü+ ϱf A

M1 εD
u̇2 + (σ0 − p(t)) A

M1
= 0 (2.36)

auf, die die Impulserhaltung des Modells beschreibt. Hanssen et al. lösten diese Differenti-
algleichung für einen linearen Überdruck-Zeit-Verlauf p(t). Sie gaben an, dass die Bedingung

l ≥ I2

(M0 + 2M1) p0AεD

{
p0
σ0

− 4
3

}
(2.37)

für p0/σ0 > 2 eingehalten werden muss, um zu gewährleisten, dass der Schaumstoff nicht voll-
ständig kompaktiert wird, bevor die Belastung abgeklungen ist. Dabei sind M0 = ϱA l die Masse
des Schaumstoffes und I = 1

2 p0 t0A der Impuls des linearen Überdruck-Zeit-Verlaufs mit dem
Spitzenüberdruck p0 und der Belastungsdauer t0. Wenn diese Bedingung nicht eingehalten wird,
dann wird der Schaumstoff vollständig kompaktiert, bevor die Luftstoßwellenbelastung zurück-
gegangen ist. Das hat zur Folge, dass der Druck auf das Bauteil sich von σ0 auf den verbleibenden
Druck aus der Luftstoßwellenbelastung erhöhen wird.
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In den Experimenten stellten Hanssen et al. eine überraschende Erhöhung der auf ein Pen-
del übertragenen Energie und des übertragenen Impulses fest. Hanssen et al. kamen zu der
(zweifelhaften) Schlussfolgerung:

„Since the impulse transferred to the main structure is equal with or without a sacrificial layer, this implies
that the global response cannot be reduced by use of a sacrificial-layer cladding.“

Die Erklärung von Hanssen et al. für die Erhöhung der Energie und des Impulses ist, dass
durch die Eindellung der Oberfläche eine Erhöhung der Belastung p(t) stattfindet. Nesterenko
erklärte zusätzlich in [122] die Verstärkung der Energie und des Impulses des Pendels in [71] mit

1. einem größeren Impuls wegen geringerer Masse des Schaums im Vergleich zum Pendel,

2. einem Federeffekt des Schaums.

Gallenmüller untersuchte 2005 vorrangig experimentell die Schutzwirkung von naturfaserver-
stärktem Polymerbeton bei Nahdetonationen auf Stahlbetonplatten [52, 53]. Als Schutzschicht
vor dem Stahlbeton diente Polymerbeton mit einer Frontplatte aus Stahl. Die Schädigungen des
Stahlbetons konnten durch die Schutzschicht deutlich reduziert werden.
In einigen Publikationen werden Experimente und/oder numerische Simulationen zum Einfluss
von Schaumstoffen auf die Belastung von Luftstoßwellen beschrieben. Beispielsweise werden hier
die Veröffentlichungen von Kitagawa et al. [87] (2006), Seitz & Skews [150] (2006) und [151]
(2007), Ma & Ye [99] (2007), Igra & Jiang [81] (2009) erwähnt.
Kambouchev et al. untersuchten 2006 in [84] die Reflexion von Luftstoßwellen an freistehenden
Platten unter Berücksichtigung der Fluid-Struktur-Interaktion (FSI). Sie gaben als Näherung
für das Verhältnis des reflektierten Impulses Ip zum einfallenden Impuls Ii die Gleichung

Ip

Ii
= γR

(
CR fR
γR

)βs/(1+βs)
ββs/(1−βs)

s (2.38)

an, wobei CR der Reflexionsfaktor für die Reflexion an einer starren Oberfläche und γR, fR und
βs die FSI-Parameter sind.
Main & Gazonas gaben in [104] (2008) zunächst einen Rückblick über verwendete Modelle zur
Berechnung des Einflusses von Schaumstoffen bei Luftstoßwellen. Anschließend stellten sie ein
analytisches Modell zur Berechnung von Verbundelementen auf. Diese Verbundelemente beste-
hen aus zwei Massen m1 und m2 mit einem Schaumstoff der Länge l dazwischen. Anschließend
untersuchten sie den Einfluss der Verteilung der Massen auf die Strukturantwort.
W. Peng behandelte in seiner Dissertation aus dem Jahr 2009 [127] unter Anderem die Fluid-
Struktur-Interaktion von Luftstoßwellen an frei stehenden Platten. Er berücksichtigte jedoch
nur die Masse der Platte (ausgedrückt durch Dichte und Dicke der Platte) und nicht die innere
Struktur (Dichte und Steifigkeit). Er kam deshalb auf den Seiten 32 bis 33 seiner Arbeit zu
dem Schluss, dass die Reflexion an einer unendlich dicken Platte einer Reflexion an einer starren
Wand entspricht.
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Harrigan et al. verglichen in [72] (2010) verschiedene analytische Lösungen anhand von zwei
Beispielen. Sie kamen zu dem Ergebnis, dass die korrekte Lösung durch die Erhaltungsglei-
chungen für Masse und Impuls erhalten werden kann. Außerdem bemerkten sie, dass Massen-
Feder-Modelle wie beispielsweise von Li & Meng [97] nicht geeignet sind, um Diskontinuitäten
abzubilden. Harrigan et al. gaben für das Energieabsorptionsvermögen die aus den Rankine-
Hugoniot-Sprungbedingungen hergeleitete Gleichung

EV = 1
2

(σd + σp) ε (2.39)

an, wobei σd die Spannung im kompaktierten Bereich ist. Der Vergleich mit der Gleichung (2.35)
zeigt, dass die Gleichung (2.35) die Fähigkeit der Energieabsorption unterschätzt.
Mazor et al. [114] (1994) und Seitz & Skews [151] (2007) untersuchten mit analytischen
Modellen den Einfluss von nachgiebigen Materialien vor einer Wand auf den reflektierten Druck
an der Wand. Dabei betrachteten sie die Wand als starr.

2.3 Einordnung der Arbeit

In den wissenschaftlichen Kontext ordnet sich diese Arbeit wie folgt ein:
Die ersten Untersuchungen zu dieser Thematik habe ich im Jahr 2005 begonnen. Die Ergebnisse
dieser Untersuchungen wurden 2006 in [57] veröffentlicht. Wie ich etwas später herausfand, hatte
Monti bereits in [118] ähnliche Ergebnisse veröffentlicht. Meine Ergebnisse sind unabhängig von
Monti entstanden.
Die Untersuchungen wurden fortgeführt und es wurde ein leichtes, nachgiebiges Material (d. h.
ein Material mit geringer Dichte und geringer Steifigkeit) vor einem Bauteil betrachtet. Die
Erhöhung des reflektierten Druckes auf eine starre Wand durch ein leichtes, nachgiebiges Material
davor wurde mit meinen Modellen ebenfalls, wie beispielsweise in [114, 150, 151], festgestellt.
Darüber hinaus wurde erstmalig festgestellt, dass ein leichtes, nachgiebiges Material vor Stahl
deutlich andere Ergebnisse liefert, als wenn sich dieses leichte, nachgiebige Material vor einem
starren Material befindet (Abschnitt 4.6). Dies war nicht unbedingt zu erwarten, da der Einfluss
von Stahl auf den Druck in einer reflektierten Luftstoßwelle im Vergleich zu einer Reflexion an
einer starren Oberfläche sehr gering ist (Abschnitt 4.4). Es wurde untersucht, welchen Einfluss
die einzelnen Materialparameter des nachgiebigen Materials auf den Spitzendruck auf das Bauteil
besitzen. Es wurden Bereiche ermittelt, in denen der Spitzendruck im Vergleich zur Reflexion
direkt am Bauteil reduziert wird. Diese Bereiche besitzen jedoch keine baupraktische Relevanz
(Abschnitt 4.6.4).
Die analytischen Untersuchungen wurden ausgeweitet, um den Einfluss von nachgiebigen Ma-
terialien auf den gesamten reflektierten Druck-Zeit-Verlauf zu untersuchen. Allgemeine analy-
tische Lösungen zu Luftstoßwellen mit abfallendem Druck-Zeit-Verlauf nach der Stoßfront und
deren Reflexionen existieren nicht. Lediglich für Spezialfälle existieren analytische Lösungen
[3, 36, 143]. Das Ziel, die analytische Lösung für die Stoßwelle in einem geschlossenen Stoßrohr
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(closed shock tube) zu finden, wurde nur teilweise erreicht. Bei der Reflexion der Verdünnungs-
welle an der Stoßrohrwand tritt eine sogenannte nonsimple wave region [36] auf. Die Lösung
für diesen Bereich wurde nach dem Ansatz von Emanuel [36] aufgestellt (Abschnitt 5.2). Im
Abschnitt 5.3 wurde eine einfachere Stoßwelle als im Abschnitt 5.2 beschrieben. Der Druck-Zeit-
Verlauf wurde für diese Stoßwelle mit einem abfallenden Druck-Zeit-Verlauf nach der Stoßfront
so weit wie mir möglich analytisch berechnet. Diese Lösung wurde anschließend mit den Ergeb-
nissen einer numerischen Konvergenzstudie verglichen.
Im Auftrag der PEKATEX GmbH wurden im Jahr 2006 an der Wehrtechnischen Dienststelle
für Schutz- und Sondertechnik (WTD 52) Versuche an Fassadensystemen durchgeführt. Diese
Versuche wurden in diese Dissertation aufgenommen und ausgewertet. Sie dienen als Beispiel für
die baupraktische Relevanz dieser Arbeit. Sie zeigen, dass Fassadensysteme zusätzlich zu ihrer
Funktion als Wärmedämmung auch Funktionen des Explosionsschutzes übernehmen können.
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Kapitel 3

Grundlagen

3.1 Kinematik

Der materielle Körper B der Kontinuumsmechanik ist eine zusammenhängende Menge materiel-
ler Punkte M (Stein & Barthold [158]). Die Lage und Bewegung eines materiellen Körpers B
zur Zeit t in der Momentankonfiguration wird durch die Abbildung χ mit

x(t) = χ(M, t) (3.1)

im Euklidischen Vektorraum E3 [15] beschrieben (Abbildung 3.1). Für die Definition der ma-
teriellen Punkte M wird eine Referenzkonfiguration benötigt. Die Lage der materiellen Punkte
M in der Referenzkonfiguration zur Zeit t0 wird mit X bezeichnet und ist durch

X = χ(M, t0) = χ0(M) (3.2)

definiert.

e1

Referenzkonfiguration

e2

e3

Momentankonfiguration

X

x

u X( , )t

Abbildung 3.1: Kinematik, Referenzzustand und Momentanzustand

Die Verschiebung u(X, t) liefert den mathematischen Zusammenhang

x(t) = X + u(X, t) (3.3)

zwischen Referenzkonfiguration und Momentankonfiguration.
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3.2 Eulersche und Lagrangesche Betrachtungsweise

Bei der Beschreibung der Bewegung von Materie sind verschiedene Betrachtungsweisen möglich
[158]. Es werden häufig die räumliche bzw. Eulersche Betrachtungsweise für die Beschreibung
von Fluiden und die materielle bzw. Lagrangesche Betrachtungsweise für die Beschreibung
von Festkörpern angewendet. Im Folgenden werden beide Betrachtungsweisen erklärt und der
mathematische Zusammenhang zwischen ihnen wird angegeben.

3.2.1 Eulersche Betrachtungsweise

Bei der Eulerschen Betrachtungsweise werden die physikalischen Eigenschaften eines materiel-
len Körpers in Abhängigkeit vom Ort x = {x, y, z} in der Momentankonfiguration und von der
Zeit t beschrieben (Abbildung 3.2).

x

y

x

0

v x( ),t

z

Abbildung 3.2: Eulersche Betrachtungsweise (nach [6])

Physikalische Eigenschaften sind z. B. die Geschwindigkeit v(x, t) und die Dichte ϱ(x, t) =
ϱ(x, y, z, t).

3.2.2 Lagrangesche Betrachtungsweise

Bei der Lagrangeschen Betrachtungsweise wird ein materieller Punkt und dessen Bewegung
beobachtet (Abbildung 3.3).

x

y

x X( , )t

0

v X( ),t

X = ( )x t
0

z

Abbildung 3.3: Lagrangesche Betrachtungsweise (nach [6])

In Abbildung 3.3 wird der materielle Punkt betrachtet, der durch seine Position X = x(t0) zum
Anfangszeitpunkt t0 definiert ist. Der materielle Punkt X ist zur Zeit t am Ort x(X, t) und hat
die Geschwindigkeit v(X, t).
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3.2.3 Zusammenhang

Während bei der Lagrangeschen Betrachtungsweise ein bestimmter materieller Punkt verfolgt
und beschrieben wird, werden bei der Eulerschen Betrachtungsweise die Eigenschaften der
materiellen Punkte beschrieben, die im Laufe der Zeit einen bestimmten Ort einnehmen.
Die Funktion Ψ in der Form

Ψ = Ψm(X, t) in der materiellen Darstellung bzw. (3.4)

Ψ = Ψr(x, t) in der räumlichen Darstellung (3.5)

beschreibt eine physikalische Eigenschaft des Fluids.
Die materielle Zeitableitung D(.)

Dt beschreibt die zeitliche Änderung der physikalischen Eigen-
schaft Ψ des Fluidteilchens X.
Die materielle Zeitableitung kann mit dem vollständigen Differential [15] in die lokale Zeitablei-
tung

DΨm(X, t)
Dt

= dΨr(x(t), t)
dt

= ∂Ψr(x(t), t)
∂x(t)

dx(t)
dt

+ ∂Ψr(x(t), t)
∂t

= v(x(t), t) grad Ψr(x(t), t) + ∂Ψr(x(t), t)
∂t

(3.6)

überführt werden [158].

3.3 Verzerrungen

Es wird die Bezeichnung

Grad(.) = ∂(.)
∂X

(3.7)

für den Gradienten bezüglich der materiellen Koordinaten X eingeführt. Damit lässt sich der
Deformationsgradient

F = Grad x (3.8)

berechnen. Der Deformationsgradient beschreibt die lineare Abbildung des Differentials dX (in-
finitesimales Wegelement in der Referenzkonfiguration) auf das Differential dx (infinitesimales
Wegelement in der Momentankonfiguration)

dx = F dX . (3.9)

Mit

C = FT F (rechter Cauchy-Green-Tensor) (3.10)

B = FFT (linker Cauchy-Green-Tensor) (3.11)
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lassen sich die Verzerrungstensoren

E = 1
2

[C − 1] (Greenscher Verzerrungstensor) (3.12)

A = 1
2

[1 − B−1] (Almansischer Verzerrungstensor) (3.13)

e = 1
2

[C−1 − 1] (Piolascher Verzerrungstensor) (3.14)

a = 1
2

[1 − B] (Fingerscher Verzerrungstensor) (3.15)

berechnen.
Die Verzerrungstensoren E und e werden auf die Referenzkonfiguration und die Verzerrungsten-
soren A und a auf die Momentankonfiguration angewendet.
Für ausführlichere Beschreibungen wird auf Stein & Barthold [158] und Haupt [73] verwie-
sen.

3.4 Spannungen

x

e
1

e
2

e
3

da da

t
1
da

t
2
da

S

P

Abbildung 3.4: Spannungen, Definition

Es wird der Punkt P im Inneren eines mechanisch belasteten Körpers B in der Momentankonfi-
guration betrachtet (Abbildung 3.4). Um die inneren Kräfte zu bestimmen, wird das Eulersche
Schnittprinzip [162] angewendet. Dazu wird der Körper B gedanklich mit der Schnittfläche S
zerschnitten. Auf der Schnittfläche S liegt am Punkt P das Flächenelement ∆a, an dem der
Kraftvektor ∆f angreift. Der Cauchy-Spannungsvektor t wird als der Grenzwert

t = lim
∆a→0

∆f
∆a

= df
da

(3.16)

definiert [158].
Zwei Schnittflächen, die durch P gehen und dort die gleiche Tangentialebene besitzen, schneiden
dort den gleichen Spannungsvektor t frei. Dies bedeutet, dass t zwar von der Orientierung der
Tangentialebene in P , jedoch nicht von der Krümmung der Schnittfläche abhängig ist.
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Die Spannungsvektoren t1 und t2 in Abbildung 3.4 sind betragsmäßig gleich groß, wirken jedoch
in die entgegengesetzte Richtung:

t(x, t,n) = −t(x, t,−n) . (3.17)

Dabei ist n der Normalenvektor des differentiellen Flächenelementes da.
Der Zusammenhang zwischen t und n wird mit

t = T · n (3.18)

beschrieben. T wird aufgrund Cauchys grundlegender Arbeiten [162] als Cauchy-
Spannungstensor bezeichnet.
Neben dem Cauchy-Spannungstensor gibt es noch weitere Spannungstensoren, auf die in dieser
Arbeit nicht eingegangen wird. Die Grundlagen werden ausführlicher von Stein & Barthold
[158], Haupt [73] und Schlebusch [146] behandelt.

3.5 Erhaltungs- und Bilanzsätze

Im Folgenden werden die Erhaltungs- und Bilanzsätze für Masse, Impuls, Drehimpuls, Energie
und Entropie aufgeführt. Diese Erhaltungs- und Bilanzsätze sind Erfahrungssätze und werden
als Axiome betrachtet. Sie sind grundlegend für die Berechnung der dynamischen Vorgänge.
Die Erhaltungsgleichungen können je nach Betrachtungsweise in Eulerscher oder in Lagran-
gescher Schreibweise angegeben werden. Zudem ist eine Formulierung in integraler und in diffe-
rentieller Schreibweise möglich (Hiermaier [76], Tabelle 3.1). Alle Formulierungen sind gleich
bedeutend und können ineinander überführt werden. In den folgenden Abschnitten wird lediglich
die differentielle-Eulersche Formulierung angegeben.

Tabelle 3.1: Formulierungen der Erhaltungsgleichungen (nach Hiermaier [76])

Finites Kontrollvolumen Infinitesimales Volumen

Raumfest Integral, Differentiell,
Euler (konservativ) Euler (konservativ)

Mitbewegt Integral, Differentiell,
Lagrange (nicht-konservativ) Lagrange (nicht-konservativ)

Die Erhaltungsgleichungen werden in dieser Arbeit für reibungsfreie Fluide ohne Wärmelei-
tung aufgestellt, da diese später hauptsächlich Anwendung finden. Diese Erhaltungsgleichun-
gen bezeichnet man auch als Euler-Gleichungen. Wenn Reibung im Fluid berücksichtigt wird,
dann werden die Gleichungen als Navier-Stokes-Gleichungen bezeichnet. Relativistische Ef-
fekte werden vernachlässigt.
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3.5.1 Massenerhaltung

In der sogenannten klassischen Mechanik (d.h. ohne relativistische Effekte) wird von der Erhal-
tung der Masse ausgegangen.
Betrachtet man ein Fluid, welches an der Stelle (x, y, z) zur Zeit t die Geschwindigkeit

v = v(x, y, z, t) =


v1 (x, y, z, t)

v2 (x, y, z, t)

v3 (x, y, z, t)

 (3.19)

und die Dichte ϱ = ϱ(x, y, z, t) besitzt, so wird die Massenerhaltung durch die Gleichung

∂ϱ

∂t
+ div (ϱv) = 0 (3.20)

beschrieben, welche auch als Kontinuitätsgleichung bezeichnet wird ([1, 24]).

3.5.2 Impulserhaltung

Der Impuls einer in einem beliebigen Volumen V enthaltenen Masse ist

I =
∫

V
ϱv dV . (3.21)

Für ein reibungsfreies Fluid im dreidimensionalen Raum wird die Impulserhaltung durch die
Gleichung

∂(ϱv)
∂t

+ (v · grad) (ϱv) + ϱv div v + grad p = 0 (3.22)

mit dem Druck p = p(x, y, z, t) beschrieben [1].

3.5.3 Drehimpulserhaltung

Der Satz der Drehimpulserhaltung ist nicht gleich zu setzen mit dem Satz der Impulserhaltung;
er enthält grundlegende, neue Informationen (Szabó [162, Seite 22]).
Der Drehimpulserhaltungssatz hat die Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors zur Folge. Der
Drehimpulserhaltungssatz und die Symmetrie des Spannungstensors sind als Axiome gleichwer-
tig (Szabó [162, Seite 28]).

3.5.4 Energieerhaltung

Der Satz (besser das Axiom) der Energieerhaltung besagt, dass die Gesamtenergie in einem
abgeschlossenen System konstant ist. Der Satz der Energieerhaltung ist eine allgemeine Form
des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik.
Für ein reibungsfreies Fluid im dreidimensionalen Raum wird die Energieerhaltung durch

∂
(
ϱ e+ 1

2 ϱ |v|2
)

∂t
+ div

((
ϱ e+ 1

2
ϱ |v|2 + p

)
v
)

= 0 (3.23)
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beschrieben [1], dabei ist e = e(x, y, z, t) die spezifische innere Energie. Es werden hier nur me-
chanische und thermische Energie, nicht chemische, elektrische und sonstige Formen der Energie
berücksichtigt.

3.5.5 Entropiebilanz

Die Zustandsgröße Entropie S wird in einer etwas anderen Form als die bisher verwendeten
Zustandsgrößen definiert [119]. Die Änderung der Entropie S beim Übergang vom Anfangszu-
stand (0) zum Endzustand (1) berechnet sich mit der Gleichung

∆S = S1 − S0 =
∫ 1

0

dQ

T
(3.24)

mit der zugeführten Wärme Q und der Temperatur T . Die Entropie S ist eine Zustandsgröße,
da das Ergebnis des Integrals nicht vom dem im Prozess durchlaufenen Weg abhängig ist. Eine
Besonderheit der Entropie ist, dass nur ihre Änderung, jedoch nicht ihr Absolutwert berechnet
werden kann.
Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass in einem abgeschlossenen System die Entro-
pie nicht abnehmen kann. Dies wird durch die Ungleichung

∆S ≥ 0 (3.25)

beschrieben [119]. Das Gleichheitszeichen in der Ungleichung (3.25) gilt für reversible Prozes-
se, die einen Grenzfall in der Natur darstellen und praktisch nicht auftreten. Bei irreversiblen
Prozessen, ist die Änderung der Entropie größer als Null.
Materialmodelle dürfen die Entropiebilanz für beliebige Deformations- und Temperaturprozesse
nicht verletzen. Man spricht dann von thermomechanisch konsistenten Materialmodellen [77].

3.6 Konstitutive Gleichungen

Die Stoffgesetze zur Beschreibung von Materialien werden auch als konstitutive Gleichungen
oder Materialgleichungen bezeichnet [158].
Der Zusammenhang zwischen dem Cauchy-Spannungstensor und dem Greenschen Verzer-
rungstensor wird durch

T = C E (3.26)

bzw. mit T = σij und E = εkl durch

σij = Cijkl εkl (3.27)

beschrieben (i = 1, 2, 3). Diese Gleichung ist eine Verallgemeinerung des Hookeschen Gesetzes,
welches besagt, dass sich die Kraft einer Feder proportional zu ihrer Auslenkung verhält [55, 162].
C = Cijkl ist der vierstufige Elastizitätstensor mit 34 = 81 Elementen. Für den Fall eines
linear-elastischen, isotropen Materials lassen sich die 81 Elemente bzw. Materialparameter mit
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zwei unabhängigen Materialparametern beschreiben [56]. Diese zwei unabhängigen Materialpa-
rameter sind beispielsweise der Elastizitätsmodul E und die Querverformungszahl ν. Andere
Materialparameter wie der Schubmodul G oder der Kompressionsmodul K können dann als
Funktionen von E und ν angegeben werden.

3.7 Gaskinetik

Ein Gas kann als ein System vieler kleiner elastischer Teilchen aufgefasst werden. Das System
wird durch die mikrophysikalischen Größen

• Teilchenzahl N ,

• Volumen V ,

• Teilchendichte n = N/V ,

• Teilchenmasse mM ,

• Teilchengeschwindigkeit v

beschrieben, die mit den thermodynamischen Zustandsgrößen Druck p, Temperatur T , Dich-
te ϱ und innere Energie U im Zusammenhang stehen, wie z. B. ϱ = mM n. So hat beispiels-
weise ein Heliumatom eine Masse von mM ≈ 4,002620u ≈ 6,646476 · 10−27 kg. Dabei ist
u = 1,66053886(28) · 10−27 kg die atomare Masseneinheit [20].
Wenn sich das Gas in einem thermodynamischen Gleichgewicht befindet, dann ist die Dichte
überall gleich. Auf mikrophysikalischer Ebene bedeutet dies, dass die Verteilung der Teilchen im
zeitlichen Mittel homogen ist. Außerdem wird durch die Verteilung der Teilchengeschwindigkei-
ten, deren Beträge und Richtungen verschieden sind, keine Richtung bevorzugt; die Geschwin-
digkeitsverteilung ist isotrop.

3.7.1 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

w(v) =
√

8mM

π k T

mM v2

2 k T
e− mM v2

2 k T (3.28)

beschreibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Teilchengeschwindigkeit v (Abbildung 3.5). Die
Naturkonstante k = 1, 38065... · 10−23 J/K wird als Boltzmann-Konstante bezeichnet. Mit der
Gleichung (3.28) wird∫ ∞

0
w(v) dv = 1 (3.29)

erhalten.
Das Maximum der Verteilungsfunktion tritt bei der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit
vw =

√
2 k T/mM auf.



3.7. GASKINETIK 41

Abbildung 3.5: Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung, Beispielfunktionen für Stickstoff (N2)
und Helium (He) bei Temperaturen von 300 K und 1200 K

Die mittlere Teilchengeschwindigkeit

v =
∫ ∞

0
w(v) v dv (3.30)

hat für die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung den Wert

v =
√

8 k T
πmM

. (3.31)

3.7.2 Druck

Der Druck p auf eine Oberfläche resultiert aus den Kraftstößen der an der Oberfläche reflektierten
Teilchen. Der Druck ist die Summe der Kraftstöße (Impulse) bezogen auf die Zeit und die Fläche.
Bezugszeit und Bezugsfläche müssen groß genug sein, damit ausreichend viele Teilchen die Fläche
treffen. Der Druck wird dann mit

p = 1
3
mM n v2 (3.32)

beschrieben (Müller [119]), wobei v2 der Mittelwert der Geschwindigkeitsquadrate ist. Mit der
Gleichung (3.28) wird v2 zu

v2 =
∫ ∞

0
w(v) v2 dv = 3 k T

mM
(3.33)

erhalten. Damit folgt für den Druck

p = nk T . (3.34)
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Dies ist die mikrophysikalische Beschreibung für die thermische Zustandsgleichung p = ϱR′ T

mit der Dichte ϱ = mM n und der Gaskonstante R′ = k/mM .

3.7.3 Gleichverteilungssatz

Wenn die Teilchen eines Gases drei translatorische Freiheitsgrade besitzen, wie z. B. einatomiges
Helium, dann ist der Mittelwert der kinetischen Energie eines Teilchens

Ek = 1
2
mM v2 = 3

2
k T . (3.35)

Für die Geschwindigkeitskomponenten in die drei Raumrichtungen x, y und z gilt

v2 = v2
x + v2

y + v2
z (3.36)

und aufgrund der Isotropie ist

v2
x = v2

y = v2
z . (3.37)

Damit entfällt auf jeden translatorischen Freiheitsgrad die mittlere Energie
1
2
mM v2

x = 1
2
mM v2

y = 1
2
mM v2

z = 1
2
k T . (3.38)

Dies ist ein Beispiel für den Gleichverteilungssatz der Gaskinetik (Äquipartitionstheorem), der
besagt, dass auf jeden Freiheitsgrad der Bewegung eines Teilchens die mittlere kinetische Energie
k T/2 entfällt.
Bei mehratomigen Gasen, wie z. B. O2, N2 oder CO2, treten neben den translatorischen auch
rotatorische Freiheitsgrade auf, so dass die Anzahl der Freiheitsgrade f > 3 ist. Beispielsweise
hat Sauerstoff O2 insgesamt 5 Freiheitsgrade, nämlich 3 translatorische und 2 rotatorische. Wenn
die Atome in mehratomigen Molekülen auf einer Geraden liegen, so entfällt auf die Rotation um
diese Gerade keine Energie.
Für die innere Energie eines Gase ergibt sich

U = N
f

2
k T (3.39)

was der kalorischen Zustandsgleichung U = mcV T mit der spezifischen Wärmekapazität bei
konstantem Volumen cV = f k/(2mM ) des idealen Gases entspricht.

3.8 Zustandsgleichungen

Zustandsgleichungen (equations of state, EoS) beschreiben den Zusammenhang zwischen drei
Zustandsgrößen. Häufig werden dabei die drei Zustandsgrößen Druck p, Dichte ϱ und spezifische
innere Energie e verwendet. Zustandsgleichungen stellen somit eine Fläche in einem dreidimen-
sionalen Raum dar. Sie erfassen alle möglichen Zustände, die ein Material einnehmen kann. Eine
ausführliche Beschreibung über Zustandsgleichungen ist beispielsweise in [77] enthalten.
Die Zustandsgleichung wird zur Lösung der Erhaltungsgleichungen zusätzlich zu den konstitu-
tiven Beziehungen benötigt.
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3.8.1 Zustandsgleichung für ideale Gase

Der thermodynamische Zustand eines beliebigen Stoffes wird mit sogenannten Zustandsgrößen
beschrieben (Müller [119]). Bei konstanter Masse m sind beispielsweise die Temperatur T , der
Druck p, das Volumen V und die innere Energie U Zustandsgrößen. Der Zustand eines idealen
Gases wird durch zwei unabhängige Zustandsgrößen eindeutig beschrieben [119]. Alle anderen
Zustandsgrößen sind damit festgelegt. Für die vier genannten Zustandsgrößen gibt es somit zwei
Zustandsgleichungen. Diese sind

p V = mR′ T (die thermische Zustandsgleichung) und (3.40)

U = mcV T (die kalorische Zustandsgleichung), (3.41)

wobei R′ eine massenbezogene Gaskonstante und cV die spezifische Wärmekapazität bei kon-
stantem Volumen sind. Zwischen R′ und cV besteht der Zusammenhang R′ = cp − cV , mit
der spezifischen Wärmekapazität bei konstantem Druck cp. Mit der Dichte ϱ = m/V und dem
Zusammenhang R′ = cp − cV ergibt sich aus (3.40)

p = ϱ (cp − cV ) T . (3.42)

Weiterhin wird die spezifische innere Energie

e = U

m
(3.43)

eingeführt, wodurch sich aus (3.41)

e = cV T (3.44)

ergibt. Das Umstellen von (3.42) und (3.44) in Bezug auf T und Gleichsetzen führt zu

p

ϱ (cp − cV )
= e

cV
, (3.45)

woraus

p = cp − cV

cV
ϱ e (3.46)

folgt. Unter Verwendung des Verhältnisses der spezifischen Wärmekapazitäten γ = cp/cV wird
die häufig verwendete Zustandsgleichung

p = (γ − 1) ϱ e (3.47)

erhalten [57]. γ wird als Isentropenexponent bezeichnet, da für isentropische Zustandsände-
rungen von idealen Gasen p V γ = const gilt. Für Luft im Normzustand (DIN 1343 [32]:
T = 273,15 K, p = 101325 Pa) ist γ ≈ 1,402.
Im Allgemeinen gilt für ideales Gas

γ = f + 2
f

(3.48)
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mit der Anzahl der Freiheitsgrade f der Teilchen des Gases. Luft wird hier als ideales Gas be-
trachtet. Luft besteht zu ca. 99 % Massenanteil aus den zweiatomigen Molekülen Stickstoff (N2)
und Sauerstoff (O2), die f = 5 Freiheitsgrade besitzen. Zusätzlich sind in Luft noch einatomige
Teilchen wie Argon (Ar, f = 3) oder mehratomige Teilchen wie Wassermoleküle (H2O, f = 6).
Unter der Annahme von f = 5 für Luft wird der Isentropenexponent mit γ = f+2

f = 5+2
5 = 1,4

recht gut an den realen Wert γ ≈ 1,402 für Luft im Normzustand angenähert. Bei höheren Tem-
peraturen als im Normzustand werden die Moleküle zu Schwingungen angeregt, die Moleküle
können dissozieren und die Atome können ionisieren. Dies entspricht der Erzeugung von neuen
Freiheitsgraden zusätzlich zu den translatorischen und rotatorischen, wodurch der Isentropen-
exponent kleiner wird [85, 125].
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Abbildung 3.6: Zustandsgleichung, Darstellung der Zustandsfläche für ein ideales Gas

Die Abbildung 3.6 zeigt die Zustandsfläche der Zustandsgleichung p = (γ − 1) ϱ e mit γ = 1,4
für ein ideales Gas. Der Zustand (0) in der Abbildung kennzeichnet den Ausgangszustand des
Gases. Wenn das Gas von diesem Ausgangszustand einen Stoß durchläuft, dann beschreibt die
sogenannte Hugoniot-Kurve [144] alle möglichen Zustände nach dem Stoß, z. B. Zustand (1).

3.8.2 Weitere Zustandsgleichungen

Lineare Zustandsgleichung

Die lineare Zustandsgleichung hat die Form

p = K µ (3.49)
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mit dem Kompressionsmodul K, der Kompression µ = (ϱ/ϱ0)−1 und der Anfangsdichte ϱ0. Die
spezifische innere Energie e wird hier vernachlässigt.

Polynomische Zustandsgleichung

Die polynomische Zustandsgleichung (polynomial equation of state) wird meist durch die Glei-
chung

p = K1 µ+K2 µ
2 +K3 µ

3 + (B0 +B1 µ) ϱ0 e (3.50)

mit der Kompression µ = (ϱ/ϱ0) − 1 und der Anfangsdichte ϱ0 beschrieben. Diese Zustands-
gleichung gibt den Druck in Abhängigkeit von der Dichte ϱ und von der spezifischen inneren
Energie e an. K1 entspricht dem Kompressionsmodul. In manchen Fällen wird zwischen µ < 0
und µ ≥ 0 unterschieden. Beispielsweise wird in Ansys-Autodyn [23] die polynomische Zu-
standsgleichung

p =
{
K1 µ+K2 µ

2 +K3 µ
3 + (B0 +B1 µ) ϱ0 e : µ ≥ 0

T1 µ+ T2 µ
2 +B0 ϱ0 e : µ < 0

(3.51)

verwendet.

vs-v1-Beziehung

Für viele Flüssigkeiten und Feststoffe hat man experimentell den linearen Zusammenhang

vs = c0 + S v1 (3.52)

zwischen der Stoßwellengeschwindigkeit vs und der Geschwindigkeit des Materials v1 festgestellt.
Dabei sind c0 die elastische Wellengeschwindigkeit und S der Anstieg der Geraden.
Diese Gleichung stellt keine Zustandsgleichung dar, sondern ist eine Hugoniot-Kurve in der
vs-v1-Ebene [77, S. 165 ff.].

Mie-Grüneisen-Zustandsgleichung

Die Mie-Grüneisen-Zustandsgleichung beruht auf den Arbeiten von Mie [116] und Grüneisen
[66, 67, 68]. Grüneisen ging 1912 in [67] von den Kräften zwischen Atomen und den Atom-
schwingungen aus. Grüneisen nahm in [67] ebenfalls wie Mie in [116] an, dass die Atomkräfte
zu einer Potenz des Abstandes umgekehrt proportional sind. Mit Methoden der statistischen
Mechanik gelang ihm eine makroskopische Beschreibung der Materialeigenschaften. Er führte
den inzwischen als Grüneisen-Parameter bezeichneten Parameter Γ (in [67]: γ) ein. Er be-
rechnete diesen Parameter für verschiedene Materialien bereits 1908 in [66, Tabelle 1, Spalte 7].
Eine zusammenfassende Herleitung des Grüneisen-Parameters wurde beispielsweise in [77, 115]
gegeben.
Die Mie-Grüneisen-Zustandsgleichung wird durch die Gleichung

p(V, e) = p0K(V ) + Γ(V )
V

(e− e0K(V )) (3.53)
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bzw.

p(V, e) = pH(V ) + Γ(V )
V

(e− eH(V )) (3.54)

beschrieben [77]. Die Zustände (p0K(V ), e0K(V )) bzw. (pH(V ), eH(V )) beschreiben Referenzzu-
stände bei einem spezifischen Volumen V . Der Index 0K steht für den Zustand beim absoluten
Nullpunkt T = 0 K und der Index H für einen Referenzpunkt auf einer Hugoniot-Kurve. Es
können aber auch beliebige andere Zustände als Referenzzustände verwendet werden.
Anmerkung: Bei der Schreibweise der Gleichungen (3.53) und (3.54) ist V das spezifische Volu-
men, d.h. Volumen pro Masse. Dies bedeutet 1

V = ϱ mit der Dichte ϱ.
Hiermaier merkte an, dass die Mie-Grüneisen-Zustandsgleichung eine lineare Approximation
an die tatsächliche Zustandsgleichung in der Nähe des Referenzzustandes ist [77].
Meyers [115, Gl. (5.16)] und Hiermaier [77, Gl. (4.82)] führen die Gleichung

Γ = V
3α

cV KT
(3.55)

für die Berechnung vom Grüneisen-Parameter Γ an. Dabei sind V = 1
ϱ das spezifische Volumen,

α der Wärmeausdehnungskoeffizient bzw. 3α der Volumenausdehnungskoeffizient, cV die spe-
zifische Wärmekapazität bei konstantem Volumen und KT die isotherme Kompressibilität. Die
isotherme Kompressibilität KT darf nicht mit dem Kompressionsmodul K verwechselt werden,
wie es teilweise in der Literatur geschieht, sondern sie ist der Kehrwert des Kompressionsmoduls:
KT = 1

K [66, S. 399]. Damit kann die Gleichung umgeschrieben werden in:

Γ = 3αK
ϱ cV

. (3.56)

Mit dieser Gleichung kann der Grüneisen-Parameter aus messbaren Größen bestimmt werden.
Die Tabelle 3.2 enthält Beispiele für berechnete Grüneisen-Parameter. Für Wasser bei 0◦C kann
der Grüneisen-Parameter negativ werden [7, S. 423]. Weitere Werte für Γ sind beispielsweise
in [66, Tabelle 1, Spalte 7], [67, Tabelle 1] und [115, Tabelle 5.1] aufgelistet.

Tabelle 3.2: Beispiele berechneter Grüneisen-Parameter
Material ϱ K α cV Γ

[kg/m3] [N/m2] [1/K] [J/(kg·K)] [-]

Eisen 7850 159 · 109 12 · 10−6 449 1,6
Kupfer 8930 138 · 109 17 · 10−6 385 2,0
Wasser bei 0◦C 1000 2 · 109 −20 · 10−6 4180 −0,03

Wenn Γ als konstant angenommen wird, dann gilt für die polynomische Zustandsgleichung (3.50)
die Beziehung B0 = B1 = Γ [23, 77]. Die polynomische Zustandsgleichung muss gegebenenfalls
geändert werden, um den Referenzzustand zu erfassen [77, Gl. (4.86)].
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p-α-Zustandsgleichung

Die Kompression poröser Materialien lässt sich anhand der Druck-Dichte-Beziehung in drei
Phasen einteilen (Abbildung 3.7). Die Phase I ist charakterisiert durch elastisches Verhalten.
Bei Entlastung stellt sich wieder die Ausgangsdichte ϱ0 ein. In Phase II erfolgt die Kompaktion
der Poren. Die Kompressionssteifigkeit ist geringer als in Phase I. Bei Entlastung wird nicht die
Ausgangsdichte ϱ0 erreicht, sondern es bleiben plastische Verformungen zurück. Die Phase III
ist durch eine vollständige Kompaktion aller Poren gekennzeichnet. Die Kompressionssteifigkeit
steigt wieder an und erreicht größere Werte als im elastischen Bereich.

Druck p

Dichte r
Phase I

Phase II

Phase III

r
0

Abbildung 3.7: Poröses Material, Druck-Dichte-Beziehung

Bei der p-α-Zustandsgleichung (Herrmann [75]) wird für die Beschreibung der Zustandsglei-
chung des porösen Materials auf die Zustandsgleichung des Grundmaterials (solid material)
aufgebaut. Wenn

p = f(Vs, e) (3.57)

die Zustandsgleichung des Grundmaterials ist, dann ist

p = f

(
V

α
, e

)
(3.58)

die Zustandsgleichung für das poröse Material. V ist hier das spezifische Volumen des porösen
Materials, und Vs ist das spezifische Volumen des Grundmaterials. Vs entspricht V abzüglich
des Volumens der Poren. Die Porosität wird mit

α = V

Vs
(3.59)

beschrieben. Die Funktion f in den Gleichungen (3.57) und (3.58) ist ein und dieselbe Funktion
f(x, y). In Ansys-Autodyn ist die p-α-Zustandsgleichung in Verbindung mit der linearen, der
polynomischen oder der Stoß-Zustandsgleichung für f(Vs, e) möglich.
Um die p-α-Zustandsgleichung zu vervollständigen, muss α als Funktion von p und e

α = g(p, e) (3.60)

formuliert werden. Da die experimentelle Bestimmung der Abhängigkeit der Porosität α von der
spezifischen inneren Energie e kompliziert ist, wird α meist nur als Funktion vom Druck p

α = g(p) (3.61)
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Abbildung 3.8: Poröses Material, postulierte p-α-Beziehung nach [75]

formuliert.
Die Abbildung 3.8 stellt den postulierten Zusammenhang zwischen p und α nach Herrmann
[75] dar. Herrmann nennt notwendige Bedingungen für α = g(p) und schlägt die Gleichung

α = g(p) = 1 + (αp − 1)
[
ps − p

ps − pe

]2
(3.62)

als einen möglichen Ansatz für g(p) vor [75, Gleichung (24)].

3.9 Luftstoßwellen

3.9.1 Entstehung von Luftstoßwellen

Da die Druckwellengeschwindigkeit mit höheren Drücken und Temperaturen zunimmt, werden
in der Druckwelle die kleineren Drücke von den größeren Drücken eingeholt (Abbildung 3.9).
Dabei steilt sich die Wellenfront auf; ein Luftstoß entsteht.

Druck p

Ort x

Zeit t1 Zeit t2 Zeit t3< <

S
to

ß
fro

n
t

v1,1 v2,1 vs

v1,2 v2,2

v v1,1 1,2> v v2,1 2,2>

Abbildung 3.9: Luftstoßwellen, Entstehung, anschauliche Darstellung

Die Stoßfront stellt eine Diskontinuität der Größen Druck, Temperatur, Dichte und Geschwin-
digkeit dar. Die Annahme der Diskontinuität ist eine Idealisierung. In Wirklichkeit wird die
Stoßfront durch Viskosität und Wärmeleitung geglättet.
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3.9.2 Der senkrechte Verdichtungsstoß

Die Abbildung 3.10 zeigt schematisch eine Stoßfront, die sich in x-Richtung bewegt. In Bewe-
gungsrichtung vor der Stoßfront befindet sich die Luft im Ausgangszustand mit den Zustands-
größen Druck p0, Dichte ϱ0 und der spezifischen inneren Energie e0. Die Geschwindigkeit v0 sei
im Ausgangszustand gleich Null. Hinter der Stoßfront ist die Luft im Zustand (1). Die Zustands-
größen sind nun p1, ϱ1 und e1 und die Geschwindigkeit ist v1. Die Geschwindigkeit der Stoßfront
ist vs1.

p , , e , v0 0 0 0ρ = 0p , , e , v1 1 1 1ρ

v
s1

Ausgangszustand (0)Zustand (1)

S
to

ßf
ro

n
t

x

Abbildung 3.10: Senkrechter Verdichtungsstoß, Zustandsgrößen vor und nach der Stoßfront

Wenn vorausgesetzt wird, dass die Größen p0, ϱ0, v0 und p1 bekannt sind, dann ergeben sich
fünf Unbekannte (e0, vs1, ϱ1, e1, v1), die durch fünf Gleichungen zu bestimmen sind.
Beim Sprung vom Ausgangszustand in den Zustand 1 müssen die Erhaltungssätze für Masse,
Impuls und Energie erfüllt sein. Daraus folgen drei Erhaltungsgleichungen. Zusätzlich werden
zwei Zustandsgleichungen für die Luft unmittelbar vor und unmittelbar hinter der Stoßfront,
die mit (8) bestimmt werden, benötigt. Aus der Massenerhaltung folgt

ϱ1 (vs1 − v1) = ϱ0 vs1 . (3.63)

Die Impulserhaltung wird mit

ϱ0 vs1 v1 = p1 − p0 (3.64)

beschrieben. Die Gleichung für die Energieerhaltung ist

p1 v1 = ϱ0 vs1

[
e1 − e0 + 1

2
v1

2
]
. (3.65)

Mit der Zustandsgleichung für ideale Gase (3.47) ergeben sich für e0 und e1

e0 = p0
(γ − 1) ϱ0

(3.66)

e1 = p1
(γ − 1) ϱ1

(3.67)

und damit wird aus Gleichung (3.65)

p1 v1 = ϱ0 vs1

[
p1

(γ − 1) ϱ1
− p0

(γ − 1) ϱ0
+ 1

2
v1

2
]
. (3.68)
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Durch Lösen der Gleichungen (3.63), (3.64) und (3.68) lassen sich die drei Unbekannten ϱ1, v1

und vs1 zu

ϱ1 = ϱ0
p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)
p0 (γ + 1) + p1 (γ − 1)

(3.69)

v1 =

√
2 (p1 − p0)2

ϱ0 [p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)]
(3.70)

vs1 =
√
p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)

2 ϱ0
(3.71)

bestimmen.
Mit (3.66), (3.67), (3.69), (3.70) und (3.71) sind die erforderlichen Bestimmungsgleichungen für
die zuvor genannten fünf Unbekannten gegeben. Die Größen p1, p0 und ϱ0 wurden als bekannt
vorausgesetzt und γ ist der Isentropenexponent mit einem Wert von etwa 1,4 für unsere Umge-
bungsluft.

3.9.3 Entropiebetrachtung beim Sprung über die Stoßfront

Müller gibt in [119] die Gleichung

∆S = Si − Si−1 = mcV ln Ti

Ti−1
+mR′ ln Vi

Vi−1
(3.72)

für die Berechnung der Änderung der Entropie eines idealen Gases beim Übergang vom Zu-
stand (i − 1) zum Zustand (i) an. Mit Einführung der spezifischen Entropie s = S/m und mit
R′ = cp − cV , γ = cp/cV , e = cV T und ϱ = m/V folgt aus dieser Gleichung

∆s = si − si−1 =
[1
γ

ln ei

ei−1
+
(

1 − 1
γ

)
ln ϱi−1

ϱi

]
cp . (3.73)

Tabelle 3.3: Entropiebetrachtung
Zustand pi ϱi ei Ti ∆s = si − si−1

[kPa] [kg/m3] [J/kg] [K] [J/(kg K)]

Ausgangszustand (0) 101,332 1,225 206800 288 -
verdichteter Zustand (1) 2101,332 5,746 914191 1273 623
isentrop entlasteter Zustand (2) 101,332 0,659 384435 535 0

Die Tabelle 3.3 gibt ein Beispiel für die Änderung der Entropie beim Sprung über die Stoß-
front an. Es wird eine Luftstoßwelle mit einem einfallenden Spitzenüberdruck pso = 2000 kPa
untersucht. Die Luft wird als ideales Gas mit γ = 1,4 und cp = 1005 J/(kg K) modelliert. Die
erste Zeile der Tabelle gibt die Zustandsgrößen Druck p, Dichte ϱ, spezifische innere Energie e
und die Temperatur T des Systems im Ausgangszustand (0) an. Die zweite Zeile enthält die
berechneten Zustandsgrößen im Zustand (1) nach dem Verdichtungsstoß (Gleichungen (3.67)
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und (3.69)). Die Änderung der spezifischen Entropie beträgt ∆s = s1 − s0 = 623 J/(kg K). Beim
Verdichtungsstoß tritt zwar eine adiabatische Zustandsänderung auf, da kein Wärmeaustausch
mit der Umgebung stattfindet, jedoch keine isentrope Zustandsänderung. Da die Entropieän-
derung größer als Null ist, ist der Prozess irreversibel. „Verdünnungsstöße“ in idealen Gasen
würden eine Verringerung der Entropie bedeuten und sind nicht möglich. Die dritte Zeile gibt
die Zustandsgrößen im Zustand (2) nach einer isentropen Entlastung aus Zustand (1) auf Um-
gebungsluftdruck an. Da der Verdichtungsstoß eine Erhöhung der Entropie bewirkt, geht die
Temperatur im Zustand (3) nicht mehr auf Umgebungstemperatur T0 = 288 K zurück, sondern
ist deutlich wärmer (T2 = 535 K).
Eine ausführlichere Beschreibung der Entropieänderung über einen Verdichtungsstoß geben Sa-
las & Iollo in [145].

3.9.4 Das Riemann-Problem

In diesem Abschnitt wird die Lösung des sogenannten Riemann-Problems beschrieben.
Das Nachvollziehen und das Verstehen des Lösungsweges ist ein wichtiger Grundstein des
Verständnisses von Luftstoßwellen und der Lösung hyperbolischer Systeme partieller Differen-
tialgleichungen. Die hier vorgestellte, exakte Lösung des eindimensionalen Riemann-Problems
wird ausführlicher von Chorin & Marsden in [24] und von Serre in [152] beschrieben.

1. Beschreibung der Problemstellung
Es wird hier nur die räumliche Dimension x betrachtet. Gegeben sind die Erhaltungsglei-
chungen für Masse, Impuls und Energie durch die partiellen Differentialgleichungen in Euler-
Koordinaten [152, Gleichungen (4.24)]

∂ϱ

∂t
+ ∂(ϱ v)

∂x
= 0

∂(ϱ v)
∂t

+ ∂(ϱ v2)
∂x

+ ∂p

∂x
= 0

∂
(

1
2 ϱ v

2 + e ϱ
)

∂t
+
∂
((

1
2 ϱ v

2 + e ϱ
)
v
)

∂x
+ ∂(p v)

∂x
= 0 (3.74)

und die Zustandsgleichung

p = (γ − 1) ϱ e (3.75)

mit der Zeit t, der Dichte ϱ = ϱ(x, t), der Geschwindigkeit in x-Richtung v = v(x, t), dem Druck
p = p(x, t) und der spezifischen inneren Energie e = e(x, t). Die Erhaltungsgleichungen (3.74)
werden auch als Euler-Gleichungen bezeichnet.
Der Zustand des Gases wird durch den Vektor u = (ϱ, v, e) beschrieben.
Das Riemann-Problem ist das Anfangswertproblem für (3.74) mit den Anfangsbedingungen

u(x, t = 0) =
{

ul : x ≤ 0
ur : x > 0

(3.76)
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mit ul = (ϱl, vl, el) und ur = (ϱr, vr, er). Bei x = 0 besteht eine Unstetigkeit. Der Spezial-
fall, bei dem die Geschwindigkeiten zur Zeit t = 0 gleich Null sind (vl = 0, vr = 0) heißt
Stoßrohr-Problem (shock tube problem). Im Folgenden wird die Lösung dieses Stoßrohr-Problems
beschrieben.
Bei einem Variablenwechsel

x′ → Lx, t′ → L t, mit L > 0 (3.77)

bleiben sowohl die Form der Gleichungen (3.74) als auch die Anfangsbedingungen (3.76) erhalten.
Wenn man annimmt, dass die Lösung eindeutig ist, dann gilt [24]

u(x, t) = u(x′, t′) = u
(
x

L
,
t

L

)
= u

(
x

t
, 1
)
, mit t > 0 . (3.78)
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Abbildung 3.11: Riemann-Problem, Bereiche 0 bis 4

Daraus folgt, dass die Lösung des Stoßrohr-Problems konstant entlang Geraden ist, die vom
Koordinatenursprung ausgehen (Abbildung 3.11 oben). In der Abbildung 3.11 sind die fünf
Bereiche 0 bis 4 dargestellt, die sich beim Stoßrohr-Problem ausbilden. Die Bereiche 0 und 4
sind die Bereiche, in denen die Anfangsbedingungen gelten. Die Grenze zwischen Bereich 0 und
1 ist durch eine Stoßfront getrennt. Im Bereich 1 ist das Gas, das sich zur Zeit t = 0 bei x > 0
befand, und im Bereich 2 ist das Gas, das zur Zeit t = 0 bei x ≤ 0 war. In den Bereichen 1
und 2 sind der Druck und die Geschwindigkeit jeweils gleich. Da die Dichte und die spezifische
innere Energie unterschiedlich sein können, bezeichnet man die Grenze zwischen 1 und 2 als
Kontaktdiskontinuität. Die Bereiche 2 und 4 werden durch eine Verdünnungswelle getrennt
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(Bereich 3).

2. Sprungbedingungen an der Stoßfront
An der Stoßfront, die sich beim Stoßrohr-Problem ausbildet (Abbildung 3.11), gelten die Sprung-
bedingungen

ϱ1 = ϱ0
p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)
p0 (γ + 1) + p1 (γ − 1)

(3.79)

v1 =

√
2 (p1 − p0)2

ϱ0 [p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)]
(3.80)

vs1 =
√
p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)

2 ϱ0
(3.81)

wie sie bereits in Abschnitt 3.9.2 berechnet wurden.

4. Charakteristiken und Riemann-Invarianten
Die Abbildung 3.12 zeigt den Verlauf zweier Charakteristiken C− und C+ [24] im t-x-Raum.
Charakteristiken sind – vereinfacht formuliert – Kurven, entlang denen sich Informationen aus-
breiten. Der Punkt P in Abbildung 3.12 ist der Schnittpunkt der nach links verlaufenden Charak-
teristik C− und der nach rechts verlaufenden Charakteristik C+. Der von den beiden Charakte-
ristiken eingeschlossene Bereich der Vergangenheit heißt Abhängigkeitsbereich. Die Eigenschaften
am Punkt P werden nur von den Eigenschaften des Abhängigkeitsbereiches beeinflusst, nicht
von den Eigenschaften oder Ereignissen außerhalb dieses Bereiches.

x

t

C- C+

P

Abhängigkeitsbereich

Abbildung 3.12: Charakteristiken

Die Gleichungen (3.74) können unter Berücksichtigung der Gleichung (3.75) auch in der Form

∂u
∂t

+ ∂f(u)
∂x

= 0 (3.82)

mit

u =


ϱ

ϱ v

1
2 ϱ v

2 + e ϱ

 =


u1

u2

u3

 (3.83)
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und

f(u) =


ϱ v

ϱ v2 + p(
1
2ϱ v

2 + e ϱ
)
v + p v

 =


u2

(γ − 1)u3 + 3−γ
2

(u2)2

u1(
γ u3 − γ−1

2
(u2)2

u1

)
u2
u1

 (3.84)

geschrieben werden.
Mit der Jacobi-Matrix

J = ∂fi

∂uj
=


0 1 0

−3−γ
2

(
u2
u1

)2
(3 − γ)u2

u1
γ − 1

(γ − 1)
(

u2
u1

)3
− γ u2 u3

(u1)2 γ u3
u1

− 3 (γ−1)
2

(
u2
u1

)2
γ u2

u1

 (3.85)

wird aus Gleichung (3.82)

∂u
∂t

+ J ∂u
∂x

= 0 . (3.86)

Die Charakteristiken werden durch die Eigenwerte von J, also die Nullstellen von det(J−λ1) =
0, bestimmt. Die Berechnung ergibt

C− : λ1 = u2
u1

−

√
(γ2 − γ) u3

u1
− γ2 − γ

2

(
u2
u1

)2

= v −
√
γ
p

ϱ
= v − c =

dxC−(t)
dt

(3.87)

C0 : λ2 = u2
u1

= v = dxC0(t)
dt

(3.88)

C+ : λ3 = u2
u1

+

√
(γ2 − γ) u3

u1
− γ2 − γ

2

(
u2
u1

)2

= v +
√
γ
p

ϱ
= v + c =

dxC+(t)
dt

(3.89)

wobei c =
√
γ p/ϱ =

√
γ (γ − 1) e die Schallwellengeschwindigkeit ist.

Auf den Charakteristiken C± sind die Riemann-Invarianten

Γ± = v ±
∫
c (ϱ)
ϱ

dϱ = const (3.90)

konstant [24].
Für isentrope Vorgänge, wie sie in der Verdünnungswelle stattfinden, gilt p V γ = const bzw.
p

ϱγ = const also p = Aϱγ mit der Konstanten A. Also gilt in der Verdünnungswelle gemäß
Gleichung (3.90)

Γ± = v±
∫
c (ϱ)
ϱ

dϱ = v±
∫ √

γ p
ϱ

ϱ
dϱ = v±

∫ √
γ Aϱγ−1

ϱ
dϱ = v± 2 c

γ − 1
= const . (3.91)
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Beim Integral in Gleichung (3.91) ist lediglich eine Stammfunktion gesucht, d.h. es brauchen
keine Integrationsgrenzen beachtet zu werden.

5. Lösung für die Bereiche 1 bis 3
In Abbildung 3.11 sind die Bereiche und Größen des Stoßrohr-Problems dargestellt. Die Ge-
schwindigkeiten und Zustandsgrößen für die Bereiche 0 und 4 sind die vorgegebenen Anfangs-
werte. Für die Bestimmung der acht Unbekannten p1, ϱ1, e1, v1, p2, ϱ2, e2 und v2 sind acht
Gleichungen notwendig. Es können die Zustandsgleichungen

p1 = (γ − 1) ϱ1 e1 , (3.92)

p2 = (γ − 1) ϱ2 e2 , (3.93)

die Gleichungen für die Sprungbedingungen an der Stoßfront

ϱ1 = ϱ0
p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)
p0 (γ + 1) + p1 (γ − 1)

, (3.94)

v1 =

√
2 (p1 − p0)2

ϱ0 [p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)]
, (3.95)

die Gleichungen für gleichen Druck und gleiche Geschwindigkeit in den Bereichen 1 und 2

v2 = v1 , (3.96)

p2 = p1 , (3.97)

die Gleichung für die isentrope Zustandsänderung beim Übergang von Bereich 4 zu 2
p4
ϱγ

4
= p2
ϱγ

2
(3.98)

und die Gleichung für die Riemann-Invarianten

v4 + 2
γ − 1

√
γ
p4
ϱ4

= v2 + 2
γ − 1

√
γ
p2
ϱ2

(3.99)

aufgestellt werden. Mit diesen acht Gleichungen können die acht Unbekannten berechnet werden.

In der Verdünnungswelle (Bereich 3) gilt nach Gleichung (3.91)

v3(x, t) + 2
γ − 1

c3(x, t) = v4 + 2
γ − 1

c4 . (3.100)

Da die C− Charakteristiken vom Koordinatenursprung ausgehende Geraden sind (siehe Abbil-
dung 3.11), gilt

v3(x, t) − c3(x, t) = x

t
. (3.101)

Aus den Gleichungen (3.100) und (3.101) lassen sich u3(x, t) und c3(x, t) zu

v3(x, t) = 2
γ + 1

x

t
+ 2
γ + 1

c4 (3.102)

c3(x, t) = −γ − 1
γ + 1

x

t
+ 2
γ + 1

c4 (3.103)
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bestimmen. Mit

A = p4
ϱ4γ

(3.104)

ϱ3(x, t) =
(
c3(x, t)2

γ A

) 1
γ−1

(3.105)

p3(x, t) = Aϱ3
γ (3.106)

e3(x, t) = p3(x, t)
(γ − 1) ϱ3(x, t)

(3.107)

sind alle Zustandsgrößen in der Verdünnungswelle an jedem Ort und zu jeder Zeit bekannt.
Damit sind alle Größen in den Bereichen 1, 2 und 3 bestimmt.

6. Beispiel Sod-Shock Tube
Sod stellte in [157] das Testproblem, welches als Sod-shock tube bezeichnet wird, mit den
Anfangswerten

• pl = 1, ϱl = 1, el = 5/2, vl = 0 für x ≤ 0

• pr = 1/10, ϱr = 1/8, er = 2, vr = 0 für x > 0

auf.
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Abbildung 3.13: Riemann-Problem, Sod-shock tube, Lösungen für p, ϱ, v und e zur Zeit t = 1/4
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Die Lösung für diese Anfangswerte wurde mit den Gleichungen (3.92) bis (3.99) ermittelt und
ist v1 = v2 = 0,92745, p1 = p2 = 0,30313, ϱ1 = 0,2655737, ϱ2 = 0,426319.
Die Abbildung 3.13 stellt die mit Maple berechnete Lösung des Sod-Shock Tube zur Zeit t = 1/4
dar. Zu erkennen ist, dass an der Kontaktdiskontinuität die spezifische innere Energie und die
Dichte ihren Wert ändern, jedoch der Druck und die Geschwindigkeit beiderseits der Kontakt-
diskontinuität den gleichen Wert besitzen.

3.9.5 Senkrechte Reflexion von Luftstoßwellen an starren Oberflächen

In Abbildung 3.14 ist die Reflexion einer Luftstoßwelle unmittelbar nach dem Auftreffen auf
eine starre Oberfläche abgebildet. Wenn die Luft mit der Geschwindigkeit v1 auf die starre
Oberfläche trifft, dann wird sie abrupt gestoppt (v2 = 0) und verdichtet. Es entsteht eine neue
Stoßfront, welche sich mit der Geschwindigkeit vs2 zurück bewegt. Die Zustandsgrößen p2, ϱ2

und e2 beschreiben den Zustand 2 der Luft an der starren Oberfläche.
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Abbildung 3.14: Reflektierter Luftstoß, senkrechte Reflexion

Es werden wieder die Erhaltungsgleichungen aufgestellt. Für die Massenerhaltung folgt analog
zu (3.63)

ϱ1 (vs2 + v1) = ϱ2 vs2 (3.108)

mit ϱ1 und v1 aus (3.69) und (3.70). Für die Impulserhaltung ergibt sich analog zu (3.64)

ϱ1 (vs2 + v1) v1 = p2 − p1 . (3.109)

Für die Energieerhaltung ergibt sich analog zu (3.65)

p1 v1 = ϱ2 vs2

[
e2 − e1 − 1

2
v1

2
]

(3.110)

mit e1 nach (3.67) und

e2 = p2
(γ − 1) ϱ2

. (3.111)
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Die verbleibenden unbekannten Größen sind vs2, p2 und ϱ2. Diese drei Unbekannten können mit
den drei Gleichungen (3.108), (3.109) und (3.110) bestimmt werden. Das Ergebnis für den Druck
p2 unmittelbar hinter der reflektierten Stoßfront, der hier als reflektierter Druck bezeichnet wird,
ist

p2 = p1
p1 (3 γ − 1) − p0 (γ − 1)
p1 (γ − 1) + p0 (γ + 1)

. (3.112)

Bei der Annahme von Luft als ideales Gas ist der reflektierte Druck p2 bei der senkrechten
Reflexion nur vom Umgebungsluftdruck p0, vom Isentropenexponenten γ und vom einfallenden
Druck p1 und nicht von der Dichte oder von der inneren Energie e (bzw. von der Temperatur T ,
siehe Gleichung (3.44)) abhängig. Trifft die Luftstoßwelle nicht senkrecht auf eine Oberfläche,
so ist der reflektierte Druck auch vom Auftreffwinkel abhängig (siehe Abschnitt 3.9.6).
Der Reflexionsfaktor cr wird als das Verhältnis vom reflektierten Spitzenüberdruck pro (peak
reflected overpressure) zum Spitzenüberdruck der einfallenden Luftstoßwelle pso (peak side-on
overpressure)

cr = pro

pso
= p2 − p0
p1 − p0

(3.113)

definiert. Einsetzen von (3.112) liefert

cr =
p1

p1 (3 γ−1)−p0 (γ−1)
p1 (γ−1)+p0 (γ+1) − p0

p1 − p0
. (3.114)

Wird für Luft im Normzustand der Isentropenexponent γ = 1,4 verwendet, so ergibt sich für
diesen Fall aus (3.114)

cr = 8 p1 + 6 p0
p1 + 6 p0

. (3.115)

Der Reflexionsfaktor ist in Abbildung 3.15 in Abhängigkeit vom einfallenden Überdruck pso =
p1 − p0 mit p0 = 101325 Pa abgebildet. Für sehr kleine Überdrücke gilt limp1→p0 cr = 2 und für
sehr große Überdrücke strebt cr gegen die Asymptote limp1→∞ cr = 8. Dies gilt nur unter der
Annahme, dass Luft ein ideales Gas mit einem konstanten Isentropenexponenten γ = 1,4 ist.
Luft verhält sich aber nur näherungsweise wie ein ideales Gas. Bei hohen Drücken und hohen
Temperaturen verringert sich der Isentropenexponent bis auf γ ≈ 1,17 (TM 5-855-1 [31]). Dies
hat Einfluss auf den Reflexionsfaktor, der auf cr ≈ 12,5 bei einem einfallenden Überdruck von
pso ≈ 34,5 MPa steigt.
Detonationen werden unterschieden in Kontakt-, Nah- und Ferndetonationen. Detonationen mit
einem skalierten Abstand z = R/W 1/3 > 0,5 m/kg1/3 (R = Abstand, W = Sprengstoffmasse)
können als Ferndetonationen betrachtet werden (Mayrhofer [113]). Dies entspricht einfallen-
den Überdrücken bis 4 MPa. Dabei beträgt die Abweichung des Reflexionsfaktors bei Berücksich-
tigung eines veränderlichen im Vergleich zu einem konstanten Isentropenexponenten ungefähr
6 %. Damit ist die Verwendung eines konstanten Isentropenexponenten für Anwendungen im
Bereich von Ferndetonationen ausreichend genau. Für Nahdetonationen sollte der Effekt eines
erhöhten Reflexionsfaktors berücksichtigt werden.
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Abbildung 3.15: Reflexionsfaktor, in Abhängigkeit vom einfallenden Überdruck pso mit p0 =
101325 Pa

Durch Umformen der Gleichung (3.112) und Verwenden der Gleichungen (3.69) und (3.70) ergibt
sich die interessante Darstellung

pro = 2 pso + (γ + 1) 1
2
ϱ1 v1

2 (3.116)

für den reflektierten Spitzenüberdruck. Die Gleichung (3.116) zeigt anschaulich, dass der re-
flektierte Spitzenüberdruck pro sich aus dem Doppelten des einfallenden Spitzenüberdrucks pso

und dem dynamischen Spitzendruck 1
2 ϱ1 v1

2, welcher mit dem Faktor (γ+ 1) multipliziert wird,
zusammensetzt. Der Reflexionsfaktor ist nicht auf einen Maximalwert von 2 begrenzt, da die
Geschwindigkeit der Luft hinter der Stoßfront größer als 0 m/s ist.

3.9.6 Reguläre und irreguläre Reflexionen

Reflexionen von Luftstoßwellen, die nicht senkrecht auf eine Oberfläche treffen, unterteilt man
im Allgemeinen in reguläre und in irreguläre Reflexionen.
Reguläre Reflexionen bestehen aus zwei Stoßwellen, nämlich aus der einfallenden Stoßwelle und
aus der reflektierten Stoßwelle. Beide Stoßwellen treffen sich in einem Punkt, der sich auf der re-
flektierenden Oberfläche befindet. Andere Konfigurationen von Stoßwellen werden als irreguläre
Reflexionen bezeichnet (Ben-Dor [3]), zu denen auch die Mach-Reflexion gezählt wird.

Schiefer Stoß

Die Abbildung 3.16 zeigt schematisch eine Strömung, die mit Überschallgeschwindigkeit v0 von
rechts auf einen Keil mit dem Anstellwinkel θw zuströmt. Es sind nur zwei Dimensionen abge-
bildet, es besteht Verschiebungssymmetrie senkrecht zur dargestellten Ebene.
Da die Überschallströmung in ihrem Fluss gestört wird, bildet sich ein Stoß aus, der die Strö-
mung umlenkt. Zustand (0) und Zustand (1) beschreiben die Zustände vor und nach dem Stoß.
Zustandsgrößen sind der Druck pi, die Dichte ϱi, die spezifische innere Energie ei und die Schall-
geschwindigkeit ci, wobei der Index i für den entsprechenden Zustand steht. Bei einem Anstell-
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Abbildung 3.16: Schiefer Stoß, Definition der Parameter, schematisch

winkel θw ≤ θmax(M0) bildet sich ein schiefer Stoß aus, d.h. die Stoßfront ist eine Gerade mit
dem Anfang im Knickpunkt der Wand. Ist der Anstellwinkel θw größer als θmax(M0), dann bildet
sich eine gekrümmte, abgelöste Stoßfront (detached bow shock wave, [3]) aus. Der Grenzwinkel
θmax(M0) ist der maximale Anstellwinkel, bei dem sich ein schiefer Stoß ausbilden kann, und
ist von der Mach-Zahl M0(v0, c0) abhängig. Die Begriffe weak shock solution und strong shock
solution in Abbildung 3.16 werden anhand des Beispiels in Tabelle 3.4 erklärt.
Der Einfallswinkel φ1 ist der Winkel zwischen der Strömung (0) und der Stoßfront. Beim Durch-
queren der Stoßfront wird die Strömung um den Winkel θ1 abgelenkt. Für die Lösung des
Problems werden die Erhaltungsgleichungen aufgestellt. Diese sind

ϱ0 v0 sinφ1 = ϱ1 v1 sin (φ1 − θ1) (3.117)

für die Massenerhaltung,

p0 + ϱ0 (v0 sinφ1)2 = p1 + ϱ1 (v1 sin (φ1 − θ1))2 (3.118)

für die Impulserhaltung senkrecht zur Stoßfront,

ϱ0 tanφ1 = ϱ1 tan (φ1 − θ1) (3.119)

für die Impulserhaltung tangential zur Stoßfront [3] und

ϱ0 v0 sinφ1

(
e0 + 1

2
v0

2
)

+ p0 v0 sinφ1 = ϱ0 v0 sinφ1

(
e1 + 1

2
v1

2
)

+ p1 v1 sin (φ1 − θ1)

(3.120)

für die Energieerhaltung. Die Zustandsgleichung wird mit

pi = (γ − 1) ϱi ei (3.121)

mit i = 0, 1 beschrieben.
Mit den Gleichungen (3.117) bis (3.121) lässt sich das Problem prinzipiell lösen. Wenn bei-
spielsweise die Werte p0 = 101,332 kPa, ϱ0 = 1,225 kg/m3, v0 = 925 m/s, θw = θ1 = 15 ◦ und
γ = 1,4 gegeben sind, dann werden zwei mögliche Lösungen erhalten (Tabelle 3.4). Die Lösung
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Tabelle 3.4: Beispiel Schiefer Stoß (geg. Werte im Text), Lösungen schwacher und starker Stoß

Größe schwacher Stoß starker Stoß

p1 [kPa] 264,906 846,298
ϱ1 [kg/m3] 2,373 4,363
v1 [m/s] 808,181 276,995
φ1 [◦] 34,611 83,777

mit dem kleineren Druck p1 wird als schwacher Stoß (weak shock solution), die andere als star-
ker Stoß (strong shock solution) bezeichnet. Die Strömung (1) ist beim schwachen Stoß eine
Überschallströmung und beim starken Stoß eine Unterschallströmung. In der Praxis wird sich
in den meisten Fällen der schwache Stoß einstellen, wenn nicht besondere Maßnahmen getroffen
werden, damit sich der starke Stoß einstellt [3].

Reguläre Reflexion

Wenn eine ebene Stoßfront auf eine starre Ebene trifft, dann wird die Stoßfront reflektiert. Im
Fall der regulären Reflexion bewegt sich die Schnittgerade R der einfallenden Stoßfront mit der
reflektierten Stoßfront mit der Geschwindigkeit vR auf der starren Oberfläche (nicht-stationärer
Stoß, Abbildung 3.17).

reflektierte
Stoßwelle

einfallende
Stoßwelle

j1
R

(0)

(1)

(2)

v
s1

v
s2

v
R

v0 = 0

Abbildung 3.17: Reguläre Reflexion, nicht-stationärer Stoß, schematisch

Wenn das Koordinatensystem in einen Punkt der Schnittgeraden R gelegt wird, dann sind die
einfallende und die reflektierte Stoßfront in Ruhe in Bezug zum Koordinatensystem. Nur die
Luft strömt durch das System (Abbildung 3.18). Dies wird als stationärer Stoß bezeichnet. Die
Abbildung 3.18 zeigt schematisch eine zweidimensionale Darstellung des stationären Falls der
regulären Reflexion. Es besteht Verschiebungssymmetrie senkrecht zur dargestellten Ebene. Die
Luft strömt von rechts parallel zur starren Oberfläche mit der Geschwindigkeit v0 in die erste
Stoßfront mit dem Einfallswinkel φ1. Durch den schiefen Stoß wird die Luft um den Winkel θ1

zur Wand hin abgelenkt. Dadurch entsteht ein zweiter schiefer Stoß, der die Luft wieder parallel
zur starren Oberfläche ausrichtet. Die drei Bereiche werden mit (0), (1) und (2) bezeichnet. Die
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Abbildung 3.18: Reguläre Reflexion, stationärer Stoß, schematisch

drei Bereiche werden jeweils mit den Geschwindigkeiten vi, den Drücken pi, den Dichten ϱi und
den spezifischen inneren Energien ei mit i = 0, 1, 2 beschrieben.
Die Erhaltungsgleichungen für Masse, Impuls (normal und tangential zur Stoßfront) und Energie
lauten entsprechend den Gleichungen (3.117) bis (3.120) beim Übergang von Zustand (0) zu
Zustand (1)

ϱ0 v0 sinφ1 = ϱ1 v1 sin (φ1 − θ1) (3.122)

p0 + ϱ0 (v0 sinφ1)2 = p1 + ϱ1 (v1 sin (φ1 − θ1))2 (3.123)

ϱ0 tanφ1 = ϱ1 tan (φ1 − θ1) (3.124)

p0 v0 sinφ1 − p1 v1 sin (φ1 − θ1) = ϱ0 v0 sinφ1

(
e1 + 1

2
v1

2 − e0 − 1
2
v0

2
)

(3.125)

und beim Übergang von Zustand (1) zu Zustand (2)

ϱ1 v1 sinφ2 = ϱ2 v2 sin (φ2 − θ2) (3.126)

p1 + ϱ1 (v1 sinφ2)2 = p2 + ϱ2 (v2 sin (φ2 − θ2))2 (3.127)

ϱ1 tanφ2 = ϱ2 tan (φ2 − θ2) (3.128)

p1 v1 sinφ2 − p2 v2 sin (φ2 − θ2) = ϱ1 v1 sinφ2

(
e2 + 1

2
v2

2 − e1 − 1
2
v1

2
)

. (3.129)

Als Randbedingung gilt

θ2 = θ1 (3.130)

da die Strömung (2) so wie die Strömung (0) parallel zur Wand verlaufen muss.
Bei der Annahme eines idealen Gases mit der Zustandsgleichung p = (γ − 1) ϱ e kann in den
Gleichungen (3.125) und (3.129) die spezifische innere Energie durch ei = pi/((γ − 1) ϱi) mit
i = 1, 2, 3 ersetzt werden. Damit stehen 13 Unbekannten, nämlich p0, ϱ0, v0, p1, ϱ1, v1, p2, ϱ2,
v2, φ1, φ2, θ1 und θ2, den 9 Gleichungen (3.122) bis (3.130) gegenüber. Bei der Vorgabe von 4
Größen kann das Gleichungssystem prinzipiell gelöst werden.
Henderson zeigte in [74], dass das Gleichungssystem auf ein Polynom 6. Grades hinausläuft,
also insgesamt sechs Lösungen besitzt. Von diesen sechs Lösungen konnte er mit physikalischen
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Überlegungen vier Lösungen aussondern, so dass das System zwei mögliche Lösungen besitzt.
Diese zwei Lösungen sind die weak shock solution und die strong shock solution. In der Praxis
wird sich in den meisten Fällen die schwache Lösung (weak shock solution) einstellen, wenn nicht
spezielle Vorkehrungen getroffen wurden, damit sich die starke Lösung (strong shock solution)
ausbilden kann [3].
Im Folgenden wird die Berechnung des reflektierten Druckes p2 aus den vorgegebenen Größen
Druck p0 und Dichte ϱ0 des Ausgangszustandes (0), einfallender Druck p1 und Einfallswinkel φ1

beschrieben.
Aus den Gleichungen (3.122) bis (3.125) folgt die Lösung

ϱ1 = ϱ0
p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)
p0 (γ + 1) + p1 (γ − 1)

,

v0 = 1
sinφ1

√
p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)

2 ϱ0
,

v1 = v0

√(
ϱ0
ϱ1

sinφ1

)2
− (sinφ1)2 + 1 ,

θ1 = φ1 − arcsin
(
ϱ0 v0 sinφ1

ϱ1 v1

)
. (3.131)

Mit der Lösung für die Mach-Zahl des reflektierten Stoßes Mr von Henderson [74] kann der
Winkel φ2 mit

φ2 = arcsin Mr

M1
(3.132)

und mit

Mr =
√

1
2
C1 − 1

2

√
C1

2 − 4C0

C0 = 1 − 4 (1 − ξ)2 cos2 φ1

((γ − 1) + (γ + 1) ξ)2 + ((γ + 1) + (γ − 1) ξ)2 cot2 φ1

((γ − 1) + (γ + 1) ξ)2

C1 = 2 + 2 (1 − ξ)2 cos2 φ1
((γ − 1) + (γ + 1) ξ)

+ ((γ + 1) + (γ − 1) ξ)2 cot2 φ1
2 γ ((γ − 1) + (γ + 1) ξ)

ξ = p0
p1

M1 = v1
c1

c1 =
√
γ
p1
ϱ1

(3.133)

berechnet werden. Mit φ2 ist die Lösung für den reflektierten Druck mit

p2 = 2 (v1 sinφ2)2 ϱ1 + p1 (γ − 1)
γ + 1

(3.134)

bekannt.
Die Lösung für den Reflexionsfaktor cr im Bereich der regulären Reflexion ist in Abbildung 3.21
dargestellt.
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Abbildung 3.19: Mach-Reflexion, schematisch

Irreguläre Reflexion

Oft wird die irreguläre Reflexion als Mach-Reflexion bezeichnet. Dies ist jedoch nicht exakt, da
verschiedene Arten der irregulären Reflexion unterschieden werden:

• Mach-Reflexion,

• von Neumann-Reflexion,

• Vasilev-Reflexion,

• Guderley-Reflexion.

Die Mach-Reflexion besteht selbst wieder aus verschiedenen Unterarten. Ben-Dor beschreibt
in [3] die verschiedenen Arten von Reflexionen ausführlicher.
In Abbildung 3.19 ist eine irreguläre Reflexion und zwar die Mach-Reflexion schematisch dar-
gestellt. Es besteht Verschiebungssymmetrie senkrecht zur dargestellten Ebene.
Im Gegensatz zur regulären Reflexion befindet sich bei der irregulären Reflexion der Schnittpunkt
der einfallenden und der reflektierten Stoßfront nicht auf der reflektierenden Oberfläche. Eine
zusätzliche Stoßfront, der sogenannte Mach-Stamm, verbindet die reflektierende Oberfläche und
diesen Schnittpunkt, den sogenannten triple point. Bei der irregulären Reflexion existieren die
vier Bereiche (0), (1), (2) und (3). Bereich (0) beschreibt den Ausgangszustand und Bereich
(1) den Zustand in der einfallenden Stoßwelle. Diese beiden Bereiche sind durch die einfallende
Stoßfront getrennt. Die Bereiche (1) und (2) sind durch die reflektierte Stoßfront, die Bereiche
(0) und (3) durch den Mach-Stamm und die Bereiche (2) und (3) durch den sogenannten slip
stream getrennt. Die vier Bereiche werden jeweils mit den Geschwindigkeiten vi, den Drücken
pi, den Dichten ϱi und den spezifischen inneren Energien ei mit i = 0, 1, 2, 3 beschrieben.
Die Luft strömt von rechts mit der Geschwindigkeit v0 und dem Einfallswinkel φ1 in die einfal-
lende Stoßfront. Die Luft wird durch den Winkel θ1 abgelenkt und strömt durch die reflektierte
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Stoßfront und wird durch den Winkel θ2 abgelenkt. Im Gegensatz zur regulären Reflexion kann
die Strömung im Bereich (2) jedoch nicht mehr parallel zur reflektierenden Oberfläche ausge-
richtet werden.
Der Mach-Stamm ist eine gekrümmte Stoßfront. Am triple point strömt die Luft mit dem
Einfallswinkel φ3 durch die Stoßfront. An der reflektierenden Oberfläche bilden der Mach-
Stamm und die Oberfläche einen rechten Winkel.
Die Bereiche (2) und (3) sind durch den slip stream getrennt. Auf beiden Seiten direkt neben
dem slip stream fließen die Ströme (2) und (3) parallel zum slip stream und haben den gleichen
Druck.
Die Erhaltungsgleichungen für Masse, Impuls (normal und tangential zur Stoßfront) und Energie
sind wie bei Gleichungen (3.117) bis (3.120) beim Übergang von Zustand (0) zu Zustand (1)

ϱ0 v0 sinφ1 = ϱ1 v1 sin (φ1 − θ1) (3.135)

p0 + ϱ0 (v0 sinφ1)2 = p1 + ϱ1 (v1 sin (φ1 − θ1))2 (3.136)

ϱ0 tanφ1 = ϱ1 tan (φ1 − θ1) (3.137)

p0 v0 sinφ1 − p1 v1 sin (φ1 − θ1) = ϱ0 v0 sinφ1

(
e1 + 1

2
v1

2 − e0 − 1
2
v0

2
)

(3.138)

und beim Übergang von Zustand (1) zu Zustand (2)

ϱ1 v1 sinφ2 = ϱ2 v2 sin (φ2 − θ2) (3.139)

p1 + ϱ1 (v1 sinφ2)2 = p2 + ϱ2 (v2 sin (φ2 − θ2))2 (3.140)

ϱ1 tanφ2 = ϱ2 tan (φ2 − θ2) (3.141)

p1 v1 sinφ2 − p2 v2 sin (φ2 − θ2) = ϱ1 v1 sinφ2

(
e2 + 1

2
v2

2 − e1 − 1
2
v1

2
)

(3.142)

und beim Übergang von Zustand (0) zu Zustand (3) über den Mach-Stamm

ϱ0 v0 sinφ3 = ϱ3 v3 sin (φ3 − θ3) (3.143)

p0 + ϱ0 (v0 sinφ3)2 = p3 + ϱ3 (v3 sin (φ3 − θ3))2 (3.144)

ϱ0 tanφ3 = ϱ3 tan (φ3 − θ3) (3.145)

p0 v0 sinφ3 − p3 v3 sin (φ3 − θ3) = ϱ0 v0 sinφ3

(
e3 + 1

2
v3

2 − e0 − 1
2
v0

2
)

. (3.146)

Als Randbedingungen gelten

p2 = p3 (3.147)

da der Druck über den slip stream konstant ist und

θ1 ± θ2 = θ3 (3.148)

da die Strömungen (2) und (3) am slip stream parallel verlaufen. Die Gleichung (3.148) lässt
zwei Gleichungen zu, wobei die Gleichung

θ1 − θ2 = θ3 (3.149)
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zur sogenannten ”standard” three-shock theory und die Gleichung

θ1 + θ2 = θ3 (3.150)

zur sogenannten ”nonstandard” three-shock theory gehört [3].
Bei der Annahme eines idealen Gases kann die spezifische innere Energie durch
ei = pi/((γ − 1) ϱi) mit i = 0, 1, 2, 3 ersetzt werden. Unter Vorgabe der Größen p0, ϱ0, p1 und
φ1 gibt es 14 Unbekannte, nämlich v0, ϱ1, v1, θ1, φ2, θ2, p2, ϱ2, v2, φ3, θ3, p3, ϱ3 und v3, die mit
Hilfe der 14 Gleichungen prinzipiell gelöst werden können.
Kinney & Graham [86] stellen eine Näherungslösung vor, die auf der Annahme beruht, dass
sich die Höhe des Mach-Stamms nur langsam ändert. Damit kann näherungsweise

v0 = vs1
sinφ1

= 1
sinφ1

√
p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)

2 ϱ0
(3.151)

angenommen werden, und der reflektierte Druck p3 wird wie bei einem senkrechten Stoß durch
Umstellung der Gleichung (3.71) zu

p3 = 2 (v0)2 ϱ0 − p0 (γ − 1)
γ + 1

= p0 (γ − 1) (1 − sin2 φ1) + p1 (γ + 1)
(γ + 1) (sinφ1)2 (3.152)

berechnet.

Grenze zwischen regulärer und irregulärer Reflexion

Für die Berechnung der Grenze zwischen regulärer und irregulärer Reflexion wurden mehrere
Ansätze bzw. Kriterien vorgeschlagen [3]:

• detachment criterion,

• mechanical-equilibrium criterion,

• sonic criterion,

• length-scale criterion.

Für weitere Erläuterungen zu diesen Ansätzen siehe beispielsweise [3, 74, 86].
Die Abbildung 3.20 stellt die Grenze zwischen der regulären und der irregulären Reflexion unter
Annahme des detachment criterion, d.h. θ2 = θ2,max, dar. Die Grenze ist als Funktion des
Grenzeinfallswinkels φ1,grenz in Abhängigkeit von der Mach-Zahl Mx = vs1/c0 des einfallenden
Stoßes abgebildet. Für Einfallswinkel φ1 ≤ φ1,grenz findet eine reguläre Reflexion statt und
für φ1 > φ1,grenz findet eine irreguläre Reflexion statt. Für sehr kleine Überdrücke pso gilt
limMx→1 φ1,grenz = 90◦. Der Grenzeinfallswinkel fällt mit steigendem Mx ab und erreicht ein
Minimum von φ1,grenz(Mx ≈ 2,482) ≈ 39,2315◦. Dann steigt die Funktion wieder leicht an und
strebt gegen die Asymptote limMx→∞ φ1,grenz ≈ 39,9706◦.



3.9. LUFTSTO�WELLEN 67

φ1 [°]

30

Mx

1,4 1,6 1,81,0 1,2 2,4 2,6 2,82,0 2,2 3,0

20

10

0

60

50

40

90

80

70

Minimum: (M 2,482) 39,2315°φ1,grenz x ≈ ≈

lim 39,9706°φ1,grenz ≈
Mx ∞

Bereich der regulären Reflexion

Bereich der irregulären Reflexion

Grenzwinkel φ1,grenz
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Abbildung 3.21: Reflexionsfaktor für reguläre und irreguläre Reflexion in Abhängigkeit vom
einfallenden Spitzenüberdruck und vom Einfallswinkel (Gleichungen (3.134) und (3.152), γ =
1,4, p0 = 101,332 kPa)

Reflexionsfaktor

Die Abbildung 3.21 zeigt den Reflexionsfaktor in Abhängigkeit vom Einfallswinkel φ1 und von
ausgewählten einfallenden Spitzenüberdrücken pso. Die Berechnung der Kurven erfolgte mit den
Gleichungen (3.134) und (3.152), mit einem Isentropenexponenten γ = 1,4 und einem Um-
gebungsluftdruck von p0 = 101,332 kPa. Es ist ein Abfallen des Reflexionsfaktors von einem
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Einfallswinkel α = 0◦ bis α ≈ 40◦ im Bereich der regulären Reflexion zu erkennen. Danach
erfolgt ein Anstieg, der ebenfalls im Bereich der regulären Reflexion liegt. Beim Übergang zur
irregulären Reflexion befindet sich gemäß den Gleichungen (3.134) und (3.152) eine Unstetig-
keitsstelle, ausgenommen bei einem Spitzenüberdruck von pso ≈ 0,134 MPa, wo beim Übergang
von der regulären Reflexion zur irregulären Reflexion keine Unstetigkeit auftritt. An der Un-
stetigkeitsstelle fällt der Reflexionsfaktor bei pso / 0,134 MPa und steigt sprunghaft an bei
pso ' 0,134 MPa. Die Unstetigkeitsstelle stellt die Grenze zwischen regulärer und irregulärer
Reflexion dar.
Der Einfluss des Auftreffwinkels einer Luftstoßwelle auf den reflektierten Spitzenüberdruck kann
gezielt genutzt werden, um mit Formgebung einer Baustruktur die Belastung aus der Luftstoß-
welle zu reduzieren [58, 59].

3.10 Hydrocodes

Dieser Abschnitt beruht auf den Arbeiten von Benson [4], Hiermaier [77], Hirsch [78], Go-
dunov [61, 62], Zalesak [179] und dem Autodyn – Theory Manual [23].
Die ersten Hydrocodes wurden in den 1940er Jahren im militärischen Bereich entwickelt (z. B.
die 1949 eingereichte Arbeit von von Neumann & Richtmyer [123]). Dazu wurden die hydro-
dynamischen Erhaltungsgleichungen für Masse, Impuls und Energie gelöst. Hydrocodes werden
auch als Wave-Propagation-Codes bezeichnet. Ihr Anwendungsbereich hat sich über den ur-
sprünglichen Anwendungsbereich hinaus entwickelt. Sie werden gegenwärtig beispielsweise für
die Berechnung von astrophysikalsichen Ereignissen, wie dem Kollaps von Sternen, Impaktvor-
gängen im Automobil- und Flugzeugbau und im Herstellungsprozess von Bauteilen eingesetzt.
Für die Lösung der Erhaltungsgleichungen werden verschiedene Methoden angewendet. Diese
Methoden sind beispielsweise:

• Finite Differenzen Methode (FDM),

• Finite Elemente Methode (FEM),

• Finite Volumen Methode (FVM),

• Smooth Particle Hydrodynamics (SPH).

Diese Liste der Methoden ist nicht vollständig. Einen ausführlicheren Überblick geben beispiels-
weise Benson [4], Hiermaier [77] und Hirsch [78].

3.10.1 Zeitintegration

Für die numerische Zeitintegration werden explizite und implizite Verfahren unterschieden. Wenn
Vorwärtsdifferenzen (FDM) für die Zeitdiskretisierung verwendet werden, dann wird die explizite
Zeitintegration erhalten [77, S. 233]. Bei der expliziten Zeitintegration sind die zu berechnenden
Werte des Zeitschrittes n + 1 nur von den bekannten Werten des Zeitschrittes n abhängig.
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Abbildung 3.22: Euler- und Lagrange-Berechnungsmethoden, Vergleich der Methoden, Si-
mulationen einer Detonation mit Ansys-Autodyn

Explizite Verfahren sind nur bedingt stabil. Stabilität ist nur gegeben, wenn das CFL-Kriterium
nach Courant, Friedrichs & Lewy [30] eingehalten wird. Dies bedeutet, dass der gewählte
Zeitschrittweite ∆t kleiner oder gleich als ein Grenzwert ∆tCF L sein muss:

∆t ≤ ∆tCF L ≈ ∆x
v

. (3.153)

Dabei sind ∆x die räumliche Schrittweite und v die Wellengeschwindigkeit.
Wenn Rückwärtsdifferenzen für die Zeitdiskretisierung verwendet werden, dann wird die impli-
zite Zeitintegration erhalten. Bei der impliziten Zeitintegration sind die zu berechnenden Werte
des Zeitschrittes n+ 1 von anderen unbekannten Werten des Zeitschrittes n+ 1 abhängig. Dies
führt zu einem Gleichungssystem, welches gelöst werden muss. Dies ist numerisch deutlich auf-
wendiger als beim expliziten Verfahren. Jedoch hat das implizite Verfahren den Vorteil, dass das
Verfahren stabil ist, ohne besondere Bedingungen erfüllen zu müssen. Dieser Vorteil geht jedoch
oft verloren, wenn bei der Berechnung von Wellenausbreitungen eine hohe zeitliche Auflösung
und damit kleine Zeitschrittweiten erforderlich sind. Deshalb werden in Hydrocodes oft explizite
Zeitintegrationen verwendet.

3.10.2 Eulersche und Lagrangesche Methoden

Zwei häufig verwendete numerische Methoden in Hydrocodes sind die sogenannten Eulersche
und Lagrangesche Methoden. Der Hauptunterschied zwischen diesen beiden Methoden besteht
in der Elementierung. Bei den Lagrangeschen Methoden wird das Material fest den Elementen
zugeordnet und die Elemente bewegen sich mit dem Material. Bei den Eulerschen Verfahren
wird ein fest stehendes Netz aus Elementen erzeugt, durch das sich das Material hindurch bewegt.
In der Abbildung 3.22 ist die unterschiedliche Herangehensweise bei Euler-Berechnungsmetho-
den und Lagrange-Berechnungsmethoden verdeutlicht. Die Berechnungen wurden mit Ansys-
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Autodyn Version 12.1, das im Folgenden kurz als Autodyn bezeichnet wird, durchgeführt.
Die Abbildung stellt die Materialposition und die Elementierung bei der Detonation von 31,8 g
PETN zum Beginn (t = 0µs) und zur Zeit t = 3,6µs dar. Das Modell ist zweidimensional
mit Rotationssymmetrie. Auf der linken Seite sind die Euler-Netze und auf der rechten Seite
die Lagrange-Netze dargestellt. Bei den Euler-Netzen bleibt das Netz fest am Ort und das
Material bewegt sich durch das Netz hindurch. Bei Lagrange-Netzen ist das Material an die
Elemente gebunden und das Netz bewegt sich mit dem Material. Bei großen Verformungen kann
es dabei zu stark verformten Elementen kommen, wie es in der Abbildung rechts unten zu sehen
ist. Das abgebildete entartete Element (bow tie element, [4]) führt zu einem Fehler und zum
Abbruch der Berechnung. Im Allgemeinen sind Lagrange-Berechnungsmethoden besser für
Feststoffe und Euler-Berechnungsmethoden besser für Fluide geeignet.
Es gibt eine Vielzahl an verschiedenen Euler und Lagrange Methoden [78]. In den Abschnit-
ten 3.10.3 und 3.10.4 werden die Verfahren Euler-Godunov und Euler-FCT beschrieben, mit
denen in den Kapiteln 5 und 6 gerechnet wird.

3.10.3 Euler-Godunov

Godunov arbeitete an dem nach ihm benannten Verfahren von 1953 bis 1969 [62]. Gemäß
Hirsch [78, S. 443 ff.] wird beim Godunov-Verfahren die Lösung als stückweise konstant über
die einzelnen Zellen zu bestimmten Zeiten t = n∆t betrachtet. An den Grenzen zwischen den
Zellen sind zwei Zustände von Fluiden voneinander getrennt. Dies entspricht je einem Riemann-
Problem. Wie in Abschnitt 3.9.4 beschrieben wurde, kann das Riemann-Problem exakt gelöst
werden. Jede Lösung des Riemann-Problems besteht aus einer Stoßfront, einer Kontaktdiskonti-
nuität und einer Verdünnungswelle. Die neue stückweise konstante Lösung zur Zeit t = (n+1) ∆t
wird durch Mitteln der verschiedenen Wellen erhalten. Hirsch gibt in [78] drei Schritte zur Be-
rechnung der Lösung zur Zeit t = (n+ 1) ∆t an:

1. Definiere eine stückweise konstante Näherung der Lösung zur Zeit t = n∆t.

2. Berechne die Lösung für das lokale Riemann-Problem an den Grenzen zwischen den Zellen.

3. Mittle die Zustandsgrößen nach dem Zeitintervall ∆t.

Da die stückweise konstante Näherung eine Näherung der Lösung über die Zellgröße ∆x ist, ist
der räumliche Fehler in der Ordnung von ∆x. Damit hat das Verfahren eine Genauigkeit erster
Ordnung im Raum.
Der zweite Schritt ist der physikalische Schritt des Verfahrens. Das ursprüngliche Godunov-
Verfahren basierte auf der exakten Lösung des Riemann-Problems. Alternativ können approxi-
mative Riemann-Löser, wie beispielsweise der von Roe [141], angewendet werden.
Das Zeitintervall ∆t sollte so begrenzt werden, dass sich die Wellen der Lösungen der Riemann-
Probleme nicht überschneiden. Dies führt zu dem CFL-KriteriumCFL-Kriterium |amax| ∆t <
∆x/2, wobei |amax| die maximale Wellengeschwindigkeit ist.
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Der erste und der zweite Schritt sind numerischer Natur und unabhängig vom zweiten, physika-
lischen Schritt. Sie können verändert werden, ohne den physikalischen Schritt zu beeinflussen.
Beispielsweise kann statt der stückweisen konstanten Näherung eine stückweise lineare Näherung
verwendet werden, um ein Verfahren zweiter Ordnung zu erhalten [78, 93, 94].
In der Theoriebeschreibung von Autodyn [23] wird das verwendete Godunov-Verfahren nicht
detailliert erklärt. Es wird darin lediglich angegeben, dass das implementierte Godunov-
Verfahren aufbauend auf die Arbeiten von van Leer [93, 94], die wiederum auf die Arbeiten
von Godunov [61] basieren, entwickelt wurde.

3.10.4 Euler-FCT

Ein weiteres Euler-Verfahren, das in Autodyn enthalten ist, ist das Verfahren Euler-FCT
(flux-corrected transport). In der Theoriebeschreibung von Autodyn [23] wird angegeben, dass
dieses Verfahren auf dem von Zalesak [179] entwickelte Verfahren basiert. Die Arbeit [179] von
Zalesak baute auf die Arbeiten von Boris & Book [11, 12, 13] auf.
Zalesak beschreibt FCT folgendermaßen: Er geht von Erhaltungsgleichungen der Form

∂w
∂t

+ ∂f
∂x

= 0 (3.154)

aus, wobei im eindimensionalen, reibungsfreien Fall die Vektorfunktionen w und f der unabhän-
gigen Variablen x und t die Form

w =


ϱ

ϱ v

ϱE

 ; f =


ϱ v

ϱ v2 + p

ϱ v E + p v

 (3.155)

annehmen. Dabei sind ϱ die Dichte, v die Geschwindigkeit, p der Druck und E die spezifische
totale Energie. Er bezeichnet eine Finite-Differenzen-Approximation der Gleichung (3.154) in
einer flux-Form zu sein, wenn die Approximation in der Form

wn+1
i = wn

i − ∆x−1
i

[
Fi+(1/2) − Fi−(1/2)

]
(3.156)

geschrieben werden kann. Dabei sind w und f an den räumlichen Gitterpunkten xi und an den
Zeitschritten tn definiert. Es gilt ∆xi = 1

2(xi+1 −xi−1). Die Fi±(1/2) sind transportive fluxes und
Funktionen von f bei einem oder mehreren Zeitschritten tn.
Er schreibt weiter: Es ist wohlbekannt, dass Verfahren höherer Ordnung (Ordnung 2 und höher)
für die numerische Integration der Gleichung (3.154) unter Oszillationen leiden, besonders an
steilen Gradienten in w. Verfahren geringer Ordnung, wie beispielsweise donor cell oder Lax-
Friedrichs, produzieren keine Oszillationen sondern leiden unter starker numerischer Diffusion.
FCT ist eine Technik, die die Vorteile dieser beiden Welten ausnutzt. FCT wendet in Bereichen
mit einem glatten Lösungsverlauf eine Diskretisierung hoher Ordnung an und überblendet diese
im Bereich von Unstetigkeitsstellen mit einer Methode niedriger Ordnung [117]. Dazu besteht
FCT aus zwei Hauptteilen, dem konvektiven Teil und dem antidiffusiven bzw. corrective Teil.
Der zweite, antidiffusive Teil korrigiert die numerischen Fehler, die im ersten, konvektiven Teil
verursacht wurden [12].
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Kapitel 4

Der Einfluss nachgiebiger
Materialien auf den Reflexionsfaktor

4.1 Einleitung

Dieses Kapitel soll die Frage beantworten, in welchem Maße sich der Reflexionsfaktor durch die
Wahl unterschiedlicher Materialien und unterschiedlicher Bauteildicken beeinflussen lässt.
Bezüglich des Reflexionsfaktors gibt es Klärungsbedarf. So wurde beispielsweise in [21] geschrie-
ben: „Die Größe des Reflexionsfaktors ist von der Steifigkeit der druckbeaufschlagten Struktur
abhängig. Eine starre Struktur führt zu einem Reflexionsfaktor von 2. Eine nachgiebige Struktur
führt zu einem Reflexionsfaktor kleiner als 2.“ Dazu lässt sich festhalten, wie es schon in [57]
beschrieben ist:

• Der Reflexionsfaktor ist nicht maßgebend von der Steifigkeit der Struktur, wie der Biege-
steifigkeit einer Platte, abhängig, sondern von den Materialeigenschaften (Abschnitte 4.4
und 4.4.6).

• Der Reflexionsfaktor bei der senkrechten Reflexion einer Luftstoßwelle an einer starren
Oberfläche ist größer als 2 (Abschnitt 3.9.5).

• Auch bei der senkrechten Reflexion von Luftstoßwellen an nachgiebigen Materialien treten
Reflexionsfaktoren größer als 2 auf (Abschnitt 4.4).

Für die Berechnung des Reflexionsfaktors an nachgiebigen Materialien wird in Abschnitt 4.2
die verwendete Zustandsgleichung für das nachgiebige Material beschrieben. Der Abschnitt 4.3
beschreibt Stoßwellen in dem Material, und Abschnitt 4.4 beschreibt die Berechnung des Refle-
xionsfaktors von Luftstoßwellen an nachgiebigen Materialien und diskutiert die Ergebnisse.
Der Reflexionsfaktor an nachgiebigen Materialien wurde vom Autor im Aufsatz [57] hergeleitet.
Erst nach der Veröffentlichung dieses Aufsatzes wurde entdeckt, dass Monti bereits 1970 in
[118] ähnliche Berechnungen durchführte. Der Aufsatz [57] entstand jedoch unabhängig davon.
Monti deutete in [118] bereits an, dass der reflektierte Druck bei der Reflexion einer Luftstoß-
welle an der starren Wand mit einem nachgiebigen Material davor größer sein kann als ohne
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dem nachgiebigen Material. Auch [114] und [151] untersuchen mit analytischen Modellen den
Einfluss von nachgiebigen Materialien vor einer Wand auf den reflektierten Druck an der Wand.
Alle bekannten Veröffentlichungen, die diesen Druck an der Grenze vom nachgiebigen Materi-
al zur Wand berechnen, idealisieren die Wand als starr. In Abschnitt 4.5 wird der reflektierte
Druck zwischen einem nachgiebigen Material und einer starren Wand analytisch berechnet. Im
Abschnitt 4.6 wird über die Annahme einer starren Wand hinausgegangen und die Wand mit
einem nachgiebigen Material modelliert. Es wird gezeigt, dass dies einen erheblichen Einfluss
auf den reflektierten Druck an der Oberfläche der Wand hat. Dies ist die erste bekannte Unter-
suchung dieser Art.
Für die Untersuchungen in diesem Kapitel werden nur Ferndetonationen betrachtet. Gemäß
Mayrhofer [113] können Einwirkungen aus Explosionen mit einem skalierten Abstand von
z ≥ 0,5 als Ferndetonationen betrachtet werden. Dies entspricht einfallenden Überdrücken bis
zu pso / 4 MPa. In diesem Kapitel wird ein konstanter Isentropenexponent γ = 1,4 für Luft
verwendet, da dies, wie in Abschnitt 3.9.5 gezeigt wurde, für baupraktische Anwendungen im
Bereich des Ferndetonationsschutzes ausreichend genau ist.

4.2 Zustandsgleichung für den Feststoff

Für die folgenden Untersuchungen wird die polynomische Zustandsgleichung (3.50):

p = K1 µ+K2 µ
2 +K3 µ

3 + (B0 +B1 µ) ϱ0 e (4.1)

mit der Kompression µ = ϱ/ϱ0 −1 für die gewählten nachgiebigen Materialien, die im Folgenden
auch als Feststoffe bezeichnet werden, verwendet.
In diesem Kapitel werden nur Stoßwellen mit µ > 0 betrachtet.
Die Parameter K1, K2 und K3 werden mit

K1 = ϱ0 c
2
0

K2 = ϱ0 c
2
0 [1 + 2 (S − 1)]

K3 = ϱ0 c
2
0

[
2 (S − 1) + 3 (S − 1)2

]
(4.2)

[77, S. 176] berechnet, wobei K1 der Kompressionsmodul des Materials ist. Diese Beziehungen
werden mit der Annahme erhalten, dass dem Material eine lineare vs-v1-Beziehung mit der
Steigung S zu Grunde liegt. Wenn der Grüneisen-Parameter Γ bekannt ist, dann kann die
Steigung S der vs-v1-Beziehung mit der Näherung

Γ ≈ 2S − 1 (4.3)

berechnet werden [115, Gl. (5.17)].
Zwischen B0, B1 und dem Grüneisen-Parameter Γ besteht der Zusammenhang

Γ(V ) = B0 +B1 µ

1 + µ
(4.4)
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[23], so dass für B0 = B1 die Gleichung

Γ = B0 = B1 = const (4.5)

gilt [77, S. 177]. Damit können B0 und B1 bestimmt werden, wenn Γ bekannt ist.
Die Zustandsgleichung (4.1) ist keine allgemein gültige Zustandsgleichung, sondern wurde hier
lediglich gewählt, um die Abhängigkeit des Reflexionsfaktors von Materialparametern wie Dichte
und Steifigkeit rechnerisch aufzuzeigen. Phänomene wie die Kompaktion von porösen Materialien
oder Phasenübergänge werden von dieser Zustandsgleichung nicht beschrieben. Dennoch ist
diese Zustandsgleichung für die Beschreibung von Reflexionsfaktoren an Beton im Bereich von
Ferndetonationen geeignet, da bei den dabei auftretenden Drücken von ≈ 28 MPa noch keine
Kompaktion des Betons erfolgt.
Bei der Untersuchung des Reflexionsfaktors in [57] wurden Hugoniot-Kurven anstelle
von Zustandsgleichungen verwendet. Diese verwendeten Hugoniot-Kurven sind für die
folgenden Berechnungen nicht geeignet, da Hugoniot-Kurven nur die Zustände bei einem
einzelnen Stoß beschreiben. Hier wird zusätzlich zum ersten Stoß durch die Luftstoßwelle
noch ein zweiter Stoß im Feststoff bei der Reflexion an der starren Oberfläche bzw. an
einem weiteren Material untersucht. Deswegen wird hier eine allgemeinere Zustandsgleichung
verwendet, die den Zusammenhang zwischen Druck, Dichte und spezifischer innerer Energie
beschreibt. Aus dieser Zustandsgleichung können über die Erhaltungsgleichungen beim Sprung
über die Stoßfront die Hugoniot-Kurven berechnet werden. Dies wird im Abschnitt 4.3 gezeigt.

Im Folgenden wird der Nachweis geführt, dass die Zustandsgleichungen (3.47) für die Luft und
(4.1) für den Feststoff für die Berechnungen von Stoßwellen in diesem Kapitel geeignet sind.
Bethe stellte in [7] die hinreichenden Bedingungen

∂2p

∂V 2

∣∣∣∣∣
S

> 0 (4.6)

Γ = V
∂p

∂e

∣∣∣∣
V

> −2 (4.7)

für die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung einer Stoßfront auf. Er nimmt an, dass für alle
Stoffe ohne Phasenübergänge die Bedingung (4.7) erfüllt ist, wenn die Bedingung (4.6) erfüllt
ist. Er gibt für die Stabilität der Stoßfront die hinreichende Bedingung

∂p

∂V

∣∣∣∣
e
< 0 (4.8)

an.

4.2.1 Nachweis der Stoßbedingungen für die Zustandsgleichung für ideales
Gas

Die Luft wird als ideales Gas angenommen. Für sie wird die Zustandsgleichung für ideales Gas

p = (γ − 1) ϱ e (4.9)
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verwendet. Für den Nachweis der Bedingung (4.8) ergibt sich

p = (γ − 1) ϱ e = (γ − 1) m
V
e

∂p

∂V

∣∣∣∣
e

= −(γ − 1) m
V 2 e < 0 (4.10)

Diese Ungleichung ist für γ > 1, m > 0, V > 0 und e > 0 erfüllt.

Es folgt nun der Nachweis der Bedingung (4.6). Für eine isentrope Zustandsänderung (S = const)
kann p in Abhängigkeit von V berechnet werden. Dies wird hier über

∂U

∂V

∣∣∣∣
S

= −p (4.11)

(eine Beziehung aus der Thermodynamik siehe [125], [77, Gl. (2.258)] oder auch [7, Gl. (11)])
hergeleitet. Aus der Zustandsgleichung wird mit ϱ = m

V und e = U
m die Zustandsgleichung

p = (γ − 1) U
V und daraus

U = p V

γ − 1
. (4.12)

Die gewöhnliche Differentialgleichung

dp(V ) V
γ−1
dV

= −p(V ) (4.13)

ergibt die Lösung

p(V ) = C1 V
−γ , (4.14)

welches der bekannte Zusammenhang für isentrope Zustandsänderungen für ideale Gase ist. Da
sowohl p > 0 als auch V > 0 sind, muss auch C1 > 0 sein. Mit dieser Lösung ergibt sich

∂2p

∂V 2

∣∣∣∣∣
S

= C1 V
−γ−2 γ (γ − 1) > 0 (4.15)

mit V > 0, C1 > 0 und γ > 1. Damit wurde gezeigt, dass die Bedingung (4.6) erfüllt ist.

4.2.2 Nachweis der Stoßbedingungen für die Zustandsgleichung (4.1)

Die Bedingung (4.8) ergibt für (4.1)

p = K1 µ+K2 µ
2 +K3 µ

3 + (B0 +B1 µ) ϱ0 e (4.16)

= K1

(
V0
V

− 1
)

+K2

(
V0
V

− 1
)2

+K3

(
V0
V

− 1
)3

+
(
B0 +B1

(
V0
V

− 1
))

e

V0
(4.17)

∂p

∂V

∣∣∣∣
e

= − 1
V 2

(
K1 V0 + 2K2

(
V0
V

− 1
)
V0 + 3K3

(
V0
V

− 1
)2

V0 +B1 V0
e

V0

)
< 0 (4.18)



4.2. ZUSTANDSGLEICHUNG FÜR DEN FESTSTOFF 77

V

0 10,2 0,4 0,6 0,8
0

1·10
15

8·10
14

6·10
14

4·10
14

2·10
14

Stahl

Beton

Glas

Material 1

Material 2

Material 3

dV
2

d p
2

Abbildung 4.1: Zustandsgleichung (4.1), Nachweis der Bedingung (4.6), Verlauf von ∂2p
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S

Für K1 > 0, K2 > 0, K3 > 0, B1 > 0, V0 > 0, 0 < V < V0 und e > 0 ist die Ungleichung (4.18)
erfüllt und somit der Nachweis der Bedingung erbracht.

Der Nachweis der Bedingung (4.6) wird wie im vorangegangenen Abschnitt mit Hilfe der Bezie-
hung ∂U

∂V

∣∣∣
S

= −p für isentrope Zustandsänderungen geführt. Aus der Zustandsgleichung

p = K1 µ+K2 µ
2 +K3 µ

3 + (B0 +B1 µ) ϱ0 e (4.19)

mit ϱ = m
V , ϱ0 = m

V0
, µ = ϱ

ϱ0
− 1 = V0

V − 1 und e = U
m folgt

p = K1

(
V0
V

− 1
)

+K2

(
V0
V

− 1
)2

+K3

(
V0
V

− 1
)3

+
(
B0 +B1

(
V0
V

− 1
))

U

V0
(4.20)

U =
V0

(
p−K1

(
V0
V − 1

)
−K2

(
V0
V − 1

)2
−K3

(
V0
V − 1

)3
)

B0 +B1
(

V0
V − 1

) . (4.21)

Damit wird

∂U

∂V

∣∣∣∣
S

= −p(V ) =
d

V0

(
p(V )−K1

(
V0
V

−1
)

−K2
(

V0
V

−1
)2

−K3
(

V0
V

−1
)3
)

B0+B1
(

V0
V

−1
)

dV
(4.22)

für isentrope Zustandsänderungen erhalten. Die Lösung dieser gewöhnlichen Differentialglei-
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chung wurde mit Maple [105] ermittelt und ist

p(V ) =
(∫

−V0
(
K1 V

3B0 + 2K2 V0 V
2B0 +K2 V

2
0 V B1 − 2K2 V0 V

2B1

−2K2 V
3B0 +K2 V

3B1 + 3K3 V
2

0 B0 V − 6K3 V
2

0 B1 V − 6K3 V0 V
2B0

+6K3 V0 V
2B1 + 3K3 V

3B0 − 2K3 V
3B1

+2K3 V
3

0 B1
)
V B1−3 e

V (B0−B1)
V0 (B0 V +B1 V0 −B1 V )−2 dV

+C1)
(
V −B1 B0 + V0 V

−B1−1B1 − V −B1 B1
)

e− V (B0−B1)
V0 . (4.23)

C1 ist eine Konstante, die durch den Zustand des Materials im Ausgangszustand bestimmt wird.
Mit Gleichung (4.23) ist nun p(V ) für isentrope Zustandsänderungen bekannt. Mit dieser
Gleichung wurde ∂2p

∂V 2

∣∣∣
S

für die Materialien aus Tabelle 4.1 mit der Zustandsgleichung (4.1)
und für p0 = 101332 Pa berechnet. Die Abbildung 4.1 stellt die berechneten Kurven dar. Alle
Kurven liegen im positiven Bereich. Damit ist die Bedingung (4.6) erfüllt. Dies ist zwar kein
mathematisch strenger Beweis, jedoch für die Zwecke dieser Arbeit ausreichend.

Anmerkung: Im Rahmen dieser Dissertation wurden die Berechnungen dieses Kapitels zunächst
mit der vereinfachten Zustandsgleichung

p = K µ+B ϱ0 e (4.24)

durchgeführt. Die Berechnungen lieferten grundsätzlich ähnliche Ergebnisse, wie sie in diesem
Kapitel enthalten sind. Da man aufgrund der Linearität dieser Zustandsgleichung vermuten
könnte, dass die Stoßbedingungen nicht erfüllt sind, wurden die Nachweise der Stoßbedingungen
für diese vereinfachte Zustandsgleichung dieser Dissertation im Anhang A beigefügt.

4.3 Planare Stoßwelle im Feststoff

In diesem Abschnitt werden die Sprungbedingungen einer eindimensionalen, planaren Stoßwelle
in einem Feststoff beschrieben. Die Abbildung 4.2 stellt schematisch die Bewegung der Stoßfront
(gestrichelte Linie) und die Größen Dichte ϱ, spezifische innere Energie e, Geschwindigkeit v und
die Spannung in x-Richtung σxx im Ausgangszustand (0) und im verdichteten Zustand (1) dar.
Es besteht Verschiebungssymmetrie in y- und in z-Richtung. Die Ausbreitung der Stoßwelle er-
folgt in x-Richtung mit der Stoßwellengeschwindigkeit vs,1. Der Pfeil über den Geschwindigkeiten
definiert die Richtung der Bewegung. Der Index s steht für die Stoßfront. Der Index m kenn-
zeichnet den Feststoff. Die Indizes 0 und 1 geben den Ausgangszustand bzw. den verdichteten
Zustand an.
Die Erhaltungsgleichungen für Masse, Impuls und Energie beim Sprung über die Stoßfront wer-
den durch die Gleichungen

ϱm,0 vs,1 = ϱm,1 (vs,1 − vm,1)

ϱm,0 vs,1 vm,1 = − (σm,xx,1 − σm,xx,0)

−σm,xx,1 vm,1 = ϱm,0 vs,1

(
em,1 − em,0 + 1

2
v2

m,1

)
(4.25)
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Abbildung 4.2: Planare Stoßwelle im Feststoff, Zustandsgrößen

beschrieben. Die Zustandsgleichung für den Feststoff ist

pm,i = K1,m µm,i +K2,m µ2
m,i +K3,m µ3

m,i + (B0,m +B1,m µm,i) ϱm,0 em,i (4.26)

mit µm,i = ϱm,i/ϱm,0 − 1 und i = 0, 1.
Diese Zustandsgleichung beschreibt den Druck pm,i, während in den Erhaltungsgleichungen die
Spannung σm,xx,i verwendet wird. Es wird also noch eine Gleichung benötigt, die den Zusam-
menhang zwischen pm,i und σm,xx,i beschreibt. Aus dem Materialgesetz

σxx

σyy

σzz

 =


E1 E2 E2

E2 E1 E2

E2 E2 E1

 ·


εxx

εyy

εzz

 (4.27)

(z. B. Ruppert [142]) mit E1 = Em (1−νm)
(1+νm) (1−2 νm) und E2 = Em νm

(1+νm) (1−2 νm) folgt mit εyy = εzz = 0

σxx = E1 εxx

σyy = σzz = E2 εxx

σyy = σzz = E2
E1

σxx = νm

1 − νm
σxx . (4.28)

Der Druck berechnet sich zu

p = −1
3

(σxx + σyy + σzz) . (4.29)

Damit wird der Zusammenhang zwischen pm,i und σm,xx,i durch die Gleichung

pm,i = pm,0 − 1
3

(σm,xx,i − σm,xx,0)
(

1 + 2 νm

1 − νm

)
(4.30)

beschrieben. Diese Gleichung berücksichtigt eine Überlagerung mit dem Umgebungsdruck
pm,0 = −σm,xx,0 = −σm,yy,0 = −σm,zz,0 im Ausgangszustand.

Die Lösung der Gleichungen erfolgt für das beschriebene Materialmodell mit den Materialpa-
rametern Em = 210000 N/mm2, νm = 0,28, ϱm,0 = 7850 kg/m3, pm,0 = 101332 Pa. Dies ent-
spricht einem Stahl ohne Fließen bei Umgebungsluftdruck. In [106] ist für Stahl der Grüneisen-
Parameter Γm = 1,69 angegeben. Mit Gleichung (4.5) folgt B0,m = B1,m = 1,69.
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Abbildung 4.3: Planare Stoßwelle in einem Feststoff, Lösungen der Sprungbedingungen an der
Stoßfront mit pm,0 = 101332 Pa

Es wird hier davon ausgegangen, dass pm,0 = −σm,xx,0, ϱm,0, vm,0 = 0 und vm,1 gegeben sind.
Damit verbleiben sechs Unbekannte, nämlich em,0, pm,1, σm,xx,1, ϱm,1, em,1 und vs,1. Für die
Lösung dieser sechs Unbekannten stehen sechs Gleichungen zur Verfügung, nämlich die drei
Erhaltungsgleichungen (4.25), die Zustandsgleichung (4.26) je für den Zustand (0) und für den
Zustand (1) und die Gleichung (4.30).
Die Lösung dieser Gleichungen wurde mit der Mathematiksoftware Maple [105] ermittelt
(Anhang B.1). Ausgewählte Lösungen der Problemstellung sind in der Abbildung 4.3 für
pm,0 = 101332 Pa dargestellt.
Die Abbildung 4.3(a) stellt die berechnete Stoßwellengeschwindigkeit vs,1 in Abhängigkeit
von der gegebenen Geschwindigkeit vm,1 dar. Diese sogenannte Stoßwellengeschwindigkeits-
Partikelgeschwindigkeits-Beziehung wird oft anstelle einer Zustandsgleichung verwendet. Für
viele Metalle, wie beispielsweise Stahl, wird ein linearer Verlauf der Form

vs = c0 + S v1 (4.31)

angenommen. Das Diagramm in Abbildung 4.3(a) bestätigt, dass die Annahme eines linearen
Verlaufes gerechtfertigt ist. Die Abbildung 4.3(b) verdeutlicht jedoch, dass diese Annahme für
das gewählte Materialmodell nur eine Näherung ist. Der Parameter S = vs−c0

v1
ist keine Konstan-

te, sondern ändert sich mit vm,1 leicht. Der Wertebereich 0 m/s ≤ vm,1 ≤ 10000 m/s ist in Abbil-
dung 4.3(b) sehr groß gewählt worden, um die Nichtlinearität der Stoßwellengeschwindigkeits-
Partikelgeschwindigkeits-Beziehung zu zeigen und geht über den Ferndetonationsbereich hinaus.
Es ist erwähnenswert, dass c0 vom Umgebungsdruck pm,0 abhängig ist. Für pm,0 = 0 Pa ent-
spricht c0 der Longitudinalwellengeschwindigkeit: c0(pm,0 = 0 Pa) = cL,m =

√
Lm/ϱm,0 ≈

5848,032 m/s mit dem Longitudinalwellenmodul Lm = Em (1−νm)
(1+νm) (1−2 νm) . Für den Umgebungsdruck

pm,0 = 101332 Pa steigt c0 auf 5848,037 m/s. Dies entspricht einer Erhöhung um 0,00009 %.
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Die Abbildung 4.3(c) stellt die berechnete Druck-Dichte-Beziehung dar, die ebenfalls oft anstel-
le einer Zustandsgleichung verwendet wird. Der abgebildete Bereich entspricht der Geschwin-
digkeit vm,1 von 0 m/s bis 10000 m/s. Die Stoßwellengeschwindigkeits-Partikelgeschwindigkeits-
Beziehung und die Druck-Dichte-Beziehung können über die Erhaltungsgleichungen ineinander
umgerechnet werden. Sie enthalten jedoch weniger Informationen als die verwendete Zustands-
gleichung (4.1). Die Druck-Dichte-Funktion stellt eine Projektion der Hugoniot-Kurve auf der
Zustandsfläche auf die Druck-Dichte-Ebene dar (Abbildung 3.6).

4.4 Der Reflexionsfaktor an nachgiebigen Materialien

4.4.1 Beschreibung der Problemstellung
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Abbildung 4.4: Reflexion der Luftstoßwelle an einem nachgiebigen Material (schematisch), Zu-
stände vor (oben) und nach (unten) dem Auftreffen der Luftstoßwelle auf das Material

Die Abbildung 4.4 stellt schematisch die Reflexion einer planaren Luftstoßwelle an einem nachgie-
bigen Material dar. Die einfallende Luftstoßwelle bewegt sich in x-Richtung und trifft senkrecht
auf die Oberfläche des Materials. Die Luft und das Material sind in dieser Betrachtung in y-
und z-Richtung unendlich ausgedehnt. Es sind die Größen Druck p, Spannung in x-Richtung
σxx, Dichte ϱ, spezifische innere Energie e und die Geschwindigkeit v angegeben. Die Indizes a

und m stehen für Luft (air) und für das nachgiebige Material. Die Indizes 0, 1 und 2 geben den
Zustand an.
Die Größen des Ausgangszustandes (0) und des Zustandes (1) der einfallenden Luftstoßwelle
sind bekannt. Die Luft und das Material sind im Ausgangszustand in Ruhe (va,0 = vm,0 = 0).
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Die Stoßfront ist durch eine gestrichelte Linie dargestellt. Die Stoßfront bewegt sich mit der
Geschwindigkeit va,s1.
Nach dem Auftreffen der einfallenden Luftstoßwelle wird eine Luftstoßwelle reflektiert, die sich
mit der Geschwindigkeit va,s2 zurück bewegt (Abbildung 4.4 unten). Im Feststoff wird eine
Stoßwelle erzeugt, die sich mit der Geschwindigkeit vm,s2 in x-Richtung bewegt. Zwischen der
reflektierten Stoßwelle und der Materialgrenze befindet sich die Luft im Zustand (2) mit den
Zustandsgrößen pa,2, ϱa,2 und ea,2 und der Geschwindigkeit va,2. Zwischen der Materialgrenze
und der Stoßwelle im Feststoff befindet sich der Feststoff im Zustand (2) mit den Zustandsgrößen
ϱm,2 und em,2, der Spannung σm,xx,2 und der Geschwindigkeit vm,2.
Die Aufgabe besteht nun darin, die unbekannten Größen im Zustand (2) zu berechnen.

4.4.2 Aufstellen der Gleichungen

Für die Berechnung der unbekannten Größen werden die Erhaltungsgleichungen aufgestellt. Die
Erhaltungsgleichungen für Masse, Impuls und Energie sind

ϱa,1 (va,s2 + va,1) = ϱa,2 (va,s2 + va,2)

ϱm,0 vm,s2 = ϱm,2 (vm,s2 − vm,2)

ϱa,1 (va,s2 + va,1) va,1 = pa,2 − pa,1 + ϱa,1 (va,s2 + va,1) va,2

ϱm,2 (vm,s2 − vm,2) vm,2 = − (σm,xx,2 − σm,xx,0)

pa,1 va,1 − pa,2 va,2 = ϱa,1 (va,s2 + va,1)
(
ea,2 − ea,1 + 1

2

(
v2

a,2 − v2
a,1

))
pa,2 va,2 = ϱm,0 vm,s2

(
em,2 − em,0 + 1

2
v2

m,2

)
. (4.32)

Die Erhaltungsgleichungen sind jeweils getrennt für die Luft und das Material formuliert.
Die Geschwindigkeit der Luft und des Materials müssen gleich sein, also gilt

va,2 = vm,2 = v2 . (4.33)

Außerdem muss der Druck in x-Richtung an der Materialgrenze gleich sein:

pa,2 = −σm,xx,2 . (4.34)

Die Zustandsgleichung für Luft ist

pa,2 = (γ − 1) ϱa,2 ea,2 . (4.35)

Die Zustandsgleichung für das Material ist

pm,2 = K1,m µm,2 +K2,m µ2
m,2 +K3,m µ3

m,2 + (B0,m +B1,m µm,2) ϱm,0 em,2 (4.36)

mit µm,2 = ϱm,2/ϱm,0 − 1.
Aus Gleichung (4.30) folgt

pm,2 = pm,0 − 1
3

(σm,xx,2 − σm,xx,0)
(

1 + 2 νm

1 − νm

)
. (4.37)

Es gibt insgesamt elf Unbekannte (pa,2, ϱa,2, ea,2, va,2, va,s2, σm,xx,2, pm,2, ϱm,2, em,2, vm,2, vm,s2),
die mit den elf Gleichungen (4.32) bis (4.37) berechnet werden können.
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4.4.3 Materialparameter

Für die Berechnung des Reflexionsfaktors an nachgiebigen Materialien werden hier die Materiali-
en Stahl, Beton und Glas sowie drei theoretische Materialien mit frei gewählten Materialparame-
tern untersucht. Die Materialparameter dieser Materialien sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst.
Die Materialparameter sind die Ausgangsdichte ϱm,0, der Elastizitätsmodul Em, die Querver-
formungszahl νm und der Grüneisen-Parameter Γm. Die Longitudinalwellengeschwindigkeit
cL,m ist kein Eingangsparameter, sondern ist von ϱm,0, Em und νm abhängig und wird nur als
zusätzliche Information angezeigt.

Tabelle 4.1: Materialparameter
Material ϱm,0 Em νm Γm cL,m

[kg/m3] [N/mm2] [-] [-] [m/s]

Stahl 7850 210000 0,28 1,69 5848
Glas 2230 63007 0,187 2,72 5560
Beton 2350 33000 0,2 1,204 3850

Material 1 1000 225 0,2 1,2 500
Material 2 10 36 0,2 1,2 2000
Material 3 10 2,25 0,2 1,2 500

Für Stahl werden die Ausgangsdichte ϱm,0 = 7850 kg/m3, der Elastizitätsmodul Em =
210000 N/mm2 und die Querverformungszahl νm = 0,28 angenommen. Daraus folgt der Lon-
gitudinalwellenmodul Lm = Em (1−νm)

(1+νm) (1−2 νm) und die Longitudinalwellengeschwindigkeit cL,m =√
Lm

ϱm,0
≈ 5848 m/s. In [106] ist für Stahl der Grüneisen-Parameter Γm = 1,69 angegeben. Mit

Gleichung (4.5) folgt B0,m = B1,m = 1,69.
Für Beton werden die Materialparameter ϱm,0 = 2350 kg/m3, Em = 33000 N/mm2, νm = 0,2
und Γm = 1,204 angenommen [65, 148, 180].
Eine vs-v1-Beziehung für ein Glas ist in [106, „GLASS, Pyrex“] enthalten. Die Dichte wird mit
ϱm,0 = 2230 kg/m3 angegeben. Die Steigung Sm wird durch lineare Interpolation zwischen den
Werten vs(v1 = 0 m/s) = 3879 m/s und vs(v1 = 565 m/s) = 4931 m/s zu Sm = 1,86 ermittelt.
Der Bereich 0 m/s ≤ v1 ≤ 565 m/s ist für die hier durchgeführten Berechnungen ausreichend.
Aus ϱm,0 = 2230 kg/m3, cG,m = 3450 m/s, cK,m = cB,m = 3879 m/s und cL,m = 5560 m/s
[106] folgen νm = 0,187 und Em = 63007 N/mm2. Gemäß der Näherung Γm ≈ 2Sm − 1 [115,
Gl. (5.17)] gilt Γm ≈ 2 · 1,86 − 1 = 2,72.
Die Materialien 1, 2 und 3 sind theoretische Materialien mit frei gewählten Materialkenngrößen.
Sie besitzen folgende Eigenschaften: Material 1 hat eine relativ hohe Dichte aber eine gerin-
ge Longitudinalwellengeschwindigkeit bzw. Steifigkeit (z. B. Polyethylen, low density (PE-LD)).
Material 2 hat eine geringe Dichte aber eine hohe Steifigkeit (z. B. Aluminiumschaum). Material
3 hat eine geringe Dichte und eine geringe Steifigkeit (z. B. weicher Polyurethanschaum oder
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Polystyrolschaum). Die innere Struktur der Materialien wird hier nicht berücksichtigt; die Ma-
terialeigenschaften wie Elastizitätsmodul und Dichte werden als homogen verteilt angenommen.
Für die Luft im Ausgangszustand werden

pa,0 = 101332 Pa

ϱa,0 = 1,225 kg/m3

γ = 1,4 (4.38)

in diesem Kapitel verwendet.

4.4.4 Lösung des Gleichungssystems

Das nichtlineare Gleichungssystem wurde mit Maple [105] gelöst. Es wurde zwar keine geschlos-
sene Lösung gefunden, jedoch kann mit Maple das Gleichungssystem für vorgegebene Werte
numerisch gelöst werden (mit dem Maple-Befehl fsolve, Anhang B.2). Die Lösung ist für die an-
gegebenen Materialien in Tabelle 4.2 für einfallende Überdrücke pso = pa,1 −pa,0 im Bereich von
0 MPa ≤ pso ≤ 4 MPa zusammengefasst. Mit diesen einfallenden Überdrücken ist der Bereich
der Ferndetonation abgedeckt.

Tabelle 4.2: Reflexionsfaktoren für gewählte Materialien
Material limpso→0 cr cr(pso = cr(pso = cr(pso = cr(pso = cr(pso =

0,1 MPa) 0,5 MPa) 1 MPa) 2 MPa) 4 MPa)

ideal starr 2 2,7414 4,481 5,510 6,429 7,096

Stahl 1,99998 2,7413 4,480 5,509 6,427 7,092
Glas 1,99993 2,7411 4,479 5,506 6,421 7,082
Beton 1,99991 2,7410 4,478 5,505 6,418 7,077

Material 1 1,998 2,735 4,436 5,412 6,244 6,798
Material 2 1,959 2,585 3,661 4,019 4,145 4,087
Material 3 1,857 2,290 2,915 3,144 3,291 3,366

Wenn man den Grenzwert limpso→0 cr betrachtet, dann stellt man fest, dass für alle Materialien
der Grenzwert kleiner als zwei ist, während für die starre Oberfläche der Grenzwert genau zwei
ist. Dies ist durch die Nachgiebigkeit des Materials begründet, auch wenn diese teilweise nur
sehr klein ist.
Bei den Materialien Stahl, Beton und Glas weist der Reflexionsfaktor nur geringe Unterschiede
im Vergleich zur starren Oberfläche auf. Es ist also gerechtfertigt, für diese Materialien den
Reflexionsfaktor für starre Oberflächen anzuwenden.
Deutlich größere Unterschiede zeigen sich bei den Materialien 1 bis 3. Für diese Materialien gilt,
je geringer die Dichte und je geringer die Longitudinalwellengeschwindigkeit bzw. der Longitudi-
nalwellenmodul ist, desto geringer ist der Reflexionsfaktor. Interessant ist, dass die Funktionen
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Abbildung 4.5: Reflexion an nachgiebigen Materialien, Reflexionsfaktor cr

cr(pso) nicht monoton steigend sind wie bei der Reflexion an der starren Oberfläche. So ist beim
Material 2 der Reflexionsfaktor bei pso = 2 MPa größer als bei pso = 4 MPa. Dieses Phänomen
tritt auch bei den anderen Materialien auf, jedoch erst bei größeren einfallenden Überdrücken.
Die Ergebnisse für die Materialien 1 bis 3 sind in der Abbildung 4.5 grafisch dargestellt.

4.4.5 Einfluss der Materialparameter auf den Reflexionsfaktor

Die Abbildung 4.6 verdeutlicht den Einfluss der einzelnen Materialparameter auf den Reflexi-
onsfaktor cr. Wie bereits aus den Ergebnissen in Tabelle 4.2 ersichtlich wurde, wird der Refle-
xionsfaktor mit abnehmender Dichte ϱm,0 und mit abnehmender Steifigkeit Em kleiner. Werden
Dichte oder Steifigkeit unendlich groß, so nähert sich der Reflexionsfaktor dem Wert einer Refle-
xion an einer starren Oberfläche an. Ein Grenzwert für Dichte oder Steifigkeit gegen Null kann
mit dem beschriebenen Ansatz nicht angegeben werden, da dann die aufgestellten Erhaltungs-
gleichungen nicht mehr gültig sind. Es tritt dann eine Verdünnungswelle statt einer reflektierten
Stoßwelle auf.
Der Einfluss der Querverformungszahl νm ist im Bereich 0 ≤ νm ≤ 0,4 relativ gering. Es ist
jedoch zu beachten, dass bei νm = 0,5 das Material inkompressibel ist und sich wie ein starres
Material verhält. Auch der Grüneisen-Parameter Γm hat im Bereich 1 ≤ Γm ≤ 3 nur einen
geringen Einfluss auf den Reflexionsfaktor. Die Größe des Bereichs von Γm wurde so gewählt,
dass die in [106, Table II] angegebenen Grüneisen-Parameter erfasst werden.

4.4.6 Einfluss der Bauteildicke und Bauteillagerung auf den Reflexionsfaktor

In den vorigen Abschnitten wurde der Einfluss der Materialparameter auf den Reflexionsfak-
tor untersucht. Haben die Bauteildicke und die Bauteillagerung auch einen Einfluss auf den
Reflexionsfaktor?
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Abbildung 4.6: Reflexion an nachgiebigen Materialien, Einfluss der Materialeigenschaften
auf den Reflexionsfaktor (soweit nicht anders angegeben: pso = 4 MPa, ϱm,0 = 10 kg/m3,
Em = 2,25 N/mm2, νm = 0,2, Γm = 1,2)

Bei den bisherigen Berechnungen dieses Kapitels wurde angenommen, dass die Anstiegszeit der
Stoßfront und damit auch die Dicke der Stoßfront gleich Null ist. Damit konnten die Erhaltungs-
gleichungen aufgestellt werden, ohne die Dicke eines Bauteils berücksichtigen zu müssen. In der
Realität führen Viskosität und Wärmeleitung der Luft zu einer Ausrundung der Stoßfront. Die
Stoßfront hat somit eine Dicke d, welche von Taylor in [164] mit

d = 10−4 m2/s
v1

(4.39)

angegeben wurde. Aus der Dicke der Stoßwellenfront berechnet sich die Anstiegszeit

ta = d

vs1
= 10−4 m2/s

v1 vs1
. (4.40)

Bei Überdrücken in der einfallenden Luftstoßwelle von 0,1 MPa ≤ pso ≤ 4 MPa liegt die Anstiegs-
zeit im Bereich von 3·10−11 s ≤ ta ≤ 1,3·10−9 s (mit v1 und vs1 nach Gleichungen (3.70) und
(3.71)). Bei Stoßwellengeschwindigkeiten im Feststoff bis zu 17000 m/s [115, Tab. 2.2] pflanzt
sich die Stoßwelle bis zu 0,022 mm im Bauteil fort, bis der maximale reflektierte Überdruck er-
reicht ist. Da Bauteile in der Baupraxis gewöhnlich dicker als 0,022 mm sind, wird der maximale
reflektierte Überdruck und damit auch der Reflexionsfaktor weder von der Bauteildicke noch
von der Bauteilsteifigkeit bzw. von den Auflagern beeinflusst [57].

4.4.7 Zusammenfassung

Zusammenfassend lassen sich für diesen Abschnitt folgende Punkte festhalten:



4.5. REFLEXION DER STO�WELLE IM FESTSTOFF AN STARRER WAND 87

• Die meisten Konstruktionsmaterialien (z. B. Stahl, Beton, Glas) haben einen vernachläs-
sigbaren Einfluss auf den Reflexionsfaktor.

• Materialien mit geringer Dichte und geringer Steifigkeit reduzieren den Reflexionsfaktor
bzw. den reflektierten Spitzenüberdruck.

• Die Bauteildicke und die Bauteillagerung beeinflussen den Reflexionsfaktor nicht.

Es kann jedoch nicht pauschal die Aussage getroffen werden, dass mit leichten und weichen Ma-
terialien (d. h. Materialen mit geringer Dichte und geringer Steifigkeit und demzufolge geringer
akustischer Impedanz) die Belastung aus Luftstoßwellen auf Baustrukturen reduziert werden
kann. Die Gründe dafür werden in den folgenden Abschnitten erläutert.

4.5 Reflexion der Stoßwelle im Feststoff an starrer Wand

4.5.1 Beschreibung der Problemstellung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, dass leichte und weiche Materialien den reflek-
tierten Spitzenüberdruck reduzieren. Daraus zu schließen, dass solche Materialien unbedingt ge-
eignet sind, um die Belastungen aus Luftstoßwellen auf Baustrukturen zu reduzieren, ist falsch.
Denn der Druck aus einer Luftstoßwelle kann zwischen dem nachgiebigen Material und der
Baustruktur größer sein, als wenn die Luftstoßwelle direkt auf die Baustruktur wirken würde.
Dies wird in diesem Abschnitt rechnerisch nachgewiesen.
Monti deutete bereits 1970 in [118] an, dass der reflektierte Druck zwischen einem nachgiebigen
Material und einer starren Wand größer sein kann, als bei der Reflexion der Luftstoßwelle ohne
dem nachgiebigen Material an der gleichen starren Wand. Skews et al. schrieben in [155], dass
Gelfand et al. als Erste in [60] die Drücke an der Wand für unterschiedliche Schaumstoffe,
Mach-Zahlen und Schaumstofflängen experimentell untersuchten. Gelfand et al. erklärten
die Druckerhöhung mit dem Impuls, der auf den Schaumstoff übertragen und an die Wand
weitergegeben wird.
Für die Untersuchung des Phänomens wird folgendes Beispiel untersucht. Ein nachgiebiges Ma-
terial wird direkt vor einer starren Wand platziert (Abbildung 4.7). Ebenso wie im vorigen
Abschnitt wird eine eindimensionale, planare Problemstellung untersucht, d.h. die Luft und das
nachgiebige Material sind in y- und in z-Richtung unendlich ausgedehnt. Die physikalischen
Größen wie Druck p, Spannung σ, Dichte ϱ, spezifische innere Energie e und Geschwindigkeit v
sind im Ausgangszustand (0) in den jeweiligen Bereichen konstant. Eine Luftstoßwelle bewegt
sich in x-Richtung auf das nachgiebige Material zu (Abbildung 4.7 oben). Die physikalischen
Größen der einfallenden Luftstoßwelle sind hinter der Stoßfront konstant, d.h. es wird kein ab-
fallender Druck hinter der Stoßfront untersucht. Die Luftstoßwelle trifft auf das Material im
Ausgangszustand (0) (Abbildung 4.7 Mitte). Sie wird reflektiert und im Material wird dadurch
eine Stoßwelle erzeugt (Zustand (2)). Anschließend trifft die Stoßwelle im Material auf die starre
Wand und wird an ihr reflektiert (Zustand (3), Abbildung 4.7 unten).
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Abbildung 4.7: Reflexion einer Luftstoßwelle an einem nachgiebigen Material vor einer starren
Wand, schematische Darstellung

Im vorigen Abschnitt wurde die Reflexion der Luftstoßwelle am nachgiebigen Material bereits
berechnet. Damit sind die Größen des Zustandes (2) bekannt. Die Größen des Zustandes (3)
werden nun gesucht.

4.5.2 Aufstellen der Gleichungen

Für die Berechnung der Reflexion der Stoßwelle an der starren Wand werden die Erhaltungs-
gleichungen für Masse, Impuls und Energie aufgestellt:

ϱm,2 (vm,s3 + vm,2) = ϱm,3 vm,s3

ϱm,2 (vm,s3 + vm,2) vm,2 = − (σm,xx,3 − σm,xx,2)

−σm,xx,2 vm,2 = ϱm,3 vm,s3

(
em,3 − em,2 − 1

2
v2

m,2

)
. (4.41)
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In diesen Erhaltungsgleichungen wurde bereits berücksichtigt, dass die Geschwindigkeit des Fest-
stoffs an der starren Wand gleich Null sein muss (vm,3 = 0), da die starre Wand in Ruhe ist.
Die Zustandsgleichung für das Material ist

pm,3 = K1,m µm,3 +K2,m µ2
m,3 +K3,m µ3

m,3 + (B0,m +B1,m µm,3) ϱm,0 em,3 (4.42)

mit µm,3 = ϱm,3/ϱm,0 − 1.
Aus Gleichung (4.30) folgt

pm,3 = pm,0 − 1
3

(σm,xx,3 − σm,xx,0)
(

1 + 2 νm

1 − νm

)
. (4.43)

In den fünf Gleichungen (4.41) bis (4.43) gibt es fünf Unbekannte (σm,xx,3, ϱm,3, em,3, vm,s3,
pm,3). Die Größen σm,xx,2, ϱm,2, em,2 und vm,2 sind aus den Berechnungen des vorigen Abschnittes
bekannt. Mit diesen fünf Gleichungen können die fünf unbekannten Größen berechnet werden.

4.5.3 Lösung des Gleichungssystems

Die Lösung für das nichtlineare Gleichungssystem wurde numerisch mit Maple berechnet (An-
hang B.3).
Um die verschiedenen Reflexionsfaktoren in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels vonein-
ander zu unterscheiden, werden folgende Bezeichnungen eingeführt:
Der Reflexionsfaktor der Reflexion der Luftstoßwelle am nachgiebigen Material ist

cr,1 = pa,2 − pa,0
pa,1 − pa,0

. (4.44)

Der Reflexionsfaktor der Reflexion der Stoßwelle im nachgiebigen Material an der Wand ist

cr,2 = −σm,xx,3 − pa,0
−σm,xx,2 − pa,0

. (4.45)

Der gesamte Reflexionsfaktor ist das Verhältnis des Überdruckes −σm,xx,3 − pa,0, der auf die
Wand wirkt, zum einfallenden Überdruck der Luftstoßwelle:

cr,ges = −σm,xx,3 − pa,0
pa,1 − pa,0

= cr,1 cr,2 . (4.46)

Der Faktor cr,ges ist das Produkt aus cr,1 und cr,2. Dieser Faktor ist für die Wand entscheidend,
da er die Belastung auf die Wand beschreibt.
Die Abbildung 4.8 stellt die berechnete Lösung für einfallende Überdrücke im Bereich 0 MPa ≤
pso ≤ 4 MPa dar. Durch die grüne Kurve ist der Reflexionsfaktor cr,1 der Luftstoßwelle am nach-
giebigen Material 3 dargestellt (Abschnitt 4.4). Die rote Kurve gibt den Reflexionsfaktor cr,ges

der reflektierten Stoßwelle an der starren Wand an. Die schwarze Kurve gibt zum Vergleich den
Reflexionsfaktor cr,1 der Luftstoßwelle an der starren Wand ohne einem nachgiebigen Material
davor an.
Es ist zu erkennen, dass die Drücke, die auf die starre Wand wirken, größer sind, wenn das Mate-
rial 3 davor ist, als wenn kein Material davor ist. Der Reflexionsfaktor wird verstärkt. Dies ist der
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Abbildung 4.8: Reflexion der Luftstoßwelle an einem nachgiebigen Material vor einer starren
Wand, Reflexionsfaktoren cr

Effekt, der in Experimenten beobachtet wurde. Wie lässt sich dieser Effekt erklären? Zunächst
erfolgt eine Reflexion der Luftstoßwelle am nachgiebigen Material. Es wird ein Reflexionsfaktor
cr,1 ' 2 erhalten. Die im Feststoff erzeugte Stoßwelle trifft dann auf die starre Wand und wird
dort erneut reflektiert. Der zugehörige Reflexionsfaktor beträgt cr,2 ≥ 2. Der Grenzwert von cr,2

für kleine Überdrücke ist limσm,xx,2→σm,xx,0 cr,2 = 2. Der gesamte Reflexionsfaktor cr wird dann
aus der Multiplikation der einzelnen Reflexionsfaktoren

cr = cr,1 cr,2 (4.47)

erhalten. Insgesamt wird damit ein Reflexionsfaktor erhalten, der größer ist, als wenn die Luft-
stoßwelle direkt auf die starre Wand trifft.
Eine andere Vorstellungsweise der Erhöhung des Reflexionsfaktor im Vergleich zur Reflexion der
Luftstoßwelle direkt an der starren Wand ist folgende: Durch die Verformung des leichten und
weichen Materiales wird Energie von der Luft auf das Material übertragen. Diese übertragene
Energie führt zu einem zusätzlichen dynamischen Druck, der zur Erhöhung des Reflexionsfaktors
führt.
In Abbildung 4.8 ist nur das Ergebnis für das Material 3 vor der starren Wand abgebildet.
Ähnliche Ergebnisse werden auch für Stahl, Glas und Beton und für die Materialien 1 und 2 vor
einer starren Wand erhalten.
Es wurde in diesem Abschnitt gezeigt, dass die Druckerhöhung auf eine starre Wand durch
ein nachgiebiges Material bereits mit relativ einfachen Materialmodellen erklärt werden kann.
Maßgeblich für die Druckerhöhung sind die Dichte und Steifigkeit des Materials. Porosität und
Kompaktion von Schaumstoffen wurden hier nicht berücksichtigt.
Es ist klar, dass die Annahme einer starren Wand eine Idealisierung ist. Bei Experimenten in
Stoßrohren ist die Wand jedoch nicht starr, sondern besteht beispielsweise aus Stahl. Wie sich
dies auf die berechneten Ergebnisse auswirkt, wird im nächsten Abschnitt gezeigt.
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Abbildung 4.9: Reflexion einer Luftstoßwelle an einem nachgiebigen Material vor einer nachgie-
bigen Wand, schematische Darstellung

4.6 Reflexion der Stoßwelle im Feststoff an nachgiebiger Wand

4.6.1 Beschreibung der Problemstellung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde der Einfluss eines nachgiebigen Materials vor einer starren
Wand auf den Reflexionsfaktor untersucht. An dieser Stelle soll nun untersucht werden, ob die
Annahme einer ideal-starren Wand gerechtfertigt ist. In allen bekannten Veröffentlichungen, wie
z. B. [114, 118, 151], wurde bei der analytischen Berechnung von einer starren Wand ausgegangen.
Es ist keine Veröffentlichung bekannt, die bisher diesen Einfluss an einer nachgiebigen Wand
anstatt an einer starren Wand untersucht hat.
Die Abbildung 4.9 stellt schematisch die Konfiguration der Problemstellung dar. Ein nachgie-
biges Material wird direkt vor einer nachgiebigen Wand platziert. Die physikalischen Größen
wie Druck p, Spannung σ, Dichte ϱ, spezifische innere Energie e und Geschwindigkeit v sind im
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Ausgangszustand (0) in den jeweiligen Bereichen konstant. Eine eindimensionale, planare Luft-
stoßwelle bewegt sich in x-Richtung auf das nachgiebige Material zu (Abbildung 4.9 oben). Es
wird hier nur der eindimensionale Fall betrachtet, in y- und z-Richtung ist das Modell unendlich
ausgedehnt. Die physikalischen Größen der einfallenden Luftstoßwelle sind hinter der Stoßfront
(gestrichelte Linie) konstant. Die Luftstoßwelle trifft auf das nachgiebige Material und wird
reflektiert (Abbildung 4.9 Mitte). Dadurch wird im nachgiebigen Material eine Stoßwelle einge-
leitet. Diese Stoßwelle trifft auf die nachgiebige Wand und wird dort reflektiert (Abbildung 4.9
unten).
Im Abschnitt 4.4 wurde die Reflexion der Luftstoßwelle am nachgiebigen Material bereits be-
rechnet. Die Größen des Zustandes (2) sind somit bekannt. Es werden nun die Größen des
Zustandes (3) gesucht.

4.6.2 Aufstellen der Gleichungen

Für die Berechnung der Reflexion der Stoßwelle im nachgiebigen Material an der nachgiebigen
Wand werden die Erhaltungsgleichungen für Masse, Impuls und Energie aufgestellt:

ϱm,2 (vm,s3 + vm,2) = ϱm,3 (vm,s3 + vm,3)

ϱw,0 vw,s3 = ϱw,3 (vw,s3 − vw,3)

ϱm,2 (vm,s3 + vm,2) vm,2 = − (σm,xx,3 − σm,xx,2) + ϱm,2 (vm,s3 + vm,2) vm,3

ϱw,3 (vw,s3 − vw,3) vw,3 = − (σw,xx,3 − σw,xx,0)

− (σm,xx,2 vm,2 − σm,xx,3 vm,3) = ϱm,2 (vm,s3 + vm,2)
(
em,3 − em,2 + 1

2

(
v2

m,3 − v2
m,2

))
−σm,xx,3 vm,3 = ϱw,0 vw,s3

(
ew,3 − ew,0 + 1

2
v2

w,3

)
. (4.48)

An der Grenze zwischen dem nachgiebigen Material und der nachgiebigen Wand gelten die
Bedingungen

vm,3 = vw,3 = v3 (4.49)

und

σm,xx,3 = σw,xx,3 . (4.50)

Die Zustandsgleichungen sind gemäß Gleichung (4.1)

pm,3 = K1,m µm,3 +K2,m µ2
m,3 +K3,m µ3

m,3 + (B0,m +B1,m µm,3) ϱm,0 em,3 und

pw,3 = K1,m µw,3 +K2,m µ2
w,3 +K3,m µ3

w,3 + (B0,m +B1,m µw,3) ϱw,0 ew,3 (4.51)

mit µm,3 = ϱm,3/ϱm,0 − 1 und µw,3 = ϱw,3/ϱw,0 − 1. Aus Gleichung (4.30) folgen

pm,3 = pm,0 − 1
3

(σm,xx,3 − σm,xx,0)
(

1 + 2 νm

1 − νm

)
und

pw,3 = pw,0 − 1
3

(σw,xx,3 − σw,xx,0)
(

1 + 2 νw

1 − νw

)
. (4.52)
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Abbildung 4.10: Reflexion einer Luftstoßwelle an einem nachgiebigen Material vor einer nach-
giebigen Wand, Reflexionsfaktoren cr

Insgesamt gibt es zwölf Unbekannte, nämlich σm,xx,3, ϱm,3, em,3, vm,3, vm,s3, pm,3, σw,xx,3, ϱw,3,
ew,3, vw,3, vw,s3 und pw,3. Diese zwölf Unbekannten können mit den zwölf Gleichungen (4.48) bis
(4.52) berechnet werden.

4.6.3 Lösung des Gleichungssystems

Die Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems erfolgte mit Maple (Anhang B.4).
Die Abbildung 4.10 stellt die berechneten Reflexionsfaktoren für die Reflexion einer Luftstoß-
welle mit einfallenden Überdrücken im Bereich von 0 MPa ≤ pso ≤ 4 MPa an einer Wand mit
und ohne nachgiebigem Material davor dar. Die schwarze Kurve gibt den Reflexionsfaktor cr,1

für die Reflexion einer Luftstoßwelle an einer starren Oberfläche an. Die grüne Kurve stellt
den Reflexionsfaktor cr,1 einer Luftstoßwelle am Material 3 dar. Die rote Kurve ist der Refle-
xionsfaktor cr,ges an einer starren Wand mit dem Material 3 davor. Die blaue Kurve stellt den
Reflexionsfaktor cr,ges an einer Wand aus Stahl mit dem Material 3 davor dar.
In dem Abschnitt 4.4 wurde gezeigt, dass bei der Reflexion von Luftstoßwellen an Stahl nä-
herungsweise der Stahl als starr angenommen werden kann. Die Abweichungen betrugen bei
einem einfallenden Überdruck von pso = 4 MPa lediglich 0,056 % (Tabelle 4.2). In dem hier be-
trachteten Fall mit einem leichten, weichen Material vor einer Wand ist cr,ges bei einer starren
Wand (rote Kurve) bei pso = 4 MPa ungefähr 34 % größer als bei der genaueren Betrachtung
mit einer Wand aus Stahl (blaue Kurve). Der Stahl sollte demzufolge nicht bedenkenlos als starr
angenommen werden, da die Abweichungen relativ groß sind.
Die Annahme eines starren Materials für den Stahl bei einem leichten, weichen Material davor
liefert zwar zu große reflektierte Überdrücke im untersuchten Ferndetonationsbereich, diese lie-
gen jedoch für die Bemessung von Baustrukturen auf der sicheren Seite. Für die Bemessung einer
Baustruktur gegen Explosionen ist diese Annahme also zulässig. Wenn jedoch Experimente im



94 KAPITEL 4. DER EINFLUSS NACHGIEBIGER MATERIALIEN AUF DEN REFLEXIONSFAKTOR

0

c
r,ges

ρ
m,0 [kg/m ]3

7

8

4000 8000

9

10

11

(c)

(b)

(a) 0,004 kg/m3 ≤ ϱm,0 ≤
7850 kg/m3

c
r,ges

ρ
m,0 [kg/m ]3

7,0922925
7840 78507845

7,0922930

7,0922945

7,0922935

7,0922940

(b) 7840 kg/m3 ≤ ϱm,0 ≤
7850 kg/m3

c
r,ges

ρ
m,0 [kg/m ]3

7

8

5 20

9

10

11

10 150

(c) 0,004 kg/m3 ≤ ϱm,0 ≤
20 kg/m3

Abbildung 4.11: Reflexion einer Luftstoßwelle an einem nachgiebigen Material vor einer nach-
giebigen Wand, Einfluss der Dichte des nachgiebigen Materials ϱm,0

Stoßrohr numerisch oder analytisch berechnet werden, dann sollte diese Annahme einer starren
Wand nicht mehr verwendet werden. Je nach Anwendungsbereich muss entschieden werden, ob
die Annahme zulässig ist oder nicht.

4.6.4 Untersuchung des Einflusses der Materialparameter

Einfluss der Dichte

Auf den Reflexionsfaktor cr,1 von Luftstoßwellen an nachgiebigen Materialien haben Dichte und
Steifigkeit der Materialien einen maßgebenden Einfluss (Abschnitt 4.4). Der Einfluss von Dichte
und Steifigkeit eines Materials vor einer Wand aus Stahl auf den Reflexionsfaktor cr,ges wird im
Folgenden untersucht.
Die Abbildung 4.11 stellt den Reflexionsfaktor cr,ges bei der Reflexion einer Luftstoßwelle an
einem Feststoff vor einer Wand aus Stahl dar. Der Feststoff besitzt die gleichen Materialeigen-
schaften wie der Stahl (Tabelle 4.1), lediglich die Dichte ϱm,0 wird verändert. Der Überdruck
der einfallenden Luftstoßwelle beträgt pso = 4 MPa. In der linken Abbildung 4.11(a) wird die
Dichte im Bereich 0,01 kg/m3 ≤ ϱm,0 ≤ 7850 kg/m3 = ϱw,0 variiert. Es ist zu erkennen, dass
der Reflexionsfaktor mit abnehmender Dichte nicht kleiner wird – wie es bei der Reflexion an
nachgiebigen Materialien der Fall ist (Abbildung 4.6(a)) – sondern in Teilbereichen ansteigt.
Interessant ist der Bereich 7845 < ϱm,0 ≤ 7850 kg/m3 (Abbildung 4.11(b)). Für ϱm,0 =
7850 kg/m3 entspricht cr,ges exakt dem Reflexionsfaktor cr,1 an Stahl. Von ϱm,0 = 7850 kg/m3

nach ϱm,0 ≈ 7847 kg/m3 verringert sich cr,ges leicht, um erst bei noch kleiner werdenden Dichten
anzusteigen. Diese Verringerung des Reflexionsfaktors ist jedoch zu gering (0,0000054 %), als
dass sie eine baupraktische Relevanz hätte.
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Abbildung 4.12: Reflexion einer Luftstoßwelle an einem nachgiebigen Material vor einer nach-
giebigen Wand, Aufspaltung von cr in cr,1 und cr,2

Bei ϱm,0 ≈ 6 kg/m3 hat die Funktion cr,ges(ϱm,0) ein Maximum von cr,ges ≈ 10,857 (Ab-
bildung 4.11(c)). Bei kleiner werdenden Dichten fällt cr,ges stark ab. Warum fällt cr,ges bei
ϱm,0 / 6 kg/m3 so stark ab? Der Reflexionsfaktor cr,ges setzt sich aus der Reflexion der Luft-
stoßwelle am nachgiebigen Material (cr,1) und aus der Reflexion der Stoßwelle im nachgiebigen
Material an der Stahlwand (cr,2) zusammen (Abbildung 4.12). Der Reflexionsfaktor cr,1 fällt im
Bereich 0,004 ≤ ϱm,0 ≈ 6 kg/m3 stärker, als der Reflexionsfaktor cr,2 ansteigt. Insgesamt fällt
damit auch cr,ges.
Bei ϱm,0 / 0,005 kg/m3 wird der Reflexionsfaktor kleiner als bei der direkten Reflexion an Stahl.
Dennoch ist es fraglich, ob dieser Bereich ausgenutzt werden kann. Denn für das nachgiebige Ma-
terial beträgt der Elastizitätsmodul Em = 210000 N/mm2, die Querverformungszahl νm = 0,28
und der Longitudinalwellenmodul Lm = E (1−ν)

(1+ν) (1−2 ν) ≈ 268466 N/mm2. Bei einer Dichte von

ϱm,0 = 0,005 kg/m3 würde die Longitudinalwellengeschwindigkeit cL,m =
√
L/ϱm,0 ≈ 7 · 106 m/s

betragen. Es ist kein Material bekannt, dass eine solch große Longitudinalwellengeschwindigkeit
im Normzustand besitzt. Das Material mit der größten, bekannten Longitudinalwellengeschwin-
digkeit ist Diamant mit cL ≈ 17000 m/s [115, Tab. 2.2].
Bei noch kleineren Dichten wird, wenn cr,1 = 1 erreicht wird, der Gültigkeitsbereich der aufge-
stellten Gleichungen verlassen. Die Gleichungen wurden für Stoßwellen aufgestellt, jedoch treten
bei cr,1 < 1 nicht nur Stoßwellen, sondern auch Verdünnungswellen auf.

Einfluss des Elastizitätsmoduls

Die Abbildung 4.13 zeigt den berechneten Reflexionsfaktor cr,ges einer Luftstoßwelle an einem
Feststoff vor einer Wand aus Stahl. Der Feststoff besitzt die gleichen Eigenschaften wie Stahl
(Tabelle 4.1), lediglich der Elastizitätsmodul Em wird variiert. Es ist zu erkennen, dass der
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Abbildung 4.13: Reflexion einer Luftstoßwelle an einem nachgiebigen Material vor einer nach-
giebigen Wand, Einfluss des Elastizitätsmoduls Em des nachgiebigen Materials

Reflexionsfaktor stark vom Elastizitätsmodul abhängig ist. Je kleiner der Elastizitätsmodul ist,
d.h. je geringer die Steifigkeit des Materials ist, desto größer wird der Reflexionsfaktor cr,ges.

Einfluss der Querverformungszahl und des Grüneisen-Parameters

Die Abbildung 4.14(a) stellt den Einfluss der Querverformungszahl νm im Bereich 0 ≤ νm <

0,28 dar. Der Einfluss ist relativ gering. Für νm → νw = 0,28 strebt cr,ges gegen cr,1. Für
νm > 0, 28 wird der Gültigkeitsbereich der aufgestellten Erhaltungsgleichungen verlassen. Dann
wird vm,s3 < −vm,3 erhalten, was physikalisch nicht sinnvoll ist.
Der Einfluss des Grüneisen-Parameters Γm auf den Reflexionsfaktor cr,ges ist in dem Bereich
1 ≤ Γm ≤ 3 gering (Abbildung 4.14(b)). Dieser Bereich wurde so gewählt, dass er die in [106,
Table II] angegebenen Grüneisen-Parameter beinhaltet.

4.6.5 Zusammenfassung

Die Auswertungen der Einflüsse der Dichte und des Elastizitätsmoduls waren insgesamt überra-
schend. Es war zwar aus den Veröffentlichungen mit Experimenten an nachgiebigen Materialien
abzusehen, dass der Reflexionsfaktor ungünstig beeinflusst wird, jedoch hatten die Untersuchun-
gen zum Reflexionsfaktor an nachgiebigen Materialien Anlass zur Vermutung gegeben, dass es
Bereiche gibt, in denen der Reflexionsfaktor cr,ges geringer als bei der Reflexion an der starren
Oberfläche ist. Diese Bereiche gibt es zwar auch, jedoch haben die gefundenen Bereiche keinen
praktischen Einfluss.
Die aufgestellten Gleichungen sind nichtlinear und vielschichtig in ihren Lösungen. Für eine voll-
ständige Untersuchung der Einflüsse der Materialparameter müsste der Reflexionsfaktor cr,ges in
Abhängigkeit von ϱm,0, Em, νm, Γm und pso berechnet und dargestellt werden. Insbesondere die
gesamte Darstellung im 6-dimensionalen Raum ist nicht einfach umzusetzen. Deshalb wurde in
diesem Abschnitt jeweils nur ein Materialparameter herausgegriffen, variiert und dessen Einfluss
auf cr,ges dargestellt.
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Abbildung 4.14: Reflexion einer Luftstoßwelle an einem nachgiebigen Material vor einer nach-
giebigen Wand, Einfluss von ν und Γ

Die Lösungen der Gleichungen können mit beliebiger Genauigkeit angegeben werden. Die Er-
gebnisse eignen sich somit als Vergleich für Konvergenzstudien für numerische Untersuchungen.
Für die Belastung auf Bauteile ist nicht nur der Reflexionsfaktor bzw. der reflektierte Spitzen-
überdruck entscheidend, sondern der gesamte Überdruck-Zeit-Verlauf. Die genaue Untersuchung
der Einflüsse der Materialparameter auf den gesamten Überdruck-Zeit-Verlauf ist eine ungelöste
Problemstellung für zukünftige Forschungen. Es kommt dann noch ein weiterer Parameter – der
hier vernachlässigt werden konnte – hinzu: die Dicke des nachgiebigen Materials.
Die Untersuchungen dieses Abschnittes zeigten, dass der reflektierte Spitzenüberdruck durch
nachgiebige Materialien fast nur vergrößert wird. Das lässt die Frage aufkommen, ob nachgiebi-
ge Materialien überhaupt geeignet sind, die Belastung aus Explosionen zu verringern. In diesem
Abschnitt wurden nur elastische Materialien untersucht. Als Schlussfolgerung kommen nur plas-
tisch verformbare Materialien für den Explosionsschutz in Frage. Diese sollen die Energie, die
zusätzlich durch die Nachgiebigkeit der Materialien eingeleitet wurde, absorbieren.
Zusammenfassend lassen sich folgende Punkte festhalten:

• Das Gleichungssystem und die Lösungen sind nichtlinear und vielschichtig.

• Die Lösungen der Gleichungen können als Vergleichswerte für numerische Konvergenzstu-
dien angewendet werden.

• Durch nachgiebige Materialien vor Bauteilen kann der Druck aus der Luftstoßwelle auf
das Bauteil erhöht werden.

• Trotz vereinfachter Materialmodelle konnte das Phänomen der Druckerhöhung aus den
Experimenten gut wiedergegeben werden.
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• Die Annahme einer starren Oberfläche führt bei nachgiebigen Materialien davor zu deut-
lichen Abweichungen. Diese Annahme ist nicht in jedem Fall gerechtfertigt.

4.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde der Einfluss von nachgiebigen Materialien auf den Reflexionsfaktor
bzw. auf den reflektierten Spitzenüberdruck untersucht. Zunächst wurden für die verwendeten
Zustandsgleichungen die Nachweise erbracht, dass die Bedingungen für die Ausbildung von Stö-
ßen erfüllt sind.
Der Reflexionsfaktor wurde für die Reflexion von Luftstoßwellen an nachgiebigen Materiali-
en berechnet. Der Einfluss der Materialparameter auf den Reflexionsfaktor wurde untersucht.
Die meisten Konstruktionsmaterialien, wie Stahl, Beton oder Glas, können für die Bestimmung
des reflektierten Spitzenüberdruckes vereinfachend als starr angenommen werden. Nachgiebige
Materialien mit geringer Dichte und geringer Steifigkeit reduzieren den Reflexionsfaktor. Die
Bauteildicke und die Bauteillagerung beeinflussen den Reflexionsfaktor nicht.
Anschließend wurde berechnet, wie der Druck aus einer Luftstoßwelle auf eine Wand beeinflusst
wird, wenn ein nachgiebiges Material vor der Wand ist. Zunächst wurde die Wand als starr
angenommen. Der Druck auf die Wand ist größer, wenn ein nachgiebiges Material vor der Wand
ist, als wenn die Luftstoßwelle direkt auf die Wand trifft. In einem weiteren Schritt wurden die
Materialeigenschaften der Wand berücksichtigt. Wenn die Wand als starr angenommen wird,
dann werden deutlich größere Drücke an der Wand erhalten, als wenn die Materialeigenschaften
der Wand erfasst werden. Der Einfluss der Materialparameter auf die Drücke an der Wand wurde
untersucht. Den größten Einfluss besitzen Dichte und Steifigkeit des nachgiebigen Materials. Es
gibt zwar Bereiche für die Dichte des nachgiebigen Materials, bei denen der Reflexionsfaktor im
Vergleich zur Reflexion an der Wand ohne dem nachgiebigen Material reduziert wird, jedoch
haben diese Bereiche keine baupraktische Relevanz.
Für die Berechnungen des Reflexionsfaktors wurden die Erhaltungsgleichungen aufgestellt und
gelöst. Die Ergebnisse lassen sich mit beliebiger Genauigkeit angeben. Sie können damit als
Vergleichswerte für numerische Konvergenzstudien angewendet werden.
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Kapitel 5

Analytische Lösungen zu
Luftstoßwellen

5.1 Einleitung

Im Kapitel 4 wurde der Einfluss von Materialeigenschaften auf den Reflexionsfaktor bzw. den
reflektierten Spitzenüberdruck untersucht. Für die Belastung einer Baustruktur ist jedoch nicht
allein der reflektierte Spitzenüberdruck maßgebend, sondern der gesamte (Über-)Druck-Zeit-
Verlauf. Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, eine analytische Lösung für den reflektierten
Überdruck-Zeit-Verlauf zu finden, um den Einfluss der Materialeigenschaften zu beschreiben.

Das Ziel wurde aufgrund der Schwierigkeit der Problemstellung zwar nicht vollständig erreicht,
der aktuelle Stand der Arbeit wird hier aber dennoch vorgestellt. Dieses Kapitel kann mögli-
cherweise dem einen oder anderen Leser interessante Anregungen geben.

5.2 Stoßrohr mit abschließender Wand

Dieser Abschnitt baut auf das Riemann-Problem aus dem Abschnitt 3.9.4 auf. Beim Riemann-
Problem wird ein eindimensionaler Bereich −∞ < x < ∞ betrachtet. Zum Anfangszeitpunkt
befindet sich ein Gas mit konstanten Eigenschaften im Bereich x ≤ 0. Ein weiteres Gas mit
anderen, konstanten Eigenschaften befindet sich im Bereich x > 0. Grundsätzlich können in den
beiden Bereichen zwei verschiedene Gase sein, wie z. B. Helium und Luft. Im Folgenden wird
jedoch nur ein Gas betrachtet, das sich in den beiden Bereichen lediglich durch die gegebenen
Anfangswerte bezüglich der Zustandsgrößen unterscheidet.

Anders als beim Riemann-Problem, wird in diesem Abschnitt ein Problem betrachtet, bei dem
sich an der Stelle x1 < 0 ein abschließende, starre Wand befindet. Diese Problemstellung ist
gleichbedeutend mit dem Fall, bei dem das System in positiver und in negativer x-Richtung
unendlich ausgedehnt ist, wobei Spiegelsymmetrie zu x1 besteht.
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Abbildung 5.1: Geschlossenes Stoßrohr, Konfiguration zur Zeit t = 0

5.2.1 Problembeschreibung

Es wird die Konfiguration in einem geschlossenen Stoßrohr (closed shock tube [178]) zur Zeit t = 0
betrachtet (Abbildung 5.1). Im Gegensatz zu dem in Abschnitt 3.9.4 betrachteten Problem, das
sich auf −∞ < x < ∞ erstreckte, wird hier das Gebiet durch eine starre Wand bei x1 = −40
begrenzt. Im gesamten Stoßrohr befindet sich ein Gas mit einem Isentropenexponenten γ = 7

5 .
Die Zustandsgrößen Druck p(x, t), Dichte ϱ(x, t) und spezifische innere Energie e(x, t) sind in
den Bereichen (0) und (4) jeweils konstant. Die Bezeichnung (4) wurde in Anlehnung an den
Abschnitt 3.9.4 gewählt. Der Druck und die Dichte des Gases sind im Bereich (4) größer als im
Bereich (0) (Tabelle 5.1). Die Geschwindigkeit v(x, t) ist zur Zeit t = 0 überall gleich Null.

Tabelle 5.1: Eigenschaften der Gase zur Zeit t = 0
Eigenschaft Bereich (4): −40 < x ≤ 0 Bereich (0): x > 0

Isentropenexponent γ γ = 7
5 γ = 7

5
Dichte ϱ ϱ4 = 1

100 ϱ0 = 1225
1000000

spezifische innere Energie e e4 = 250000 e0 = 206800
Druck p = (γ − 1) ϱ e p4 = 1000 p0 = 101332

1000
Geschwindigkeit v v4 = 0 v0 = 0

Maßeinheiten werden hier nicht berücksichtigt – es wird ein rein mathematisches Problem be-
trachtet. Das System wird durch die Differentialgleichungen

∂ϱ

∂t
+ ∂(ϱ v)

∂x
= 0

∂(ϱ v)
∂t

+ ∂(ϱ v2)
∂x

+ ∂p

∂x
= 0

∂
(

1
2 ϱ v

2 + e ϱ
)

∂t
+
∂
((

1
2 ϱ v

2 + e ϱ
)
v
)

∂x
+ ∂(p v)

∂x
= 0 (5.1)

für die Erhaltung von Masse, Impuls und Energie und die Zustandsgleichung

p = (γ − 1) ϱ e (5.2)
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Abbildung 5.2: Lagrange-Diagramm, Bereiche (0) bis (5)

beschrieben.
Der Druck p(x, t) wird gesucht.

5.2.2 Problemlösung für die Bereiche (1) bis (3)

In realen Stoßrohren werden die Gase mit unterschiedlichen Eigenschaften durch eine Membran
getrennt. Durch das Zerstören der Membran wird die Ausbildung der Stoßwelle ermöglicht. Die
Membran wird hier nicht explizit behandelt, sondern es wird von der idealisierten Ausgangskon-
figuration in Abbildung 5.1 ausgegangen.
Zur Zeit t = 0 beginnt eine Stoßfront sich nach rechts zu bewegen. Diese Stoßfront ist durch
die Grenze zwischen den Bereichen (0) und (1) im sogenannten Lagrange-Diagramm in Abbil-
dung 5.2 gekennzeichnet. Die Grenze zwischen den Bereichen (1) und (2) bildet die Kontaktdis-
kontinuität zwischen den Gasen, die sich zur Zeit t = 0 in den Bereichen (0) bzw. (4) befanden.
In den Bereichen (1) und (2) sind die Geschwindigkeiten und die Drücke gleich. Die Dichten
und die spezifischen inneren Energien sind im Allgemeinen unterschiedlich, so wie in diesem
Beispiel. In den Bereich x < 0 (ursprünglich Bereich (4)) bewegt sich eine Verdünnungswelle (3)
hinein. Das linke Ende der Verdünnungswelle breitet sich mit der Schallgeschwindigkeit des Be-
reiches (4) nach links aus. Die Bereiche (0) bis (4) entsprechen den Bereichen (0) bis (4) aus dem
Abschnitt 3.9.4. Wenn die Verdünnungswelle an der starren Wand bei x1 = −40 reflektiert wird,
dann entsteht der Bereich (5). Dieser Bereich wird als nonsimple wave region bezeichnet [36].
Die Tabelle 5.2 gibt einen Überblick über die Bereiche.
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Tabelle 5.2: Übersicht der Bereiche (0) bis (5)

Bereich Beschreibung Eigenschaften

(0) gegebene Anfangswerte Größen sind gegeben und konstant
(1) konstante Strömung Größen sind konstant
(2) konstante Strömung Größen sind konstant
(3) zentrierte Verdünnungswelle Größen sind abhängig von x, t

(4) gegebene Anfangswerte Größen sind gegeben und konstant
(5) reflektierte Verdünnungswelle Größen sind abhängig von x, t

Die Lösung der Bereiche (1) bis (3) (Abbildung 5.2) erfolgt auf dem Weg, wie er in Abschnitt 3.9.4
beschrieben wurde. Die Zustandsgrößen für die Bereiche (1) und (2) können mit den Gleichungen
(3.92) bis (3.99) berechnet werden. Mit diesen Gleichungen werden die konstanten Werte

p1 = p2 = 302,595 . . .

ϱ1 = 0,00257878 . . .

e1 = 293350,7 . . .

v1 = v2 = 293,684 . . .

ϱ2 = 0,00425781 . . .

e2 = 177670,2 . . . (5.3)

erhalten.
Der Bereich (3) wird mittels der Gleichungen (3.102) und (3.107) vollständig beschrieben:

v3(x, t) = 5
6
x

t
+ 250

3
√

14

c3(x, t) = −1
6
x

t
+ 250

3
√

14

A = p4
ϱ4γ

ϱ3(x, t) =
(

(c3(x, t))2

γ A

) 1
γ−1

p3(x, t) = A (ϱ3(x, t))γ

e3(x, t) = p3(x, t)
(γ − 1) ϱ3(x, t)

. (5.4)

Die abschließende, linke Wand des Stoßrohres an der Stelle x1 = −40 wird von der Verdünnungs-
welle zur Zeit

t1 = −x1
c4

= − −40√
7
5

1000
1/100

=
√

14
35

= 0,106904 . . . (5.5)

erreicht (Schnittpunkt S1(x1, t1) in Abbildung 5.2).
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Die Grenze x35(t) von Bereich (5) zu Bereich (3) wird durch die Charakteristik

C3+ : dx35(t)
dt

= v3(x35(t), t) + c3(x35(t), t) (5.6)

beschrieben (Abschnitt 3.9.4). Daraus wird mit (5.4):

dx35(t)
dt

= 2
3
x35(t)
t

+ 500
3

√
14 ,

x35(t) = 500
√

14 t+ C35 t
2/3 . (5.7)

Mit der Randbedingung x35(t1) = x1 wird C35 berechnet:

x1 = 500
√

14 t1 + C35 t1
2/3 ,

C35 = x1 − 500
√

14 t1
t12/3 = −120

7
4902/3 . (5.8)

Damit ergibt sich die Gleichung

x35(t) = 500
√

14 t− 120
7

4902/3 t2/3 (5.9)

für die Grenze zwischen den Bereichen (3) und (5).
Der Punkt, an dem die Bereiche (2), (3) und (5) zusammen treffen, wird mit S2(x2, t2) bezeichnet
(Abbildung 5.2). Dabei sind t2 = 0,178436 . . . und x2 = −3,87999 . . . .

5.2.3 Problemlösung für den Bereich (5)

Die Lösung für den Bereich (5) ist deutlich komplizierter als die soeben beschriebene Lösung für
den Bereich (3). Denn im Bereich (3) sind die C−-Charakteristiken gerade, im Bereich (5) sind
sowohl die C+- als auch die C−-Charakteristiken gekrümmt. Während der Arbeit an dieser Dis-
sertation habe ich verschiedene Wege versucht, eine Lösung für diesen Bereich zu finden, jedoch
zunächst ohne Erfolg. Beispielsweise ging ich von der Vermutung aus, die Geschwindigkeit v5 sei
linear von x abhängig, so wie im Bereich (3). Diese Vermutung wurde zunächst durch Ergebnisse
numerischer Berechnungen gestützt, bei denen der v5-x-Verlauf scheinbar linear aussah, so wie
es scheinbar auch in Abbildung 5.3 der Fall ist. Bei meinen analytischen Berechnungen, die auf
dieser Vermutung basierten, traten jedoch Widersprüche in den Ergebnissen auf, so dass diese
Vermutung falsch sein muss. Da die Vermutung falsch ist, wird dieser Ansatz hier nicht weiter
betrachtet.
Im Jahr 2010 veröffentlichte Witteveen die Arbeit [178], in der er numerisch eine Lösung
für das geschlossene Stoßrohr (closed shock tube) berechnet. Auf Nachfrage teilte er mir mit,
dass eine analytische Lösung für den Bereich (5) von Emanuel in [36] beschrieben wird. Dieser
Bereich wird in [36] als nonsimple wave region bezeichnet. Die Lösung von Emanuel beruht
teilweise auf der Arbeit [91] von Landau & Lifshitz.
Die folgende Lösung baut auf die von Emanuel beschriebene analytische Lösung auf. Die Lösung
von Emanuel wird hier nicht nicht im Einzelnen wiedergegeben, da sie zu umfangreich ist. An
relevanten Stellen wird auf Emanuel [36] verwiesen.
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Es wird zunächst der Parameter

n = 1
2

3 − γ

γ − 1
(5.10)

[36, Gl. (12.193)] eingeführt. Für γ = 7/5 = 1,4 wird n = 2 erhalten. Mit n = 2 und der
Gleichung [36, (12.255)] wird die Riemann-Funktion

R2(x, y; ξ, η) =
(
y − x

η − ξ

)2 [
1 − 2 (x− ξ) (y − η)

(η − ξ) (y − x)

]
(5.11)

[36, Gl. (12.258c)] erhalten. Dabei sind ξ und η die Riemann-Invarianten, die im Abschnitt 3.9.4
mit Γ+ und Γ− bezeichnet wurden. Um diese Berechnung anhand [36] einfach nachvollziehen
zu können, wurden die Bezeichnungen von Emanuel [36] übernommen. Mit der Gleichung [36,
(12.274)] wird die abhängige Variable ψ2 zu

ψ2(ξ, η) = −
∫ η

−(2 n+1)
R2(−y, y; ξ, η)dy

= −η4 − 2 ξ η3 − 625 + 50 ξ η
(η − ξ)3 (5.12)

erhalten. Die Funktion ψ2(ξ, η) wird mit

ξ = w + (2 (2n+ 1)h)
1
2

η = w − (2 (2n+ 1)h)
1
2 (5.13)

[36, Gl. (12.194)] in ψ2(w, h) überführt:

ψ2(w, h) = −

(
625 − 50w2 + 500h+ w4 − 60w2h+ 80w

√
10h3/2 − 300h2

)√
10

800h3/2 . (5.14)

Dabei sind w = v5/c4 die dimensionslose Geschwindigkeit und h = c2
5

γ−1
1
c2

4
die dimensionslose

Enthalpie.
Die dimensionslose Zeit τ = t/t1 und die dimensionslose Koordinate X = x/x1 werden mit der
Gleichung [36, (12.178b)] zu

τ = ∂ψ2(w, h)
∂h

=
√

10
1600

500h− 60w2 h+ 300h2 + 1875 − 150w2 + 3w4

h5/2

X = w
∂ψ2(w, h)

∂h
− ∂ψ2(w, h)

∂w

=
√

10
1600

300wh− 52w3 h+ 60wh2 + 1875w − 150w3 + 3w5 + 160h5/2 √
10

h5/2 (5.15)

bestimmt.
Für den Druck p5 im Bereich (5) folgt nun aus Gleichung [36, (12.212)]:

p5 = p4

( 2h
2n+ 1

) 2 n+3
2

= p4

(2h
5

) 7
2

. (5.16)
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Abbildung 5.3: Druck p(x, t) und Geschwindigkeit v(x, t) zur Zeit t = 0,15

Mit den Gleichungen (5.15) und (5.16) ist die Lösung prinzipiell bekannt. Der p-x-Verlauf und
der v-x-Verlauf sind in der Abbildung 5.3 für die Zeit t = 0,15 dargestellt. Die Berechnung
erfolgte mit Maple. Sie ist im Anhang C angegeben.

5.2.4 Problemlösung für den Bereich (6)

Das Lagrange-Diagramm in Abbildung 5.4 stellt die Bereiche wie in Abbildung 5.2 dar, geht
jedoch über die Zeit t2 hinaus.

Der Bereich (5) in Abbildung 5.4 wird für t ≥ t2 durch die C−-Charakteristik, die vom
Punkt (x2, t2) ausgeht, begrenzt. Diese Charakteristik trifft zur Zeit t3 auf die starre Wand bei
x1 = −40. Oberhalb von (x1, t3) liegt der Bereich (6). Zwischen den Bereichen (2) und (6) liegt
der Bereich (7). Die Bereiche (2) und (7) bzw. (6) und (7) werden durch die C+-Charakteristiken,
die von (x2, t2) bzw. (x1, t3) ausgehen, getrennt. Die gestrichelten Linien in Abbildung 5.4 stellen
die Grenzen von weiteren Bereichen dar. Diese Grenzen wurden im Rahmen dieser Arbeit nicht
berechnet und werden deshalb durch die gestrichelten Linien nur angedeutet.

Im Bereich (6) ist das Gas in Ruhe (v6 = 0) [36]. Mit v6 = 0 kann die Schallgeschwindigkeit c6

über die Riemann-Invariante Γ− (Gleichung (3.91)) bestimmt werden:

Γ− = v2 − 2
γ − 1

c2 = v6 − 2
γ − 1

c6 ,

c6 = c2 − γ − 1
2

v2 . (5.17)
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Abbildung 5.4: Lagrange-Diagramm, Bereiche (0) bis (7)

Damit lassen sich die Größen des Bereiches (6) zu

c6 = 256,6919 . . .

A = p4
ϱ4γ

ϱ6 =
(
c6

2

γ A

) 1
γ−1

= 0,001519641 . . .

p6 = Aϱ6
γ = 71,52168 . . .

e6 = p6
(γ − 1) ϱ6

= 117662,0 . . . (5.18)

ermitteln.
Die Zeit t3, zu der die Bereiche (5) und (6) zusammentreffen, wird mit

h56 = 5
2

(
p6
p4

) 2
7

τ56 =
√

2
1600

500h56 + 1875 + 300h2
56

h
5/2
56

(5.19)

zu

t3 = τ56
t1

= 0,405016 . . . (5.20)

berechnet.
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5.2.5 Bereich (7)

Emanuel beschrieb in [36] die Lösung für Bereich (5). Für Bereich (7) gab er an, dass dies wieder
eine einfache Welle (simple wave region) ist, jedoch keine zentrierte Verdünnungswelle (centered
rarefaction wave) sondern eine nichtzentrierte Verdünnungswelle (noncentered rarefaction wave,
beschreibbar durch einen beschleunigten Kolben). Für den Bereich (7) wurde in dieser Arbeit
keine Lösung ermittelt, da die Geschwindigkeit auf der C−-Charakteristik zwar für einzelne
Punkte angegeben werden kann (Anhang C), jedoch keine geschlossene Lösung gefunden wurde.

5.2.6 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt 5.2 wurde die analytische Lösung für die Reflexion der Verdünnungswelle
bei einem Stoßrohr mit abschließender Wand vorgestellt. Bei der Reflexion der Verdünnungs-
welle tritt eine nonsimple wave region auf, deren Lösung von Emanuel beschrieben wurde. Die
analytische Lösung brachte zwar keine wesentlichen neuen Erkenntnisse, sie wurde trotzdem in
diese Arbeit mit aufgenommen. Erstens, weil sie sehr lehrreich zum Verständnis der Lösung
solcher Probleme ist. Zweitens, weil die analytische Lösung nicht allgemein bekannt ist und sie
möglicherweise dem einen oder anderen Leser dieser Arbeit hilfreich ist.
In der Abbildung 5.4 ist erkennbar, dass die Lösung für die Problemstellung durch die Ausbildung
einer Vielzahl von Bereichen kompliziert wird. Um die Anzahl der Bereiche zu reduzieren, wird
im folgenden Abschnitt 5.3 eine Problemstellung vorgestellt, bei der sich eine Luftstoßwelle
ausbildet, ohne dass so viele Bereiche auftreten.

5.3 Konstruktion einer einfachen Stoßwelle

Um dem Ziel näherzukommen, eine analytische Lösung für die Reflexion einer Luftstoßwelle
an einem nachgiebigen Material zu finden, wird in diesem Abschnitt eine relativ einfache Stoß-
welle beschrieben. Die Stoßwelle besitzt, um das Problem nicht zu kompliziert zu haben, keine
Sogphase.

Tabelle 5.3: Eigenschaften der Gase zur Zeit t = 0
Eigenschaft Bereich (0): x > 40 Bereich (1): 0 <= x <= x1 = 40

Isentropenexponent γ γ = 7/5 γ = 7/5
Dichte ϱ ϱ0 = 1225

1000000 aus Sprungbedingungen
spezifische innere Energie e e0 = 206800 aus Sprungbedingungen
Druck p = (γ − 1) ϱ e p0 = 101332

1000 p1 = 4000
Geschwindigkeit v v0 = 0 aus Sprungbedingungen

In Anlehnung an das Riemann-Problem (Abschnitt 3.9.4) wird von zwei Gasen mit konstanten
Zuständen zur Zeit t = 0 ausgegangen. Der Ausgangszustand wird durch die Werte in Ta-
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Abbildung 5.5: Lagrange-Diagramm (oben), p-x-Verlauf (unten)

belle 5.3 beschrieben. Es wird im Folgenden ohne Maßeinheiten gerechnet – es wird ein rein
mathematisches Problem betrachtet (Anmerkung zur Abbildung 5.8). Bei x = 0 befindet sich
eine starre Wand. Das System wird durch die partiellen Differentialgleichungen (5.1) und die
Zustandsgleichung (5.2) beschrieben.
Die Größen v1, ϱ1 und e1 werden mit den Sprungbedingungen (3.69) bis (3.71) an der Stoßfront
(Rankine-Hugoniot-Gleichungen) und der Zustandsgleichung (3.67) berechnet:

ϱ1 = ϱ0
p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)
p0 (γ + 1) + p1 (γ − 1)

= 0,006407157 . . .

e1 = p1
(γ − 1) ϱ1

= 1560754,4 . . .

c1 =
√
γ
p1
ϱ1

= 934,8917 . . .

v1 =

√
2 (p1 − p0)2

ϱ0 [p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)]
= 1604,400 . . .

vs1 =
√
p0 (γ − 1) + p1 (γ + 1)

2 ϱ0
= 1983,661 . . . . (5.21)

Dabei ist vs1 die Stoßwellengeschwindigkeit.
Die Abbildung 5.5 zeigt im Lagrange-Diagramm (oben) die Bereiche der Stoßwelle. In der Ab-
bildung unten ist zum besseren Verständnis ein zugehöriger p-x-Verlauf dargestellt. Rote Zahlen
in Klammern bezeichnen die einzelnen Bereiche. Im Bereich (0) befindet sich das Gas im Aus-
gangszustand gemäß Tabelle 5.3. Im Bereich (1) hat das Gas den gegebenen Druck p1 und die
aus den Sprungbedingungen berechneten Zustandsgrößen. Das Gas bewegt sich mit konstanter
Geschwindigkeit v1. Im Bereich (2) ist die Geschwindigkeit gleich Null (v2 = 0) aufgrund der
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Randbedingung der starren Wand. Im Bereich (3) tritt eine Verdünnungswelle auf, die die Be-
reiche (1) und (2) verbindet. Im Bereich (3) sind die C3+-Charakteristiken Geraden, die sich im
Punkt (x = 0, t = 0) schneiden. Man spricht deshalb von einer zentrierten Verdünnungswelle
(centered rarefaction wave, [36, Abbildung 12.11(a)]).

5.3.1 Problemlösung für den Bereich (2)

Im Bereich (2) lässt sich mit der Riemann-Invariante Γ− (Gleichung (3.91)) und mit der Rand-
bedingung v2 = 0 die Schallgeschwindigkeit c2 im Bereich (2) zu

Γ− = v2 − 2
γ − 1

c2 = v1 − 2
γ − 1

c1 (5.22)

c2 = c1 − γ − 1
2

v1 (5.23)

berechnen. Mit
p1
ϱ1γ

= p2
ϱ2γ

c2 =
√
γ
p2
ϱ2

e2 = p2
(γ − 1) ϱ2

(5.24)

werden

ϱ2 =
(
c2

2 ϱ1
γ

γ p1

) 1
γ−1

= 0,0007829644 . . .

p2 = c2
2

γ
ϱ2 = 210,8469 . . .

e2 = 673232,7 . . . (5.25)

für den Bereich (2) erhalten.

5.3.2 Problemlösung für den Bereich (3)

Aus der Charakteristik

C3+ : v3 + c3 = x

t
(5.26)

und der Riemann-Invarianten

Γ3− = v3 − 2
γ − 1

c3 = v1 − 2
γ − 1

c1 (5.27)

und der Gleichung (5.23) werden

v3 = v1
(c1 + v1 − c2) t

(x− c2 t) (5.28)

c3 = x

t
− v3 (5.29)
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Abbildung 5.6: Druckverlauf p(x, t) zur Zeit t = t2 = 0,07199 . . .

erhalten. Da in der Verdünnungswelle eine isentrope Zustandsänderung stattfindet, lässt sich die
Konstante

A = p1
ϱ1γ

(5.30)

bestimmen. Mit der Konstanten A können die Zustandsgrößen

ϱ3 =
(
c3

2

γ A

) 1
γ−1

(5.31)

p3 = Aϱ3
γ (5.32)

e3 = p3
(γ − 1) ϱ3

(5.33)

in der Verdünnungswelle angegeben werden.
Zur Zeit t2 = x1

c1+v1−vs
= 0,07199 . . . treffen die Verdünnungswelle und die Stoßfront am Ort

x2 = x1 + vs1 t2 = 182,804... zusammen (Abbildung 5.5). Mit den ermittelten Gleichungen ist
der Verlauf der Stoßwelle im Zeitbereich 0 ≤ t ≤ t2 bestimmt. Die Abbildung 5.6 stellt den
Druckverlauf p(x, t) zur Zeit t = t2 dar. Der Druckverlauf p3(x, t) zur Zeit t2 wird durch ein
Polynom 7. Grades beschrieben. Der Druck p3(x, t) fällt in der Verdünnungswelle bis auf den
Druck p2. Interessant ist, dass der Druck in der Verdünnungswelle auf nahezu Umgebungsluft-
druck p0 fällt, aber nicht vollständig, sondern etwas größer als der Umgebungsluftdruck bleibt
(p2 > p0). Die Differenz p2 − p0 ist abhängig vom Spitzendruck p1. Die Erklärung dafür ist,
dass beim Sprung über die Stoßfront eine Entropieerhöhung stattfindet. Dadurch herrscht im
Bereich (2) ein etwas höherer Druck als im Bereich (0).

5.3.3 Problemlösung für den Bereich (4)

Nach dem Zusammentreffen der Verdünnungswelle des Bereiches (3) mit der Stoßfront, entsteht
ein weiterer Bereich (4) aus der Interaktion der Verdünnungswelle mit der Stoßfront (Abbil-
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dung 5.7). Bisher konnte ich keine exakte, analytische Lösung für diesen Bereich ermitteln.
Probleme, die bei der Lösung dieses Bereiches auftreten, sind:

1. Der Bereich (4) ist zwar isentrop, aber nicht homentrop. Homentrop bedeutet, dass die
Entropie sowohl zeitlich als auch räumlich gleich verteilt ist. In dem Bereich (4) ist die
Entropie aber nicht räumlich gleich verteilt. Da der Bereich nicht homentrop ist, kann der
Lösungsweg nach [36] aus Abschnitt 5.2.3 nicht angewendet werden.

2. An der Stoßfront sind die Zustandsgrößen nicht konstant wie im Bereich (1), sondern
veränderlich. Damit wird die Beschreibung der Grenze des Bereiches (4) zum Bereich (0)
komplizierter.

Die analytische Lösung für diesen Bereich ist ein mögliches Ziel für zukünftige Forschungsarbei-
ten.

5.3.4 Vergleich der analytischen Lösung mit numerischen Berechnungen

Die analytischen Berechnungen haben den Vorteil, dass sie als Referenz für Konvergenzstudien
numerischer Berechnungen herangezogen werden können. In diesem Abschnitt wird die analy-
tische Lösung der Problemstellung (Tabelle 5.3) mit numerischen Ergebnissen verglichen. Die
numerischen Berechnungen wurden mit Autodyn Version 12.1 [23] durchgeführt. Für die Be-
rechnungen wurden die Lösungsverfahren Euler-Godunov (Abschnitt 3.10.3) und Euler-FCT
(Abschnitt 3.10.4) in der dreidimensionalen Variante verwendet.
Der Bereich 0 ≤ x ≤ 480 wurde mit Zellen verschiedener Zelllängen ∆L im Bereich 0,1 ≤ ∆L ≤
40 modelliert. In y- und z-Richtung wurde nur eine Zelle modelliert. Es wurde ohne flow out-
Randbedingungen gerechnet, d.h. die Ränder sind starre Oberflächen. Die Zellen wurden mit den
Werten aus Tabelle 5.3 gefüllt. Die Berechnung wurde bis zur Zeit t3 = 0,202935 durchgeführt.
An der Stelle x2 = 182,804274 wurde ein Messpunkt (gauge) eingefügt, an dem der Druck-Zeit-
Verlauf ausgewertet wurde.
Es bedarf an dieser Stelle noch einer Erklärung, warum für den Ort x2 die analytische Lösung
für den Zeitbereich 0 ≤ t ≤ t3 bekannt ist: Für die Bereiche (0) und (1) sind die Anfangswerte
gegeben. Die Werte für die Bereiche (2) und (3) wurden in den vorigen Abschnitten berechnet.
Die Lage der einzelnen Bereiche ist im Lagrange-Diagramm in Abbildung 5.7 gekennzeichnet.
Die Grenze zwischen den Bereichen (3) und (4) wird durch die Charakteristik

C3− : dx34(t)
dt

= v3(x34(t), t) − c3(x34(t), t) (5.34)

beschrieben (Abschnitt 3.9.4). Da in (x2, t2) die Geschwindigkeit v3 größer als die Schallgeschwin-
digkeit c3 ist, verläuft die Charakteristik C3− von (x2, t2) zunächst in die positive x-Richtung.
Erst wenn auf der Charakteristik v3 kleiner als c3 wird, dann verläuft diese Charakteristik mit
zunehmendem t in die negative x-Richtung. Zur Zeit t3 schneidet diese Charakteristik wieder
den Ort x2. Damit ist die analytische Lösung am Ort x2 bis zur Zeit t3 bekannt.
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Abbildung 5.7: Lagrange-Diagramm, Kennzeichnung der Bereiche (0) bis (4)

Aus Gleichung (5.34) lässt sich x34 zu

x34(t) =
(

− 20
42177331

3√
t
(
2000

√
4031993 − 974667

√
2
)√

6025333 + C34

)
t2/3 (5.35)

berechnen. Mit

x2 = x34(t2) =
(

− 20 3
√
t2

42177331

(
2000

√
4031993 − 974667

√
2
)√

6025333 + C34

)
t2

2/3

C34 = 24000
42177331

145/6√
575999 3√5 60253332/3

3
√

500
√

14
√

575999 − 575999
(5.36)

ist x34(t) vollständig bestimmt. Mit x34(t3) = x2 wird t3 = 0,202935 . . . erhalten.
Da die analytische Lösung an der Stelle x2 bis zur Zeit t3 bekannt ist, kann an dieser Stelle der
bis zur Zeit t3 auftretende Impuls

It3 =
∫ t3

t2
p3(x2, t) − p0 dt = 128,4384 . . . (5.37)

berechnet werden.
Der Bereich (3) endet zu der Zeit t4, wenn die Bereiche (2) und (4) zusammentreffen. Mit
c2 t4 = x34(t4) lässt sich t4 = 0,254113 . . . bestimmen.
Die Ergebnisse der mit Autodyn durchgeführten Konvergenzstudie sind in Abbildung 5.8 darge-
stellt. Im linken Diagramm ist der berechnete maximale Druck pmax abgebildet. Auf der Abszisse
ist die Anzahl der Elemente über eine Länge L = 40 aufgetragen. Mit Euler-FCT wird eine
scheinbare Konvergenz erreicht, jedoch nicht gegen das exakte Ergebnis von pmax = 4000 (ge-
strichelte Linie), sondern gegen einen größeren Wert bei ungefähr 4570. Dass der exakte Wert
übertroffen wird, liegt an den bei Euler-FCT auftretenden Oszillationen, die bei Abbildung 5.9
noch deutlich werden. Die Ergebnisse bei Euler-Godunov konvergieren zwar deutlich langsa-
mer, scheinen sich aber der exakten Lösung anzunähern.
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Abbildung 5.9: Druck-Zeit-Verlauf bei x2, Vergleich der exakten Lösung mit der mit Autodyn
ermittelten Lösungen, Anmerkung zur Abbildung 5.8 hier auch gültig

Im rechten Diagramm ist der Impuls It3 gemäß Gleichung (5.37) dargestellt. Auch hier ist er-
kennbar, dass Euler-Godunov langsamer als Euler-FCT konvergiert, aber beide scheinen
gegen das exakte Ergebnis von It3 = 128,4384 . . . zu konvergieren.

In der Abbildung 5.9 werden die mit Autodyn ermittelten Lösungen für den Druck-Zeit-Verlauf
an der Stelle x2 mit der in diesem Kapitel ermittelten exakten, analytischen Lösung verglichen.
Die dargestellten Druck-Zeit-Verläufe für Euler-FCT und Euler-Godunov wurden mit
dem feinsten Netz (∆L = 0,1) aus der Konvergenzstudie (Abbildung 5.8) berechnet. Im
linken Diagramm sind die Druck-Zeit-Verläufe für den Zeitbereich 0,05 ≤ t ≤ t3 dargestellt.
Insgesamt stimmen die Verläufe gut überein, lediglich im Bereich der Stoßfront treten deutliche
Abweichungen auf. Dieser Bereich ist im rechten Diagramm noch einmal genauer dargestellt
(0,07 ≤ t ≤ 0,08). Deutlich sind die bereits erwähnten Oszillationen an der Stoßfront bei
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Euler-FCT zu erkennen. Diese führen dazu, dass der Spitzendruck übertroffen wird. Dies
kann auch durch eine feinere Vernetzung nicht vermieden werden. Der Druck-Zeit-Verlauf
von Euler-Godunov schmiegt sich mit feinerer Vernetzung immer besser an den exakten
Druck-Zeit-Verlauf an.

Anhand dieses Vergleichs der exakten, analytischen Lösung mit den numerischen Ergebnissen
einer Konvergenzstudie mit zwei Euler-Verfahren, lassen sich die Vorteile einer analytischen
Lösung gut erkennen. Mit Hilfe der analytischen Lösung kann man deutlich machen, ob ei-
ne scheinbare Konvergenz auch eine Konvergenz gegen die richtige Lösung ist (Abbildung 5.8
links). Mittels einer analytischen Lösung kann man nicht nur eine Konvergenz des Spitzendrucks
überprüfen, sondern auch des Impulses (Abbildung 5.8 rechts).
Mit exakten, analytischen Lösungen lassen sich Einflüsse von Materialparametern untersuchen,
die mit den vorgestellten numerischen Verfahren aufgrund ihrer Ungenauigkeiten nicht unter-
sucht werden können. Als Beispiel hierfür seien die Berechnungen aus Kapitel 4 genannt, bei
denen Genauigkeiten auf mehrere Dezimalstellen erforderlich waren.
Im Kapitel 4 wurde nur der Spitzendruck untersucht, nicht der gesamte Druck-Zeit-Verlauf.
Es ist deshalb wünschenswert, die Untersuchungen zu analytischen Lösungen fortzuführen, um
die Einflüsse von Materialparametern auf den gesamten reflektierten Überdruck-Zeit-Verlauf
angeben zu können.

5.4 Zusammenfassung

Die ursprüngliche Motivation für die Arbeiten in diesem Kapitel bestand darin, die Untersuchun-
gen aus dem Kapitel 4 fortzusetzen und die Einflüsse von Materialparametern auf den gesamten
reflektierten Überdruck-Zeit-Verlauf zu untersuchen. Dazu sollten die Differentialgleichungen für
die Erhaltung von Masse, Impuls und Energie für den eindimensionalen Fall für gegebene An-
fangswerte gelöst werden. Die analytische Lösung dieser Differentialgleichungen für den gesamten
Überdruck-Zeit-Verlauf war jedoch selbst im eindimensionalen Fall sehr kompliziert.
Leider konnte das ursprüngliche Ziel nicht vollständig erreicht werden. Die durchgeführten Ar-
beiten und Ergebnisse zu den analytischen Lösungen wurden dennoch mit in diese Dissertation
aufgenommen. Ich hoffe, dass dieses Kapitel dem einen oder anderen Leser ein Gewinn ist, da
die Lösungen, wie beispielsweise für den nonsimple wave-Bereich (Abschnitt 5.2.3, [36]), grund-
legend für das Verständnis solcher Probleme und trotzdem nicht allgemein bekannt sind.
Für eine relativ einfache Stoßwelle wurde die Lösung so weit wie mir möglich aufgestellt (Ab-
schnitt 5.3) und anschließend mit den Ergebnissen einer Konvergenzstudie numerischer Berech-
nungen verglichen (Abschnitt 5.3.4).
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Kapitel 6

Versuche an
Wärmedämmverbundsystemen

6.1 Einleitung

Im Jahr 2006 wurden an der Wehrtechnischen Dienststelle für Schutz- und Sondertechnik
(WTD 52) Versuche an Wärmedämmverbundsystemen unter Explosionsbeanspruchung durch-
geführt [139]. Die Versuche wurden von der PEKATEX GmbH in Auftrag gegeben. Anschließend
bekamen Gebbeken & Döge den Auftrag, die Versuche auszuwerten.
Die Versuche werden in diese Dissertation aufgenommen, da sie ein Beispiel dafür sind, dass
Wärmedämmverbundsysteme (WDVS) zusätzlich zu ihrer Funktion als Wärmedämmung auch
die Funktion des Explosionsschutzes übernehmen können. Die vorgestellten Versuche dienen als
Beispiel für die baupraktische Relevanz der theoretischen Untersuchungen in den beiden voran-
gegangenen Kapiteln. Sie zeigen, dass die theoretischen Überlegungen auch einen praktischen
Bezug besitzen.
Besonderer Dank gebührt Herrn Wintermantel von der PEKATEX GmbH für die freundliche
Genehmigung, die Versuchsergebnisse in dieser Dissertation aufnehmen zu dürfen.

6.2 Beschreibung der Versuche

Im Rahmen der durchgeführten Versuche [139] wurden drei Systeme auf ihre Schutzwirkung vor
Explosionen untersucht:

1. Wärmedämmverbundsystem auf Polystyrolschaumbasis,

2. Wärmedämmverbundsystem auf Mineralwollebasis,

3. PEKATEX R⃝-Fassadenverbundsystem.

Die Systeme wurden je auf eine Stahlplatte mit den Abmessungen 2000 mm · 2000 mm · 20 mm
gebaut (Abbildung 6.1). Die Systeme hatten einen Durchmesser von ca. 2000 mm. Ihr Aufbau
ist in Tabelle 6.1 angegeben.
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Abbildung 6.1: Fotos der Versuchskörper [139], links: Polystyrolschaum-WDVS, mittig:
Mineralwolle-WDVS, rechts: PEKATEX R⃝

Tabelle 6.1: Aufbau der Versuchskörper [139]

Schicht Material Dicke [mm] Masse [kg/m2]

Polystyrolschaum-WDVS

Fassadenputz mit Terratherm 300 mit 10 16,5
Armiergewebe Terratherm 310 0,6 0,21
Wärmedämmschicht Terratherm 320 EPS Platte 100 1,5
Klebemörtel Terratherm 300 3 6
Haftbrücke Ardex P82 Filmschicht 0,1
Stahlplatte Stahl S235 20 157

Mineralwolle-WDVS

Fassadenputz mit Terratherm 300 mit 10 16,5
Armiergewebe Terratherm 310 0,6 0,21
Wärmedämmschicht Terratherm 330 MF Lamelle 100 9
Klebemörtel Terratherm 300 3 6
Haftbrücke Ardex P82 Filmschicht 0,1
Stahlplatte Stahl S235 20 157

PEKATEX R⃝

Fassadenputz mit Terragrund 110 mit 23 39,1
Armiergewebe Synteen Typ 3500 8x8 0,65 0,203
PEKATEX R⃝ REF 10208-35 105 6,8
Klebemörtel ARDEX ARDURIT X7G Plus 4 4
Haftbrücke Ardex P82 Filmschicht 0,1
Stahlplatte Stahl S235 20 157

Die Versuche fanden an der WTD 52 untertage in einem Stollen mit einer Länge von 50 m und
einem Durchmesser von 2 m statt. Dieser Stollen wird von der WTD 52 als Stoßrohr bezeich-
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Abstützungen 4x
Stahlplatte 2000 x 2000 x 20 mm

Wärmedämmsystem

Stoßrohr ( =2m)d

Ladung/

Detonation

Messebene I (Sensoren P1, P3, P4)

Messebene II (Sensor P2)

Messebene III (Sensor P5)

Laserwegaufnehmer

Abbildung 6.2: Skizze des Versuchsaufbaus (nach [139])

net [139]. Eine Skizze des Versuchsaufbaus ist in Abbildung 6.2 dargestellt. Die Stahlplatten
mit den Verbundsystemen wurden für jeden Ansprengvorgang einzeln am Eingang des Stollens
aufgebaut. Die Verbundsysteme zeigten jeweils in den Stollen hinein. Die Stahlplatten wurden
durch vier Stahlträger an einer Felswand gegenüber des Stolleneinganges abgestützt. Die Drücke
wurden in drei Messebenen gemessen. Die Messebene I befand sich an der Oberfläche des Ver-
bundsystems, die Messebene II an der Grenze zwischen Verbundsystem und Stahlplatte und
die Messebene III an der Rückseite (gegenüberliegend des Verbundsystems) der Stahlplatte.
An der Rückseite der Stahlplatte wurde durch einen Laserwegaufnehmer die Verformung der
Stahlplattenmitte gemessen. Die Fotos in Abbildung 6.3 geben den Versuchsaufbau wieder.

Abbildung 6.3: Fotos des Versuchsaufbaus [139]
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Abbildung 6.4: Überdruck-Zeit-Verläufe, Referenzplatte, 270 g PETN in 5,6 m Entfernung

Die Versuchskörper wurden mit Luftstoßwellen im Ferndetonationsbereich belastet. Die Ver-
suchskörper wurden mit zwei Sprengladungen getestet. Der erste Versuch wurde mit 140 g PETN
in einem Abstand von 14 m und der zweite Versuch mit 270 g PETN in einem Abstand von 5,6 m
durchgeführt. Dies entspricht Belastungen von ungefähr 100 kg TNT in 25 m Entfernung bzw.
100 kg TNT in 15 m Entfernung bei Freifelddetonationen mit hemisphärischer Ausbreitung der
Stoßwelle.
Zum Vergleich des Einflusses der drei Systeme auf das dynamische Verhalten der Stahlplatte
wurde eine Stahlplatte ohne zusätzliche Aufbauten ebenfalls getestet. Diese Stahlplatte wird im
Folgenden als Referenzplatte bezeichnet.

6.3 Ergebnisse der Versuche

Das Diagramm in Abbildung 6.4 zeigt die gemessenen Überdruck-Zeit-Verläufe für die Refe-
renzplatte bei einer Belastung mit 270 g PETN in einem Abstand von 5,6 m. Die gemessenen
Überdruck-Zeit-Verläufe für die weiteren Versuche sind im Anhang D.1 enthalten.
Bei der Referenzplatte liegt die Messebene I in derselben Ebene wie die Messebene II, da bei
der Referenzplatte kein Fassadensystem vorhanden ist. Anhand der Abbildung ist zu erkennen,
dass die Überdruck-Zeit-Verläufe in der Messebene I recht unterschiedlich sind. Eine ideale,
planare Stoßwelle ist nicht vorhanden, da die Luftstoßwellen mehrfach an der Wand des Stollens
reflektiert werden. Diese Reflexionen und ihre Auswirkungen auf die Überdruck-Zeit-Verläufe
werden im Abschnitt 6.4.2 noch genauer diskutiert.
In der Abbildung 6.4 ist erkennbar, dass die in der Messebene III gemessenen Überdrücke im
Vergleich zu den Überdrücken in den anderen Messebenen vernachlässigbar sind. Die Überdrücke
in der Messebene III werden im Folgenden nicht weiter berücksichtigt.
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Abbildung 6.5: Verformungs-Zeit-Verläufe

Die Impuls-Zeit-Verläufe – als Integral des Überdrucks über die Zeit – werden im Anhang D.2
angegeben. Eine Auswertung und Zusammenfassung der Überdrücke und Impulse erfolgt im
Abschnitt 6.4.1.
Die Abbildung 6.5 stellt die gemessenen Verformungs-Zeit-Verläufe dar. Auf diese Verformungen
wird im Abschnitt 6.4.5 eingegangen.
Mit dem Mineralwolle-WDVS wurde kein zweiter Versuch mit 270 g PETN in einem Abstand von
5,6 m durchgeführt, da der Versuchskörper bereits im ersten Versuch zerstört wurde. Die Mineral-
wolle war zusammen mit Putz von der Stahlplatte abgerissen worden. Bei dem Polystyrolschaum-
WDVS gab es nach dem ersten Versuch keine augenscheinlichen Schäden. Beim PEKATEX R⃝-
System hatte sich der Putz im oberen Bereich des Aufbaus leicht gelöst, befand sich aber noch am
Versuchskörper. Sowohl das Polystyrolschaum-WDVS als auch das PEKATEX R⃝-System wurden
beim 2. Versuch zerstört. Beim Polystyrolschaum-WDVS war der Polystyrolschaum zusammen
mit dem Putz von der Stahlplatte abgerissen worden. Beim PEKATEX R⃝-System hatte sich der
Putz vom PEKATEX R⃝ abgelöst. Das PEKATEX R⃝ blieb jedoch an der Stahlplatte haften.

6.4 Diskussion der Versuchsergebnisse

6.4.1 Auswertung der Ergebnisse

Die gemessenen Überdruck-Zeit-Verläufe weisen im Bereich der Stoßfront starke Oszillationen
auf. Diese Oszillationen beruhen auf Messungenauigkeiten und sind in der abgebildeten Form
nicht realistisch. Diese Oszillationen treten in mehr oder weniger ausgeprägter Form bei allen
gemessenen Überdruck-Zeit-Verläufen auf. Wenn der Maximalwert der gemessenen Überdruck-
Zeit-Verläufe als Spitzenüberdruck angenommen würde, dann würde der Spitzenüberdruck über-
schätzt werden. Eine Methode, die Oszillationen auszugleichen, besteht darin, im Bereich der
Stoßfront eine Ausgleichsgerade in den abfallenden Ast zu legen und damit den Spitzenüberdruck
zu bestimmen.
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Abbildung 6.6: Überdruck-Zeit-Verläufe, Referenzplatte, 140 g PETN in 14 m Entfernung, Aus-
gleichsgeraden

Die Abbildung 6.6 verdeutlicht das Vorgehen anhand der Überdruck-Zeit-Verlaufe der Re-
ferenzplatte mit 140 g PETN in 14 m Entfernung. Die Lage der Ausgleichsgeraden wurde
mit der Methode der kleinsten Quadrate ermittelt. Die Bereiche 138,268 ≤ t ≤ 139,000,
138,292 ≤ t ≤ 139,000, 138,333 ≤ t ≤ 138,750 und 138,296 ≤ t ≤ 138,950 dienten als Wer-
tebereiche für die Ausgleichsgeraden der Sensoren P1, P2, P3 bzw. P4. Der erste Wert für t wur-
de dorthin gelegt, wo die Messkurven den Spitzenüberdruck der Ausgleichsgeraden erreichen.
Der letzte Wert der Bereiche wurde so gewählt, dass die Kurve durch eine Ausgleichsgerade
gut angepasst werden konnte. Der Spitzenüberdruck wurde nun durch den Maximalwert der
Ausgleichsgerade ermittelt. Für die anderen Versuchskörper wurden die Spitzenüberdrücke in
gleicher Weise ermittelt.
Die Tabelle 6.2 gibt die ermittelten Spitzenüberdrücke pro für die Sensoren P1 bis P4 in den
Messebenen I und II an, wobei bei der Referenzplatte die Messebene II in der gleichen Ebene wie
die Messebene I liegt. Die Streuungen der Spitzenüberdrücke in der Messebene I der jeweiligen
Versuche sind deutlich erkennbar. Es treten Abweichungen bis zu ungefähr 20 % auf.
Die Tabelle 6.3 gibt die Mittelwerte der Spitzenüberdrücke aus Tabelle 6.2 an, wobei für die
Referenzplatte die Messebene II mitberücksichtigt wurde, da sie mit der Messebene I identisch
ist. Die Tabelle 6.3 enthält ebenfalls die Mittelwerte der maximalen Impulse. Die maximalen
Impulse sind die Maximalwerte der Impuls-Zeit-Verläufe aus Anhang D.2.

6.4.2 Einfluss der Reflexionen an den Stoßrohrwänden

In der Tabelle 6.2 sind deutliche Abweichungen in den Spitzenüberdrücken in den einzelnen
Messebenen zu erkennen. Was ist der Grund für diese Abweichungen? Dies wird im Folgenden
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Tabelle 6.2: Spitzenüberdrücke, Sensoren P1 bis P4
Versuch pro P1 pro P2 pro P3 pro P4

[kPa] [kPa] [kPa] [kPa]

Stahlplatte 140 g PETN / 14 m 67 69 71 71
Polystyrol 140 g PETN / 14 m 75 - 81 78
Mineralwolle 140 g PETN / 14 m 71 - 80 72
PEKATEX R⃝ 140 g PETN / 14 m 77 8 80 75

Stahlplatte 270 g PETN / 5,6 m 257 213 233 228
Polystyrol 270 g PETN / 5,6 m 225 - 215 233
PEKATEX R⃝ 270 g PETN / 5,6 m 215 20 226 226

Tabelle 6.3: Spitzenüberdrücke und maximale Impulse, Messebene I, Mittelwerte
Versuch pro Imax

[kPa] [Pa s]

Stahlplatte 140 g PETN / 14 m 69 553
Polystyrol 140 g PETN / 14 m 78 585
Mineralwolle 140 g PETN / 14 m 74 570
PEKATEX R⃝ 140 g PETN / 14 m 77 570

Stahlplatte 270 g PETN / 5,6 m 233 988
Polystyrol 270 g PETN / 5,6 m 224 945
PEKATEX R⃝ 270 g PETN / 5,6 m 222 944

erläutert.
Die Abbildung 6.7 stellt die numerisch berechneten Druckverteilungen im Stoßrohr zu verschie-
denen Zeiten t dar. Die numerischen Berechnungen wurden mit Autodyn durchgeführt. Das
Stoßrohr wurde zweidimensional mit Rotationssymmetrie modelliert. Die Berechnungen erfolg-
ten mit Euler-FCT. Die Kantenlänge der Zellen betrug 10 mm. Zunächst wurde der Detonati-
onsvorgang mit einem feiner vernetzten Modell (Euler-Multimaterial, Kantenlänge 0,5 mm) bis
zu einer Zeit von t = 0,63 ms berechnet. Die Zündung des Sprengstoffes erfolgte zur Zeit t = 0 ms.
Der Sprengstoff befand sich in der Mitte des Stoßrohres. Die berechneten Größen wurden auf
das 2D-Modell übertragen (remapping). Die Wände des Stoßrohres wurden vereinfachend als
starr angenommen.
Anhand der Abbildung ist zu erkennen, dass die Stoßwellen an der Mantelfläche des kreiszylin-
derartigen Stoßrohres reflektiert werden. Die Stoßwellen laufen wieder ins Innere des Stoßrohres
und führen besonders nahe der Symmetrieachse zu großen Drücken. Dies resultiert aus den zu-
sammenlaufenden Stoßwellen (converging shock). Auf die Probekörper trifft keine ideale, planare
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Abbildung 6.7: Stoßrohr, numerische Berechnung der Druckausbreitung, 270 g PETN in 5,6 m
Entfernung

Stoßwelle. Im realen Stoßrohr werden die gleichen Effekte wie in der numerischen Berechnung
auftreten, auch wenn in der Realität nicht alles so ideal symmetrisch angeordnet ist. Diese Ef-
fekte sind bei der Belastung von 270 g PETN in einer Entfernung von 5,6 m stärker ausgeprägt
als bei der Belastung von 140 g PETN in einer Entfernung von 14 m. Je nach Position der Sen-
soren werden unterschiedliche Überdruck-Zeit-Verläufe gemessen. Dies ist also eine Begründung
für die unterschiedlichen Spitzenüberdrücke in der Tabelle 6.2. Natürlich gibt es auch andere
Gründe für die unterschiedlichen Spitzenüberdrücke, wie z. B. Messungenauigkeiten.
In der Abbildung 6.7 ist zu erkennen, dass durch die Reflexionen an der Mantelfläche zahlreiche
Stoßfronten ausgebildet werden, die nacheinander auf die Messebene I treffen. Dadurch besteht
der Überdruck-Zeit-Verlauf nicht nur aus einer Stoßfront mit einem monoton abfallenden Ver-
lauf bis zur Unterdruckphase, sondern aus einer Vielzahl von sich überlagernden Stoßwellen
(Abbildung 6.4).
Die numerische Berechnung in Abbildung 6.7 diente nicht dem Ziel, die Überdruck-Zeit-Verläufe
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exakt nachzurechnen, sondern den Einfluss der Reflexionen an der Mantelfläche des Stoßrohrs
zu zeigen. Dies wurde mit der numerischen Berechnung erreicht. Eine weitergehende Konver-
genzstudie war nicht erforderlich.

6.4.3 Einfluss der Materialeigenschaften auf den reflektierten Spitzenüber-
druck

Mit Blickrichtung auf den Abschnitt 4.4, in dem der Einfluss der Materialeigenschaften auf
den reflektierten Spitzendruck untersucht wurde, ist eine Betrachtung des Spitzenüberdruckes
an dieser Stelle erforderlich. Kann ein Einfluss der Materialeigenschaften auf den reflektierten
Spitzenüberdruck festgestellt werden? Dies ist aus den folgenden drei Gründen nicht möglich:

1. Der Unterschied des reflektierten Spitzenüberdruckes an Stahl bzw. Fassadenputz ist zu
gering. Dies wird deutlich, wenn die Reflexionsfaktoren an Stahl und Beton in Tabelle 4.2
verglichen werden, wobei der Reflexionsfaktor für Fassadenputz ähnlich wie für Beton ist.

2. Wie in Abschnitt 6.4.2 beschrieben wurde, liegt keine ideale, planare Stoßwelle vor. Des-
halb gibt es Abweichungen zwischen den reflektierten Spitzenüberdrücken der einzelnen
Sensoren (Tabelle 6.2).

3. Die Genauigkeit der Messungen ist nicht ausreichend.

Wegen der genannten Gründe ist mit den Versuchsergebnissen keine Validierung der Ergebnisse
aus Abschnitt 4.4 möglich.

6.4.4 Einfluss der Materialeigenschaften auf den Druck an der Grenze Fassa-
de zur Stahlplatte

Im Abschnitt 4.5 wurde gezeigt, dass der Druck an der Grenze zwischen einem leichten und wei-
chen Material (d. h. ein Material mit geringer Dichte und geringer Steifigkeit) und der Tragstruk-
tur durch die Materialeigenschaften des leichten, weichen Materials maßgebend beeinflusst wird.
Der Druck an der Grenze kann durch die leichten, weichen Materialien vor der Tragstruktur im
Vergleich zur direkten Reflexion der Luftstoßwelle an der Tragstruktur sogar erhöht werden. Im
Abschnitt 4.6 wurde festgestellt, dass die Materialeigenschaften der Tragstruktur ebenfalls einen
entscheidenden Einfluss auf den Druck an der Grenzschicht haben.
In diesem Abschnitt wird der Frage nachgegangen, wie durch die Fassadensysteme die Belastung
auf die Stahlplatte im Vergleich zur Referenzplatte verändert wird.
Leider liegen bei den Fassadensystemen die Versuchsergebnisse der Messebene II nur für die
PEKATEX R⃝-Versuchskörper vor (Abbildungen D.5 und D.6). Die Aussagekraft dieser beiden
Messkurven muss kritisch hinterfragt werden. Der Grund für diesen Zweifel ist der geringe ma-
ximale Impuls im Vergleich zur Messebene I (Abbildungen D.12 und D.13). Die maximalen
Impulse der Messebene II der PEKATEX R⃝-Probekörper betragen 145 Pas bzw. 316 Pas. Dies
entspricht 25 % bzw. 33 % der Mittelwerte der maximalen Impulse der Messebene I (Tabelle 6.3).
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Bei den PEKATEX R⃝-Versuchskörpern beträgt der Anteil der Masse/Fläche der Stahlplatte mit
157 kg/m2 ca. 76 % an der Gesamtmasse/Fläche (Tabelle 6.1). In dieser Größenordnung sollte
auch der Anteil des auf die Stahlplatte übertragenen Impulses liegen. Das bedeutet, dass die
gemessenen 25 % bzw. 33 % zu gering sind.
Ein weiterer Punkt, der Zweifel an der Aussagekraft der Messergebnisse in Messebene II aufkom-
men lässt, wird deutlich, wenn man sich die Abbildung 6.1 rechts betrachtet. Es sind deutlich
die Stege beim PEKATEX R⃝-System zu erkennen, die die Fassadenputzschicht mit dem tragen-
den System verbinden. Je nachdem, ob der Sensor direkt unter einem Steg oder zwischen den
Stegen positioniert wurde, sind unterschiedliche Messkurven zu erwarten. Da die genaue Lage
des Sensors nicht bekannt ist, kann eine genaue Auswertung der Messergebnisse nicht erfolgen.
Eine Validierung der theoretischen Ergebnisse der Abschnitte 4.5 und 4.6 kann mit den vorlie-
genden Versuchsergebnissen leider nicht erfolgen.

6.4.5 Schutzwirkung der Fassadensysteme

Abschließend wird hier die Frage untersucht, ob eine Schutzwirkung der Fassadensysteme zu
erkennen ist.
Diese Frage lässt sich beantworten, wenn die Verformungs-Zeit-Verläufe in der Abbildung 6.5
betrachtet werden. Die Tabelle 6.4 fasst die maximalen Verformungen der Versuche zusammen.

Tabelle 6.4: Maximale Verformungen der Stahlplatte (Absolutwerte)

Versuchskörper 140 g PETN / 14 m 270 g PETN / 5,6 m

Referenzplatte 2,47 cm 4,45 cm
Polystyrolschaum-WDVS 2,51 cm 4,22 cm
Mineralwolle-WDVS 2,93 cm –
PEKATEX R⃝ 2,28 cm 4,04 cm

Die größten Verformungen im ersten Versuch mit 140 g PETN in einem Abstand von 14 m
traten beim Mineralwolle-WDVS auf. Die maximale Verformung war 19 % größer als bei der
Referenzplatte. Dies ist ein Beispiel, dass durch die falsche Wahl von Materialien die Wirkung
von Explosionen verstärkt statt vermindert wird. Das Mineralwolle-WDVS versagte bereits beim
ersten Versuch. Es ist für die Belastung des ersten Versuches das ungeeigneteste System der
untersuchten Systeme.
Das Polystyrolschaum-WDVS wies im ersten Versuch größere Verformungen und beim zwei-
ten Versuch geringere Verformungen als bei der Referenzplatte auf. Eine Schutzwirkung ist
zumindest im ersten Versuch nicht zu erkennen. Da keine Materialdaten zu dem verwendeten
Polystyrolschaum vorlagen, kann nicht festgestellt werden, ob und wann eine Kompaktion und
somit eine Energieabsorption erfolgte.
Beim PEKATEX R⃝-System traten sowohl im ersten als auch im zweiten Versuch geringere Ver-
formungen als bei der Referenzplatte auf. Ein Vorteil des PEKATEX R⃝-Systems ist, dass die
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Putzschicht dicker als bei den anderen beiden Systemen war. Die dickere Putzschicht führt zu
einer größeren Masse und damit zu einer geringeren übertragenen Energie (Abschnitt 2.2). Nach
Aussage von Herrn Wintermantel von der PEKATEX GmbH ist es ein Vorteil von PEKATEX R⃝,
dass es relativ große Lasten bis 88 kg/m2 tragen kann. Somit kann es z. B. auch mit einer Fassa-
de aus Klinker versehen werden. Diese großen Lasten können gezielt für den Explosionsschutz
genutzt werden. Das PEKATEX R⃝-System scheint von den untersuchten Systemen die größte
Schutzwirkung zu besitzen. Das Tragverhalten des PEKATEX R⃝-Systems bei Luftstoßwellenbe-
lastung sollte zukünftig genauer untersucht werden.

6.5 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel wurden Versuche an Wärmedämmverbundsystemen (WDVS) vorgestellt. Die
Versuche wurden an der WTD 52 im Auftrag der PEKATEX GmbH durchgeführt. Es wurde mir
gestattet, die Daten für diese Dissertation zu verwenden. Mit den Daten der Versuche konnten
die theoretischen Ergebnisse aus dem 4. Kapitel dieser Dissertation nicht validiert werden. Diese
Versuche wurden trotzdem in diese Dissertation aufgenommen, da sie zeigen, dass Fassaden-
systeme zusätzlich zu ihrer Funktion als Wärmedämmung einen Schutz vor Explosionen bieten
können. Es ist zu beachten, dass bei der falschen Wahl von Materialien kein Schutz sondern das
Gegenteil erreicht wird. Für zukünftige Arbeiten auf diesem Gebiet geben diese Versuche einen
Anhaltspunkt, wie zukünftige Versuche durchgeführt werden können und was dann beachtet
werden muss.
Bei zukünftigen Versuchen sollten die Materialdaten erfasst werden. Dann können Materialien
in der Planungsphase der Versuche so ausgewählt werden, dass die Spannungs-Verzerrungs-
Beziehungen geeignet sind, um möglichst viel Energie aus der Luftstoßwelle zu absorbieren. Mit
den Materialdaten besteht dann auch die Möglichkeit, die Versuche numerisch zu berechnen. Das
Tragverhalten des PEKATEX R⃝-Systems bei Luftstoßwellenbelastung sollte in Zukunft genauer
untersucht werden, z. B. durch numerische Berechnungen oder Versuche in Stoßrohren.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Reflexion von Luftstoßwellen an nachgiebigen Materialien und
Baustrukturen untersucht. Bei der Untersuchung der Reflexion von Luftstoßwellen an diesen
Materialien hat sich gezeigt, dass der Einfluss der Materialparameter auf den Reflexionsfaktor
beträchtlich ist. Es wurden Experimente an Fassadensystemen ausgewertet. Es zeigte sich, dass
Fassadensysteme, die für Zwecke der Wärmedämmung verwendet werden, einen zusätzlichen
Schutz vor Explosionen bieten können.
Zunächst wurde im 2. Kapitel dieser Arbeit ein Überblick über den Stand der Forschung gege-
ben. Dabei wurde ein bis in das 17. Jahrhundert reichender Rückblick auf die Entwicklung der
wissenschaftlichen Erkenntnisse zu den Luftstoßwellen erstellt. Dieser Rückblick war für mich
sehr lehrreich, und es ist empfehlenswert für alle Wissenschaftler, sich die Originalliteratur zu
beschaffen und darin zu lesen.
Nachdem im Kapitel 3 die wichtigsten Grundlagen, die für diese Arbeit notwendig sind, angege-
ben wurden, wurde im 4. Kapitel der Einfluss der Materialeigenschaften auf die Reflexion von
Luftstoßwellen untersucht. Es wurde gezeigt, dass Materialien mit geringer Dichte und geringer
Steifigkeit zwar den reflektierten Druck in der reflektierten Luftstoßwelle reduzieren, aber der
Druck auf Bauteile in manchen Fällen erhöht wird. Materialien wie Stahl, Glas oder Beton haben
kaum einen Einfluss auf die Spitzendrücke in der Luftstoßwelle, weshalb sie bei der Berechnung
der Reflexion von Luftstoßwellen oft als starr angenommen werden. Es wurde jedoch in dieser
Arbeit erstmals gezeigt, dass die Materialeigenschaften von Stahl einen deutlichen Einfluss auf
den Spitzendruck an der Grenze vom Stahl zum Material mit geringer Dichte und Steifigkeit
haben. Wenn in diesem Fall der Stahl als starr angenommenen wird, dann werden erheblich
abweichende Ergebnisse mit Abweichungen bis über 30 % erhalten. Dies sollte bei zukünftigen
Untersuchungen berücksichtigt werden. Die durchgeführten analytischen Berechnungen ermög-
lichen beliebig genaue Ergebnisse für die gesuchten Größen. Diese Ergebnisse dienen damit als
Referenz für numerische Konvergenzstudien.
Im Kapitel 5 wurden die analytischen Berechnungen auf den gesamten Überdruck-Zeit-Verlauf
ausgeweitet. Für eine einfache Stoßwelle wurde die analytische Lösung auch für den abfallenden
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Druck nach dem Spitzenüberdruck so weit wie möglich berechnet. Diese Lösung wurde mit einer
numerischen Konvergenzstudie verglichen.
Im 6. Kapitel wurden Versuche an Wärmedämmverbundsystemen aus Mineralwolle, Polystyrol-
schaum und PEKATEX R⃝ ausgewertet. Diese Versuche sind ein Beispiel für die baupraktische
Relevanz dieser Arbeit. Sie zeigen zum Einen, dass durch die falsche Wahl von Materialien die
Wirkung von Explosionen verstärkt statt vermindert wird und zum Anderen, dass Fassaden-
systeme zusätzlich zu ihrer Funktion als Wärmedämmung auch einen Schutz vor Explosionen
bieten können.

7.2 Ausblick

Diese Arbeit ist ein kleiner Schritt vorwärts von den unzählig vielen Schritten, die die Wissen-
schaft voranbringen. Es bleiben noch genügend Aufgaben offen. Die folgenden, abschließenden
Gedanken zeigen einige offene Probleme auf, die im Zusammenhang mit dieser Arbeit stehen.
Im 4. Kapitel wurde der Einfluss der Materialeigenschaften auf den reflektierten Spitzenüber-
druck in der Luftstoßwelle untersucht. Entscheidend ist jedoch nicht nur der reflektierte Spit-
zenüberdruck, sondern der gesamte reflektierte Überdruck-Zeit-Verlauf. Die analytischen Un-
tersuchungen können dahin ausgeweitet werden, wie die Materialeigenschaften den gesamten
Überdruck-Zeit-Verlauf beeinflussen.
Solche Untersuchungen sind auch für den Druck-Zeit-Verlauf an der Grenze eines Materials mit
geringer Dichte und Steifigkeit zu einem Bauteil notwendig. Dabei ist die Dicke des nachgiebigen
Materials zu berücksichtigen.
Um solche analytischen Berechnungen durchführen zu können, sind noch allgemeine analytische
Lösungen der hyperbolischen Systeme partieller Differentialgleichungen für die Erhaltung von
Masse, Impuls und Energie notwendig.
Die Untersuchungen sollten auf kompaktierbare, poröse Materialien ausgeweitet werden. Dabei
sollten die unterschiedlichen Komponenten von Schäumen, nämlich die festen und die gasförmi-
gen Phasen, berücksichtigt werden. Dazu bieten sich mesomechanische, numerische Berechnun-
gen an.
Es können weitere Experimente und Vergleiche mit den Ergebnissen der analytischen und nume-
rischen Berechnungen durchgeführt werden. Hierfür sind besonders Experimente in Stoßrohren
geeignet.
Ein Ziel ist auch die Konstruktion von Fassadensystemen, die optimal die Funktionen Wärme-
dämmung und Explosionsschutz kombinieren. Dabei muss auf die Planung und Abstimmung
der Abmessungen und Materialeigenschaften mit der möglichen Explosionsbelastung geachtet
werden.
Da das PEKATEX R⃝-Fassadensystem in den angeführten Versuchen die besten Ergebnisse lie-
ferte, ist eine genaue numerische Modellierung und Berechnung dieses Fassadensystems unter
Luftstoßwellenbelastung interessant. Ein besonderes Augenmerk sollte auf die genaue Modellie-
rung des Glasfasergitters gelegt werden.
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Anhang A

Nachweis der Stoßbedingungen

Die Bedingung (4.8) ergibt für

p = K µ+B ϱ0 e (A.1)

mit µ = ϱ
ϱ0

− 1, ϱ = m
V , ϱ0 = m

V0

p = K µ+B ϱ0 e = K

(
V0
V

− 1
)

+B ϱ0 e (A.2)

∂p

∂V

∣∣∣∣
e

= −K V0
V 2 < 0 (A.3)

Die Ungleichung (A.3) ist mit K > 0, V0 > 0 und V > 0 erfüllt. Damit ist der Nachweis der
Bedingung (4.8) erbracht.

Der Nachweis der Bedingung (4.6) wird mit Hilfe der Beziehung

∂U

∂V

∣∣∣∣
S

= −p (A.4)

für isentrope Zustandsänderungen geführt.
Aus der Zustandsgleichung

p = K µ+B ϱ0 e (A.5)

mit ϱ = m
V , ϱ0 = m

V0
, µ = ϱ

ϱ0
− 1 = V0

V − 1 und e = U
m folgt

p = K

(
V0
V

− 1
)

+B
U

V0
(A.6)

U = V0
B

(
p−K

(
V0
V

− 1
))

. (A.7)

Damit folgt für isentrope Zustandsänderungen

∂U

∂V

∣∣∣∣
S

= −p(V ) =
∂
(

V0
B

(
p(V ) −K

(
V0
V − 1

)))
∂V

. (A.8)
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Die Lösung dieser gewöhnlichen Differentialgleichung wurde mit Maple ermittelt und ist

p(V ) =

KB

V0 e
B V
V0

B V
+ Ei

(
1,−B V

V0

)+ C1

 e− B V
V0 (A.9)

mit der Integralexponentialfunktion

Ei
(

1,−B V

V0

)
= −B V

V0

∫ 1

0

∫ 1

0
e

B V t1 t2
V0 dt1dt2 − C − ln

(
−B V

V0

)
(A.10)

und mit der Eulerschen Konstanten C = −
∫∞

0 e−t ln t dt = 0,5772156649 . . ., womit

p(V ) =

KB

V0 e
B V
V0

B V
− B V

V0

∫ 1

0

∫ 1

0
e

B V t1 t2
V0 dt1dt2 − C − ln

(
−B V

V0

)+ C1

 e− B V
V0

(A.11)

für isentrope Zustandsänderungen erhalten wird. C1 ist eine Konstante, die durch den Zustand
des Materials im Ausgangszustand bestimmt wird.
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Abbildung A.1: Zustandsgleichung (A.1), Nachweis der Bedingung (4.6), Verlauf von ∂2p
∂V 2

∣∣∣
S

Die Abbildung A.1 stellt ∂2p
∂V 2

∣∣∣
S

für die Zustandsgleichung (A.1) mit den Materialparametern
aus Tabelle 4.1 und für p0 = 101332 Pa dar. Es ist erkennbar, dass alle Werte größer als Null
sind und damit die Bedingung (4.6) erfüllt ist.
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Anhang B

Berechnungen zum Reflexionsfaktor

B.1 Planare Stoßwelle im Feststoff

Im folgenden wird die Maple-Berechnung aus Abschnitt 4.3 dargestellt.

(1)(1)

(3)(3)

(2)(2)

v1

0 4000 10000
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15000

20000

25000
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(5)(5)

(4)(4)5848.0320506204444557

0.0050099465600919
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B.2 Der Reflexionsfaktor an nachgiebigen Materialien

Im Folgenden wird die Maple-Berechnung zum Abschnitt 4.4 dargestellt.
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B.3 Reflexion der Stoßwelle im Feststoff an starrer Wand

Im Folgenden wird die Maple-Berechnung zum Abschnitt 4.5 dargestellt.
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(2)(2)

(1)(1)

(3)(3)11.59508702062255820863439748495681270800
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B.4 Reflexion der Stoßwelle im Feststoff an nachgiebiger Wand

Im Folgenden wird die Maple-Berechnung zum Abschnitt 4.6 dargestellt.
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Anhang C

Berechnung Stoßrohr mit
abschließender Wand

Im folgenden wird die Maple-Berechnung zum Abschnitt 5.2 dargestellt.

(1.1)(1.1)

Bereiche (1) bis (3)
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Lagrange-Diagramm



161

x

0 100 200 300 400 500

t

1



162 ANHANG C. BERECHNUNG STO�ROHR MIT ABSCHLIE�ENDER WAND



163

Anhang D

Ergebnisse der Versuche an
Wärmedämmverbundsystemen

In diesem Anhang werden die Ergebnisse der Versuche aus Kapitel 6 angegeben.

D.1 Überdruck-Zeit-Verläufe
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Abbildung D.1: Überdruck-Zeit-Verlauf, Referenzplatte, 140 g PETN in 14 m Entfernung

Anmerkung: Der Überdruck-Zeit-Verlauf für die Referenzplatte mit 270 g PETN in 5,6 m Ent-
fernung wird in Abbildung 6.4 dargestellt.
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Abbildung D.2: Überdruck-Zeit-Verlauf, Polystyrolschaum-WDVS, 140 g PETN in 14 m Entfer-
nung

P1 Messebene I

P2 Messebene II

P3 Messebene I

P4 Messebene I

P5 Messebene III

Überdruck [kPa]
350

300

250

200

150

100

50

0

-50

Zeit [ms]

3530 40 45 50 55 60 65

Abbildung D.3: Überdruck-Zeit-Verlauf, Polystyrolschaum-WDVS, 270 g PETN in 5,6 m Entfer-
nung
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Abbildung D.4: Überdruck-Zeit-Verlauf, Mineralwolle-WDVS, 140 g PETN in 14 m Entfernung

Anmerkung: Der Versuch mit 270 g PETN in 5,6 m Entfernung wurde bei dem Mineralwolle-
WDVS nicht durchgeführt, da der Versuchskörper bereits beim 1. Versuch zerstört wurde.
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Abbildung D.5: Überdruck-Zeit-Verlauf, PEKATEX R⃝, 140 g PETN in 14 m Entfernung
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Abbildung D.6: Überdruck-Zeit-Verlauf, PEKATEX R⃝, 270 g PETN in 5,6 m Entfernung
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D.2 Impuls-Zeit-Verläufe
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Abbildung D.7: Impuls-Zeit-Verlauf, Referenzplatte, 140 g PETN in 14 m Entfernung
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Abbildung D.8: Impuls-Zeit-Verlauf, Referenzplatte, 270 g PETN in 5,6 m Entfernung
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Abbildung D.9: Impuls-Zeit-Verlauf, Polystyrolschaum-WDVS, 140 g PETN in 14 m Entfernung
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Abbildung D.10: Impuls-Zeit-Verlauf, Polystyrolschaum-WDVS, 270 g PETN in 5,6 m Entfer-
nung
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Abbildung D.11: Impuls-Zeit-Verlauf, Mineralwolle-WDVS, 140 g PETN in 14 m Entfernung

Anmerkung: Der Versuch mit 270 g PETN in 5,6 m Entfernung wurde bei dem Mineralwolle-
WDVS nicht durchgeführt, da der Versuchskörper bereits beim 1. Versuch zerstört wurde.
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Abbildung D.12: Impuls-Zeit-Verlauf, PEKATEX R⃝, 140 g PETN in 14 m Entfernung
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Abbildung D.13: Impuls-Zeit-Verlauf, PEKATEX R⃝, 270 g PETN in 5,6 m Entfernung
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