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Schröder und Ahmet Burak Aydoǧdu, die mich stets unterstützt und ermutigt haben,
fachlich noch tiefer in die Materie einzusteigen. Die Krönung am Tag meiner mündlichen
Prüfung war der kreative und sehr persönliche Doktorhut, den mir Tomáš, Vivianne,
Jonas, Michaela Lochbihler und Ondrej Farkaš überreicht haben! Ich habe mich sehr
darüber gefreut und er wird mich auch in Zukunft an meine Zeit am Institut erinnern.





Zusammenfassung i

Zusammenfassung

Die Modellierung aushärtender (Kleb-)Stoffe stellte über Jahre das Thema vieler For-
schungsarbeiten dar und ist weiterhin von großem Interesse. Das Verständnis der Aus-
härteprozesse ist unerlässlich für die zuverlässige Prognose des Materialverhaltens im
ausgehärteten Zustand. In der Regel wird die Aushärtung durch die Entwicklung ei-
ner Variablen beschrieben, die als Aushärtegrad in Abhängigkeit von Temperatur und
Zeit bezeichnet wird. Der in dieser Arbeit betrachtete elastomere Polyurethanklebstoff
Sikaflex-360 HC weist zwei verschiedene Aushärtemechanismen auf, temperaturaktiviert
und diffusionsbasiert. Zur Beschreibung des komplexen Aushärtungsprozesses wird nach
umfassender, experimenteller Materialanalyse basierend auf den Beobachtungen ein ther-
modynamisch konsistentes, gekoppeltes Materialmodell formuliert. Die im Rahmen des
Projektes durchgeführten experimentellen Untersuchungen umfassen mechanische, che-
mische und kalorische Versuche. Auf Basis der Versuchsergebnisse erfolgt die Parameter-
bestimmung des entwickelten Modells. Bei der Strukturierung des chemisch-thermisch-
mechanischen Modells wird ein besonderes Augenmerk auf die Identifizierbarkeit der
Variablen und die Vorgaben aus den Experimenten gelegt. So können die Veränderungen
im Material über den kompletten Aushärteprozess simuliert werden. Das resultierende
Modell ermöglicht die Beschreibung der thermischen, kalorischen und mechanischen Ei-
genschaften des Materials im Rahmen der Finite-Elemente-Methode (FEM). Anhand
des in DIN EN 1465 beschriebenen Zugscherversuchs wird das Modell erfolgreich vali-
diert. Abschließend werden in einer Parameterstudie zur Schnellaushärtung verschiedene
Temperaturprofile und Induktorpositionen in einem Rheometersetup bezüglich der Ver-
teilung von Temperatur und Aushärtegrad in der Probe verglichen, um Empfehlungen
für den Aufbau zur induktiven Schnellhärtung aussprechen zu können. Die Ergebnisse
sind teilweise in Jennrich et al. [40, 41] vorveröffentlicht worden.
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Summary

The modelling of curing materials and adhesives has been the subject of many research
projects over the years and still is. Understanding the curing processes is essential for
a reliable prediction of the material behaviour in the cured state. Polymer curing is
typically described by the evolution of a variable called the degree of cure as a function
of temperature and time. The elastomeric polyurethane adhesive Sikaflex-360 HC con-
sidered in this work exhibits two different curing mechanisms: temperature-activated and
diffusion-based. To be able to describe the complex curing process, the material is sub-
jected to extensive experimental analyses to formulate a thermodynamically consistent
coupled material model based on the observations. The experiments carried out within
the scope of the project include mechanical, chemical and caloric tests. The parameters
of the developed model are determined from the experimental results. In structuring
the thermo-chemo-mechanical model, special care is taken to ensure the identifiability
of the variables as well as the requirements from the experiments. Thus, the changes
in the material can be simulated over the complete curing process. The resulting model
allows the description of the thermal, caloric and mechanical properties of the material
within the framework of finite elements (FEM). The model is successfully validated using
the tensile shear test described in DIN EN 1465. Finally, in a parameter study for in-
ductive fast-curing, different temperature profiles and inductor positions in a rheometer
setup are compared with regard to the distribution of temperature and degree of curing
in the sample so that recommendations can be made regarding the setup for inductive
fast-curing. The results have been partly pre-published in Jennrich et al. [40, 41].
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Im Allgemeinen können die Aushärtemechanismen von Klebstoffen auf völlig unterschied-
lichen Zeitskalen ablaufen. Während eine nahezu vollständige Aushärtung durch Tem-
peraturaktivierung innerhalb von wenigen Sekunden bis Minuten möglich ist, dauert es
Stunden bis Tage (je nach Schichtdicke), um einen Klebstoff durch Feuchtigkeit auszu-
härten. In technischen Anwendungen werden feuchtigkeitshärtende, diffusionsgesteuerte
Polyurethanklebstoffe nur dort eingesetzt, wo eine Aushärtung über einen längeren Zeit-
raum innerhalb des Produktionsprozesses möglich ist, wie von Cognard [9] angegeben. In
anderen Fällen wird die Beschleunigung der feuchten Aushärtungsreaktion in den Polyu-
rethanklebstoffen über sogenannte Booster-Systeme genutzt, siehe hierzu auch Cognard
oder Koch et al. [9, 47]. Um die temperaturabhängigen Aushärtungsprozesse weiter zu
beschleunigen, können viele Klebstoffe direkt durch konduktive Erwärmung oder indi-
rekt durch induktive Erwärmung der umliegenden metallischen Komponenten schnell
ausgehärtet werden. Dies zeigen z.B. Frauenhofer et al., Mahdi et al. oder Ratsch et al.
[18, 77, 91].

Laut vorliegender Untersuchungsergebnisse kann das verwendete Polyurethan-Kleb-
stoffsystem auf zwei Arten reagieren: durch Temperatureinwirkung oder durch eine dif-
fusionskontrollierte Reaktion. Die Aushärtung durch Temperatur wird vom Hersteller für
industrielle Anwendungen empfohlen. Die Kombination von Temperatur- und anschlie-
ßender Feuchtigkeitshärtung ist möglich wie auch umgekehrt. Gleichzeitig kann jedoch
die Lagerung und Aushärtung unter nicht optimalen Bedingungen unvorhersehbare Ef-
fekte auf das Material haben. Die Konsequenzen reichen von geringer Steifigkeit durch
unvollständige Aushärtung über Zersetzung bis zu mangelnder Haftung auf dem Sub-
strat, wenn der Einfluss der Diffusion von Wasser in den Klebstoff nicht berücksichtigt
wird. Daher besteht die Notwendigkeit, die diffusive Aushärtung zu untersuchen und
zu modellieren, um eine zuverlässige Prognose des Materialverhaltens zu ermöglichen.
Darüber hinaus soll auf Basis der aus den Experimenten und Simulationen gewonnenen
Erkenntnissen eine Empfehlung für die Schnellhärtung des Klebstoffs in einem induktiv
erwärmten Aufbau ausgesprochen werden.
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1.2 Einordnung in den wissenschaftlichen Kontext

Grundlagen

Materialwissenschaftliche Untersuchungen polymerer Werkstoffe betrachten eine große
Bandbreite sehr verschiedener Polymere. Für einen umfassenden Überblick über das Ver-
halten gummiartiger Materialien empfiehlt sich ein Grundlagenwerk wie Treloar [107].
Auch die untersuchten Polymere im Bereich der Aushärtung decken ein breites Feld ab,
von Elastomeren [38, 55, 56] über Duromere [46, 114–116] bis zu Thermoplasten [48–
50, 56, 62, 78]. Sie kommen auch als Composite-Werkstoffe durch verschiedene Faser-
materialien und -geometrien verstärkt zum Einsatz, wie beispielsweise von Ihlemann [38]
beschrieben. Lehrbücher wie DOMININGHAUS - Kunststoffe [16] geben einen umfassen-
den Überblick über die Einteilung polymerer Werkstoffe, ihre chemische Zusammenset-
zung und Herstellung. Wie diese Arbeit beschäftigen sich auch Landgraf und Ihlemann
[55, 56] mit einem elastomeren Polyurethanklebstoff.
Ein Verständnis der Grundlagen der Tensorrechnung und der Kontinuumsmechanik

werden für die meisten Arbeiten vorausgesetzt. Die Grundlagenwerke von Altenbach,
Greve, Haupt oder Holzapfel [1, 21, 27, 30] ermöglichen einen gut verständlichen Einstieg
in das Thema. In der Fachliteratur häufig eingesetzte Techniken wie die multiplikative
Zerlegung des Deformationsgradienten in einen volumetrischen und einen isochoren An-
teil sowie die additive Zerlegung der Energiefunktion wurden bereits von Flory 1961 [17]
veröffentlicht und finden sich in einem großen Teil der aktuellen Publikationen. Lubliner
[75] beschreibt die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elasti-
schen und einen inelastischen Teil sowie die daraus hervorgehende elastisch-inelastische
Zwischenkonfiguration. Auch die sogenannten Prinzipien der Materialtheorie finden sich
unter dieser oder ähnlicher Bezeichnung in einer Vielzahl von Veröffentlichungen. Haupt
[27] beschreibt die Prinzipien des Determinismus, der lokalen Wirkung und der materiel-
len Objektivität als die wichtigsten Voraussetzungen für die konsistente Formulierung von
Materialgleichungen und erwähnt darüber hinaus auch die Prinzipien der Äquipräsenz
und des schwindenden Gedächtnisses.
Ein Grundlagenwerk der Mathematik wie Papula [88, 89] erklärt die für die Lösung

von Differentialgleichungssystemen nötigen Algorithmen wie beispielsweise das explizite
und das implizite Euler-Verfahren sowie das Newton-Raphson-Verfahren. Shutov et al.
[98] stellen einen Algorithmus zur iterationsfreien Lösung der Differentialgleichungen im
Rahmen der Viskoelastizität vom Maxwell-Typ vor.

Experimente

Die mechanischen Eigenschaften von Polymeren können durch verschiedene stationäre
oder dynamische Experimente bestimmt werden, siehe dazu auch Treloar [107]. Für die
Untersuchung der Grundelastizität sind uniaxiale Zug- und Druckversuche in verschiede-
nen Varianten wie Relaxation, Stufenrelaxation und Multihysteresenversuch verbreitet.
Einen Überblick über diese Methoden gibt Mezger [81]. Unter anderem Kiasat oder Musil
[46, 85] zeigen Anwendungsbeispiele. Die Untersuchung des viskoelastischen Verhaltens
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eines Polymers erfolgt häufig anhand von zyklischen Versuchen oder Relaxationsver-
suchen unter Zug- oder Scherbelastung. Die sogenannte Zeit-Temperatur-Verschiebung
nutzt die Analogie des Einflusses von erhöhten Temperaturen und langen Zeitskalen
auf das Materialverhalten, um durch Experimente bei verschiedenen Temperaturen eine
Kennlinie für einen sehr großen, experimentell nicht realisierbaren Zeitraum und große
Frequenzbereiche bei kleiner konstanter Amplitude zu erzeugen, siehe hierzu Williams
et al. [112]. In den meisten Fällen wird sie nur für den bereits ausgehärteten Feststoff
herangezogen, wie Grambow [20] beschreibt. Kiasat [46] zeigt jedoch auch ein Vorgehen
für die Untersuchung während der Aushärtung eines langsam härtenden Polymers.
Die thermisch induzierte Längenänderung quantifiziert durch den linearen thermischen

Ausdehnungskoeffizienten wird bei isotropen Feststoffen überwiegend durch die thermo-
mechanische Analyse (TMA) bestimmt [41, 42, 62, 85] und dann auf das Volumen umge-
rechnet. Eine Alternative stellt die Dichtemessung unter Ausnutzung des archimedischen
Prinzips dar, die auch für Fluide oder während der Aushärtung eingesetzt werden kann
[41, 59]. Hierbei wird die Volumenänderung direkt gemessen. Die unterschiedlichen ther-
mischen Ausdehnungskoeffizienten verschiedener Materialien in Multimaterialbauteilen
stellen beispielsweise in der Automobilindustrie ein Problem dar. Griese et al. oder Gün-
ther et al. [22, 23] thematisieren die Schädigung von Klebungen durch die thermische
Ausdehnung im Fertigungsprozess.
Die Untersuchung der Diffusion ist für feuchthärtende Systeme wie den vorliegenden

Klebstoff insbesondere in Bezug auf Wasser von Interesse. Für Alterungsuntersuchun-
gen wird eher die Diffusion von Sauerstoff und Antioxidantien betrachtet, beispielsweise
von Johlitz oder Musil [42, 85]. Ein Diffusionskoeffizient gilt immer für eine Stoffkombi-
nation und kann darüber hinaus von anderen Umgebungsbedingungen abhängen, siehe
auch Cussler [13]. Wadas et al. [110] untersuchen die Benetzungseigenschaften bei ei-
nem feuchthärtenden PUR-Klebstoff im Rahmen von Kontaktwinkelmessungen. Sun et
al. [104] definieren die Wasseraufnahme über die Änderung der Masse und eine Bestim-
mung der Sättigungskonzentration durch Entfeuchtung. Musil [85] führt für die Diffusion
von Gasen in Elastomere Permeationsversuche anhand der Druckveränderung jenseits
einer Membran durch. Eine weitere Möglichkeit besteht in der Auswertung der Massen-
zunahme, die bei Quellversuchen oder im Feuchtegravimeter angewendet wird. Für eine
umfangreiche Beschreibung der Methoden zur Untersuchung der Diffusion in Feststoffen
wird der Leser auf Jost und Hauffe [44] verwiesen.
Neben der Bestimmung der thermischen und mechanischen Eigenschaften des Feststoffs

sind bei einem Klebstoff wie dem hier untersuchten die Aushärtereaktion und die entspre-
chende Veränderung der zuvor genannten Eigenschaften durch die Aushärtung von beson-
derer Relevanz. Dynamische Differenz-Kalorimetrie (Differential Scanning Calorimetry,
DSC) zur Untersuchung der Reaktionskinetik kommt als aktueller Stand der Technik
überwiegend zum Einsatz [22, 23, 32, 45, 53, 58, 59, 78, 95, 96, 102, 103, 115]. In Ole-
jnik et al. [87] beschreiben die Autoren die Zerlegung der um die Baseline korrigierten
DSC-Messkurve während der Aushärtung durch Fourier-Entfaltung, um von den entste-
henden Kurvenanteilen Rückschlüsse auf die Reaktionsmechanismen zu ziehen. Lion und
Yagimli [70, 71] beschreiben zudem den Einsatz der temperaturmodulierten DSC (TMD-
SC) zur Identifikation der massenspezifischen Wärmekapazität bei konstantem Druck.
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Die beschleunigte Untersuchung der Alterung durch thermo-oxidative Prozesse mittels
Spülgas in der DSC wird von Stammen et al. [103] thematisiert. Die Veränderung der
Dichte im Rahmen der Aushärtung, auch Reaktionsschrumpf genannt, wird entweder
über Auftriebsmessungen wie bei Kolmeder et al. oder Leistner et al. [50, 60] oder über
Expansionsmessungen wie bei Kiasat [46] erfasst. In Leistner et al. [59] wird die Ver-
änderung der Dichte an Stelle der Reaktionswärme zur Quantifizierung der Reaktion
herangezogen. Bei dem von Sun et al. [104] untersuchten feuchthärtenden PUR wird der
Reaktionsfortschritt über die Masseänderung definiert.
Um die Veränderung der mechanischen Kennwerte im Rahmen der Aushärtung zu un-

tersuchen, können Torsionsrheometermessungen eingesetzt werden. Kiasat [46] beschreibt
Scherrelaxationsversuche bei konstanter Temperatur über den Aushärteprozess sowie iso-
therme Frequenzsweeps. Andere Autoren zeigen Scherversuche mit konstanter Frequenz
bzw. Scherrate und konstanter Temperatur oder Heizrate [40, 50, 53, 62, 110, 114]. Im
vorliegenden Fall läuft die Reaktion bei erhöhter Temperatur so schnell ab, dass nur
Experimente mit einer konstanten Heizrate sinnvolle Ergebnisse liefern können.

Materialmodellierung

Für die Beschreibung der Aushärtereaktion dient üblicherweise der Aushärtegrad als
Variable. Wie sich dieser entwickelt, beschreibt das Reaktionskinetikmodell. Ein weit
verbreitetes Reaktionskinetikmodell wurde von Kamal und Sourour [45, 102] entwickelt.
In gleicher oder leicht abgewandelter Form findet es vielfach in der Literatur Anwendung
[32, 40, 41, 58–60, 62, 68, 78, 114]. Bei Lion und Höfer oder Mahnken [68, 78] wird das
Material an jedem Punkt als eine Mischung aus drei stöchiometrischen Massenanteilen
betrachtet: Harz, Härter und ausgehärtete Mischung. Dadurch ist kein Mischungsmodell
über den Aushärtegrad notwendig. Sun et al. [104] formulieren für ein feuchtehärtendes
PUR die Diffusions-Reaktions-Gleichung in drei Varianten: Ohne Reaktionsterm als ein-
fache Diffusionsgleichung, mit konstantem (konzentrationsunabhängigem) Reaktionsterm
und mit linear von der Konzentration abhängigem Reaktionsterm. Letzteres entspricht
auch der Formulierung, die in dieser Arbeit verwendet wird.
Die Strukturierung des Materialmodells durch einen rein elastischen und einen vis-

koelastischen Teil ist typisch, insbesondere wenn für die Entwicklung des Modells ein
rheologisches Ersatzschaltbild genutzt wurde. Einen Überblick über die verschiedenen
phänomenologischen Materialmodelle der finiten Hyperelastizität gibt Ogden [86]. Für
einzelne bekannte Modelle empfiehlt sich die Lektüre von Mooney, Mooney und Rivlin,
Rivlin oder Yeoh und Fleming [84, 93, 94, 117]. Marckmann und Verron [79] vergleichen
eine Vielzahl phänomenologischer und physikalisch motivierter hyperelastischer Modelle
für gummiartige Materialien in Bezug auf ihre Fähigkeit, verschiedene Lastfälle abzubil-
den. Zur Berücksichtigung des Einflusses der Aushärtung auf das mechanische Materi-
alverhalten schlagen Hossain et al. [33, 35, 36] eine hypoelastische Theorie vor, bei der
eine zeitliche Änderung der Spannung nur durch eine zeitliche Änderung der Deformation
hervorgerufen wird. Die aushärtebedingte Erhöhung der Elastizitäts- und Schubmoduln
geht in den Steifigkeitstensor des Materialmodells ein. Eine solche Formulierung ist mit
jedem beliebigen hyperelastischen Modell möglich und ist bereits in vorherigen Veröf-
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fentlichungen von Jennrich et al. [40, 41] für das vorläufige Modell genutzt worden. Eine
hypoelastische Formulierung wird auch in dieser Arbeit eingesetzt. In Altmeyer et al.
[3] zeigen die Autoren ein Vorgehen zur konsistenten Formulierung hypo-viskoelastischer
Modelle unter Anwendung der Lie-Ableitung anhand des Rivlin-Modells [93] in Kombi-
nation mit einem Newton-Element.

Die Viskoelastizität beschreibt das ratenabhängige Materialverhalten. Bereits 1961 ver-
öffentlichten Coleman und Noll [11] im Rahmen der rationalen Thermodynamik die For-
derung nach dem schwindenden Materialgedächtnis: Zeitlich weiter zurückliegende Er-
eignisse sollten einen weniger starken Einfluss auf den aktuellen Zustand besitzen als
Ereignisse in der nahen Vergangenheit. Haupt sowie Haupt und Lion [26, 28] entwickeln
eine Formulierung durch Geschichtsfunktionale, die der Forderung nach einem schwin-
denden Gedächtnis genügt. Alternativ zur Modellierung der Viskoelastizität basierend
auf rheologischen Ersatzschaltbildern erlaubt der Einsatz der fraktionellen Viskoelastizi-
tät die Überführung von Spannungs- und Verzerrungsfunktionalen in abzählbar endlich
viele entkoppelte lineare Differentialgleichungen, wie Lion [66] darlegt, wodurch der Re-
chenaufwand erheblich reduziert werden kann. Lion [63–65] beschreibt darüber hinaus
die Verwendung interner Variablen vom Dehnungs- oder Spannungstyp für die konsisten-
te Modellierung. Für die Formulierung der Aushärtegrad- und Temperaturabhängigkeit
der Viskoelastizität schlagen Haupt und Lion, Lion und Kardelky sowie Lion und Höfer
[28, 68, 69] die Einführung der sogenannten intrinsischen Zeit oder Materialzeit vor, von
der beispielsweise die Gleichungen der Viskoelastizität abhängen. Die intrinsische Zeit
selbst kann von weiteren Variablen abhängig sein, beispielsweise der Temperatur oder
dem Aushärtegrad. Diese Herangehensweise nutzen ebenso von Landgraf oder Yagimli
[53, 114]. Dagegen ist die Zeit-Temperatur-Verschiebung, ein Ansatz, der die Ähnlichkeit
der Einflüsse von erhöhter Temperatur und längerer Dauer auf das Materialverhalten
thermorheologisch einfacher Materialien ausnutzt, insbesondere durch Williams et al.
[112] bekannt. Alternative Ansätze für einen Verschiebungsfaktor, der die Relaxations-
zeiten, Viskositäten oder Moduln im generalisierten Modell der Viskoelastizität anhand
von Temperatur oder Aushärtegrad modifiziert, zeigen Jennrich et al., Kiasat, Liebl oder
Mittermeier [40, 41, 46, 62, 83].

Für die Modellformulierung basierend auf einem thermodynamischen Potential wird
häufig die massenspezifische freie Energie oder Helmholtz-Energie genutzt wie in Coleman
und Gurtin [10]. Alternative Formulierungen zeigen beispielsweise Haupt und Lion, Lion
et al. oder Lion und Yagimli [28, 67, 71]. Durch die Auswertung der Clausius-Duhem-
Ungleichung wird a priori die Vereinbarkeit der Konstitutivgleichungen mit dem zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik sichergestellt. Das Vorgehen nach Coleman und Noll [12]
ist in der Literatur weit verbreitet. Weniger restriktiv ist die Auswertung nach Liu und
Müller [72], die von Greve sowie Johlitz und Lion [21, 42, 43] detailliert beschrieben
wird. Triani et al. [108] zeigen im Vergleich, dass die beiden Vorgehensweisen im Kern
gleichwertige Ergebnisse liefern.
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Parameteridentifikation

Die isolierte Betrachtung einzelner Effekte vereinfacht die Identifikation der Parame-
ter. Daher sollte bereits beim Modellaufbau auf die Experimente zur Identifikation der
Parameter geachtet werden. Lion et al. [67] beispielsweise beschreiben den Aufbau des
Modells mit der massenspezifischen hybriden freien Energie als thermodynamisches Po-
tential, das für die Identifikation der Wärmekapazität mittels DSC gemacht ist. Ihlemann
[38] formuliert eine Reihe von Anforderungen an den Identifikationsalgorithmus. Unter
anderem nennt er die Einsetzbarkeit eines Parametersatzes für die Simulation von Last-
fällen, die nicht zur Identifikation verwendet wurden, zuverlässige und zügige Konvergenz
der Optimierung und keine zusätzliche Bestimmung von Startparametersätzen. Ein Zwei-
schritt-Algorithmus für die Identifikation der Parameter eines generalisierten Modells der
Viskoelastizität anhand dynamisch-mechanisch-thermischer Analyse (DMTA) und Nut-
zung der Zeit-Temperatur-Verschiebung wird von Kraus et al. und Kuntsche [51, 52]
vorgestellt. Modelle oder Teilmodelle mit einer übermäßigen Anzahl an Parametern, die
untereinander eine ausgeprägte Korrelation zeigen, erschweren die zügige und eindeu-
tige Identifikation. Leistner et al. [58, 60] schlagen eine Reduktion der Parameter im
Kamal-Sourour-Reaktionskinetikmodell vor, die zu einer zuverlässigeren und schnelleren
Parameteroptimierung bei gleichbleibender Ergebnisqualität führen soll. Hartmann [25]
beschreibt einige Anforderungen, welche die Parameter für ein Modell aus der Taylorrei-
he erfüllen sollten, um unphysikalisches Verhalten außerhalb des direkten Anpassungs-
bereichs zu vermeiden.

Implementierung in der FEM

Um das entwickelte mathematische Modell zur Simulation dreidimensionaler Körper ein-
zusetzen, wird die Methode der finiten Elemente (FEM) genutzt. Für einen Einstieg in
die FEM empfiehlt sich beispielsweise die Lektüre von Wriggers [113]. Für die Variations-
formulierung bzw. die Bildung der schwachen Form wird auf Glaser, Hamkar, Holzapfel,
Miehe oder Wriggers [19, 24, 30, 82, 113] verwiesen. Je nach eingesetzter Software kann
neben der Implementierung der Materialgleichungen auch die Programmierung eines kon-
sistenten Tangentenoperators notwendig sein. Dies ist bei COMSOL Multiphysics jedoch
nicht der Fall. Die Vorgehensweise wird in dem Sammelband State of the Art and Future
Trends in Material Modeling [2] beschrieben und unter anderem von Hartmann, Schröder
et al. oder Yagimli [25, 97, 114] eingesetzt. Hartmann sowie Lührs et al. [25, 76] beschrei-
ben die Entwicklung von Algorithmen für spezielle Stoffgesetze, die mithilfe verschiedener
Annahmen zu einer Reduktion des zu lösenden Gleichungssystems führen. Der Sonderfall
nahezu inkompressibler Materialien mit Querkontraktionszahlen gegen 0,5 kann bekann-
termaßen zu Schwierigkeiten in der Simulation wie Elementlocking führen, siehe dazu
auch Reese und Wriggers oder Wriggers [92, 113]. Abhilfe schaffen gemischte Element-
formulierungen wie die gestörte Lagrange-Methode, die von Chang et al. oder Wriggers
[7, 113] beschrieben wird. Den Einsatz der FEM für klinische Fragestellungen, insbe-
sondere die Injektion aushärtender Kunststoffe in den menschlichen Körper, beschreiben
Kolmeder et al. oder Landgraf et al. [48, 53, 54].
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1.3 Strukturierung der vorliegenden Arbeit

Kapitel 2.1 der vorliegenden Arbeit gibt einen allgemeinen Überblick über die verschiede-
nen Arten der Polymerwerkstoffe. Anschließend wird genauer auf die Zusammensetzung,
chemische Struktur und Aushärtemechanismen des in dieser Arbeit untersuchten Kleb-
stoffs Sikaflex-360 HC eingegangen.
In Kapitel 2.2 erfolgt die Aufarbeitung der für das Verständnis der nachfolgenden Mo-

dellierung notwendigen Grundlagen. Dabei wird auf die Kinematik, Bilanzgleichungen
und die Herleitung der konstitutiven Beziehungen eingegangen. Es werden beispielhaft
einige Materialgesetze der Elastizität und Viskoelastizität anhand ihrer rheologischen
Ersatzmodelle vorgestellt. Darüber hinaus wird auf die zur Lösung nichtlinearer Diffe-
rentialgleichungen nötigen Algorithmen sowie auf die Shutov-Methode [98] eingegangen.
In Kapitel 3 folgen eine Beschreibung der durchgeführten Experimente sowie die Dar-

stellung der Ergebnisse. Die Untersuchungen sind in kalorische und mechanische Messun-
gen unterteilt. Durch thermomechanische Analyse wird der (lineare) thermische Ausdeh-
nungskoeffizient bestimmt. Darüber hinaus machen die Messungen auch den Glasüber-
gang sichtbar. Mithilfe der dynamischen Differenz-Kalorimetrie wird die exotherme Reak-
tionswärme gemessen sowie die massenspezifische Wärmekapazität bei konstantem Druck
für das ausgehärtete und unausgehärtete Material. Außerdem wird die Glasübergang-
stemperatur bestimmt. Für die Messung der Wärmeleitfähigkeit kommt das transiente
Flächenquellenverfahren (HotDisk) zum Einsatz. Auftriebsmessungen geben Aufschluss
über die Dichte und die Dichteänderung unter Temperatureinfluss und im Rahmen der
Aushärtung. Für die Untersuchung der Diffusion von Wasser in den ausgehärteten Kleb-
stoff wird ein Feuchtegravimeter eingesetzt, das die Änderung der Masse bei Aufnahme
und Abgabe von Wasser aufzeichnet. Das elastische Verhalten des ausgehärteten Materi-
als wird anhand von Stufenrelaxationsversuchen im Zug- und Druckbereich untersucht.
Im Torsionsrheometer mit Platte/Platte-Aufbau wird das viskoelastische Verhalten des
Klebstoffs und seine Veränderung über den kompletten Zeitraum der Reaktion beobach-
tet.
Kapitel 4 gibt einen Überblick über die Gesamtstruktur des erarbeiteten Materialmo-

dells und geht anschließend auf die Herleitung der einzelnen Teilmodelle ein. Vorherige
Versionen des Modells wurden in Jennrich et al. [40, 41] veröffentlicht. Zunächst wird das
thermisch-diffusiv gekoppelte Reaktionskinetikmodell beschrieben. Nachfolgend wird auf
den Ansatz für den volumenbezogenen Diffusionsfluss eingegangen. Die Auswertung der
Entropie-Ungleichung erfolgt nach dem leicht abgewandelten Coleman-Noll-Prinzip un-
ter Verwendung der massenspezifischen hybriden freien Energie [67] und ergibt die Kon-
stitutivbeziehungen für den Konzentrationsteil, den volumetrischen Teil, den isochoren
elastischen und den isochoren inelastischen Teil. Im Anschluss wird damit die Wärmelei-
tungsgleichung hergeleitet.
Die Identifikation der Parameter für alle Teilmodelle anhand der in Kapitel 3 beschrie-

benen Experimente wird in Kapitel 5 dargestellt.
Die Implementierung des vorliegenden Modells in die kommerzielle FE-Software COM-

SOL Multiphysics wird in Kapitel 6 beschrieben. Darüber hinaus wird anhand von Bench-
mark-Simulationen die Funktionalität der Teilmodelle für die Wärmeleitung, die Diffu-
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sion, die thermische und die diffusionsgetriebene Aushärtung und das mechanische Ver-
halten präsentiert und abschließend eine Validierung des Gesamtmodells anhand von
Zugscherversuchen vorgenommen. In einer Parameterstudie wird für den realen Fall der
Schnellhärtung in einem induktiv erwärmten Aufbau die Aushärtung unter verschiede-
nen Temperaturprofilen simuliert, bewertet und ein Vorgehen zur effizienten und stabilen
Prozessführung für die entsprechenden Versuche abgeleitet.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Grundlagen der Polymere

Im Folgenden soll ein kurzer Überblick über die für diese Arbeit maßgeblichen Eigen-
schaften der Polymerwerkstoffe gegeben werden. Für vertiefende Studien wird die Lektüre
Kunststoffe - Eigenschaften und Anwendungen [16] empfohlen. Als Kunststoffe oder Po-
lymere wird eine Gruppe der nichtmetallischen Werkstoffe bezeichnet. Die Materialien
können aus Naturstoffen weiterverabeitet (z.B. Naturkautschuk) oder von Grund auf
synthetisch hergestellt und mit wenigen Ausnahmen in Thermoplaste, Duromere und
Elastomere unterteilt werden. Sie bestehen aus Makromolekülen, die sich wiederum aus
Monomeren zusammensetzen. Je nach Material können diese mehr oder weniger che-
misch vernetzt sein. Im Gegensatz zu metallischen Werkstoffen liegen bei Kunststoffen
die Atome nicht gitterförmig vor, sondern ordnen sich durch kovalente und zwischen-
molekulare Bindungen ketten- oder ringförmig an. Die molekulare Anordnung bedingt
die Temperatur-, Zeit-, Belastungs- und Richtungsabhängigkeit der Materialeigenschaf-
ten der Kunststoffe. Die Abhängigkeit von der Temperatur kann durch die Glasüber-
gangstemperatur bzw. den Glasübergangsbereich Tg beschrieben werden. Unterhalb Tg

verhält sich das Material glasartig. Es ist härter, spröder und steifer. Dieser Bereich wird
als energieelastisch bezeichnet. Nur kleine elastische Deformationen sind möglich. Verfor-
mungsenergie wird als potentielle Energie gespeichert und bei Entlastung sofort wieder
freigegeben. Oberhalb von Tg ist das Material gummiartig, weicher und dehnbarer. In
diesem Bereich herrscht Entropieelastizität, durch die Verformung werden die Molekül-
ketten gestreckt und entknäult und nehmen so einen Zustand geringerer Entropie ein. Bei
Entlastung kehren sie in den Zustand höherer Entropie zurück. Sowohl Be- als auch Ent-
lastung können zeitlich verzögert auftreten. Polymere weisen auch ein ausgeprägtes vis-
koelastisches und viskoplastisches Verhalten auf. Dazu gehören die Effekte des Kriechens
(Erhöhung der Deformation bei konstanter Spannung) und der Relaxation (Abbau von
Spannungen bei konstanter Deformation). Im Laufe der Zeit sind Polymere chemischen
und physikalischen Einflüssen ausgesetzt, die ihre Eigenschaften irreversibel verändern.
Diese Vorgänge werden als Alterung bezeichnet. Allgemein kann zwischen mechanischer,
thermischer, strahleninduzierter und thermooxidativer Alterung unterschieden werden,
wobei in der Realität meist eine Überlagerung mehrerer Effekte zu erwarten ist. Teil-
weise können die Auswirkungen der Alterung durch Zusatzstoffe (Alterungsschutzmittel)
gehemmt werden. Aufgrund ihrer Struktur sind Kunststoffe im Allgemeinen durchlässig
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für Flüssigkeiten oder Gase. An der Grenzfläche werden die Moleküle aus der Umgebung
absorbiert und dann durch Diffusionsprozesse ins Materialinnere transportiert.

2.1.1 Thermoplaste

Bei Thermoplasten handelt es sich um unvernetzte Kunststoffe, die (auch gemischt) in
amorphen und kristallinen Phasen vorliegen können, siehe Abb. 2.1a und b. Der Kristal-
lisationsgrad beeinflusst die Materialeigenschaften und bedingt in der Regel eine Schwin-
dung. Das Material ist reversibel schmelz- und umformbar. Thermoplaste weisen im
Allgemeinen eine geringe bis mittlere Zugfestigkeit, Steifigkeit und Reißdehnung sowie
Kriech- und Relaxationseffekte auf, vgl. Elsner et al. [16].

2.1.2 Duromere

Duromere sind engmaschig chemisch vernetzt, wie in Abb. 2.1c dargestellt, und somit
nicht aufschmelzbar. Bei zu hohen Temperaturen droht stattdessen Zersetzung. Elsner
et al. [16] geben als definierende Merkmale eine hohe Zugfestigkeit, Steifigkeit und Reiß-
dehnung, dafür aber nur geringe Kriecheffekte an.

2.1.3 Elastomere

Elastomere sind weitmaschig chemisch vernetzte Polymere, die oberhalb des Glasüber-
gangsbereichs eingesetzt werden und dadurch ein stark gummielastisches Verhalten zei-
gen. Die Struktur eines elastomeren Materials ist schematisch in Abb. 2.1d dargestellt.
Sie sind nicht aufschmelzbar und zeigen Zersetzung bei zu hoher Temperatur. Ihre Zug-
festigkeit und Steifigkeit sind vergleichweise gering. Dafür verfügen sie über eine große
Reißdehnung und zeigen laut Elsner et al. [16] sowohl Kriech- als auch Relaxationseffek-
te. Der Vernetzungsgrad beeinflusst die Lage des Glasübergangs und die mechanischen
Eigenschaften eines Elastomers. Im Zuge der Vernetzung oder Aushärtung kommt es zur
Schwindung.

a b c d

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Struktur: a Amorpher Thermoplast. b Teil-
kristalliner Thermoplast. c Duromer. d Elastomer.
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2.1.4 Sikaflex-360 HC

Bei dem in dieser Arbeit betrachteten Material handelt es sich um ein elastomeres Po-
lyurethan (PUR). Der stabile Einkomponentenklebstoff verfügt aufgrund seiner Formu-
lierung über mehrere Vernetzungsmechanismen, die sowohl durch Temperaturerhöhung
als auch durch Feuchtereaktion ablaufen können. Unter Wärmeanwendung härtet er in
wenigen Minuten zu einem Elastomer für industrielle Anwendungen aus, wie z.B. Co-
gnard [9] zeigt. Der Klebstoff kann für dynamisch hoch beanspruchte strukturelle Verkle-
bungen eingesetzt werden und wurde unter anderem für die Laserkommunikationsoptik
von LEICA [57] oder Anwendungen im Schiffbau hinsichtlich seines Aushärteverhaltens
von Wang et al. [111] untersucht. Das entstehende polymere Netzwerk ist hochelastisch
und mechanisch inkompressibel. Der Hersteller empfiehlt im technischen Datenblatt [99]
für die technische Anwendung eine Vernetzung über die Temperatur in einem vorge-
gebenen Temperaturbereich, um die angegebenen Eigenschaften zu erzielen. Typische
Aushärtebedingungen können beispielsweise zehn Minuten bei 150 °C oder zwanzig Mi-
nuten bei Temperaturen ab 110 °C sein. Gemäß dem technischen Datenblatt [99] sollte
der Klebstoff nicht allein mit Luftfeuchtigkeit ausgehärtet werden, da die endgültigen
Eigenschaften und die Aushärtezeit variieren können. Für die industrielle Anwendung
mit Lagerung unter definierten Bedingungen und Vernetzung nach Herstellervorgaben
spielt die diffusive (Feuchte-)Aushärtung keine Rolle. Für eine umfängliche Prognose der
Materialeigenschaften unter verschiedenen Umgebungseinflüssen ist sie jedoch nicht zu
vernachlässigen. Auch wenn die genaue Formulierung des Klebstoffs nicht bekannt ist,
geben die Inhaltsstoffe im Sicherheitsdatenblatt [100] einige Hinweise auf mögliche Re-
aktionen. Im Folgenden sollen die beiden Aushärtemechanismen erläutert werden. Dabei
wird vor allem auf Jennrich et al. [40] Bezug genommen.

Feuchtevernetzung

Häufig werden Prepolymere auf Basis von langkettigen, difunktionalen Polyether-Polyo-
len für feuchtereaktive Einkomponentenklebstoffe verwendet. Es kommt fast ausschließ-
lich das in Abb. 2.2 dargestellte MDI als Monomer-Isocyanat zum Einsatz. Die streng
linear angeordneten Isocyanatgruppen ermöglichen die hochflexiblen Eigenschaften des
Endprodukts. Geringe Mengen an aromatischen Isocyanaten (< 10 %) verbessern die La-
gerstabilität. Das Isophorondiisocyanat IPDI findet häufig als cycloaliphatisches Diiso-
cyanat Verwendung (siehe Abb. 2.4). Seine primären und sekundären cycloaliphatischen
Isocyanatgruppen zeigen eine unterschiedliche Reaktivität. Dies führt zu geringer Vis-
kosität, einer engen Molekulargewichtsverteilung und einem geringen Gehalt an freiem
Isocyanat. In Lomölder et al. [73] wird der Einfluss der unterschiedlichen Reaktivitäten
sowie der Temperatur und der vorliegenden Katalysatoren in kommerziellen Produkten
auf das Endprodukt beschrieben. Aromatische Diisocyanate wie MDI sind grundsätz-
lich reaktionsfreudiger als IPDI. Daher wird dieses für niedrige Temperaturen häufig
beispielsweise mit Dibutylzinndilaurat (DBTL) katalysiert. Da DBTL im Sicherheitsda-
tenblatt [100] nicht aufgeführt ist, ist davon auszugehen, dass die Reaktion von IPDI
erst bei höheren Temperaturen eine Rolle spielt. In Kontakt mit Wasser reagieren die
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Polyisocyanate und bilden die instabile Carbamidsäure (Abb. 2.3). Diese zerfällt zu Koh-
lenstoffdioxid (Abb. 2.5) und Aminen. Mit weiteren Polyisocyanaten reagieren die Amine
zu Polyharnstoffen wie in Abb. 2.6 dargestellt. Durch das entstehende Gas kann es zur
Schaumbildung kommen, was bei einigen Anwendungsfällen erwünscht sein mag (Polyu-
rethanschäume), jedoch im vorliegenden Fall unerwünscht ist und durch Beimischung von
Ruß unterbunden wird. Die Reaktion ist immer diffusionsgesteuert, da die Anwesenheit
von Wasser Voraussetzung für den Start der Reaktion bei niedrigen Temperaturen ist.
Es ist wahrscheinlich, dass die Feuchtevernetzung im vorliegenden Klebstoff nach dem
oben beschriebenen Schema abläuft.

Temperaturvernetzung

Aus dem Sicherheitsdatenblatt [100] geht hervor, dass der thermolabile Härter das in
Abb. 2.7 dargestellte MDA im Komplex mit Natriumchlorid ist. Bereits von VanGulick
[109] wird die Herstellung kristalliner MDA-Komplexe beschrieben, die erstmals 1971 von
Jarvis und Ownston [39] erwähnt werden. Das blockierte MDA kann so erst an Reaktio-
nen teilnehmen, nachdem es ab einer bestimmten Temperatur freigegeben wird. Dieser
Prozess wird als Thermolatenz bezeichnet. Bei niedrigen Temperaturen sind Einkom-
ponentenformulierungen mit gebundenen Härtern lagerstabil. Die entstehenden Reakti-
onsprodukte hängen von der Kombination der einwirkenden Umgebungsbedingungen ab.
Bei ausreichend hoher Temperatur dominiert die schnell ablaufende thermische Vernet-
zung. Wird die Mindesttemperatur zur Freisetzung des Härters nicht erreicht, kommt
die Feuchtevernetzung durch die Umgebungsfeuchte zum Tragen. Die mechanischen und
thermischen Eigenschaften des entstehenden Materials können sich stark unterscheiden.

Abbildung 2.2: 4,4’-Methylendiphenyldiisocyanat (MDI)

+

Abbildung 2.3: Reaktion von Polyisocyanaten mit Wasser zu instabiler Carbamidsäure.
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Abbildung 2.4: 3-Isocyanatmethyl-3,5,5-Trimethylcyclohexylisocyanat (IPDI)

-

Abbildung 2.5: Zerfall der instabilen Carbamidsäure unter Abspaltung von Kohlenwas-
serstoff.

+

Abbildung 2.6: Reaktion von Polyisocyanaten mit Amin zu Urea.

Abbildung 2.7: 4,4’-Methylen-bis(anilin) (MDA)
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2.2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Als Lektüre zu den Grundlagen der Kontinuumsmechanik wird insbesondere Kontinu-
umsmechanik - Ein Grundkurs von Greve [21] empfohlen.

2.2.1 Kinematik

BR

B

SR

SX x
e1

e2e3

χ (X, t)

u (X, t)

F

P

P

Referenzkonfiguration

Momentankonfiguration

Abbildung 2.8: Transport materieller Punkte von der Referenz- in die Momentankonfi-
guration.

Unter Kinematik wird die rein geometrische Beschreibung von Bewegungen verstan-
den, ohne deren Ursachen zu berücksichtigen. In der Kontinuumsmechanik wird die De-
formation kontinuierlicher Körper behandelt. Ein kontinuierlicher Körper besteht aus
einer überabzählbaren Menge unendlich nah beieinander liegender materieller Punkte P .
Die Referenzkonfiguration wird als Konfiguration des undeformierten Zustandes zur Zeit
t = 0 definiert. Die Momentankonfiguration soll den Zustand zur Zeit t abbilden. Die
Konfigurationen sind in Abb. 2.8 zu sehen. Zu jedem Zeitpunkt kann allen materiellen
Punkten ihre Position im Raum eindeutig und stetig zugeordnet werden. Der Ortsvektor
eines beliebigen materiellen Punktes in der Referenzkonfiguration wird mit X bezeichnet,
sein Ortsvektor in der Momentankonfiguration mit x. Der Abstand zweier benachbarter
materieller Punkte in der Referenzkonfiguration ergibt das Linienelement dX, in der Mo-
mentankonfiguration dx. Benachbarte Punkte bleiben auch nach der Deformation noch
benachbart. Die Bewegungsfunktion χ verknüpft die Ausgangsposition eines materiellen
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Punktes in der Referenzkonfiguration mit seiner Position in der Momentankonfiguration:

x = χ(X, t) . (2.1)

Der Verschiebungsvektor u verbindet den Ortsvektor der Referenzkonfiguration X mit
dem der Momentankonfiguration x:

u(X, t) = x(X, t)−X . (2.2)

Die Richtungsableitungen werden mit dem Nabla-Operator dargestellt, dessen Kompo-
nenten die partiellen Ableitungsoperatoren sind:

∇ =
∂

∂xi
ei =

∂

∂x1

e1 +
∂

∂x2

e2 +
∂

∂x3

e3 . (2.3)

Die Darstellung erfolgt gemäß der Einstein’schen Summenkonvention, welche besagt,
dass zur Verbesserung der Lesbarkeit über doppelt auftretende Indizes innerhalb eines
Produktes summiert wird. Die Gradienten eines beliebigen Skalarfeldes ϕ(x), Vektor-
feldes v(x) und Tensorfeldes T(x) in der Momentankonfiguration sind folgendermaßen
definiert:

gradϕ = ∇ϕ =
∂ϕ

∂x
=

∂ϕ

∂xi
ei = ϕ,i ei , (2.4)

gradv = ∇⊗ v =
∂v

∂x
=

∂vi
∂xj

ei ⊗ ej = vi,j ei ⊗ ej , (2.5)

gradT = ∇⊗T =
∂T

∂x
=

∂Tij
∂xk

ei ⊗ ej ⊗ ek = Tij,k ei ⊗ ej ⊗ ek . (2.6)

x ist der Ortsvektor der Momentankonfiguration. Der Gradient erhöht die Stufe der zu
differenzierenden Größe. Das heißt, der Gradient eines Skalarfeldes ist ein Vektorfeld, der
eines Vektorfeldes ein Tensorfeld zweiter Stufe und der eines Tensorfeldes zweiter Stufe
ein Tensorfeld dritter Stufe. Für das skalarwertige Temperaturfeld beispielsweise zeigt
der vektorwertige Temperaturgradient in die Richtung des größten Temperaturanstiegs.
Für die Gradienten in der Referenzkonfiguration gilt analog mit dem Ortsvektor der
Referenzkonfiguration X:

Gradϕ =
∂ϕ

∂X
=

∂ϕ

∂Xi

ei , (2.7)

Gradv =
∂v

∂X
=

∂vi
∂Xj

ei ⊗ ej , (2.8)

GradT =
∂T

∂X
=

∂Tij
∂Xk

ei ⊗ ej ⊗ ek . (2.9)

Die Divergenz ist ebenfalls ein Differentialoperator. Im Gegensatz zum Gradienten ver-
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ringert sie die Stufe, weswegen die Divergenz eines Skalarfeldes nicht definiert ist:

div v = ∇ · v =
∂v

∂x
: I =

∂vi
∂xj

(ei ⊗ ej) : (er ⊗ er) = vr,r , (2.10)

divT = ∇ ·T =
∂T

∂x
: I =

∂Tij
∂xk

(ei ⊗ ej ⊗ ek) : (er ⊗ er) = Tir,r ei . (2.11)

Der Deformationsgradient F ist der materielle Gradient der Bewegung und ist definiert als
die Ableitung der Bewegungsfunktion χ nach dem Ortsvektor der Referenzkonfiguration
X:

F = Gradχ(X, t) =
∂χ(X, t)

∂X
=

∂x

∂X
. (2.12)

Mithilfe des Deformationsgradienten erfolgt die Transformation des Gradientenopera-
tors zwischen Momentan- und Referenzkonfiguration laut Holzapfel [30] nach folgender
Vorschrift:

gradϕ = F−T ·Gradϕ , (2.13)
gradv = Gradv · F−1 , (2.14)
gradT = GradT · F−1 . (2.15)

Die Determinante des Deformationsgradienten ist J = detF. Der Deformationsgradient
F bildet Linienelemente von der Referenzkonfiguration auf die Momentankonfiguration
ab

dx = F · dX , (2.16)

seine Determinante J Volumenelemente:

dv = J dV . (2.17)

Für den Transport von Flächenelementen gilt folgende Vorschrift:

da = J F−T · dA . (2.18)

Unter Anwendung der oben genannten Definitionen ergeben sich folgende Bedingungen
für die Ortsableitung des Deformationsgradienten und seiner Determinante:

divFT = 0 , (2.19)
grad J = grad J−1 = 0 . (2.20)

Jeder Tensor M, der die Bedingung detM > 0 erfüllt, kann in einen orthogonalen Tensor
und einen positiv semidefiniten symmetrischen Tensor zerlegt werden. Für den Deforma-
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tionsgradienten ergibt diese polare Zerlegung

F = R ·U = V ·R , (2.21)

mit dem orthogonalen Rotationstensor R und den symmetrischen Rechts- bzw. Links-
Strecktensoren U und V. Basierend auf dieser Zerlegung kann ein Deformationsmaß
definiert werden, das nur Verzerrungen, jedoch keine Starrkörperrotationen mehr ent-
hält. Der rechte Cauchy-Green-Deformationstensor auf der Referenzkonfiguration C ist
definiert als

C = FT · F , (2.22)

der linke Cauchy-Green-Deformationstensor auf der Momentankonfiguration B als

B = F · FT . (2.23)

Diese Deformationstensoren entsprechen im undeformierten Zustand dem Einheitsten-
sor. Als Verzerrungsmaße, die im undeformierten Zustand dem Nulltensor entsprechen,
werden der Green-Lagrange-Verzerrungstensor E in der Referenzkonfiguration

E =
1

2
(C − I) , (2.24)

und der Euler-Almansi-Verzerrungstensor A in der Momentankonfiguration

A =
1

2

(
I − B−1

)
, (2.25)

eingeführt. Aus der materiellen Zeitableitung des Deformationsgradienten F,

Ḟ = Gradv =
∂v

∂X
, (2.26)

ergibt sich der räumliche Geschwindigkeitsgradient L,

L = Ḟ · F−1 = gradv =
∂v

∂x
. (2.27)

Dieser lässt sich additiv in einen symmetrischen und einen antimetrischen Anteil zerlegen:

L = D + W . (2.28)

Der so entstandene Deformationsgeschwindigkeitstensor D kann auch als

D =
1

2

(
L + LT

)
, (2.29)
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der Wirbeltensor W als

W =
1

2

(
L − LT

)
(2.30)

geschrieben werden. L, D und W sind auf der Momentankonfiguration definiert. Zusätz-
lich zur Referenz- und Momentankonfiguration können beliebige Zwischenkonfigurationen
eingeführt werden. Je nachdem, wie das Materialmodell strukturiert werden soll, kann
beispielsweise eine Aufspaltung in elastische und inelastische Anteile, siehe Lubliner [75],
oder in volumetrische und isochore Anteile, siehe Flory [17], sinnvoll sein. Dies wird auch
in dem Grundlagenwerk von Haupt [27] gezeigt. In der vorliegenden Arbeit sind beide
Splits vorgesehen, was zu der isochor-volumetischen Zwischenkonfiguration (IVZK) und
der elastisch-inelastischen Zwischenkonfiguration (EIZK) in Abb. 2.9 führt. Der Defor-
mationsgradient F wird multiplikativ in zwei Anteile gespalten, einen isochoren Anteil
F̂ = J−1/3 F und einen volumetrischen Anteil F̄ = J1/3 I, sodass

F = F̂ · F̄ . (2.31)

Die Determinante des isochoren Anteils des Deformationsgradienten Ĵ ist immer gleich

BR

B
SR

S

F

Referenzkonfiguration

Momentankonfiguration

F̄

F̂

BIVZK

SIVZK

BEIZK

SEIZK

F̂i

F̂e

Isochor-volumetrische
Zwischenkonfiguration (IVZK)

Elastisch-inelastische
Zwischenkonfiguration (EIZK)

Abbildung 2.9: Referenz-, Momentan- und Zwischenkonfigurationen.
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eins:

det F̂ = 1 . (2.32)

Der isochore Anteil des Deformationsgradienten F̂ wird weiter zerlegt in einen elastischen
und einen inelastischen Anteil

F̂ = F̂e · F̂i . (2.33)

Diese Zerlegung ist für die Beschreibung der Viskoelastizität von Vorteil. Aus den Splits
ergeben sich entsprechend für die Deformationsmaße der isochore rechte Cauchy-Green-
Deformationstensor Ĉ auf der IVZK

Ĉ = F̂T · F̂ (2.34)

und der elastische bzw. inelastische Cauchy-Green-Deformationstensor auf der EIZK

Ĉe = F̂T
e · F̂e , (2.35)

Ĉi = F̂T
i · F̂i . (2.36)

Für die zeitlichen Ableitungen ergeben sich folgende Ausdrücke

˙̂
C = F̂T · (L̂T + L̂) · F̂ , (2.37)
˙̂
Ce = F̂−T

i · ˙̂
C · F̂−1

i − L̂T
i · Ĉe − Ĉe · L̂i , (2.38)

mit dem isochoren inelastischen Geschwindigkeitsgradienten

L̂i =
˙̂
Fi · F̂−1

i . (2.39)

2.2.2 Bilanzgleichungen

Die für die Berechnungen der Kontinuumsmechanik benötigten allgemeingültigen Bilanz-
gleichungen für Masse, Impuls, Drall, Energie und Entropie werden axiomatisch einge-
führt. Um die Gleichungen übersichtlicher zu halten, werden die Argumente der Funk-
tionen in den Gleichungen weggelassen.

Massenbilanz

Ein kontinuierlicher Körper, wie er in der Kontinuumsmechanik betrachtet wird, kann
keine Masse dazugewinnen oder verlieren (Massenerhaltung). Daher gilt für die globale
Form in der Momentankonfiguration

d

dt

∫
B
ρ dv = 0 (2.40)
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und in der Referenzkonfiguration

d

dt

∫
BR
ρR dV = 0 , (2.41)

mit der Dichte der Momentankonfiguration ρ(x, t) und der Dichte der Referenzkonfigu-
ration im Allgemeinen ρR(X, t). Für die lokale Betrachtung ergibt sich somit auf der
Momentankonfiguration

ρ̇ + ρ div v = 0 , (2.42)

mit der Divergenz auf der Momentankonfiguration und der Geschwindigkeit v(x, t). Auf
der Referenzkonfiguration lautet die lokale Massenbilanz

d

dt
ρR = 0 ,

ρR = ρR(X) , (2.43)

das heißt, die Dichte der Referenzkonfiguration ist von der Zeit unabhängig. Für inkom-
pressible (dichtebeständige) Materialien vereinfacht sich Gl. (2.42) durch ρ̇ = 0 zu

div v = 0 . (2.44)

Impulsbilanz

Das zweite Newton’sche Gesetz besagt, dass die zeitliche Änderung des Impulses der
Summe aller Kräfte entspricht. Außerdem ist der vektorwertige Impuls gleich Masse mal
Geschwindigkeit. So ergibt sich für die globale Form der Impulsbilanz auf der Momen-
tankonfiguration

d

dt

∫
B
ρv dv =

∫
S
t da +

∫
B
ρb dv , (2.45)

mit dem Cauchy-Spannungsvektor t(x, t) und den massenspezifischen Volumenkräften
b(x, t). Der Spannungsvektor t ist mit dem Cauchy-Spannungstensor T(x, t) über den
Normalenvektor n(x, t) verknüpft:

t = T · n . (2.46)

Der Gauß’sche Integralsatz stellt den Zusammenhang zwischen dem Fluss einer Größe
durch eine geschlossene Oberfläche und der Divergenz des entsprechenden Tensorfelds
dar. So kann das Oberflächenintegral in ein Volumenintegral umgeformt werden:∫

S
T · n da =

∫
B

divT dv . (2.47)
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Für die lokale Form der Impulsbilanz ergibt sich

ρ v̇ = divT + ρb . (2.48)

Auf der Referenzkonfiguration lautet die globale Form der Impulsbilanz∫
BR
ρR

∂2χ

∂t2
dV =

∫
BR

(DivP + ρR b) dV (2.49)

und die lokale Form

ρR
∂2χ

∂t2
= DivP + ρR b , (2.50)

mit der Bewegungsfunktion χ(X, t), dem ersten Piola-Kirchhoff-SpannungstensorP(X, t)
und der Divergenz auf der Referenzkonfiguration.

Drallbilanz

Der Drall oder Drehimpuls eines Körpers ändert sich aufgrund von durch äußere Kräfte
erzeugten Drehmomenten. Der Drall L in Bezug auf einen raumfesten Punkt xm lautet

Lm =

∫
B

(x − xm)× ρv dv . (2.51)

Daraus ergibt sich die Drallbilanz in globaler Form auf der Momentankonfiguration als

d

dt

∫
B

(x − xm)× ρv dv =

∫
S

(x − xm)× t da +

∫
B

(x − xm)× ρb dv . (2.52)

Zur Berechnung der Zeitableitung wird das Integral auf die Referenzkonfiguration trans-
formiert, abgeleitet und wieder auf die Momentankonfiguration zurücktransformiert. Un-
ter Anwendung des Gauß’schen Integralsatzes resultiert schließlich folgender globaler
Ausdruck mit den Komponenten des Cauchy-Spannungstensors Tij

0 =

∫
B

((T32 − T23) e1 + (T13 − T31) e2 + (T21 − T12) e3) dv . (2.53)

Damit dieser auch für beliebiger Teilvolumen erfüllt ist, folgt die Symmetrie des Cauchy-
Spannungstensors:

T = TT . (2.54)

Der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor ist ebenfalls symmetrisch.
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Energiebilanz

Die Energiebilanz beschreibt die Änderung der Energie eines Systems beispielsweise durch
Einflüsse von mechanischer Leistung oder Wärme. Die Bilanz der massenspezifischen
inneren Energie e in der globalen Form auf der Momentankonfiguration ergibt sich zu∫

B
ρ ė dv =

∫
B

(T : L − div q + ρ r) dv , (2.55)

wobei q(x, t) der volumenbezogene Wärmestromvektor auf der Momentan- und qR(X, t)
der auf der Referenzkonfiguration ist sowie r(x, t) die massenspezifische Wärmezufuhr.
Der Ausdruck T : L wird als Spannungsleistungsdichte oder im Folgenden auch nur als
Spannungsleistung bezeichnet. Auf der Referenzkonfiguration lautet die globale Form∫

BR
ρR ė dV =

∫
BR

(
S : Ė − Div qR + ρR r

)
dV . (2.56)

Anschließend folgt die lokale Form auf der Momentankonfiguration als

ρ ė = T : L − div q + ρ r

= T : D − div q + ρ r (2.57)

und auf der Referenzkonfiguration als

ρR ė = S : Ė − Div qR + ρR r , (2.58)

mit dem zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S(X, t) und dem Green-Lagrange-Ver-
zerrungstensor E(X, t).

Entropiebilanz

Bei der Entropie handelt es sich um eine Zustandsgröße, durch welche die Irreversibilität
thermodynamischer Vorgänge beschrieben werden kann. Aus dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik ergibt sich die Bedingung, dass die Entropie s bei irreversiblen Prozessen
nur zu- und nicht abnehmen kann und bei reversiblen Prozessen gleich bleibt. Hieraus
ergibt sich die lokale Entropiebilanz auf der Momentankonfiguration zu

ρṡ = − divφs + ρ (zs + ηs) , (2.59)

mit der massenspezifischen Entropie s(x, t), dem volumenbezogenen Entropiefluss φs(x, t),
der massenspezifischen Entropiezufuhr zs(x, t) und der massenspezifischen Entropiepro-
duktion ηs(x, t). Auf der Referenzkonfiguration lautet die lokale Form

ρRṡ = −Divφs
R + ρR (zs + ηs) . (2.60)
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Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die massenspezifische Entropie-
produktion ηs nichtnegativ ist:

ηs ≥ 0 . (2.61)

2.2.3 Spannungsmaße

Aus der technischen Mechanik sind bereits die technische Spannung, welche die Kraft auf
den undeformierten Ausgangsquerschnitt bezieht, und die wahre Spannung, welche die
Kraft auf die deformierte Querschnittsfläche bezieht, bekannt. Im Rahmen der Kontinu-
umsmechanik wird analog ein Spannungsmaß definiert, das auf der Referenzkonfiguration
operiert und eines, das auf der Momentankonfiguration operiert. Der sogenannte Cauchy-
Spannungstensor T ist ein Spannungsmaß der Momentankonfiguration und kann somit
als wahre Spannung interpretiert werden. Der erster Piola-Kirchhoff-Spannungstensor
P ist ein Maß der Referenzkonfiguration und somit der technischen Spannung zugeord-
net. Im Bereich kleiner Deformationen sind Referenz- und Momentankonfiguration annä-
hernd identisch, bei großen Deformationen ist diese Unterscheidung jedoch wichtig. Aus
der Drallbilanz der Momentankonfiguration Gl. (2.54) folgt die Symmetrie des Cauchy-
Spannungstensors. Der erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor ist jedoch im Allgemeinen
nicht symmetrisch. Als symmetrischer Spannungstensor auf der Referenzkonfiguration
wird der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S eingeführt:

P := J T · F−T , (2.62)
S := J F−1 ·T · F−T . (2.63)

2.2.4 Axiome der Materialtheorie

Die sogenannten Axiome der Materialtheorie sind Regeln, welche die widerspruchsfreie
Formulierung von Konstitutivgleichungen ermöglichen. Im Folgenden werden sie kurz
umrissen.

Kausalität

Die abhängigen und unabhängigen Variablen ergeben sich aus der Beobachtung von Ur-
sache und Wirkung.

Determinismus

Der aktuelle Zustand ist immer eindeutig über die aktuellen und die vorangegangenen
Beanspruchungen definiert.

Äquipräsenz

Alle Konstitutivgleichungen müssen von demselben Satz an unabhängigen Variablen ab-
hängen.
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Materielle Objektivität

Die Konstitutivgleichungen müssen unabhängig vom Bezugssystem formuliert werden.

Lokale Wirkung

Nur die unmittelbare Umgebung eines materiellen Punktes kann seinen Zustand beein-
flussen.

Materialgedächtnis

Bei der Berücksichtigung der Beanspruchungsgeschichte können zeitlich weiter zurücklie-
gende Ereignisse weniger starken Einfluss ausüben als zeitlich nur kurz zurückliegende.

Thermodynamische Konsistenz

Die Konstitutivgleichungen müssen mit den Bilanzgleichungen verträglich sein.

2.2.5 Entropieprinzip und Energiefunktion

Um die Erkenntnisse aus der Entropiebilanz und ihrer Nebenbedingung in der Materi-
altheorie umzusetzen, wird aus ihnen die sogenannte Clausius-Duhem-Ungleichung ge-
bildet. Dabei werden folgende Annahmen getroffen: Die Größen der Entropie s, φs, φs

R,
zs und ηs sind objektiv. Die massenspezifische Entropie s ist gemäß der Regel der Äqui-
präsenz von allen Prozessvariablen des Modells abhängig. Die absolute Temperatur θ
ist objektiv und immer größer gleich null. Für den volumenbezogenen Entropiefluss in
der Momentankonfiguration φs und in der Referenzkonfiguration φs

R werden folgende
Ansätze verwendet,

φs =
q

θ
, (2.64)

φs
R = J F−1 · φs = J F−1 · q

θ
=
qR

θ
, (2.65)

für die massenspezifische Entropiezufuhr zs wird angenommen:

zs =
r

θ
. (2.66)

Dieses Vorgehen wird als Auswertung nach Coleman und Noll bezeichnet, siehe auch [12].
Aus der Entropiebilanz Gl. (2.59) bzw. (2.60) und ihrer Nebenbedingung Gl. (2.61) wird
mit diesen Annahmen die Entropie-Ungleichung gebildet:

ρṡ −
(
ρ
r

θ
− div

q

θ

)
≥ 0 , (2.67)

ρRṡ −
(
ρR

r

θ
− Div

qR

θ

)
≥ 0 . (2.68)
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Abbildung 2.10: Darstellung der thermodynamischen Potentiale und ihrer Variablen als
massenspezifische Größen im Guggenheim-Quadrat.

Aus Gl. (2.67) und (2.68) ergibt sich, dass die gesamte Änderung der massenspezifischen
Entropie (erster Term) immer größer oder gleich der thermisch bedingten Änderung ist
(Klammerausdruck). Für die Beschreibung des Materialverhaltens ist außerdem ein ther-
modynamisches Potential von Nöten. Ein solches Potential ist die massenspezifische in-
nere Energie e. Jedoch existieren noch weitere, die im Folgenden kurz vorgestellt werden
sollen. Das sogenannte Guggenheim-Quadrat (Abb. 2.10) stellt eine Art der Visualisie-
rung thermodynamischer Potentiale, ihrer natürlichen Variablen und der Transformatio-
nen von einem Potential zum anderen dar. e ist die bereits bekannte massenspezifische
innere Energie, h ist die massenspezifische Enthalpie, Ψ wird massenspezifische Helm-
holtz-Energie oder massenspezifische freie Energie genannt, G ist die massenspezifische
Gibbs-Energie oder massenspezifische freie Enthalpie. Die Variablen der Potentiale sind
die massenspezifische Entropie s, das Volumen V , der hydrostatische Druck p und die
absolute Temperatur θ. In der Darstellung sind die einem Potential benachbarten Varia-
blen dessen natürliche Variablen, beispielsweise e (s, V ), Ψ (θ, V ) oder G (θ, p). Potentia-
le, die vom Volumen abhängen, führen zu dehnungsabhängig formulierten Gleichungen.
Vom Druck abhängige Potentiale führen zu spannungsabhängig formulierten Gleichun-
gen. Gummiartige Materialien, die mechanisch nahezu inkompressibel sind, werden daher
üblicherweise mit der massenspezifischen Helmholtz-Energie Ψ als thermodynamisches
Potential beschrieben. Die Legendre-Transformation zwischen massenspezifischer innerer
Energie e und massenspezifischer Helmholtz-Energie Ψ wird mit

Ψ = e − θ s (2.69)

beschrieben. Diese kann differenziert und anschließend mit der Energiebilanz Gl. (2.57)
und (2.58) zusammengebracht werden:

Ψ̇ = ė − θ ṡ − s θ̇ , (2.70)

Ψ̇ =
1

ρ
(T : D − div q + ρ r) − θ ṡ − s θ̇ , (2.71)

Ψ̇ =
1

ρR

(
S : Ė − Div qR + ρR r

)
− θ ṡ − s θ̇ . (2.72)

Um die Vereinbarkeit der Auswertung mit dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik
bzw. der Energiebilanz sicherzustellen, werden Gl. (2.71) und (2.72) umgeformt und
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anschließend in Gl. (2.67) und (2.68) eingesetzt:

T : D − ρ s θ̇ − ρ Ψ̇ − q

θ
· grad θ ≥ 0 , (2.73)

S : Ė − ρR s θ̇ − ρR Ψ̇ − qR

θ
·Grad θ ≥ 0 . (2.74)

Diese Gleichung wird auch als Clausius-Duhem-Ungleichung bezeichnet. Der Äquiprä-
senzregel folgend muss auch das thermodynamische Potential, in diesem Fall Ψ, von
allen Prozessvariablen abhängig sein. Wird die Clausius-Duhem-Ungleichung Gl. (2.73)
bzw. (2.74) für beliebige Temperatur- und Deformationsprozesse erfüllt, ist die thermo-
dynamische Konsistenz des Modells sichergestellt. Für die Formulierung in der Momen-
tankonfiguration werden die unabhängigen Variablen als

V := {B, θ} (2.75)

gewählt. Von ihnen und den inneren Variablen der Materialgeschichte G(k), die inelas-
tisches Materialverhalten beschreiben, allgemein skalar-, vektor- oder tensorwertig sein
können, aber in der folgenden Herleitung wie eine skalarwertige Größe dargestellt werden,
hängen alle Prozessvariablen

Π := {T, Ψ, q, s} (2.76)

ab. Der Index (k) ist dabei nicht als Summationsindex zu verstehen. Er identifiziert
nur die jeweilige Variable. So ergibt sich das totale Differential der massenspezifischen
Helmholtz-Energie zu

Ψ̇ =
∂Ψ

∂B
: Ḃ +

∂Ψ

∂θ
θ̇ +

∂Ψ

∂G(k)

Ġ(k) . (2.77)

Daraus ergibt sich die Clausius-Duhem-Ungleichung zu

T : D − ρ s θ̇ − ρ

(
∂Ψ

∂B
: Ḃ +

∂Ψ

∂θ
θ̇ +

∂Ψ

∂G(k)

Ġ(k)

)
− q

θ
· grad θ ≥ 0 . (2.78)

Der linke Cauchy-Green-Deformationstensor B ist symmetrisch, somit ist der Ausdruck
∂Ψ
∂B

eine isotrope Tensorfunktion eines symmetrischen Arguments. Für diese gilt, dass das
Tensorprodukt der Funktion mit ihrem Argument kommutativ ist:

∂Ψ

∂B
·B = B · ∂Ψ

∂B
. (2.79)

Unter Berücksichtigung der Gl. (2.23) und (2.27) ergibt sich die zeitliche Ableitung des
linken Cauchy-Green-Deformationstensors B:

Ḃ = L ·B + B · LT . (2.80)
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Mit dem Deformationsgeschwindigkeitstensor D aus Gl. (2.29) kann das Skalarprodukt
umformuliert werden:

∂Ψ

∂B
: Ḃ = tr

(
∂Ψ

∂B
· Ḃ
)

= tr

(
B · ∂Ψ

∂B
·
(
L + LT

))
= 2B · ∂Ψ

∂B
: D . (2.81)

Mit dem Zusammenhang aus Gl. (2.81) kann Gl. (2.78) sortiert werden:(
T − 2ρB · ∂Ψ

∂B

)
: D − ρ

(
s +

∂Ψ

∂θ

)
θ̇ − ρ

∂Ψ

∂G(k)

Ġ(k) −
q

θ
· grad θ ≥ 0 . (2.82)

Die Raten D, θ̇ und Ġ(k) können beliebige positive oder negative Werte annehmen. Die
einfachste aber auch sehr restriktive Art, die Einhaltung der Ungleichung sicherzustellen,
ist zu fordern, dass alle Vorfaktoren der Raten θ̇ und D gleich null sind:

T − 2ρB · ∂Ψ

∂B
= 0 , (2.83)

s +
∂Ψ

∂θ
= 0 . (2.84)

Bei der Wahl eines Ansatzes für die massenspezifische Helmholtz-Energie Ψ ergeben sich
aus Gl. (2.83) die Konstitutivgleichung für die Spannung T und aus Gl. (2.84) die für
die massenspezifische Entropie s. Mithilfe der Restungleichung

− ρ ∂Ψ

∂G(k)

Ġ(k) −
q

θ
· grad θ ≥ 0 (2.85)

kann die Konstitutivgleichung für den volumenbezogenen Wärmestrom q sowie eine Evo-
lutionsgleichung für die inneren Variablen wie z.B.

Ġ(k) = δ(k)
∂Ψ

∂G(k)

(2.86)

mit δ(k) ≥ 0 formuliert werden. Bei der Formulierung für die Referenzkonfiguration folgen
analog die unabhängigen Variablen als

V := {C, θ} , (2.87)

und die Prozessvariablen als

Π := {S, Ψ, qR, s} . (2.88)
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Das totale Differential der massenspezifischen Helmholtz-Energie in Bezug auf die Größen
der Referenzkonfiguration lautet:

Ψ̇ =
∂Ψ

∂C
: Ċ +

∂Ψ

∂θ
θ̇ +

∂Ψ

∂G(k)

Ġ(k) . (2.89)

Für die Clausius-Duhem-Ungleichung ergibt sich dann

S : Ė − ρR s θ̇ − ρR

(
∂Ψ

∂C
: Ċ +

∂Ψ

∂θ
θ̇ +

∂Ψ

∂G(k)

Ġ(k)

)
− qR

θ
·Grad θ ≥ 0 . (2.90)

Mit dem Zusammenhang Ė = 1
2
Ċ und einer Sortierung der Terme nimmt die Clausius-

Duhem-Ungleichung folgende Form an:(
1

2
S − ρR

∂Ψ

∂C

)
: Ċ − ρR

(
s +

∂Ψ

∂θ

)
θ̇ − ∂Ψ

∂G(k)

Ġ(k) −
qR

θ
·Grad θ ≥ 0 . (2.91)

Die Auswertung von Gl. (2.91) ergibt:

1

2
S − ρR

∂Ψ

∂C
= 0 , (2.92)

s +
∂Ψ

∂θ
= 0 , (2.93)

Ġ(k) = − δ(k)
∂Ψ

∂G(k)

, (2.94)

− qR

θ
·Grad θ ≥ 0 . (2.95)

Im Gegensatz zum üblichen Vorgehen bei der Auswertung nach Coleman und Noll sind
beim Müller-Liu-Entropieprinzip die Ansätze für massenspezifische Entropiezufuhr zs

und volumenbezogenen Entropiefluss φs bzw. φs
R nicht vorgegeben. Stattdessen werden

diese als zu bestimmende Konstitutivgleichungen behandelt, die der Äquipräsenzregel fol-
gend ebenfalls von allen Prozessvariablen abhängen müssen, vgl. Triani et al. [108]. Die
lokale Energiebilanz und alle weiteren Nebenbedingungen werden mit Lagrange-Multipli-
katoren Λ(k) multipliziert und zur Entropieungleichung Gl. (2.67) bzw. (2.68) addiert. Die
Lagrange-Multiplikatoren müssen während der Auswertung bestimmt werden. Besonders
für Mischungsmodelle wird dieses Vorgehen angewendet, da die Vorgabe einer absoluten
Temperatur nicht Voraussetzung ist. Die beiden Vorgehensweisen sind nach Cimmelli et
al. [8] als gleichwertig zu betrachten. In dieser Arbeit wird ein modifiziertes Vorgehen
nach Coleman und Noll angewendet.

2.2.6 Konzept der dualen Variablen

Haupt und Tsakmakis [29] prägten den Begriff duale Variablen für Spannungs- und Ver-
zerrungsmaße, die in der Formulierung der Spannungsleistung verwendet werden sowie
duale Ableitungen für ihre Raten. Die Forderung der materiellen Objektivität führt zu
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einem Paar dualer Variablen auf jeder beliebigen Konfiguration, sodass die Invarianz so-
wohl der Spannungsleistung als auch der inkrementellen Spannungsleistung gewährleistet
ist. Ein Paar natürlich zusammenhängender Variablen auf der Referenzkonfiguration sind
der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S und der Green-Lagrange-Verzerrungsten-
sor E. Auf der Momentankonfiguration sind es der Cauchy-Spannungstensor T und der
Euler-Almansi-Verzerrungstensor A.

2.2.7 Materialgleichungen

Entsprechend der Regel der materiellen Objektivität, die fordert, dass Konstitutivglei-
chungen unabhängig vom Bezugssystem sein sollen, ist es üblich, Materialmodelle für
isotrope Feststoffe in Abhängigkeit der Deformationsinvarianten zu formulieren. Die drei
Hauptinvarianten IB, IIB und IIIB eines beliebigen Tensors B sind die Koeffizienten
seines charakteristischen Polynoms:

−x3
B + IB x

2
B − IIB xB + IIIB = 0 . (2.96)

xB werden Eigenwerte des Tensors B genannt. Seine Invarianten können folgendermaßen
berechnet werden:

IB = trB ,

IIB =
1

2

[
(trB)2 − tr (B ·B)

]
,

IIIB = detB . (2.97)

Auch wenn sich durch eine Koordinatentransformation die Komponenten des Tensors B
ändern, bleiben dessen Invarianten gleich. Im Rahmen der Auswertung wie in Gl. (2.89)
gezeigt, ist es notwendig, die Energiefunktion nach dem Deformationstensor zu differen-
tieren. Durch die Anwendung der Kettenregel müssen hierbei die Invarianten nach ihrem
tensoriellen Argument wie folgt abgeleitet werden:

∂IB
∂B

= I ,

∂IIB
∂B

= IB I − B ,

∂IIIB
∂B

= detBB−T . (2.98)

Elastizität

Das rheologische Modell, das der reinen Elastizität zugeordnet ist, ist die Feder. Sie kann
sowohl unter Zugbelastung (Verlängerung) als auch unter Druckbelastung (Stauchung)
oder Scherung gesetzt werden und kehrt nach Entlastung wieder in ihren Ausgangszu-
stand zurück (Abb. 2.11). Dabei kommt es zu keiner Hysterese, das heißt die Entlastung
findet auf dem selben Pfad statt wie die Belastung. Aufgrund ihres idealen Verhaltens
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Abbildung 2.11: Die Feder als rheologisches Basiselement der reinen Elastizität mit ei-
ner typischen hyperelastischen Spannungs-Dehnungs-Kennlinie. Be- und
Entlastung geschehen auf dem selben Pfad.

wird sie auch Hooke-Element genannt. Aus der technischen Mechanik ist das Hooke’sche
Gesetz als einfachstes Materialgesetz der linearen Elastizität allgemein bekannt:

σ = E ε . (2.99)

In diesem Fall wird die skalare Spannung mit σ, die skalare Dehnung mit ε und der skalare
Elastizitätsmodul mit E bezeichnet. Dieser lineare Zusammenhang ist allgemein nur für
kleine Dehnungen gültig. Im Rahmen der Kontinuumsmechanik sind im Falle kleiner
Deformationen die Referenz- und die Momentankonfiguration näherungsweise identisch.
Wird das Hooke’sche Gesetz für große Deformationen verallgemeinert, wird es als Neo-
Hooke-Modell [84] bezeichnet. Die dazugehörende Formänderungsenergiedichte unter der
Voraussetzung der mechanischen Inkompressibilität lautet:

wNH = c10 (IB − 3) , (2.100)

mit dem Elastizitätsparameter c10 und der ersten Invariante des linken Cauchy-Green-
Deformationstensors IB. Im Gegensatz zur linearen Elastizität, wo sich im Spannungs-
Dehnungs-Diagramm immer nur eine Gerade ergibt, erlauben die Gesetze der finiten
Hyperelastizität eine nichtlineare Beschreibung. Die allgemeinste Form dieses hyperelas-
tischen Modells ist das Taylorpolynom. Für inkompressibles Material nimmt es folgende
Form an [86]:

wTaylor =
∞∑

n,m=0

cnm (IB − 3)n (IIB − 3)m , (2.101)

mit den Elastizitätsparametern cnm und der Normierung c00 = 0 sowie der ersten und
zweiten Invariante des linken Cauchy-Green-Deformationstensors IB und IIB. Sowohl
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das Neo-Hooke-Modell Gl. (2.100) als auch das Mooney-Rivlin-Modell

wMR = c10 (IB − 3) + c01 (IIB − 3) , (2.102)

oder das Yeoh-Modell

wYeoh = c10 (IB − 3) + c20 (IB − 3)2 + c30 (IB − 3)3 , (2.103)

sind als Spezialfälle in Gl. (2.101) enthalten.

Viskoelastizität

Das einfachste rheologische Modell der Viskoelastizität ist das Maxwell-Element, das aus
einer Feder und einem Dämpfer in Reihe geschaltet besteht (Abb. 2.12). Es kann sowohl
Spannungsrelaxation als auch Kriechen abbilden, wie in Abb. 2.13 an schlagartig aufge-
brachter Dehnung bzw. Spannung dargestellt. Das Dämpferelement bildet zeitabhängiges
(viskoses) Verhalten ab: Einer schnellen Deformation setzt es mehr Widerstand entgegen
als einer langsamen. Für die allgemeine Beschreibung nichtlinear viskoelastischen Ma-
terialverhaltens kann aus einer Feder und einer beliebigen Anzahl parallel geschalteter
Maxwell-Elemente das sogenannte generalisierte Modell der Viskoelastizität (Abb. 2.14)
aufgebaut werden. Am Beispiel des Drei-Parameter-Modells, also eines generalisierten
Modells der Viskoelastizität mit einer Einzelfeder und einem Maxwell-Element, soll im

E η

Abbildung 2.12: Maxwell-Element bestehend aus einer Feder mit dem Elastizitätsmodul
E und einem Dämpfer mit der Viskosität η.

σ

ε

t

σ

ε

t

a b

σ

ε

σ

ε

Abbildung 2.13: Maxwell-Element: Spannungsrelaxation bei konstanter Dehnung (a) und
Kriechen bei konstanter Spannung (b).
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Folgenden das Verhalten beschrieben werden. Es ist zwischen einer unendlich langsamen
Beanspruchung und einer spontanen Beanspruchung zu unterscheiden, wie in Abb. 2.15
dargestellt. Wird eine Dehnung unendlich langsam aufgebracht, so setzt das Dämpfer-
element ihr keinen Widerstand entgegen. Der Elastizitätsmodul des Modells entspricht
somit dem Elastizitätsmodul der Gleichgewichtsfeder E0. Bei spontaner, schlagartiger
Dehnung setzt das Dämpferelement ihr den maximalen Widerstand entgegen. Somit ent-
spricht der spontane Modul des Modells der Summe aus den beiden Elastizitätsmoduln
E0 +E1. Die Spannung kann additiv in eine Gleichgewichtsspannung σeq und eine Nicht-
gleichgewichtsspannung σneq aufgeteilt werden:

σ = σeq + σneq . (2.104)

E1 η1

E0

En ηn

Abbildung 2.14: Generalisiertes Modell der Viskoelastizität bestehend aus einer Feder
und n parallel geschalteten Maxwell-Elementen.

σ

ε

E0 + E1

E0

ε̇min

ε̇max

ε̇real

Abbildung 2.15: Drei-Parameter-Modell: Spontane und Gleichgewichtskennlinie, in Rot
eine Kennlinie unter realer Beanspruchung.
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Dies ergibt sich aus der Parallelschaltung der Feder und der Maxwell-Elemente. Die
Gleichgewichtsspannung stellt sich also in der Gleichgewichtsfeder ein:

σeq = E0 ε . (2.105)

Für das Maxwell-Element kann entsprechend der Reihenschaltung aus Feder und Dämp-
ferelement noch die Dehnung ε in einen elastischen Anteil εe und einen inelastischen
Anteil εi aufgeteilt werden:

ε = εe + εi . (2.106)

Dasselbe gilt für die Rate der Dehnung:

ε̇ = ε̇e + ε̇i . (2.107)

Aus diesen Überlegungen ergibt sich auch die Nichtgleichgewichtsspannung:

σneq = E1 εe = η1 ε̇i . (2.108)

Wird die Nichtgleichgewichtsspannung σneq aus Gl. (2.108) in Gl. (2.107) eingesetzt,

ε̇ =
σ̇neq

E1

+
σneq

η1

, (2.109)

ergibt sich mit Gl. (2.104) und (2.105) die Differentialgleichung des Drei-Parameter-
Modells:

σ̇ +
E1

η1

σ = (E0 + E1) ε̇ +
E0E1

η
ε . (2.110)

Bei einem generalisierten Modell der Viskoelastizität mit einer beliebigen Anzahl von
parallel geschalteten Maxwell-Elementen muss für die Nichtgleichgewichtsspannung σneq

über die Elemente summiert werden:

σneq =
n∑
j=1

σneqj . (2.111)

In späteren Definitionen wird an Stelle der Viskosität η für die Beschreibung des ra-
tenabhängigen Verhaltens die Relaxationszeit τ genutzt. Die Relaxationszeit des k-ten
Maxwell-Elements ist über den Elastizitätsmodul E(k) und die Viskosität η(k) des ent-
sprechenden Elements definiert:

τ(k) =
η(k)

E(k)

. (2.112)

Bei zyklischen Versuchen, beispielsweise im Multihysteresenversuch, der im Detail bei-
spielsweise von Mezger [81] beschrieben wird, wird das ratenabhängige Verhalten häufig
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in Form einer Hysterese beobachtet. Bei wiederholter Be- und Entlastung mit konstanter
Dehnungsamplitude stellt sich nach einer gewissen Anzahl von Zyklen eine stationäre
Hysterese ein, siehe Abb. 2.16. In der dynamisch-mechanischen Analyse (DMA) ist die
Beschreibung des Materialverhaltens über den komplexen Schubmodul G∗ bzw. den kom-
plexen Elastizitätsmodul E∗ üblich. Diese setzen sich zusammen aus dem Realteil G′ oder
E ′, auch Speichermodul genannt, und dem Imaginärteil G′′ oder E ′′, auch Verlustmodul
genannt:

G∗ = G′ + i G′′ ,

E∗ = E ′ + i E ′′ , (2.113)

wobei die imaginäre Einheit als i2 = −1 definiert ist. Der Speichermodul symbolisiert
den dissipationsfreien elastischen Teil der Deformation, der Verlustmodul den dissipati-
onsbehafteten viskosen Teil. Aus dem Verhältnis der beiden ergibt sich der Verlustwinkel
ξ als Maß für die Dämpfung:

tan ξ =
G′′

G′
,

tan ξ =
E ′′

E ′
. (2.114)

Wird die zyklische Dehnung mit der Kreisfrequenz ω = 2π f , der Frequenz f und der
Dehnungsamplitude ε0 aufgebracht als

ε = ε0 sin(ω t) , (2.115)

σ

ε

erster Zyklus

k -ter Zyklus

Abbildung 2.16: Ausbildung einer Hysterese im zyklischen Versuch nach k Zyklen.
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dann zeigt sich in der Spannungsantwort die Phasenverschiebung zwischen Spannung und
Dehnung:

σ = σ0 sin(ω t + ξ) . (2.116)

σ0 bezeichnet die Spannungsamplitude. Typische Verläufe von Speicher- und Verlustmo-
dul über der Frequenz bei konstanter kleiner Amplitude am Drei-Parameter-Modell sind
in Abb. 2.17 gezeigt. Der Speichermodul nähert sich bei unendlich kleiner Frequenz dem
Wert des Gleichgewichtsmoduls an, bei unendlich großer Frequenz dem der Summe der
Elastizitäts- bzw. Schubmoduln, was einer spontanen Beanspruchung gleichkommt. Der
Verlustmodul weist ein Maximum auf. Bei dieser Frequenz ist die Dämpfung im Material
und damit auch die Hysteresefläche am größten. Bei Betrachtung der Materialeigenschaf-
ten über den Verlauf der Aushärtung zeigt sich ein Einfluss sowohl im Speicher- als auch
im Verlustmodul. Auf diese Abhängigkeiten soll in Abschnitt 4.7 konkret eingegangen
werden.

logf

E ′

E ′′

E0 + E1

E0

Abbildung 2.17: Typischer Verlauf von Speicher- und Verlustmodul über der Frequenz
beim Drei-Parameter-Modell, vgl. Landgraf [53].

Lösungsverfahren

Zur Lösung von nichtlinearen Differentialgleichungen existieren verschiedene Verfahren,
die sich in Rechenaufwand und Ergebnisgüte stark unterscheiden können. Sie können im
Allgemeinen in explizite und implizite Verfahren unterteilt werden. Bei der expliziten
Lösung wird der Funktionswert zum Zeitpunkt t + ∆t basierend auf dem Funktions-
wert und der ersten Ableitung (Steigung) zum Zeitpunkt t abgeschätzt. Diese Schätzung
ist umso genauer je kleiner die Schrittweite ∆t gewählt wird. Der Rechenaufwand pro
Schritt ist gering, es sind jedoch viele Schritte notwendig, um ein ausreichend genaues
Ergebnis zu erzielen, wie in Abb. 2.18 deutlich wird. Die Konvergenz der Schätzung hin
zur tatsächlichen Lösung ist nicht garantiert, es besteht die Gefahr, dass sich viele kleine
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Abweichungen zu einem großen Fehler im Ergebnis akkumulieren. Bei impliziten Verfah-
ren wird der Funktionswert zum Zeitpunkt t+ ∆t iterativ angenähert. Dadurch kann die
Schrittweite ∆t größer sein. In jeder Iteration wird eine Schätzung vorgenommen, der
tatsächliche Funktionswert berechnet und mithilfe der so bestimmten Abweichung eine
bessere Schätzung erzeugt, wie in Abb. 2.19 dargestellt. Viele Iterationen können nötig
sein, bis die Abweichung dem festgelegten Kriterium genügt, außerdem muss jeweils ein
Gleichungssystem gelöst werden, was den Rechenaufwand erhöht. Bei impliziten Verfah-
ren wird die Konvergenz der Lösung kontrolliert. Im Folgenden sollen einige Verfahren
beispielhaft vorgestellt werden.

Das Euler-Cauchy-Verfahren, auch explizites Euler- oder Euler-Vorwärts-Verfahren ge-
nannt, ist ein typisches explizites Verfahren nach dem in Abb. 2.18 dargestellten Schema:

y(tn+1) = y(tn) + ẏ(tn) ∆t . (2.117)

Der Funktionswert y(tn) ist der bekannte Anfangswert. Der Funktionswert y(tn+1) nach
einem Schritt der Schrittweite ∆t wird abgeschätzt mithilfe der Anfangssteigung. Im Ge-
gensatz dazu verwendet das Euler-Rückwärts-Verfahren, auch implizites Euler-Verfahren
genannt, zur Lösung die Steigung am neuen Punkt tn+1:

y(tn+1) = y(tn) + ẏ(tn+1) ∆t . (2.118)

Bei nichtlinearen Gleichungssystemen ist für die Lösung ein Approximationsalgorithmus
wie das Newton-Raphson-Verfahren nötig, da oftmals nicht nach y(tn+1) aufgelöst werden
kann. Gesucht ist also die Nullstelle von

f(z) = y(tn) + ẏ(z) ∆t − y(z) = 0 . (2.119)

t

y ∆t

tn tn+1

y

a b

tn+2 tn+3 tn tn+5 tn+10

∆t

t

Abbildung 2.18: Annäherung der expliziten Lösung an eine nichtlineare Funktion mit
großer Schrittweite (a) und mit kleiner Schrittweite (b). Die Schrittwei-
tenabhängigkeit ist deutlich sichtbar.
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Für einen Startwert z0 wird eine Lösung angenähert durch

z1 = z0 −
f(z0)

f ′(z0)
, (2.120)

mit der ersten Ableitung von f nach z f ′(z). Dies wird als Iteration bezeichnet. Ein Kon-
vergenzkriterium kann beispielsweise f(z) < 10−8 sein. Solange es nicht erfüllt ist, sind
weitere Iterationen notwendig. Das Ergebnis der ersten Iteration z1 stellt den Startwert
für die zweite Iteration dar.
Ein iterationsfreier Lösungsalgorithmus für die implizite Zeitintegration multiplikativer

Viskoelastizität vom Maxwell-Typ wurde von den Autoren in Shutov et al. [98] vorgestellt
und seine Anwendung beispielsweise von Landgraf [53] durchgeführt. Der Algorithmus
erlaubt die Lösung der inelastischen Dehnungen in einem generalisierten Modell der Vis-
koelastizität in jedem Zeitschritt direkt ohne Iterationen:

Ci(tn+1) = Ci(tn) +
∆t µ

η
C(tn+1) , (2.121)

wobei der Überstrich in diesem Fall die Unimodularität eines Tensors A = (detA)−1/3 A
anzeigt. Ci ist der inelastische rechte Cauchy-Green-Deformationstensor, ∆t die Schritt-
weite, µ der Schubmodul der Feder des Maxwell-Elements und η die Viskosität seines
Dämpferelements.

tn tn+1

y

∆t

tn+2 tn+3 t

Abbildung 2.19: Annäherung der impliziten Lösung an eine nichtlineare Funktion mit
großem Zeitschritt. Die verschiedenen Farbintensitäten symbolisieren die
Iterationen pro Schritt.
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2.2.8 Mischungstheorie der Spurenelemente

Um eine Mischung handelt es sich, wenn sich das betrachtete Material aus mehreren
Komponenten zusammensetzt. Im Allgemeinen würden sich für jede Komponente der
Mischung entsprechend eine Partialdichte, eine Partialbewegung, eine Partialtemperatur
sowie Partialbilanzen für Masse, Impuls, Energie und Entropie ergeben. Eine vereinfach-
te Form der Betrachtung stellt das Diffusionsmodell dar, das voraussetzt, dass es eine
Hauptkomponente gibt und alle weiteren Komponenten nur in so geringer Menge vor-
liegen, dass sie als Spurenelemente (engl. Tracer) betrachtet werden können. Dann ist
es ausreichend, für jede Komponente eine Partialmassenbilanz zu bilden, jedoch für das
Gemisch nur eine Impuls- und Energiebilanz. Die Massenbilanzen für die Spurenelemente
werden üblicherweise in Form einer Konzentration angegeben. Zur weiterführenden Lek-
türe wird auf Greve sowie Hutter und Jöhnk [21, 37] verwiesen. In dieser Arbeit wird,
basierend auf experimentellen Erkenntnissen, die Feuchte im Material als Spurenelement
durch ein Diffusionsmodell abgebildet.
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Kapitel 3

Experimentelle Untersuchungen

3.1 Thermoanalytik

3.1.1 Thermomechanische Analyse (TMA)

In der thermomechanischen Analyse wird die eindimensionale Längenänderung einer Pro-
be unter Temperaturänderung gemessen. Der lineare thermische Ausdehnungskoeffizient
αlin ergibt sich aus der Längenänderung und der Temperaturänderung wie folgt:

αlin =
L1 − L0

L1 (θ1 − θ0)
. (3.1)

L0 ist die Probenlänge bei der Temperatur θ0 und L1 bei θ1. Unter der Voraussetzung,
dass das Material isotrop und die Deformation klein ist, kann vom linearen thermischen
Ausdehnungskoeffizienten αlin auf den volumetrischen thermischen Ausdehnungskoeffizi-
enten αvol geschlossen werden:

αvol = 3αlin . (3.2)

Die Messung soll dabei näherungsweise ohne mechanische Beanspruchung ablaufen. Da-
her muss der Anpressdruck des Längensensors möglichst klein gewählt werden. Abb. 3.1
zeigt den Messaufbau. Darin ist θSoll die vorgegebene Temperatur im Ofen und θProbe die
an der Probenunterseite gemessene Probentemperatur. Im Bereich des Glasübergangs Tg

verändert sich der thermische Ausdehnungskoeffizient markant: Im glasartigen Zustand
ist er deutlich kleiner als im gummiartigen, in der Messkurve zeigt sich eine Änderung
der Steigung. So ist die thermomechanische Analyse auch ein Werkzeug zur Bestimmung
des Glasübergangs. Die thermische Expansion kann ebenfalls über Dichtemessungen bei
verschiedenen Temperaturen realisiert werden, die verbreitetere Methode bei isotropen
Feststoffen ist jedoch die thermomechanische Analyse. Die Messungen wurden mit dem
Prüfsystem Mettler Toledo TMA/SDTA841e in einem Temperaturbereich von −100 °C
bis 130 °C mit einer Temperaturrate von 10 K min−1 durchgeführt. Abb. 3.2 zeigt die
Probenlänge und die Probentemperatur über mehrere Zyklen. Daraus werden die Auf-
heizkurven extrahiert, die in Abb. 3.3 gezeigt sind.
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Abbildung 3.1: Skizze des Messaufbaus thermomechanische Analyse (TMA).
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Abbildung 3.2: Alle Messzyklen der TMA-Messung.
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Abbildung 3.3: Auswertung der Aufheizung von Zyklus 1 und 2 der TMA-Messung.
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Abbildung 3.4: Skizze des Messaufbaus dynamische Wärmestrom-Differenz-Kalorimetrie
(DSC).

3.1.2 Dynamische Differenz-Kalorimetrie (DSC)

In der dynamischen Wärmestrom-Differenz-Kalorimetrie (Differential Scanning Calori-
metry, DSC) werden unter Schutzgasatmosphäre bei konstantem Druck ein Proben- und
ein Referenztiegel mit dem gleichen Temperaturprogramm beaufschlagt und die Diffe-
renz der über die Tiegel abgeführten Wärmeströme gebildet. Diese Differenz entspricht
bei guter Kalibrierung des Messaufbaus der von der Probe aufgenommenen bzw. ab-
gegebenen Wärme. Abb. 3.4 zeigt den Messaufbau. Daraus ergibt sich als Messsignal
die massenspezifische Enthalpierate ḣ. In den Messkurven werden Phasenumwandlungen
wie chemische (Aushärte-)Reaktionen, Kristallisation oder Schmelzen sowie der Glas-
übergang sichtbar. Die experimentelle Untersuchung der Reaktionskinetik mittels DSC
ist gängige Praxis. Der Einsatz dynamischer Messungen (konstante Aufheiz- oder Ab-
kühlraten) wurde unter anderem bereits in Veröffentlichungen von Kamal und Sourour
[45] und [102] beschrieben, die auch das weit verbreitete Kamal-Sourour-Reaktionski-
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netikmodell entwickelt haben. Darauf wird in Kapitel 4.1 nochmals eingegangen. Die
Untersuchung der Reaktionskinetik anhand von DSC-Messungen reicht jedoch nicht aus,
um den dualen Aushärtungsmechanismus zu charakterisieren, da die diffusionsgetriebe-
ne Aushärtung unter der Schutzgasatmosphäre der DSC nicht stattfindet. Daher wird
das Material zunächst unter kontrollierter Feuchtigkeit und Temperatur für eine definier-
te Zeit vorgehärtet und anschließend in der DSC unter Schutzgasatmosphäre thermisch
nachgehärtet. Die massenspezifische Enthalpie der thermischen Nachhärtung kann in der
DSC beobachtet werden, jedoch kann der Anteil der Diffusionsreaktion nicht direkt ge-
messen werden. Durch die Annahme, dass die massenspezifische Reaktionsenthalpie H0

insgesamt konstant und auf den thermischen und den Diffusionsanteil verteilt ist, kann
der diffusionsbasierte Teil der massenspezifischen Reaktionsenthalpie indirekt bestimmt
werden. Kalorimetrische Untersuchungen mittels DSC werden üblicherweise entweder
bei konstanter Temperatur (isotherm) oder bei konstanter Temperaturrate (dynamisch)
durchgeführt. Im vorliegenden Fall ist nur eine dynamische Messung angebracht, da die
Reaktion bei erhöhten Temperaturen sehr schnell abläuft. Dadurch würde die Aushärtung
bei isothermen Messungen bereits beim Aufheizen der Probe, aber noch vor Erreichen
der isothermen Messtemperatur beginnen, sodass ein Teil der massenspezifischen Reakti-
onsenthalpie in den Messdaten fehlen würde. Bei Messungen mit konstanter Temperatur-
rate können nach Korrektur der Daten um die Basislinie die Reaktionspeaks extrahiert
und die massenspezifische Gesamtenthalpie der Reaktion bestimmt werden. Wenn das
Material zuvor unter einer feuchten Atmosphäre vorgehärtet wurde, kann ein kleinerer
Reaktionspeak beobachtet werden.
Die Dauer der Vorhärtung variiert zwischen zwei und sechs Stunden, wobei die relative

Feuchtigkeit 30 %, 50 % und 70 % beträgt. Das Probenmaterial wird in Aluminium-DSC-
Tiegel gefüllt und an der Oberseite abgestrichen, um konsistente Diffusionsrandbedingun-
gen zu gewährleisten. Nach der Vorhärtung werden die Tiegel mit dem teilausgehärteten
Material in der DSC von 20 °C auf 200 °C mit einer Rate von 20 K min−1 aufgeheizt, um
eine vollständige Aushärtung sicherzustellen. Die Reaktion erfolgt hauptsächlich zwi-
schen 80 °C und 160 °C, die Messkurven in Abb. 3.5 zeigen die Verkleinerung des Reak-
tionspeaks bei Vorhärtung unter höherer relativer Feuchte. Das frische, unausgehärtete
Material wird ebenfalls dynamisch mit Heizraten zwischen 5 K min−1 und 50 K min−1 ge-
prüft, siehe Abb. 3.6. Die extrahierten Reaktionspeaks sind in Abb. 3.7 zu sehen. Das
negative Vorzeichen der massenspezifischen Enthalpierate deutet auf eine exotherme Re-
aktion hin. Es ist zu beobachten, dass die massenspezifische Restenthalpie HRest mit zu-
nehmender Vorhärtungsdauer und mit zunehmender Vorhärtungsfeuchte abnimmt. Dies
sind die Parameter, die den Aushärtungsprozess steuern. Das Modell muss in der Lage
sein, diesen Effekt zu reproduzieren. Abb. 3.8 zeigt die massenspezifische Restenthalpie
der Reaktion, die in der DSC nach der Vorhärtung gemessen werden kann. Die DSC-
Messdaten wurden vom Institut für Füge- und Schweißtechnik der TU Braunschweig zur
Verfügung gestellt.
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Abbildung 3.5: Messkurven der thermischen Nachhärtung nach Auslagerung bei 23 °C,
gemessen mit dem Prüfsystem NETZSCH DSC 214 Polyma.
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Abbildung 3.6: Messkurven der thermischen Aushärtung an frischem Material mit ver-
schiedenen Temperaturraten, gemessen mit dem Prüfsystem Mettler To-
ledo DSC 822e/700. 50 K min−1 um −1 W g−1 verschoben zur besseren
Darstellung.
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Abbildung 3.7: Extrahierte Reaktionspeaks von frischem Material, gemessen mit dem
Prüfsystem Mettler Toledo DSC 822e/700.
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tem NETZSCH DSC 214 Polyma.



Kapitel 3 Experimentelle Untersuchungen 45

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Temperatur  [°C]

1.15

1.2

1.25

1.3

1.35

1.4

S
p
e
z
if
is

c
h
e
 W

ä
rm

e
k
a
p
a
z
it
ä
t 
c

p
 [
J
/(

g
K

)]  c
p
 10 K/min frisch

 c
p
 10 K/min ausg.

Abbildung 3.9: Auswertung der massenspezifischen Wärmekapazität des unausgehärte-
ten und des ausgehärteten Materials.

Neben der massenspezifischen Enthalpie der Aushärtereaktion kann in der DSC auch
die massenspezifische Wärmekapazität bei konstantem Druck cp in Abhängigkeit von der
Temperatur bestimmt werden. Dazu sind mehrere Messungen notwendig: eine Messung
zur Bestimmung der Baseline mit leeren Proben- und Referenztiegeln, eine Messung
mit der Saphirprobe im Probentiegel und eine mit der Klebstoffprobe im Probentiegel.
Aus den Saphir-Messdaten ergibt sich die Empfindlichkeit eDSC. Die massenspezifische
Wärmekapazität cp des Klebstoffs lässt sich dann folgendermaßen berechnen:

cp =
ḣProbe − ḣBase

mProbe θ̇ eDSC

. (3.3)

Hier ist ḣProbe die massenspezifische Enthalpierate, also die Messkurve, des Klebstoffs
und ḣBase die der Baseline, mProbe die Probenmasse und θ̇ die vorgegebene Heizrate. Die
Messungen wurden sowohl für das unausgehärtete als auch für das vollkommen ausgehär-
tete Material im selben Temperaturbereich durchgeführt. Die ausgewerteten Messkurven
sind in Abb. 3.9 dargestellt.

3.1.3 Wärmeleitfähigkeitsmessung

Die Messung der Wärmeleitfähigkeit λθ des ausgehärteten Materials wird mit dem soge-
nannten transienten Flächenquellenverfahren (HotDisk Transient Plane Source) durchge-
führt. Bei dieser Methode wird durch einen selbstheizenden Messfühler ein Wärmeimpuls
in die Probe eingebracht und aus den aufgezeichneten elektrischen Spannungsmesswerten
die Wärmeleitfähigkeit λθ berechnet und die Temperaturleitfähigkeit a sowie die mas-
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senspezifische Wärmekapazität cp iterativ bestimmt. Das Verfahren ist in DIN EN ISO
22007-1:2018-03 beschrieben und eignet sich vor allem für homogene isotrope Materiali-
en, deren Temperaturleitfähigkeit a im Bereich von 5 · 10−8 m2 s−1 bis 1 · 10−4 m2 s−1 und
deren Wärmeleitfähigkeit λθ im Bereich von 0,005 W m−1 K−1 bis 500 W m−1 K−1 liegen.
Insgesamt wurden 24 Messungen unter den gleichen Prüfbedingungen bei Raumtem-

peratur durchgeführt. In Abb. 3.10 ist der Temperaturanstieg über die Zeit beispielhaft
an zwei Messungen dargestellt. Abb. 3.11 zeigt den Temperaturanstieg über der spezi-
fischen Zeitfunktion D(τ), die sich aus sensorspezifischen Größen wie der Anzahl und
Geometrie der Ringquellen zusammensetzt. Daraus lässt sich die Wärmeleitfähigkeit λθ
nach folgender Gleichung berechnen:

∆θ = P0

(
π3/2 r λθ

)−1
D(τ) . (3.4)

In diesem Fall ist P0 die Ausgangsleistung der Sonde und r der Radius der Ringquelle.
Die identifizierte Wärmeleitfähigkeit ist in Tab. 5.3 zu finden.

3.1.4 Dichtemessung

Bei Dichtemessungen mit dem Archimedes-Prinzip wird der Auftrieb einer Probe in ei-
nem Fluid mit bekannter Dichte genutzt. Abb. 3.12 zeigt eine Skizze des Messaufbaus.
Zur Untersuchung der Volumenschrumpfung durch Aushärtung können Dichtemessungen
eingesetzt werden, wie sie z.B. in der Arbeit von Kolmeder et al. [50] beschrieben sind,
unter der Voraussetzung oder Annahme, dass der Massenschwund vernachlässigbar ist.
In Leistner et al. [59] definieren die Autoren sogar die Entwicklung des Aushärtungs-
grades anhand der Schrumpfung anstatt der massenspezifischen Reaktionsenthalpie. Der
statische Auftrieb eines Körpers in einem Medium ist durch die Gewichtskraft des von
ihm verdrängten Mediums definiert. Besitzt der Körper dieselbe Dichte wie das Fluid,
schwebt er (es gibt keinen Auftrieb), ist seine Dichte geringer als die des umgebenden
Fluids, steigt er auf, ist seine Dichte größer, sinkt er. Als Medium für die Messung bieten
sich Fluide mit gut dokumentierter Dichte bei verschiedenen Temperaturen an, beispiels-
weise destilliertes Wasser oder Silikonöl. Das Gewicht der Probe wird einmal vor der
Versenkung im Medium bestimmt (mPL) und dann während der Versenkung im Medium
(mPF). Im Allgemeinen ist es für die Messung hilfreich, wenn die mittlere Dichte der
Probe größer ist als die des Mediums, damit die Probe nicht aufschwimmt. So kann das
Gewicht der Probe im Medium leicht bestimmt werden, durch den Auftrieb ist es kleiner
als außerhalb des Mediums:

mPF = mPL − ρF VP . (3.5)

Das Produkt aus der Dichte des Fluids ρF, dem Volumen des Probekörpers VP und der
Erdbeschleunigung g ergibt die Auftriebskraft:

FAuftrieb = ρF VP g . (3.6)
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Abbildung 3.10: Messkurven der Wärmeleitfähigkeitsmessungen, gemessen an dem Prüf-
system HotDisk TPS 2500S.
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Abbildung 3.11: Messkurven der Wärmeleitfähigkeitsmessungen, gemessen an dem Prüf-
system HotDisk TPS 2500S.
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Abbildung 3.12: Messaufbau der Dichtemessung mit dem Archimedes-Prinzip.

Je nach zu untersuchendem Probenmaterial kann die hinreichend genaue Bestimmung
der Geometrie bzw. des Volumens ein Problem darstellen, daher wird das Probenvolumen
VP aus der Gleichung eliminiert und die zu bestimmende Probendichte ρP eingeführt:

ρP =
mPL

VP

=
mPL

mPL − mPF

ρF . (3.7)

Abb. 3.13 und 3.14 zeigen die Änderung der Dichte ρP bei verschiedenen Temperaturen.
Es kommt zu keiner Aushärtung, da im einen Fall die Aushärtung bereits abgeschlossen
und im anderen Fall die Temperatur zu niedrig ist.

3.1.5 Feuchtegravimetrie

Zur Bestimmung des Diffusionskoeffizienten D für Wasser in dünnen Klebstoffschich-
ten wird ein gravimetrischer Messaufbau eingesetzt. Dieser findet laut Hersteller [105]
häufig in der Lebensmittel- und Pharmaindustrie Anwendung. Eine dünne Probe wird
unter definierter Temperatur und Feuchte ausgelagert, wobei kontinuierlich die Masse
bestimmt wird. Abhängig von den äußeren Bedingungen stellt sich ein Gleichgewichts-
zustand ein. Dadurch kann sowohl der sogenannte Fick’sche Diffusionskoeffizient D als
auch die maximale Wasseraufnahme bestimmt werden. Die Messungen wurden nur an
bereits ausgehärtetem Material mit der Anlage DVS Advantage des Herstellers Surface
Measurement Systems durchgeführt.
Die entfeuchtete Probe wird unter konstanter Temperatur und relativer Feuchte gela-

gert, bis ihre Masse einen Gleichgewichtswert erreicht. Danach wird die Feuchte erhöht.
Insgesamt wurden bei 20 °C, 25 °C, 30 °C und 40 °C jeweils drei Feuchtestufen (20 %, 40 %
und 60 %) untersucht, wie in Abb. 3.15 für 30 °C gezeigt. Der Fick’sche Diffusionskoef-
fizient D ergibt sich bei einseitiger Diffusion für jede Feuchtestufe nach der folgenden
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Abbildung 3.13: Änderung der Dichte bei verschiedenen Temperaturen am ausgehärteten
Material.
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Abbildung 3.14: Änderung der Dichte bei verschiedenen Temperaturen am unausgehär-
teten Material.



50 Kapitel 3 Experimentelle Untersuchungen

Gleichung:

D =
π d2m2

F

4 tm2
F,eq

. (3.8)

d ist die Dicke der Probe, mF die aufgenommene Wassermenge zum aktuellen Zeitpunkt
und mF,eq die im Gleichgewichtszustand aufgenommene Wassermenge. Abb. 3.16 zeigt
die sich ergebenden Diffusionskoeffizienten D im Mittel dargestellt über der Temperatur,
Abb. 3.17 über der relativen Feuchte.
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Abbildung 3.15: Darstellung der Sorption und Desorption bei 30 °C.

3.2 Mechanische Experimente

3.2.1 Uniaxiale Zug- und Druckversuche

Ein typisches elastomeres Polyurethan weist ein ausgeprägt viskoelastisches, also dehn-
ratenabhängiges Verhalten auf. Um das rein elastische Verhalten beobachten zu kön-
nen, müsste ein Zugversuch mit unendlich langsamer Abzugsgeschwindigkeit durchge-
führt werden. Das ist in der Realität nicht möglich. Alternativ kann ein Relaxations-
versuch verwendet werden, bei dem die Dehnung vorgegeben und über eine hinreichend
lange Zeit konstant gehalten wird, während sich die Spannungsantwort asymptotisch
dem Gleichgewichtswert annähert. Dieser Prozess kann sehr viel Zeit in Anspruch neh-
men. Das Ergebnis ist ein Spannungs-Dehnungs-Wertepaar für die reine Elastizität. Um
einen Zugversuch bei unendlicher kleiner Abzugsgeschwindigkeit anzunähern, wird bei
einem Stufenrelaxationsversuch die maximal angestrebte Dehnung in mehreren gleichen
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Abbildung 3.16: Gemittelter Diffusionskoeffizient über der relativen Feuchte bei verschie-
denen Temperaturen.
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Abbildung 3.17: Gemittelter Diffusionskoeffizient über der Temperatur bei verschiedenen
relativen Feuchten.
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Stufen angefahren. Auf jeder Stufe wird eine gewisse Relaxationszeit veranschlagt (am
Wendepunkt zwischen Be- und Entlastung die doppelte Zeit), dabei wird der Gleichge-
wichtswert jedoch nicht erreicht. Von der maximalen Dehnung aus findet die Entlastung
in den gleichen Schritten statt. Dadurch ergeben sich jeweils zwei Spannungsantworten
für jeden Dehnungszustand, eine auf der Be- und eine auf der Entlastungskurve. Zwischen
diesen beiden Punkten werden jeweils die Mittelwerte gebildet, die gemeinsam die soge-
nannte Gleichgewichtskurve ergeben. Eine mögliche Gleichgewichtshysterese wird hier
nicht in Betracht gezogen, da es sich um ein Elastomer handelt. Mezger [81] vergleicht
verschiedene Vorgehensweisen zur Untersuchung des elastischen Materialverhaltens im
Gleichgewichtszustand. Dabei bezieht der Autor sowohl die Genauigkeit der Messung als
auch den Zeitaufwand mit ein. Der Stufenrelaxationsversuch mit Be- und Entlastung,
wie er in diesem Projekt angewendet wurde, wird als zuverlässige Methode beurteilt.
Diese Messungen wurden sowohl im uniaxialen Zug als auch im uniaxialen Druck durch-
geführt, wie in Abb. 3.18 und 3.19 dargestellt. Für die Zugversuche wurden S2-Zugstäbe
nach DIN 53504 aus vernetzten Platten herausgestanzt. Für die Druckversuche wurden
Zylinderproben mit einem Durchmesser von ca. 20 mm und einer Höhe von ca. 10 mm
aus einem in einer zylindrischen Form vernetzten Stück abgetrennt. Aufgrund der großen
Deformationen wurden selbstklemmende Zugspannbacken und gefettete Druckproben-
aufnahmen mit Zentrierdorn verwendet. Vor Messbeginn wurden die Proben unter zykli-
scher Belastung bis zur Maximaldehnung vorkonditioniert, um die Spannungserweichung
in der Messung auszuschließen. Die Messungen wurden bei Raumtemperatur durchge-
führt. Weitere Messungen bei unterschiedlichen Temperaturen könnten Aufschluss über
die Entropieelastizität des Materials geben.

3.2.2 Scherrheometer

Ein Torsions- oder Scherrheometer ist ein Messgerät, das die Verformungs- und Fließei-
genschaften eines Materials unter Scherdeformation prüft. Die typischen rotationssym-
metrischen Probenaufnahmegeometrien sind der Zylinder, in dem ein Kolben rotiert, die
plane Platte und die Kegelplatte. Werden zwei plane Platten verwendet, wird dies als
Platte/Platte-Aufbau bezeichnet, wie er in dieser Arbeit eingesetzt wurde. Das zu prü-
fende Material wird zwischen den zwei Platten in einer dünnen Schicht aufgetragen und
die untere Platte fixiert, während über die obere Platte die Torsion aufgebracht wird. Die
Aufbauten sind in Abb. 3.20 dargestellt. Die Probe wird von einem Ofen umschlossen,
der während der Prüfung mit Schutzgas geflutet werden kann. Der Einsatz von flüssigem
Stickstoff sorgt für eine hohe Kühlleistung und genaue Temperaturregelung. Es beste-
hen zwei Möglichkeiten, in der Messung mit Änderungen der Probendicke umzugehen:
Entweder ist der Spalt zwischen den Platten konstant, dann entsteht durch die behin-
derte Axialdeformation der Probe eine Normalkraft, oder die Normalkraft ist konstant,
dann verändert sich der Spalt. Im ersten Fall handelt es sich um die sogenannte einfache
Scherung, die in Abb. 3.21 schematisch dargestellt ist.
Die Untersuchung der Veränderung der viskoelastischen Eigenschaften während des

Aushärtungsprozesses mithilfe eines Scherrheometers wurde bereits in den Veröffentli-
chungen von Yagimli und Lion [114, 116] beschrieben. Das unausgehärtete Material wird
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Abbildung 3.18: Stufenrelaxationsversuch im uniaxialen Zug, gemessen an dem Prüfsys-
tem ZwickRoell zwickiLine Z0.5.
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Abbildung 3.19: Stufenrelaxation im uniaxialen Druck, gemessen an dem Prüfsystem
ZwickRoell AllroundLine Z020.
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Abbildung 3.20: Probeaufnahmen im Scherrheometer: Zylinder, Platte/Platte und Ke-
gel/Platte.

γ
H

D

L

Abbildung 3.21: Darstellung der einfachen Scherung an einem infinitesimalen Volumen-
element. Die Höhe H, die Dicke D und die Länge L sowie das Volumen
bleiben konstant. γ ist der Scherwinkel.
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als 1 mm dicke Schicht zwischen zwei Aluminium-Wechselplatten mit einem Durchmesser
von 8 mm gegeben. Dabei wird eine zyklische Scherdehnung mit konstanter kleiner Ampli-
tude bei konstantem Spalt aufgebracht, es handelt sich also um einfache Scherbelastung.
Gleichzeitig wird die Temperatur mit einer konstanten Heizrate von Raumtemperatur
auf 200 °C erhöht. Dabei kommt es zur Aushärtung der Probe. Im Messsignal Abb. 3.22
lässt sich die Änderung der Materialeigenschaften durch den Einfluss von Temperatur
und Aushärtung beobachten. Die Kurve setzt sich hier aus den Spannungsantworten bei
maximaler Amplitude in jedem fünften Zyklus zusammen. Die Rheometer-Messdaten
wurden vom Institut für Füge- und Schweißtechnik der TU Braunschweig zur Verfügung
gestellt.
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Abbildung 3.22: Versuch im Scherrheometer während der Aushärtung mit konstanter
Frequenz von 1 Hz, Amplitude von 1 % Scherdehnung und Heizrate von
2 K min−1, gemessen an dem Prüfsystem Malvern Kinexus Pro.
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Kapitel 4

Materialmodellierung

Im Rahmen der Mehrphasen-Kontinuumsmechanik soll die allgemeine Grundstruktur
des Materialmodells so gewählt werden, dass auf Basis der zur Verfügung stehenden Ver-
suchsdaten die Identifikation der verwendeten Parameter ermöglicht wird. Die Struktur
des Materialmodells in Abb. 4.1 sieht die Darstellung der Effekte der thermischen und
diffusiven Aushärtung auf die Stoffeigenschaften, die Feuchtediffusion, die Entwicklung
des Aushärtegrades, der chemischen Schrumpfung und der thermischen Ausdehnung vor.
Der volumetrische Teil beinhaltet beispielsweise die thermische Dehnung und die Wär-
mekapazität, der Konzentrationsteil die Diffusions-Reaktions-Gleichung, in der auch die
Verringerung der Konzentration durch die chemische Bindung von Wasser berücksichtigt
wird. Der isochore Teil wird in Gleichgewichts- und Viskoelastizitätsanteil aufgespalten.
Die Elastizität (Gleichgewichtsanteil) wird durch die Aushärtung beeinflusst und die
Relaxationszeit (Viskoelastizitätsanteil) durch Aushärtung und Temperatur.

Gesamtmodell

volumetrischer Teil Konzentrationsteil isochorer Teil

Gleichgewichtselastizität ViskoelastizitätReaktionskinetik

+ +

+
Temperatur

Abbildung 4.1: Grundstruktur des Materialmodells.
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4.1 Reaktionskinetik

Das zuvor erwähnte Kamal-Sourour-Reaktionskinetikmodell wurde bereits in verschiede-
nen Bereichen eingesetzt, beispielsweise zur Modellierung der Aushärtung in der medi-
zinischen Anwendung von Knochenzement, siehe Kolmeder und Lion [49]. Landgraf [53]
gibt einen umfassenden Überblick über die Literatur zur Materialmodellierung im All-
gemeinen sowie zur Anwendung eines Reaktionskinetikmodells vom Kamal-Sourour-Typ
im Bereich der thermisch gekoppelten finiten Viskoelastizität. Durch Einführung eines
sogenannten Diffusionsfaktors kann das Reaktionskinetikmodell auch den Übergang einer
Reaktion vom temperaturkontrollierten in den diffusionskontrollierten Bereich abbilden,
wie unter anderem von Rabearison et al. [90] beschrieben. Im Hinblick auf diese Studien
stellt somit ein thermodynamisch konsistentes Modell, das neben der temperaturkontrol-
lierten Reaktion zwischen Harz und Härter auch den Reaktionsverlauf in Abhängigkeit
von der Diffusion von Wasser als Reaktionspartner in das Material beschreibt, ein No-
vum dar. Dabei bestehen einige Parallelen zwischen der Modellierung der Aushärtung
und der Beschreibung der thermo-oxidativen Alterung, insbesondere in den Arbeiten von
Johlitz [42] und Musil [85]. Der Prozess der Netzwerkreformation wird, ähnlich wie die
Aushärtung, durch einen hypoelastischen Ansatz beschrieben. Darüber hinaus wird das
Reaktions-Diffusionssystem für die Modellierung der diffusiven Alterung berücksichtigt.
Diese Ähnlichkeiten werden ausgenutzt, um ein anspruchsvolles kontinuumsmechanisches
Modell zu entwickeln. In Jennrich et al. [41] veröffentlichten die Autoren einen vorläufigen
eindimensionalen Ansatz zur Modellierung für das Material, das auch in dieser Arbeit
verwendet wurde. In Jennrich et al. [40] ist bereits das in dieser Arbeit verwendete Re-
aktionskinetikmodell dargestellt.

Zur Bemessung des Aushärtefortschritts wird der Aushärtegrad als Variable eingeführt.
Dieser liegt zwischen 0 und 1, wobei q = 0 den unausgehärteten Zustand und q = 1 den
vollständig ausgehärteten Zustand beschreibt. Für rein thermische Aushärtung kann er
aus den um die Basislinie korrigierten DSC-Messdaten (Kapitel 3.1.2) wie folgt extrahiert
werden:

q(t) =
1

H0

∫ t

0

ḣ(t̃) dt̃. (4.1)

Da es sich im vorliegenden Fall um einen dualen Aushärtemechanismus handelt, werden
entsprechend zwei partielle Aushärtegrade eingeführt: Der Aushärtegrad der thermischen
Aushärtung qθ und der der diffusionsgetriebenen Aushärtung qD. Da die Gesamtenthal-
pie H0 in diesem Modellierungsansatz als konstant angenommen und auf die beiden
Aushärtungsmechanismen verteilt wird, ergibt die Summe der Teilaushärtegrade auch
den Gesamtaushärtegrad:

q = qθ + qD . (4.2)

Basierend auf dem bekannten Reaktionskinetikmodell von Kamal und Sourour und unter
Bezugnahme auf die Arbeiten von Yagimli [114, 116]) wird die Differentialgleichung für



Kapitel 4 Materialmodellierung 59

die thermische Aushärtung wie folgt formuliert:

q̇θ = [k1 + k2 〈qθ + qD〉m](1 − qθ − qD)n fstep , (4.3)

k1 = A1 exp

(
−Ea1

R

(
1

θ
− 1

θR

))
,

k2 = A2 exp

(
−Ea2

R

(
1

θ
− 1

θR

))
.

k1 und k2 können als Arrhenius-Ansätze mit modifizierter Temperaturabhängigkeit be-
zeichnet werden. R ist die allgemeine Gaskonstante. Die empirischen Parameter Ea1 und
Ea2 werden üblicherweise als Aktivierungsenergien bezeichnet, haben hier aber keine phy-
sikalische Bedeutung. θ ist die Temperatur, θR die Referenztemperatur. A1 und A2 sind
die Prä-Exponentialfaktoren. Das in den Experimenten beobachtete autokatalytische Ver-
halten wird durch den Term 〈qθ + qD〉m, die Selbsthemmung in der späteren Phase der
Reaktion durch (1 − qθ − qD)n abgebildet. Dies gewährleistet, dass die Summe der parti-
ellen Aushärtegrade niemals größer als 1 werden kann. fstep ist eine temperaturabhängige
Funktion, die die Entwicklung von qθ unterhalb der Starttemperatur unterbindet, siehe
auch Abb. 4.2:

fstep =


0 θ < θstart

θ − θstart

∆θ
θstart < θ < θstart + ∆θ

1 θstart + ∆θ < θ

(4.4)

Die Starttemperatur θstart beträgt 248,55 K und der Übergangsbereich ∆θ beträgt 3 K.
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Abbildung 4.2: Verlauf der Schrittfunktion über der Temperatur.
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Dieses Verhalten konnte in den Messungen beobachtet werden und wird durch die ther-
molabile chemische Bindung des Amins begründet. 〈 〉 sind die sogenannten Föppl- oder
Macaulay-Klammern:

〈x〉 =
x + |x|

2
. (4.5)

Ihre Anwendung garantiert während der Lösung der Differentialgleichung, dass Unge-
nauigkeiten nicht zum Entstehen von imaginären Zahlen führen können. Für das diffusi-
onsbasierte Aushärtemodell wird die folgende Differentialgleichung formuliert:

q̇D = AD c
f exp

(
−EaD

R

(
1

θ
− 1

θR

))
(1 − qθ − qD) . (4.6)

AD ist ein weiterer Prä-Exponentialfaktor und EaD ein aktivierungsenergie-ähnlicher Pa-
rameter. Wie Gl. (4.3) enthält Gl. (4.6) ebenfalls einen Term für die Selbsthemmung der
Aushärtung. Die physikalische Interpretation ist, dass die Struktur des ausgehärteten
Materials die Interaktion der Reaktionspartnern miteinander erschwert. Es gibt keinen
autokatalytischen Term für die diffusionsgetriebene Aushärtung. An Stelle der Wasser-
konzentration cf in Gl. (4.6) wird im Rahmen der Parameteridentifikation die relative
Konzentration c verwendet:

c =
Fabs

Fabs,max

. (4.7)

Die Überlagerung verschiedener Effekte, z.B. die chemische Bindung des Wassers und die
durch die Ausgasung verursachte Massenabnahme, macht es unmöglich, die Wasserkon-
zentration im Material während der Aushärtung über die Massenänderung zu definieren.
Es ist daher notwendig, eine alternative Definition für die Konzentration zu finden, deren
Umsetzung während der experimentellen Untersuchung realistisch ist. Zu Identifikations-
zwecken wird die relative Konzentration definiert als die absolute Feuchte Fabs bezogen
auf ihren zu erwartenden Maximalwert unter realen Bedingungen (bei 40 °C und 100 %
relativer Feuchte). Die massenspezifische Enthalpie der diffusionsgetriebenen Aushärtung
HD kann nicht direkt gemessen werden. Stattdessen wird sie indirekt aus den Messda-
ten der Nachhärtung in DSC-Experimenten bestimmt, unter der Annahme, dass die
massenspezifische Gesamtenthalpie H0 konstant ist und sich je nach den Umgebungsbe-
dingungen zwischen diffusionsgetriebener und thermischer Aushärtung aufteilt. Solange
ein vollständig ausgehärteter Zustand erreicht wird, gilt Folgendes:

H0 = Hθ + HD . (4.8)

Die massenspezifische Gesamtenthalpie setzt sich zu veränderlichen Anteilen aus der
massenspezifischen Enthalpie der thermischen und der diffusionsgetriebenen Aushärtung
zusammen. Der diffusive Aushärtegrad gibt den Anteil der diffusionsgetriebenen Aushär-
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tung an der gesamten Reaktion an:

HD = qD H0 . (4.9)

Unter diesen Voraussetzungen kann aus der Messkurve der Nachhärtungsmessung in der
DSC ḣmess der Anteil der massenspezifischen Gesamtenthalpie bestimmt werden, der bei
der vorherigen Auslagerung unter feuchter Atmosphäre zur Reaktion kam:

HDmess = H0 −
∫
ḣmess dt . (4.10)

Der Index ’mess’ bezieht sich auf Größen der Messungen, ’sim’ auf Größen der Simulation.
In Kapitel 5.1 werden anhand der folgenden Gleichung die Parameter des Reaktionski-
netikmodells indentifiziert:

ḣsim = q̇θH0 . (4.11)

4.2 Diffusionsfluss

Angesichts der Flüssigkeitsmenge, die unter praxisnahen Bedingungen in das ausgehär-
tete Material eindiffundieren kann, ist es zulässig, die Flüssigkeitsmoleküle als Spurenele-
mente (Tracer) im Inneren des Feststoffs zu behandeln. Die Experimente haben gezeigt,
dass bei den Diffusionsrandbedingungen von 40 °C und 100 % relativer Luftfeuchtigkeit
eine Wasseraufnahme von 1,4 % bezogen auf die Masse erwartet werden kann. Es handelt
sich also um den sogenannten Problemtyp I, wie in Hutter und Jöhnk [37] beschrieben.
Für die Betrachtung der verschiedenen Typen von Mischungsproblemen wird auf Hutter
und Jöhnk oder Greve [21, 37] verwiesen. Das Modell wird im Rahmen großer Deforma-
tionen formuliert. Der Index ’f’ kennzeichnet Variablen und Gleichungen, die das Fluid
(Wasser) betreffen, ’s’ bezeichnet diejenigen, die den Festkörper (Solid) betreffen. Wenn
kein Index angegeben wird, beziehen sich die Variablen auf die Mischung. Die Flüssig-
keitskonzentration cf kann als das Verhältnis der Dichte der Flüssigkeit ρf zur Dichte des
Gemischs ρ definiert werden:

cf =
ρf

ρ
. (4.12)

Die Flüssigkeitskonzentration cf in Gl. (4.12) wird für die gesamte Modellierung und Si-
mulation verwendet. Die relative Konzentration c aus Gl. (4.7) ist ausschließlich für die
Identifizierung der diffusionsgetriebenen Aushärtungsparameter notwendig. Die Massen-
bilanz für die Mischung in der Momentankonfiguration ist gegeben als

ρ̇ + ρ div v = 0 , (4.13)

mit der Dichte ρ und dem Geschwindigkeitsvektor v. Da der Anteil der Flüssigkeit im
Vergleich zum Rest des Materials sehr klein ist, ist keine gesonderte Massenbilanz der
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Flüssigkeit erforderlich. Folglich ergibt sich die Massenbilanz der Mischung Gl. (4.13) in
Bezug auf die Konzentration:

ρ ċf + div jf = ĉf , (4.14)

mit dem volumenbezogenen Diffusionsfluss der Momentankonfiguration jf und dem Reak-
tionsterm ĉf , der in Gl. (4.100) näher erläutert wird. Der volumenbezogene Diffusionsfluss
in Gl. (4.14) ist definiert als

jf = ρf
(
vf − v

)
= ρf df , (4.15)

wobei ρf die Fluiddichte, vf die Fluidgeschwindigkeit und df die baryzentrische Geschwin-
digkeit des Fluids als Tracer darstellt. Für den volumenbezogenen Diffusionsfluss der
Referenzkonfiguration jf

R wird mit Verweis auf Gl. (2.65) sowie Gl. (2.19) und (2.20)
angenommen:

jf
R = J F−1 · jf . (4.16)

Gl. (4.16) wird in Abschnitt 4.8 durch ein Konstitutivgesetz als Folge der Auswertung
nach Coleman und Noll charakterisiert, siehe dazu auch Coleman und Noll [12]. Für den
Entropiefluss wird der Ansatz von Johlitz [43] verwendet.

4.3 Auswertung der Entropie-Ungleichung

Für Modelle, die auf der Theorie der Mischung basieren, muss eine andere Herangehens-
weise gewählt werden, um die thermodynamische Konsistenz sicherzustellen, wie von
Greve, Hutter und Jöhnk oder Liu [21, 37, 72] erläutert. Dafür gibt es zwei Hauptgrün-
de: Erstens ist die Existenz der absoluten Temperatur in Gemischen nicht unbedingt
gegeben; zweitens dürfen der volumenbezogene Entropiefluss φs

R und die massenspezifi-
sche Entropieproduktion ηs nicht als willkürliche thermomechanische Größen betrachtet
werden. Anstatt jedoch die Gleichungen mit der Herleitung nach Liu-Müller neu zu for-
mulieren, wird der von Johlitz [43] definierte Ansatz für den volumenbezogenen Entropie-
fluss verwendet. Somit kann danach die Auswertung nach Coleman und Noll durchgeführt
werden. Zunächst werden die unabhängigen Variablen V gewählt als

V :=
{
Ĉ, cf , θ

}
, (4.17)

wobei Ĉ, cf und θ den isochoren rechten Cauchy-Green-Deformationstensor, die Konzen-
tration bzw. die Temperatur darstellen. Darüber hinaus sind die Prozessvariablen Π, die
durch Konstitutivgesetze beschrieben werden müssen, gegeben als

Π :=
{
S, jf

R, s, φ
s
R, η

s, qR

}
, (4.18)



Kapitel 4 Materialmodellierung 63

F̂
T
i(k) · ( • ) · F̂i(k) F̂

−T
i(k) · ( • ) · F̂

−1
i(k)

F̄
−T

· ( • ) · F̄−1

F̄
T
· ( • ) · F̄

F̂
−T
e(k) · ( • ) · F̂

−1
e(k)

F̂
T
e(k) · ( • ) · F̂e(k)

F
−T

· ( • ) · F−1
F

T
· ( • ) · F

F̂
T ·

( •
) ·
F̂

F̂
−

T ·
( •
) ·
F̂
−

1

Referenzkonfiguration (RK)

Momentankonfiguration (MK)

Isochor-volumetrische
Zwischenkonfiguration (IVZK)

Elastisch-inelastische
Zwischenkonfiguration (EIZK)

E = 1
2

(

C− I

)

= Ê+ Ē
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Ê
IV
i(k) =

1
2

(
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Abbildung 4.3: Transformationsvorschriften zwischen den Konfigurationen für
Verzerrungs- und Deformationsmaße.
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Abbildung 4.4: Transformationsvorschriften zwischen den Konfigurationen für Span-
nungsmaße.
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mit dem zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor (2. PK) S, dem volumenbezogenen
Diffusionsfluss jf

R, der massenspezifischen Entropie s, dem volumenbezogenen Entropie-
fluss φs

R, der massenspezifischen Entropiezufuhr ηs und dem volumenbezogenen Wärme-
strom qR. Dem Ansatz von Johlitz [43] folgend hängen nach dem Äquipräsenzprinzip,
siehe auch Haupt [27], alle Prozessvariablen Π von dem gleichen Satz Variablen ab:

Π
(
Ĉ, Ĉe(k), p, θ, c

f , qD, qθ

)
. (4.19)

p ist der hydrostatische Druck. Die Transformationsvorschriften der Verzerrungs- und
Deformationsmaße sind in Abb. 4.3 dargestellt. Daraus geht auch hervor, auf welcher
Konfiguration diese definiert sind. Die massenspezifische hybride freie Energie Φ wird
durch eine Legendre-Transformation der massenspezifischen Helmholtz-Energie Ψ gebil-
det, wie in Lion et al. [67] dargestellt:

ρR Φ = ρR Ψ + p εvol , (4.20)

mit der Volumendehnung εvol = J − 1 und der Dichte der Referenzkonfiguration ρR.
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass es auch andere Definitionen für εvol gibt,
zum Beispiel in Simo und Taylor [101]. Folglich ist der Zusammenhang zwischen der
massenspezifischen inneren Energie e und der massenspezifischen hybriden freien Energie
Φ gegeben als

ρR e = ρR Φ − p εvol + ρR θ s . (4.21)

Wie in Lion et al. [67] beschrieben, wird die volumenbezogene Spannungsleistung in der
Referenzkonfiguration S : Ė in einen volumetrischen und einen isochoren Anteil zerlegt:

S : Ė = −p ε̇vol + ŜIV :
˙̂
EIV , (4.22)

mit dem isochoren zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor in der isochor-volumetri-
schen Zwischenkonfiguration (IVZK) ŜIV und der Rate des isochoren Green-Lagrange-
Verzerrungstensors ÊIV, die ebenfalls in der IVZK definiert ist. Die in Abb. 4.3 dargestell-
ten Transformationsvorschriften für Deformations- und Verzerrungsmaße gelten ebenfalls
für ihre jeweiligen Raten. Die Transformationsvorschriften der Spannungsmaße zwischen
den Konfigurationen sind in Abb. 4.4 visualisiert. Die volumetrisch-deviatorische Zerle-
gung des Cauchy-Spannungstensors auf der Momentankonfiguration ergibt den deviato-
rischen Anteil des Cauchy-Spannungstensors TD. Der Ansatz für den volumenbezogenen
Entropiefluss wird nach Johlitz [43] gewählt:

φs = −1

θ

∂Φ

∂cf
jf +

1

θ
q . (4.23)



66 Kapitel 4 Materialmodellierung

Unter Berücksichtigung von Gl. (2.65) sowie Gl. (2.19) und (2.20) ergibt sich der volu-
menbezogene Entropiefluss in der Referenzkonfiguration:

φs
R = J F−1 · φs = −1

θ

∂Φ

∂cf
jf

R +
1

θ
qR . (4.24)

Als nächstes wird eine allgemeine Form der Clausius-Duhem-Ungleichung vorgestellt, die
sich für die konstitutive Modellierung im Rahmen dieser Arbeit eignet. Zunächst wird
Gl. (4.24) in die Entropiebilanz Gl. (2.60) mit der Nebenbedingung Gl. (2.61) eingesetzt:

ρR θ η
s = ρR θ ṡ + θDivφs

R − ρR r ≥ 0 . (4.25)

Dann wird die Zeitableitung der massenspezifischen inneren Energie in Gl. (4.21) gebildet.
Durch die Sortierung der Terme ergibt sich folgende Gleichung:

ρR θ ṡ = ρR ė − ρR Φ̇ + p ε̇vol + εvol ṗ − ρR s θ̇ . (4.26)

Die Bilanz der massenspezifischen inneren Energie, vgl. Gl. (2.58), wird mit der Zerlegung
der volumenbezogenen Spannungsleistung Gl. (4.22) in Gl. (4.26) eingesetzt und ergibt
somit:

ρR θ ṡ = ŜIV :
˙̂
EIV − Div qR + ρR r − ρR Φ̇ + εvol ṗ − ρR s θ̇ . (4.27)

Wird nun die modifizierte Energiebilanz Gl. (4.27) in die modifizierte Entropieunglei-
chung (4.25) eingesetzt, ergibt sich die Grundform der Clausius-Duhem-Ungleichung:

ŜIV :
˙̂
EIV − Div qR − ρR Φ̇ + εvol ṗ − ρR s θ̇ + θDivφs

R ≥ 0 . (4.28)

Die Divergenz des volumenbezogenen Entropieflusses φs
R kann unter Berücksichtigung

von Gl. (4.24) nach folgendem Schema aufgelöst werden:

θDivφs
R = θDiv

(
−1

θ

∂Φ

∂cf
jf

R +
1

θ
qR

)
= θDiv

(
−1

θ

∂Φ

∂cf
jf

R

)
+ θDiv

(
1

θ
qR

)
= − ∂Φ

∂cf
Div jf

R −
∂2Φ

∂cf2
jf

R ·Grad cf

+

(
1

θ

∂Φ

∂cf
jf

R −
∂2Φ

∂cf ∂θ
jf

R −
1

θ
qR

)
·Grad θ + Div qR . (4.29)

Durch einen Vorgriff auf Gl. (4.33) ist zu erkennen, dass aufgrund der experimentellen
Ergebnisse kein Term der massenspezifischen hybriden freien Energie sowohl von der
Temperatur θ als auch von der Konzentration cf abhängt, weswegen der entsprechende
Ableitungsterm zu Null wird. Nach dem Einsetzen der Divergenz des volumenbezogenen
Entropieflusses Gl. (4.29) sowie einer Sortierung der Terme ergibt sich für die Clausius-
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Duhem-Ungleichung:

ŜIV :
˙̂
EIV − ρR Φ̇ + εvol ṗ − ρR s θ̇

− ∂Φ

∂cf
Div jf

R −
∂2Φ

∂cf2
jf

R ·Grad cf

+

(
1

θ

∂Φ

∂cf
jf

R −
1

θ
qR

)
·Grad θ ≥ 0 . (4.30)

Das Konzept der in Gl. (4.21) über eine Legendre-Transformation definierten massenspe-
zifischen hybriden freien Energie Φ wurde von Lion et al. in [67] eingeführt, um die in
der DSC unter isobaren Bedingungen gemessene massenspezifische Wärmekapazität cp

konsistent modellieren zu können. Eine Formulierung, die den hydrostatischen Druck und
die Temperatur als Variablen verwendet, wie beispielsweise die massenspezifische Gibbs-
Energie, ist demnach für die Modellierung von isobaren DSC-Versuchen oder Messungen
der thermischen Volumendehnung von Vorteil. Für die Modellierung von mechanischen
Spannungs-Dehnungs-Daten ist eine Formulierung in Abhängigkeit von Deformation und
Temperatur geeigneter. Die massenspezifische hybride freie Energie Φ hängt vom hy-
drostatischen Druck p, dem isochoren rechten Cauchy-Green-Deformationstensor Ĉ und
anderen internen Variablen ab. Dadurch ist sie zusammen mit der in Gl. (4.22) gezeigten
Zerlegung der Spannungsleistungsdichte für die Modellierung sowohl thermischer und ka-
lorischer als auch mechanischer Messdaten sehr gut geeignet. Lejeunes und Eyheramendy
[61] erläutern in Verbindung mit der massenspezifischen hybriden freien Energie zusätzli-
che Themen, beispielsweise die Umsetzung einer gemischten u-p-Formulierung, siehe auch
Brink und Stein oder Sussman und Bathe [6, 106], oder eines thermisch-mechanischen
Splits, siehe auch Lu und Pister [74].
Um die Parameteridentifikation (Kapitel 5) entkoppelt vom Gesamtmodell zu ermögli-

chen, wird die massenspezifische hybride freie Energie Φ additiv in einen Konzentrations-
teil Φc, einen volumetrischen Teil Φvol und einen isochoren Teil Φiso gespalten. Der isocho-
re Teil besteht seinerseits aus einem Gleichgewichts- und einem Nichtgleichgewichtsteil
Φiso

eq und Φiso
neq.

ρR Φ = ρR Φc + ρR Φvol + ρR Φiso
eq + ρR Φiso

neq . (4.31)

Die massenspezifische hybride freie Energie muss unter Berücksichtigung der Äquiprä-
senzregel von allen Variablen abhängen,

Φ
(
Ĉ, Ĉe(k), p, θ, c

f , qD, qθ

)
. (4.32)

Diese Abhängigkeiten können jedoch basierend auf experimentellen Erkenntnissen verteilt
werden:

Φc

(
cf
)
, Φvol (p, θ, qD, qθ) , Φiso

eq

(
Ĉ
)
, Φiso

neq

(
Ĉe(k), θ

)
. (4.33)

Damit ergibt sich die totale Zeitableitung der massenspezifischen hybriden freien Energie
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als

ρR Φ̇ = ρR
∂Φc

∂cf
ċf + ρR

∂Φvol

∂p
ṗ + ρR

∂Φvol

∂θ
θ̇ + ρR

∂Φvol

∂qD

q̇D + ρR
∂Φvol

∂qθ
q̇θ

+ ρR Φ̇iso
eq + ρR Φ̇iso

neq , (4.34)

mit Φ̇iso
eq und Φ̇iso

neq als Platzhalter für die hypoelastische Formulierung der Gleichgewichts-
spannung und die Evolution der Maxwell-Elemente. Die Diffusions-Reaktionsgleichung
Gl. (4.14) formuliert mit Größen der Referenzkonfiguration lautet:

ρR ċ
f + Div jf

R = J ĉf . (4.35)

Unter Berücksichtigung von Gl. (4.34) und (4.35) ergibt dich die Clausius-Duhem-Un-
gleichung zu:

ŜIV :
˙̂
EIV − ρR Φ̇iso

eq − ρR Φ̇iso
neq +

(
εvol − ρR

∂Φvol

∂p

)
ṗ

− ρR
∂Φvol

∂qD

q̇D − ρR
∂Φvol

∂qθ
q̇θ

+

(
− ρR

∂Φvol

∂θ
− ρR s

)
θ̇

− ∂Φc

∂cf
J ĉf − ∂2Φc

∂cf2
jf

R ·Grad cf

+

(
1

θ

∂Φc

∂cf
jf

R −
1

θ
qR

)
·Grad θ ≥ 0 . (4.36)

4.4 Volumetrischer Teil

Der volumetrische Teil der massenspezifischen hybriden freien Energie Φvol beinhaltet die
thermische Ausdehnung, den chemischen Volumenschrumpf und die massenspezifische
Wärmekapazität. Sie ist definiert als

Φvol = (qθ + qD)

[
−
(
cc

p0 − βc
cpθ0

)(
θ ln

(
θ

θK

)
− θ

)
− βc

cp

θ2

2

]
+ (1 − qθ − qD)

[
−
(
cu

p0 − βu
cpθ0

)(
θ ln

(
θ

θK

)
− θ

)
− βu

cp

θ2

2

]
+ (θ − θ0) [(qθ + qD)αc

vol + (1 − qθ − qD)αu
vol]

p

ρR

− β (qθ + qD)
p

ρR

− p2

2κ ρR

+ H0 (1 − qθ − qD) , (4.37)

wobei der Quotient θ/θK der einheitenlosen Temperatur entspricht. Daher wird θK bei
der Formulierung der Ableitungen nicht berücksichtigt. Die volumetrische Deformation
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ergibt sich durch die Auswertung von Gl. (4.36) analog zu der Veröffentlichung von Lion
et al. [67] als partielle Ableitung der volumetrischen hybriden freien Energie Φvol nach
dem Druck:

εvol = ρR
∂Φvol

∂p

= (θ − θ0) [(qθ + qD)αc
vol + (1 − qθ − qD)αu

vol] − β (qθ + qD) − p

κ
. (4.38)

In Gl. (4.38) stellen αu
vol und αc

vol jeweils die thermischen Ausdehnungskoeffizienten des
unausgehärteten (u) und ausgehärteten (c) Materials dar. β ist der maximale Volumen-
schrumpf bei kompletter Aushärtung, p der hydrostatische Druck und κ der Kompressi-
onsmodul. Die massenspezifische Wärmekapazität bei konstantem Druck cp ergibt sich
aus der zweiten Ableitung nach der Temperatur wie folgt:

cp = −θ ∂
2Φvol

∂θ2

= (qθ + qD)
[
cc

p0 + βc
cp (θ − θ0)

]
+ (1 − qθ − qD)

[
cu

p0 + βu
cp (θ − θ0)

]
. (4.39)

Es wurde jeweils ein linearer Ansatz für die Wärmekapazität des ausgehärteten und des
unausgehärteten Materials gewählt und anschließend über eine Mischungsregel kombi-
niert. So kann sowohl die Abhängigkeit von der Temperatur als auch die vom Aushär-
tegrad umgesetzt werden. Bei Multiplikation von Gl. (4.39) mit der Temperaturrate θ̇
ergibt sich die massenspezifische Enthalpierate ḣ, die dem Messignal einer DSC-Messung
entspricht:

ḣ = cp θ̇ . (4.40)

Die partiellen Ableitungen der volumetrischen massenspezifischen hybriden freien Energie
Φvol nach dem thermischen und dem diffusionsgetriebenen Aushärtegrad sind identisch:

∂Φvol

∂qD

=
∂Φvol

∂qθ

=
(
cu

p0 − cc
p0 + (βc

cp − β
u
cp)θ0

)(
θ ln

(
θ

θK

)
− θ
)

+ (βu
cp − β

c
cp)
θ2

2
+ (θ − θ0) (αc

vol − αu
vol)

p

ρR

− β
p

ρR

− H0 . (4.41)

Um die Konsistenz des Modells sicherzustellen, wird die Nicht-Negativität aller Einzel-
terme in Gl. (4.36) gefordert. Daraus ergibt sich neben der Definition der volumetrischen
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Dehnung εvol Gl. (4.38) auch:

− ρR
∂Φvol

∂qD

q̇D ≥ 0 , (4.42)

− ρR
∂Φvol

∂qθ
q̇θ ≥ 0 . (4.43)

Da die Raten der Aushärtegrade immer größer oder gleich null sind und die Dichte immer
größer als null ist, ergibt sich als Forderung:

∂Φvol

∂qD

≤ 0 , (4.44)

∂Φvol

∂qθ
≤ 0 . (4.45)

Durch die Form des für Φvol gewählten Ansatzes kann seine Negativität nicht unbedingt
sichergestellt werden. Stattdessen soll in Kapitel 5 gezeigt werden, dass für physikalisch
plausible Werte von p, ρR und θ und unter Beachtung einiger Einschränkungen für die
Identifikation der Parameter die thermodynamische Konsistenz gegeben ist. Zusätzlich
wäre es möglich, durch eine Fallunterscheidung die Einhaltung der Bedingungen aus
Gl. (4.44) und (4.45) zu erzwingen:

q̇D =


Gl. (4.6), falls

∂Φvol

∂qD

≤ 0 ,

0 , falls
∂Φvol

∂qD

> 0 ,

(4.46)

q̇θ =


Gl. (4.3), falls

∂Φvol

∂qθ
≤ 0 ,

0 , falls
∂Φvol

∂qθ
> 0 .

(4.47)

Für den gewählten Parametersatz im Rahmen physikalisch plausibler Werte für p, ρR

und θ ist dies jedoch obsolet.

4.5 Massenspezifische Entropie

Der Ansatz für die massenspezifische Entropie s ergibt sich aus der Auswertung der
Clausius-Duhem-Ungleichung Gl. (4.36):(

− ρR
∂Φvol

∂θ
− ρR s

)
θ̇ ≥ 0 . (4.48)
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Da θ̇ beliebige positive und negative Werte annehmen kann, gilt:

s = − ∂Φvol

∂θ

= (qθ + qD)

[(
cc

p0 − βc
cp θ0

)
ln

θ

θK

+ βc
cp θ

]
+ (1 − qθ − qD)

[(
cu

p0 − βu
cp θ0

)
ln

θ

θK

+ βu
cp θ

]
− [(qθ + qD)αc

vol + (1 − qθ − qD)αu
vol]

p

ρR

. (4.49)

4.6 Elastizität

Die hypoelastische Formulierung des Gleichgewichtsteils wird durch die Abhängigkeit der
Elastizitätsparameter vom Aushärtegrad motiviert. Der volumetrisch-isochore Split legt
die spannungsfreie Entwicklung der Aushärtung im isochoren Teil fest. Dies bedeutet,
dass die isochore Spannung nicht allein durch die Evolution des Aushärtegrads zuneh-
men darf. Für eine Änderung der isochoren Spannung muss immer eine Änderung der
isochoren Deformation vorliegen. Darüber hinaus beschreiben Hossain et al. [33–35] die
simultane Deformation und Aushärtung des Materials, sodass bestehende Vernetzungs-
stellen verformt werden, während sich neue Vernetzungsstellen in Übereinstimmung mit
dem bereits deformierten Zustand des Materials entwickeln. Neue Vernetzungen können
also nicht zu der zuvor entwickelten Spannung beitragen, sondern führen erst dann zu ei-
ner Zunahme der Spannung, wenn sich die Deformation wieder ändert. Symbolhaft wird
dies durch eine Feder dargestellt, der über die Zeit weitere Federn parallelgeschaltet wer-
den. Jede neue Feder ist bei ihrer Entstehung entlastet, auch wenn sich die bereits zuvor
existierenden Federn in einem beliebigen belasteten Zustand befinden. Jeder gewünschte
Elastizitätsansatz kann auf diese Weise formuliert werden. Ein Überblick über gängige
Modelle findet sich in Ogden [86]. Im allgemeinen Fall der aushärtegradunabhängigen
Hyperelastizität würde sich der Gleichgewichtsanteil des isochoren Spannungstensors in
der isochor-volumetrischen Zwischenkonfiguration ŜIV

eq wie folgt aus der Formänderungs-
energiedichte w bilden:

ŜIV
eq = 2

∂w

∂Ĉ
. (4.50)

Ĉ ist der isochore rechte Cauchy-Green-Deformationstensor. Um sicherzustellen, dass
ŜIV

eq nicht nur isochor, sondern nach Vortransformation auf die Momentankonfiguration
auch ein Deviator ist und der Forderung

ŜIV
eq : Ĉ = 0 (4.51)
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genügt, wird ein zu ermittelnder Zusatzterm ϕeq Ĉ
−1 hinzugefügt:

ŜIV
eq = 2

∂w

∂Ĉ
+ ϕIV

eq Ĉ−1 . (4.52)

Aus der zeitlichen Ableitung von Gl. (4.52) ergibt sich dann

˙̂
SIV

eq = 2

[
2
∂2w

∂Ĉ2
+ Ĉ−1 ⊗

∂ϕIV
eq

∂Ĉ
+ ϕIV

eq

∂Ĉ−1

∂Ĉ

]
:

1

2
˙̂
C

= C :
1

2
˙̂
C . (4.53)

Im Fall der aushärtegradabhängigen Hypoelastizität wird an dieser Stelle eine Erweite-
rung vorgenommen. Im vierstufigen Materialtensor C wird der Aushärtegrad als abhän-
gige Variable eingeführt. C wird damit zu einer Funktion der Zeit:

C(t) = 2 (qθ + qD)

[
2
∂2w

∂Ĉ2
+ Ĉ−1 ⊗

∂ϕIV
eq

∂Ĉ
+ ϕIV

eq

∂Ĉ−1

∂Ĉ

]
. (4.54)

Die Formänderungsenergiedichtefunktion w wird aus einer Reihe von Termen gebildet, die
allgemein als Taylorpolynom bezeichnet werden, siehe auch Gl. (2.101). Im vorliegenden
Fall, unter Verwendung der Invarianten des isochoren rechten Cauchy-Green-Deformati-
onstensors, lautet sie

w = c10 (IĈ − 3) + c01 (IIĈ − 3) + c20 (IĈ − 3)2 , (4.55)

mit den Elastizitätsparametern c10, c01 und c20. Ihre partielle Ableitung nach Ĉ folgt als

∂w

∂Ĉ
= [c10 + c01 IĈ + 2 c20 (IĈ − 3)] I − c01 Ĉ , (4.56)

wobei I der zweistufige Einheitstensor ist. Die zweite partielle Ableitung nach Ĉ lautet

∂2w

∂Ĉ2
= (c10 + 2 c20) I⊗ I − c01 (I⊗ I)

23
T , (4.57)

mit den vierstufigen Einheitstensoren

I⊗ I = δijδkl ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el , (4.58)

(I⊗ I)
23
T =

1

2
(δikδjl + δjkδil) ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el . (4.59)



Kapitel 4 Materialmodellierung 73

Der Korrekturfaktor ϕIV
eq wird definiert als

ϕIV
eq = − 2

3

(
∂w

∂Ĉ
: Ĉ

)
. (4.60)

Der Gleichgewichtsanteil der isochoren massenspezifischen hybriden freien Energie Φiso
eq

in Ratenform ergibt sich analog zur Herleitung von Hossain et al. [33] zu

ρR Φiso
eq =

1

2

∫ t

0

([
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

]
: C′(t̃) :

[
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

])
dt̃ . (4.61)

Die Formänderungsenergiedichtefunktion Gl. (4.55) wurde benutzt, um für den Materi-
altensor C eine sinnvolle Materialgleichung zu formulieren. Die zu dem hypoelastischen
Modell gehörige Energiedichte ist durch Gl. (4.61) gegeben. ÊIV ist der isochore Green-
Lagrange-Verzerrungstensor in der IVZK und C′ die partielle Ableitung des vierstufigen
Materialtensors C nach der Integrationsvariablen t̃. Unter Zuhilfenahme der Produktregel
(auch Leibnizregel) für Parameterintegrale, siehe auch Papula [88],

d

dx

(∫ b(x)

a(x)

f(x, s) ds

)
= f (x, b(x))

db(x)

dx
− f (x, a(x))

da(x)

dx

+

∫ b(x)

a(x)

∂f(x, s)

∂x
ds , (4.62)

wird die Zeitableitung von Gl. (4.61) gebildet:

ρR Φ̇iso
eq =

1

2

∫ t

0

∂

∂t

([
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

]
: C′(t̃) :

[
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

])
dt̃ . (4.63)

Die Anwendung der Produktregel ergibt für Gl. (4.63):

ρR Φ̇iso
eq =

1

2

∫ t

0

(
˙̂
EIV(t) : C′(t̃) :

[
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

]
+
[
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

]
: C′(t̃) :

˙̂
EIV(t)

)
dt̃ . (4.64)

Laut Papula [89] besagt der Satz von Schwarz, dass die partiellen Ableitungen einer
Funktion vertauschbar sind, wenn es sich bei diesen um stetige Funktionen handelt. Bei
Betrachtung von C in Gl. (4.54), w in Gl. (4.55), den partiellen Ableitungen von w in
den Gl. (4.56) und (4.57) und ϕeq in Gl. (4.60), ergibt sich die Symmetrie des vierstufigen
Materialtensors C, die notwendig ist, um die doppelte Überschiebung in Gl. (4.64) zu
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permutieren:

ρR Φ̇iso
eq =

∫ t

0

(
C′(t̃) :

[
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

]
:

˙̂
EIV(t)

)
dt̃ . (4.65)

Unter Einsatz der Beziehung ˙̂
EIV = 1/2

˙̂
C wird die zeitliche Ableitung des Gleichge-

wichtsanteils der isochoren massenspezifischen hybriden freien Energie formuliert als

ρR Φ̇iso
eq =

∫ t

0

(
C′(t̃) :

(
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

)
:

1

2
˙̂
C(t)

)
dt̃ . (4.66)

Dann ergibt sich die Clausius-Duhem-Ungleichung Gl. (4.36) zu:

ŜIV :
1

2
˙̂
C −

∫ t

0

(
C′(t̃) :

(
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

)
:

1

2
˙̂
C(t)

)
dt̃

− ρR Φ̇iso
neq +

(
εvol − ρR

∂Φvol

∂p

)
ṗ

− ρR
∂Φvol

∂qD

q̇D − ρR
∂Φvol

∂qθ
q̇θ

+

(
− ρR

∂Φvol

∂θ
− ρR s

)
θ̇

− ∂Φc

∂cf
J ĉf − ∂2Φc

∂cf2
jf

R ·Grad cf

+

(
1

θ

∂Φc

∂cf
jf

R −
1

θ
qR

)
·Grad θ ≥ 0 . (4.67)

Die Zeitableitung der Gleichgewichtsspannung ergibt sich entsprechend aus dem Gleich-
gewichtsanteil der massenspezifischen hybriden freien Energie Gl. (4.61) und den voran-
gegangenen Herleitungen:

˙̂
SIV

eq = (qθ + qD)
[
2 (c10 + 2 c20)

(
I :

˙̂
C
)
I − 2 c01

˙̂
C

− 2

3
(c10 + 2 c01IĈ + 2 c20 (2 IĈ − 3))

(
˙̂
C : I

)
Ĉ−1 +

4

3
c01

(
Ĉ :

˙̂
C
)
Ĉ−1

+
2

3

(
c10 IĈ + c01 I

2
Ĉ

+ 2 c20 (I2
Ĉ
− 3 IĈ) − c01 Ĉ : Ĉ

)
Ĉ−1 · ˙̂

C · Ĉ−1
]
. (4.68)

4.7 Viskoelastizität

Für die Abbildung der Viskoelastizität wird das sogenannte generalisierte Modell der
Viskoelastizität Abb. 4.5 zu Hilfe genommen. Die Feder mit den Elastizitätsparametern
c10, c20 und c01 stellt die im vorherigen Abschnitt behandelte Gleichgewichtsspannung
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dar. Durch die parallelgeschalteten Maxwell-Elemente kann viskoelastisches Verhalten
abgebildet werden. Jedes Maxwell-Element besitzt einen Schubmodul µ(k) und eine Re-
laxationszeit τ(k)0 bei der Referenztemperatur θ0, wobei der Index (k) das jeweilige Max-
well-Element identifiziert.

µ1 τ1(qθ, qD, θ)

c10(qθ, qD)
c20(qθ, qD)
c01(qθ, qD)

µn τn(qθ, qD, θ)

Abbildung 4.5: Generalisiertes Modell der Viskoelastizität mit n Maxwell-Elementen.

Die in Abb. 2.9 gezeigten Konfigurationen können in Hinblick auf die Maxwell-Ele-
mente erweitert werden: Für jedes parallelgeschaltete Maxwell-Element ergibt sich eine
elastisch-inelastische Zwischenkonfiguration (EIZK), siehe auch Abb. 4.6. In jedem Max-
well-Element sind die Spannung von Feder und Dämpfer gleich. Die gesamte Nichtgleich-
gewichtsspannung wird durch Summation der Maxwell-Element-Spannungen gebildet,
wie bereits in Gl. (2.111) angedeutet. Im Folgenden werden Größen, die sich auf ein
Element beziehen und dementsprechend aufsummiert werden müssen, durch den Index
j markiert (Summationsindex), für die Identifikation eines speziellen Elements wird der
Index (k) verwendet. Für die Zeitableitung des Nichtgleichgewichtsanteils der isochoren
massenspezifischen hybriden freien Energie Φ̇iso

neq ergibt sich folgende Beziehung:

ρR Φ̇iso
neq = ρR

n∑
j=1

(
∂Φiso

neqj

∂Ĉej

:
˙̂
Cej

)
. (4.69)

Unter Berücksichtigung der Zeitableitung von Ĉe in Gl. (2.38) lässt sich Gl. (4.69) so um-
formulieren, dass sie die Spannungsbeiträge und die Evolutionsgleichungen der Maxwell-
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BR

B
SR

SF

Referenzkonfiguration

Momentankonfiguration

Isochor-volumetrische
Zwischenkonfiguration
(IVZK)

F̄

F̂

BIVZK

SIVZK

BEIZK1

SEIZK1

F̂i1

F̂e1

BEIZKn

SEIZKn

EIZKn

F̂in

F̂en

Elastisch-inelastische
Zwischenkonfiguration 1
(EIZK1)

Abbildung 4.6: Referenz-, Momentan-, isochor-volumetrische und elastisch-inelastische
Zwischenkonfigurationen (IVZK und EIZK) unter Berücksichtigung des
generalisierten Modells der Viskoelastizität. Für jedes Maxwell-Element
existiert eine EIZK.
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Elemente enthält:

ρR Φ̇iso
neq = ρR

n∑
j=1

(
∂Φiso

neqj

∂Ĉej

:
(
F̂−T

ij ·
˙̂
C · F̂−1

ij − L̂T
ij · Ĉej − Ĉej · L̂ij

))

= ρR

n∑
j=1

(
F̂−1

ij ·
∂Φiso

neqj

∂Ĉej

· F̂−T
ij

)
:

˙̂
C

− ρR

n∑
j=1

(
∂Φiso

neqj

∂Ĉej

:
(
L̂T

ij · Ĉej + Ĉej · L̂ij

))
. (4.70)

Unter Berücksichtigung von Gl. (4.68) and (4.70) ergibt sich die Clausius-Duhem-Un-
gleichung Gl. (4.67) als:

ŜIV :
1

2
˙̂
C −

∫ t

0

(
C′(t̃) :

(
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

)
:

1

2
˙̂
C(t)

)
dt̃

− ρR

n∑
j=1

(
F̂−1

ij ·
∂Φiso

neqj

∂Ĉej

· F̂−T
ij

)
:

˙̂
C

+ ρR

n∑
j=1

(
∂Φiso

neqj

∂Ĉej

:
(
L̂T

ij · Ĉej + Ĉej · L̂ij

))

− ρR
∂Φvol

∂qD

q̇D − ρR
∂Φvol

∂qθ
q̇θ

− ∂Φc

∂cf
J ĉf − ∂2Φc

∂cf2
jf

R ·Grad cf

+

(
1

θ

∂Φc

∂cf
jf

R −
1

θ
qR

)
·Grad θ ≥ 0 . (4.71)

Aus der additiven Zerlegung des isochoren zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors ŜIV

in einen Gleichgewichts- und einen Nichtgleichgewichtsanteil ergibt sich mit einem Koef-
fizientenvergleich und

ŜIV
eq =

∫ t

0

C′(t̃) :
(
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

)
dt̃ (4.72)
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aus den ersten drei Termen von Gl. (4.71):

ŜIV
neq =

n∑
j=1

(
F̂−1

ij · 2 ρR

∂Φiso
neqj

∂Ĉej

· ˙̂
F−T

ij

)

=
n∑
j=1

(
F̂−1

ij · ŜEI
neqj · F̂−T

ij

)
=

n∑
j=1

(
ŜIV

neqj

)
. (4.73)

Dabei ist zu beachten, dass es sich bei der Energiedichte Φiso
neq(k) um ein Maß der elas-

tisch-inelastischen Zwischenkonfiguration handelt. Der entsprechende Index wird auf-
grund der Lesbarkeit weggelassen. Durch den pull-back F̂−1

i(k) · ( • ) · F̂−T
i(k) ergibt sich ŜIV

neq

als Maß der isochor-volumetrischen Zwischenkonfiguration. Der zweite Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor S wird durch den pull-back von der Momentan- auf die Referenzkonfi-
guration beschrieben:

S = J F−1 ·T · F−T . (4.74)

Die Beziehung zwischen dem isochoren zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor ŜIV und
dem Deviator des Cauchy-Spannungstensors TD ergibt sich dann wie folgt:

ŜIV = F̂−1 ·TD · F̂−T. (4.75)

Dabei handelt es sich in Gl. (4.75) um den pull-back des deviatorischen Anteils der
Cauchy-Spannung TD von der Momentankonfiguration auf die isochor-volumetrische
Zwischenkonfiguration, vgl. Abb. 2.9 oder 4.6. Der isochore zweite Piola-Kirchhoff-Span-
nungstensor setzt sich entsprechend Gl. (4.73) aus einem Gleichgewichts- und einem
Nichtgleichgewichtsanteil zusammen:

ŜIV = ŜIV
eq + ŜIV

neq

= ŜIV
eq +

n∑
j=1

(
ŜIV

neqj + ϕIV
neqj Ĉ

−1
)
. (4.76)

Der Korrekturfaktor ϕIV
neq(k) ergibt sich aus der Forderung TD : I = 0 bzw. ŜIV

neq : Ĉ = 0.
Falls die Bedingung von vornherein erfüllt wäre, ergäbe sich der Korrekturfaktor zu null.
Er ist definiert als

ϕIV
neq(k) := −1

3

(
ŜIV

neq(k) : Ĉ
)
. (4.77)

Für die Federn der Maxwell-Elemente wird jeweils ein hyperelastischer Neo-Hooke-An-
satz gewählt, siehe auch Rivlin [93], dessen Formänderungsenergiedichtefunktion folgende
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Form hat:

ρR Φiso
neq(k) =

µ(k)

2
(Ĉe(k) : I− 3) , (4.78)

wobei µ(k) der Schubmodul des jeweiligen Elements ist. Unter Berücksichtigung von
Gl. (4.78) ergibt sich für das generalisierte Modell der Viskoelastizität die isochore Nicht-
gleichgewichtsspannung:

ŜIV
neq =

n∑
j=1

(
F̂−1

ij · 2 ρR

∂Φiso
neqj

∂Ĉej

· F̂−T
ij −

1

3

((
F̂−1

ij · 2 ρR

∂Φiso
neqj

∂Ĉej

· F̂−T
ij

)
: Ĉ

)
Ĉ−1

)

=
n∑
j=1

(
µj

(
Ĉ−1

ij −
1

3

(
Ĉ−1

ij : Ĉ

)
Ĉ−1

))
. (4.79)

Die Evolutionsgleichung der inelastischen Dehnung in einem Maxwell-Element ergibt sich
aus der Dissipationsrestungleichung:

ρR

n∑
j=1

(
∂Φiso

neqj

∂Ĉej

:
(
L̂T

ij · Ĉej + Ĉej · L̂ij

))
≥ 0 . (4.80)

Da Φiso
neq(k) eine isotrope Funktion von Ĉe(k) und Ĉe(k) symmetrisch ist, gilt:

∂Φiso
neq(k)

∂Ĉe(k)

· Ĉe(k) = Ĉe(k) ·
∂Φiso

neq(k)

∂Ĉe(k)

. (4.81)

Mit den Beziehungen Gl. (2.29) und (4.81) kann die Ungleichung umgeformt werden

ρR

n∑
j=1

((
∂Φiso

neqj

∂Ĉej

· Ĉej

)
: 2 D̂ij

)
≥ 0 . (4.82)

Entsprechend Gl. (2.107) und (2.108) wird der Ansatz für D̂i(k) analog zu Johlitz [42]
mit dem Korrekturfaktor ϕEI

evo(k) in der elastisch-inelastischen Zwischenkonfiguration for-
muliert, der sicherstellt, dass die Gleichung der Forderung der inelastischen Inkompres-
sibilität D̂i(k) : I = 0 genügt:

D̂i(k) =
2

η(k)(θ)
ρR

∂Φiso
neq(k)

∂Ĉe(k)

· Ĉej + ϕEI
evo(k) I

=
1

η(k)(θ)
ŜEI

neqj · Ĉe(k) + ϕEI
evo(k) I

=
µ(k)

η(k)(θ)
Ĉe(k) + ϕEI

evo(k) I . (4.83)

Die Funktion η(k)(θ) ist die temperaturabhängige Viskosität des Maxwell-Dämpfers. Der
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Korrekturfaktor ergibt sich zu:

ϕEI
evo(k) = − 2

3 η(k)(θ)
ρR

(
∂Φiso

neq(k)

∂Ĉe(k)

· Ĉe(k)

)
: I

= −
µ(k)

3 η(k)(θ)
Ĉe(k) : I . (4.84)

Aus Gl. (2.37) ergibt sich der Zusammenhang zwischen ˙̂
Ci(k) und D̂i(k):

˙̂
Ci(k) = 2 F̂T

i(k) · D̂i(k) · F̂i(k) . (4.85)

Die Evolutionsgleichung für den inelastischen isochoren rechten Cauchy-Green-Deforma-
tionstensor lautet:

˙̂
Ci(k) =

2

τ(k)(θ)

(
Ĉ − 1

3

(
Ĉ : Ĉ−1

i(k)

)
Ĉi(k)

)
. (4.86)

Die Relaxationszeit ersetzt in Gl. (4.86) das Verhältnis von Schubmodul und Viskosität:

τ(k)(θ) =
η(k)(θ)

µ(k)

. (4.87)

Die Temperatur- und Aushärtegradabhängigkeit der Viskoelastizität wird durch die Shift-
funktion realisiert:

ash = aθ (θ − θ0) + aq (qθ + qD − 1) . (4.88)

Die Parameter aq und aθ sind anhand von Messdaten zu identifizieren. Die effektiven
Relaxationszeiten τ(k)(θ) ergeben sich dann zu

τ(k)(θ) = τ(k)0 10ash . (4.89)

4.8 Konzentrationsteil und Restungleichung

Der Konzentrationsteil der massenspezifischen hybriden freien Energie Φc besitzt als
Variable einzig die Fluidkonzentration cf :

Φc =
a1

2
(cf)2 . (4.90)

Daraus ergibt sich die Ableitung nach der Konzentration:

∂Φc

∂cf
= a1 c

f . (4.91)
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Der Parameter a1 ist eine Proportionalitätskonstante, die die Einheit des Fick’schen Dif-
fusionskoeffizienten D mit dem volumenbezogenen Wärmestromvektor Gl. (4.99) kom-
patibel macht:

D =
λc a1

ρR

. (4.92)

Aus der Clausius-Duhem-Ungleichung Gl. (4.71) ergibt sich die Restungleichung wie folgt:

− ∂Φc

∂cf
J ĉf − ∂2Φc

∂cf2
jf

R ·Grad cf +

(
1

θ

∂Φc

∂cf
jf

R −
1

θ
qR

)
·Grad θ ≥ 0 . (4.93)

Gl. (4.93) muss für alle Prozesse erfüllt sein, um die thermodynamische Konsistenz des
Materialmodells zu gewährleisten. Analog zu den Ausführungen von Johlitz [42] soll im
Folgenden gezeigt werden, dass unter Einsatz der angegebenen Ansätze die Konsistenz des
Modells sichergestellt ist. Dabei wird zunächst der feuchtegesättigte isotherme Zustand
betrachtet. Für diesen gilt:

Grad θ = 0 ,

Grad cf = 0 . (4.94)

Da in diesem Zustand durch eine Aushärtereaktion die Fluidkonzentration cf abnehmen
muss, folgt aus Gl. (4.35):

ĉf ≤ 0 . (4.95)

Der gewählte Ansatz für den Konzentrationsteil der massenspezifischen hybriden freien
Energie Φc erfüllt die Bedingung aus Gl. (4.93),

− ∂Φc

∂cf
J ĉf ≥ 0 , (4.96)

unter Beachtung von Gl. (4.95) also, solange gilt: cf , a1, D, λc ≥ 0. Für die Fluidkonzen-
tration ist dies automatisch gegeben, für die Materialparameter ergibt sich theoretisch
eine Einschränkung bei der Parameteridentifikation. Physikalisch ergibt ein negativer Dif-
fusionskoeffizient keinen Sinn, sodass sich in der Praxis keine zusätzliche Einschränkung
einstellt. Der zweite Term der Restungleichung,

− ∂
2Φc

∂cf2
jf

R ·Grad cf ≥ 0 , (4.97)

bedingt, dass das Skalarprodukt aus dem volumenbezogenen Diffusionsfluss jf
R und dem

Konzentrationsgradienten Grad cf immer negativ sein muss. Durch folgenden Ansatz für
den volumenbezogenen Diffusionsfluss der Referenzkonfiguration jf

R wird die Einhaltung
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der Bedingung sichergestellt:

jf
R = −λc

∂2Φc

∂cf2
J C−1 ·Grad cf

= −λc a1 J C−1 ·Grad cf . (4.98)

Unter Berücksichtigung von Gl. (4.98) ergibt sich aus dem letzten Term der Restun-
gleichung Gl. (4.93) der volumenbezogene Wärmestromvektor der Referenzkonfiguration
qR:

qR = −λθ J C−1 ·Grad θ − λc a
2
1 c

f J C−1 ·Grad cf . (4.99)

Dieser beschreibt neben der Fourier’schen Wärmeleitung die Diffusion von Wasser im
Feststoff als zusätzlichen Wärmetransportweg, wobei λθ die Wärmeleitfähigkeit des Ma-
terials ist. Johlitz [43] stellt einen ähnlichen Ansatz für die Diffusion von Sauerstoff in
der chemischen Alterung vor. Da das Material als eine Mischung aus Feststoff und Fluid
behandelt wird, muss eine Partialmassenbilanz für das Fluid gebildet werden, siehe auch
Greve [21]. Diese wird meist mit Hilfe der Konzentration formuliert, siehe Gl. (4.35).
Diese Gleichung wird auch als Diffusions-Reaktionsgleichung bezeichnet, da ĉf eine Ver-
änderung der Konzentration durch chemische Reaktion abbildet. Außerdem geht daraus
hervor, dass sich die zeitliche Änderung der Konzentration ċf aus der Änderung hervorge-
rufen durch den volumenbezogenen Diffusionsfluss jf

R und aus der chemischen Bindung
des Fluids ĉf zusammensetzt. Aus der Auswertung der Restungleichung ergibt sich die
Bedingung Gl. (4.95) für den Reaktionsterm ĉf , der folgendermaßen definiert wird,

ĉf = −kr
∂Φc

∂cf
= −ρ q̇D , (4.100)

was seinen Zusammenhang mit der diffusionsgetriebenen Aushärtung verdeutlicht. kr ist
ein empirischer Parameter des Reaktionsterms, der jedoch durch die Beschreibung über
die diffusionsgetriebene Aushärtung wegfällt und nicht identifiziert werden muss. Da die
Rate der diffusionsgetriebenen Aushärtereaktion q̇D immer größer oder gleich null ist, ist
die Forderung Gl. (4.95) in jedem Fall erfüllt.

4.9 Wärmeleitung

Für die Formulierung der Wärmeleitungsgleichung wird von der Bilanz der massenspe-
zifischen inneren Energie Gl. (2.58) ausgegangen. Diese wird mit dem Zusammenhang
zwischen der massenspezifischen inneren Energie und der massenspezifischen hybriden
freien Energie Gl.(4.21) sowie der volumetrisch-isochoren Zerlegung der Spannungsleis-
tungsdichte Gl. (4.22) kombiniert. Daraus entsteht die Wärmeleitungsbilanz:

ŜIV :
˙̂
EIV − Div qR + ρR r − ρR Φ̇ + εvol ṗ − ρR θ ṡ − ρR s θ̇ = 0 . (4.101)
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Mit der totalen Zeitableitung der massenspezifischen hybriden freien Energie Φ̇ aus
Gl. (4.34), der Definition des hydrostatischen Drucks p aus Gl. (4.38), der massenspezi-
fischen Wärmekapazität bei konstantem Druck cp aus Gl. (4.39), der massenspezifischen
Entropie s aus Gl. (4.49) und einer Sortierung der Terme ergibt sich:

ŜIV :
˙̂
EIV − ρR Φ̇iso

eq − ρR Φ̇iso
neq − ρR

∂Φc

∂cf
ċf − ρR

∂Φvol

∂qD

q̇D − ρR
∂Φvol

∂qθ
q̇θ

+ ρR r − ρR cpθ̇ + ρR θ
∂2Φvol

∂θ ∂p
ṗ = Div qR . (4.102)

Aus den ersten drei Termen ergibt sich mit den Beziehungen für Φ̇iso
eq aus Gl. (4.65) und

Φ̇iso
neq aus Gl. (4.70) sowie der Definition des isochoren zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungs-

tensors ŜIV aus Gl. (4.76) und der Evolutionsgleichung für die inelastischen Dehnungen
Gl. (4.86) der Dissipationsterm:

1

2

n∑
j=1

(
µj

(
Ĉ−1

ij · Ĉ · Ĉ−1
ij

)
:

˙̂
Cij

)
− ρR

∂Φc

∂cf
ċf − ρR

∂Φvol

∂qD

q̇D − ρR
∂Φvol

∂qθ
q̇θ

+ ρR r − ρR cpθ̇ + ρR θ
∂2Φvol

∂θ ∂p
ṗ = Div qR . (4.103)

Mit den Ansätzen für den volumenbezogenen Wärmestromvektor qR aus Gl. (4.99) und
den volumenbezogenen Diffusionsfluss jf

R aus Gl. (4.98) sowie den Konzentrationsteil der
massenspezifischen hybriden freien Energie Φc aus Gl. (4.90) ergibt sich zu guter Letzt
die Wärmeleitungsgleichung:

1

2

n∑
j=1

(
µj

(
Ĉ−1

ij · Ĉ · Ĉ−1
ij

)
:

˙̂
Cij

)
− ρR a1 c

f ċf − ρR
∂Φvol

∂qD

q̇D − ρR
∂Φvol

∂qθ
q̇θ

+ ρR r− ρR cpθ̇+ ρR θ
∂2Φvol

∂θ ∂p
ṗ = −λθ J Div

(
C−1 ·Grad θ

)
+ Div

(
a1 c

f jf
R

)
. (4.104)

Der schwarze Term gibt den Einfluss der dissipativen Erwärmung an, der olivgrüne Term
den Einfluss der Konzentrationsänderung, die roten Terme den der Aushärtung. In Dun-
kelgrün ist die Wärmestrahlung zu sehen, in Blau die Wärmespeicherung und in Orange
die thermoelastische Kopplung. In Violett eingefärbt ist die Divergenz des volumenbezo-
genen Wärmestroms Div qR.
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4.10 Zusammenfassung der Modellgleichungen

Reaktionskinetik

q̇θ = [k1 + k2 〈qθ + qD〉m](1 − qθ − qD)n fstep

k1 = A1 exp

(
−Ea1

R

(
1

θ
− 1

θR

))
k2 = A2 exp

(
−Ea2

R

(
1

θ
− 1

θR

))

fstep =


0 θ < θstart

θ − θstart

∆θ
θstart < θ < θstart + ∆θ

1 θstart + ∆θ < θ

q̇D =AD cf exp

(
−EaD

R

(
1

θ
− 1

θR

))
(1 − qθ − qD)

Massenspezifische hybride freie Energie

Φ = Φc

(
cf
)

+ Φvol (p, θ, qD, qθ) + Φiso
eq

(
Ĉ
)

+ Φiso
neq

(
Ĉe

)
Φc =

a1

2
(cf)2

Φvol = (qθ + qD)

[
−
(
cc

p0 − βc
cpθ0

)(
θ ln

(
θ

θK

)
− θ

)
− βc

cp

θ2

2

]
+ (1 − qθ − qD)

[
−
(
cu

p0 − βu
cpθ0

)(
θ ln

(
θ

θK

)
− θ

)
− βu

cp

θ2

2

]
+ (θ − θ0) [(qθ + qD)αc

vol + (1 − qθ − qD)αu
vol]

p

ρR

− β (qθ + qD)
p

ρR

− p2

2κ ρR

+ H0 (1 − qθ − qD)

Φiso
eq =

1

2 ρR

∫ t

0

([
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

]
: C′(t̃) :

[
ÊIV(t) − ÊIV(t̃)

])
dt̃

Φiso
neq =

n∑
j=1

(
µj

2 ρR

(Ĉej : I− 3)

)
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Materialtensor

C(t) = 2 (qθ + qD)

[
2 (c01 + c20) I⊗ I − 2 c01 (I⊗ I)

23
T

− 2

3
(c10 + 2 c01 IĈ + (2 IĈ − 3)) Ĉ−1 ⊗ I +

4

3
c01 Ĉ

−1 ⊗ Ĉ

+
2

3

(
c10 IĈ + c01 I

2
Ĉ

+ 2 c20

(
I2
Ĉ
− 3 IĈ

)
− c01 Ĉ : Ĉ

)(
Ĉ−1 ⊗ Ĉ−T

)23
T
]

Korrekturfaktoren

ϕIV
eq = −2

3

(
c10 IĈ + c01 I

2
Ĉ

+ 2 c20

(
I2
Ĉ
− 3 IĈ

)
− c01 Ĉ : Ĉ

)
ϕIV

neq(k) = −
µ(k)

3

(
Ĉ−1

i(k) : Ĉ
)

ϕEI
evo(k) = −

µ(k)

3 η(k)(θ)
Ĉe(k) : I

Spannungsmaße

S = − J pC−1 + J1/3 ŜIV

ŜIV = ŜIV
eq +

n∑
j=1

(
ŜIV

neqj + ϕIV
neqj Ĉ

−1
)

˙̂
SIV

eq = C :
1

2
˙̂
C

ŜIV
neq(k) = µ(k) Ĉ

−1
i(k)

Inelastische Dehnungen

˙̂
Ci(k) =

2

τ(k)(θ)

(
Ĉ − 1

3

(
Ĉ : Ĉ−1

i(k)

)
Ĉi(k)

)
τ(k)(θ) = τ(k)0 10ash(θ)

ash(θ) = aθ (θ − θ0) + aq (qθ + qD − 1)

Massenspezifische Wärmekapazität

cp = (qθ + qD)
[
cc

p0 + βc
cp (θ − θ0)

]
+ (1 − qθ − qD)

[
cu

p0 + βu
cp (θ − θ0)

]
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Wärmeleitungsgleichung

1

2

n∑
j=1

(
µj

(
Ĉ−1

ij · Ĉ · Ĉ−1
ij

)
:

˙̂
Cij

)
− ρR a1 c

f ċf − ρR
∂Φvol

∂qD

q̇D − ρR
∂Φvol

∂qθ
q̇θ

+ ρR r − ρR cpθ̇ + ρR θ
∂2Φvol

∂θ ∂p
ṗ = −λθ J Div

(
C−1 ·Grad θ

)
+ Div

(
a1 c

f jf
R

)
Massenspezifische Entropie

s = (qθ + qD)

[(
cc

p0 − βc
cp θ0

)
ln

θ

θK

+ βc
cp θ

]
+ (1 − qθ − qD)

[(
cu

p0 − βu
cp θ0

)
ln

θ

θK

+ βu
cp θ

]
− [(qθ + qD)αc

vol + (1 − qθ − qD)αu
vol]

p

ρR
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Kapitel 5

Parameteridentifikation

5.1 Identifikation der Reaktionskinetikparameter

Die Parameter des Reaktionskinetikmodells werden anhand von DSC-Messungen identi-
fiziert. Der diffusive Anteil der Reaktionsenthalpie HD ergibt sich aus der Differenz zwi-
schen der Gesamtenthalpie H0 und der Fläche unter dem Reaktionspeak für die thermi-
sche Nachhärtung entsprechend Gl. (4.10). Die Parameter in der Evolutionsgleichung für
die Variable qD werden durch Vergleich der diffusiven Reaktionsenthalpie mit dem Pro-
dukt aus dem diffusiven Aushärtegrad und der Gesamtenthalpie Gl. (4.9) bestimmt. Dies
kann unabhängig von qθ erfolgen. Abb. 5.1 zeigt den Vergleich der aus den Messungen
und der Simulation abgeleiteten Diffusionsreaktionsenthalpie in guter Übereinstimmung.
Die Qualität der Identifikationsergebnisse variiert abhängig von den für die Identifikation
gewählten Messungen, was auf eine gewisse Streuung in den Messergebnissen hindeutet.
Die Auswahl der Datenpunkte für die Identifikation der diffusionsgetriebenen Aushärtung
beinhaltet eine Variation sowohl der Temperatur als auch der relativen Konzentration
(c = 0.178...0.5), vgl. Gl. (4.7). Um eine Empfehlung über Art und Umfang der Messun-
gen (Anzahl der Proben, Temperatur, Feuchte und Vorhärtungszeit) zu geben, müssten
zunächst weitere Untersuchungen durchgeführt werden. Die relative Konzentration c, die
sich aus der bei den Messungen verwendeten relativen Feuchte und Temperatur ergibt,
ist in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Damit die relative Konzentration c die Flüssigkeits-
konzentration cf hinsichtlich ihrer Größenordnung besser widerspiegelt, könnte sie auf
einen Maximalwert von 1,4 % Fluidkonzentration normiert werden, ein Wert, der im Sät-
tigungszustand für das ausgehärtete Material gemessen wurde. Solche Überlegungen sind
rein praktischer Natur und haben keinerlei Einfluss auf die theoretische Definition der
Fluidkonzentration cf . In der vorliegenden Arbeit wurde keine Normierung vorgenom-
men, die ermittelten Parameter wurden direkt verwendet, um das Modell in Kapitel 6.2
vorzustellen.
Für die Parameteridentifikation der Aushärtevariablen qθ wird die simulierte massen-

spezifische Enthalpierate ḣsim aus der zeitlichen Änderung des Aushärtegrades durch
Multiplikation mit der Gesamtenthalpie nach Gl. (4.11) erzeugt und dann mit dem DSC-
Signal verglichen. Die zuvor identifizierten Parameter von qD werden für die Lösung ver-
wendet. Dies geschieht für die DSC-Messungen frischer, ungehärteter Proben und für die
Resthärtung vorgehärteter Proben in der DSC, um die Parameter für qθ zu bestimmen.
Ein Vergleich zwischen der DSC-Messung und der Simulation für zuvor unausgehärtetes
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Material ist in Abb. 5.2 dargestellt. Die identifizierten Parameter sind in Tabelle 5.2
zusammengefasst.

Tabelle 5.1: Relative Konzentration c gebildet aus Temperatur und relativer Feuchte der
Messungen.

Temperatur

Frel 20 °C 25 °C 30 °C 40 °C

20 % 0,068 0,090 0,119 0,200
30 % 0,101 0,135 0,178 0,300
40 % 0,135 0,180 0,242 0,400
50 % 0,169 0,225 0,297 0,500
60 % 0,203 0,270 0,356 0,600
70 % 0,236 0,315 0,417 0,700

Tabelle 5.2: Identifizierte Parameter des Reaktionskinetikmodells, bereits veröffentlicht
in Jennrich et al. [40].

Parameter Wert Einheit

AD 2,3768 · 10−6 s−1

A1 9,1438 · 10−6 s−1

A2 0,039 604 s−1

EaD 1161,2 J mol−1

Ea1 61 682 J mol−1

Ea2 19 469 J mol−1

m 4,3303 −
n 2,6006 −
H0 −8000 J kg−1

θstart 348,55 K
∆θ 3 K
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Abbildung 5.1: Identifikation der Parameter für die diffusive Aushärtung.
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Abbildung 5.2: Identifikation der Parameter für die thermische Aushärtung.
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Abbildung 5.3: Anpassung der Wärmekapazitätsparameter an DSC-Messdaten.

5.2 Identifikation der volumetrischen Parameter

Neben der massenspezifischen Enthalpie der Aushärtungsreaktion kann auch die Wärme-
kapazität in Abhängigkeit von der Temperatur mittels DSC gemessen werden. Die Mes-
sungen wurden sowohl für das unausgehärtete als auch für das vollständig ausgehärtete
Material im gleichen Temperaturbereich durchgeführt. So wurden die massenspezifischen
Wärmekapazitätsparameter cu

p0, cc
p0, βu

cp und βc
cp in Gl. (4.39) angepasst, wie Abb. 5.3

zeigt.
Die Dichte des unausgehärteten Materials ρR und die Volumenschrumpfung durch Aus-

härtung β von ca. 5 % werden vom Hersteller im technischen Datenblatt [99] angegeben.
Sie könnten auch durch Dichtemessungen nach dem archimedischen Prinzip bestimmt
werden. Nach Gl. (4.38) für qθ = qD = 0 und ohne Einwirkung äußerer Lasten könnte die
thermische Ausdehnung in Form von Dichteänderungen bei niedrigen Temperaturen am
unausgehärteten Material αu

vol folgendermaßen angepasst werden:

αvol =
ρ0 − ρ1

ρ0 (θ1 − θ0)
. (5.1)

Die Abnahme der Dichte folgt in guter Näherung einer Geraden. Grundsätzlich gestaltete
sich die Untersuchung der Dichte und der Dichteänderung im Zusammenhang mit der
Aushärtung schwierig. Einerseits waren die Messungen mit dem archimedischen Prin-
zip sehr sensitiv auf die verwendete Probenmasse. Messungen an kleineren (leichteren)
Proben zeigten eine sehr viel größere Streuung, eine größere Probenmasse sorgte für stär-
kere Inhomogenitäten bei der Aushärtung. Andererseits trat im Verlauf der Aushärtung
auch ein Massenschwund durch Ausgasung auf, der in weiteren Thermogravimetrie-Mes-
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Abbildung 5.4: Identifikation der linearen Wärmeausdehnungskoeffizienten mit TMA.

sungen untersucht werden müsste, um ihn zu quantifizieren und gegebenenfalls bei der
Auswertung berücksichtigen zu können. Außerdem kam es durch die aushärteabhängige
Wärmeausdehnung bei der Aushärtung unter erhöhter Temperatur und die anschlie-
ßende Abkühlung zu temperaturänderungsbedingten bleibenden Deformationen, welche
die chemische Schrumpfung überlagerten. Aus diesen Gründen sind die Messergebnisse,
beispielsweise in Abb. 3.13 und 3.14, zwar in sich schlüssig, aber nicht unbedingt unter-
einander oder mit den Angaben im technischen Datenblatt zu vergleichen. Die für die
Modellierung gewählten Parameter in Tabelle 5.3 αu

lin, ρR und β wurden so gewählt, dass
sie plausibel sind und den ihnen zugrundeliegenden Effekten (Ausdehnung bei Tempe-
raturerhöhung, Schrumpf bei Aushärtung) nicht widersprechen. Sie konnten jedoch rein
anhand der Dichtemessungen nicht eindeutig bestimmt werden.
Der lineare Wärmeausdehnungskoeffizient für das ausgehärtete Material αc

lin kann
durch thermomechanische Analyse nach Gl. (3.1) ermittelt werden. Daraus wird an-
schließend für isotropes Material nach Gl. (3.2) der volumetrische Wärmeausdehnungs-
koeffizient αc

vol berechnet. Die entsprechenden Messkurven für die lineare Ausdehnung
sind in Abb. 5.4 dargestellt. Im Schnittpunkt der beiden Ausgleichsgeraden liegt die
Glasübergangstemperatur Tg.
Im Rahmen der Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung in Kapitel 4.4 konnte

die Negativität des Ansatzes für Φvol nicht nachgewiesen werden. Stattdessen soll im
Folgenden dargelegt werden, dass für physikalisch plausible Werte von p, ρR und θ und
unter Beachtung einiger Einschränkungen für die Identifikation der Parameter die ther-
modynamische Konsistenz gegeben ist. Tabellen 5.2 und 5.3 zeigen die identifizierten
Parameter. Der Großteil der Parameter ist größer als null, auch der Parameter des che-
mischen Schrumpfes β, was bereits bei der Formulierung von Φvol berücksichtigt wurde.
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Die Gesamtenthalpie H0 ist negativ definiert. Für einen physikalisch plausiblen Anwen-
dungsfall wird für die Temperatur vorausgesetzt:

100 K ≤ θ ≤ 600 K . (5.2)

In diesem Bereich und unter Berücksichtigung der identifizierten Parameter ist die Ne-
gativität von Φvol gegeben, wenn für den hydrostatischen Druck p gilt:

p ≥ −414 MPa . (5.3)

Dies wäre eine hydrostatische Zugspannung, die ca. 400-mal so groß ist, wie die Spannung
in Abb. 5.5.

5.3 Identifikation der Diffusionsparameter

In den Messungen in Kapitel 3.1.5 zeigte der Diffusionskoeffizient D einen Einfluss von
sowohl Temperatur als auch Umgebungsfeuchte. Dass der Diffusionsprozess bei höherer
Temperatur aufgrund der größeren Kettenbeweglichkeit schneller ablaufen kann, ist zu
erwarten. Der Einfluss der Umgebungsfeuchte ist komplex, es ist von einer nichtlinea-
ren Abhängigkeit des Diffusionskoeffizienten von der Wasserkonzentration auszugehen.
Zusätzlich spielen wahrscheinlich Oberflächen- und Randschichteffekte eine Rolle. Dieser
Zusammenhang konnte nicht abschließend geklärt werden. Zur weiterführenden Lektü-
re wird auf Atkins et al. [4] verwiesen. Da die Diffusion von Wasser in das Material in
erster Linie für die diffusive Aushärtung eine Rolle spielt und diese bei höheren Tem-
peraturen von der viel schnelleren thermischen Aushärtung überlagert wird, ist nur ein
kleiner Temperaturbereich von Bedeutung. Daher wird der Diffusionskoeffizient D bei
25 °C und 40 % relativer Feuchte als konstant angenommen. Den Diffusionskoeffizienten
für das unausgehärtete Material zu bestimmen, ist nicht nötig, da davon auszugehen ist,
dass die Wassermoleküle, die mit dem unausgehärteten Material in Berührung kommen,
chemisch gebunden werden. Dies geschieht so lange, bis das Material an der Stelle ausge-
härtet ist. Erst anschließend werden die Wassermoleküle weitertransportiert, es wird also
für die Modellierung nur der Diffusionskoeffizient des ausgehärteten Materials benötigt.
Der Parameter a1 ist eine Proportionalitätskonstante, die den Diffusionskoeffizienten von
seinen Einheiten her mit der Wärmeleitfähigkeit kompatibel macht.

5.4 Identifikation der Elastizitätsparameter

Anhand der in Abb. 3.18 und 3.18 abgebildeten Stufenrelaxationsversuche unter uni-
axialer Zug- und Druckbelastung wurden die Parameter der Elastizität angepasst. Das
vorgestellte Modell berücksichtigt den Einfluss der Aushärtung und ist hypoelastisch for-
muliert. Da die Messungen an vollständig ausgehärtetem Material durchgeführt wurden
(siehe Abb. 3.18 und 3.19), diente die folgende hyperelastische Formulierung zur Para-
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meteridentifikation:

P̂eq11 = c10

[
2 λ̂− 2

λ̂2

]
+ c01

[
2− 2

λ̂3

]
+ c20

[
4 λ̂3 − 12 λ̂+

12

λ̂2
− 8

λ̂3
+ 4

]
. (5.4)

P̂eq11 ist die 1,1-Komponente des isochoren ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors,
auch technische Spannung genannt. Der Zusammenhang zwischen dem ersten und dem
zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und dem Cauchy-Spannungstensor ergibt sich
aus Gl. (2.62) und (2.63). λ̂ ist die isochore, also volumenerhaltende Streckung. Die
Verwendung dieser Größe ergibt sich aus der Formulierung des Modells. Die Gegenüber-
stellung der simulierten und der gemessenen Kurve zeigen Abb. 5.5 und 5.6.

5.5 Identifikation der Viskoelastizitätsparameter

Die Parameter des viskoelastischen Teilmodells wurden anhand zyklischer Scherrheome-
termessungen bei konstanter Temperaturrate, konstanter kleiner Amplitude und konstan-
tem Spalt im Platte/Platte-Aufbau während des Aushärtevorgangs identifiziert. Die ent-
sprechende Messkurve ist in Abb. 3.22 dargestellt. Für die Federn der Maxwell-Elemente
wurde ein einfacher Neo-Hooke-Ansatz gewählt, vgl. Gl. (4.78). In der eindimensionalen
Betrachtung entwickeln sich die inelastischen Dehnungen unter einfacher Scherbelastung
in den Maxwell-Elementen entsprechend:

γ̇i(k) =
2

τ(k)

[
γ − γi(k)

]
. (5.5)

Damit ergibt sich für die Identifikation der Maxwell- und der Shiftparameter folgender
Ansatz für die technische Spannung:

P̂12 = P̂eq12 +
6∑
j=1

µj (γ − γij ) . (5.6)

Die zuvor identifizierten Parameter der Gleichgewichtselastizität und das identifizierte
Reaktionskinetikmodell werden für die Lösung genutzt. Als Faustregel für die Wahl der
Maxwell-Elemente gilt, dass die Anzahl der Elemente zwei Elemente pro Dekade im
Zeit- oder Frequenzbereich sein sollte. Dennoch haben sich sechs Elemente für dieses
Material und diesen Anwendungsfall als ausreichend erwiesen. Die Gegenüberstellung
der gemessenen und der simulierten Kurve ist in Abb. 5.7 zu sehen. Die identifizierten
Parameter sind in Tabelle 5.3 zusammengefasst.
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Abbildung 5.5: Anpassung der Elastizitätsparameter an den Stufenrelaxationsversuch.
Darstellung des Zugbereichs.
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Abbildung 5.6: Anpassung der Elastizitätsparameter an den Stufenrelaxationsversuch.
Darstellung des Druckbereichs.
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Abbildung 5.7: Anpassung der Maxwell- und der Shift-Parameter an die Scherrheome-
termessung.
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Tabelle 5.3: Parameter des implementierten Modells, teilweise vorveröffentlicht in Jenn-
rich et al. [40].

Parameter Wert Einheit

Parameter der massenspezifischen Wärmekapazität
cu

p0 1330,9 J kg−1K−1

cc
p0 1216,8 J kg−1K−1

βu
cp 2,0493 J kg−1K−2

βc
cp 1,4446 J kg−1K−2

Wärmeleitfähigkeit
λθ 0,23 W m−1 K−1

Thermische Ausdehnungskoeffizienten
αu

vol 45,839 · 10−5 K−1

αc
vol 36,477 · 10−5 K−1

Parameter der Dichte
ρR 1200 kg m−3

β 0,05 −
Elastizitätsparameter
c10 1,137 · 105 Pa
c20 1,298 · 104 Pa
c01 7,337 · 104 Pa

Parameter der Maxwell-Elemente
µ1 49,030 · 103 Pa
µ2 3,697 · 106 Pa
µ3 1,710 · 103 Pa
µ4 1,169 · 103 Pa
µ5 20,960 · 103 Pa
µ6 21,139 · 103 Pa
τ1R 3,477 · 10−6 s
τ2R 3,400 · 10−2 s
τ3R 3,308 · 103 s
τ4R 1,253 · 106 s
τ5R 2,000 · 109 s
τ6R 1,000 · 1011 s

Parameter der Shiftfunktion
aθ 6,5 · 10−3 K−1

aq 6,19 −
Diffusionsparameter
D 1,25 · 10−6 cm2 s−1

a1 1 J kg−1
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Kapitel 6

Implementierung in FEM

Die Finite-Elemente-Methode erlaubt die näherungsweise Berechnung von Kräften oder
Verschiebungen auch innerhalb komplexer Geometrien. Das Bauteil wird dazu in viele
kleine Elemente geteilt, was als räumliche Diskretisierung bezeichnet wird. Jedes Element
besitzt Knoten, definierte Ansatzfunktionen, die linear oder höherwertig sein können, und
eine Anzahl Integrationspunkte, an denen die Lösungen gebildet werden. Als zeitliche
Diskretisierung wird die Zerlegung des kontinuierlichen Prozesses in einzelne Zeitschritte
bezeichnet. Anfangs- und Randbedingungen können an den Knoten vorgegeben werden.
Thermomechanisch gekoppelte Prozesse, nichtlineare Materialgesetze und große Defor-
mationen machen den Einsatz der nichtlinearen FEM für die numerische Simulation
notwendig. Das Modell aus Kapitel 4 wurde in der kommerziellen FE-Software COM-
SOL Multiphysics umgesetzt. Darin ist die Implementierung und Weiterentwicklung des
Modells schnell und einfach möglich. Die folgenden Ausführungen werden teilweise Bezug
auf die Software nehmen, die grundlegenden Prinzipien sind jedoch von dem gewählten
FE-Programm unabhängig.

6.1 Aufbau des FE-Modells

6.1.1 Das gekoppelte Problem

Da es sich bei dem vorliegenden Problem um ein gekoppeltes chemo-thermo-mechanisches
Anfangs-Randwertproblem handelt, müssen bei der Variation alle Felder berücksichtigt
werden: Verschiebung u, Druck p, Temperatur θ, Konzentration cf und Aushärtung qD

und qθ. Das Ergebnis ist ein chemo-thermo-mechanisch gekoppeltes Mehrfeldproblem, in
dem das Verschiebungsfeld u(X, t), das Temperaturfeld θ(X, t) und das Konzentrations-
feld cf(X, t) für beliebige Zeitpunkte t gesucht sind und die vorgegebenen Anfangs- und
Randbedingungen erfüllt werden müssen. Die auf den folgenden Seiten gezeigten einzel-
nen Variationsgleichungen sowie die schwachen Formulierungen können mit sogenannten
Wichtungsfaktoren versehen, aufaddiert und dann gleich null gesetzt werden. Die Funk-
tionen der Wichtungsfaktoren sind die Angleichung der Einheiten oder die Gewichtung
der einzelnen Beiträge. Einfacher ist jedoch das Vorgehen, jede einzelne Gleichung gleich
null zu setzen. Die Ergebnisse sollten gleichwertig sein, wie Glaser, Hamkar oder Miehe
[19, 24, 82] zeigen. Darüber hinaus stellt die Nullsetzung der einzelnen Gleichungen eine
stärkere Beschränkung dar als die Nullsetzung ihrer Summe.
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Variationsformulierung

Bei der gestörten Lagrange-Methode wird im Impulsfunktional ein Störterm eingeführt.
Dies entspricht einer klassischen Penalty-Formulierung für die Inkompressibilitätsneben-
bedingung J = 1. Die Methode wird unter anderem in Holzapfel oder Wriggers [30, 113]
detailliert beschrieben. Der Kompressionsmodul κ nimmt hier die Rolle des Penalty-Pa-
rameters ein. Im Rahmen der sogenannten u-p-Formulierung wird das Zweifeldfunktional
ΠL in Abhängigkeit vom Verschiebungsvektor u und dem hydrostatischen Druck p formu-
liert. Es setzt sich aus einem internen und einem externen Energiepotential zusammen:

ΠL(u, p) = Πint(u, p) + Πext(u) , (6.1)

Πint(u, p) =

∫
BR

[
Φiso

(
Ĉ (u)

)
− p (J (u) − 1) − 1

2

p2

κ

]
dV , (6.2)

Πext(u) = −
∫
BR
ρR b · u dV −

∫
SR

P · n · u dA . (6.3)

Der Term ρR b beschreibt die Volumenkräfte und P · n den Spannungsvektor normal
zur Oberfläche auf der Referenzkonfiguration. Laut Hartmann [25] dürfte eigentlich nur
der Gleichgewichtsanteil Φiso

eq für die Formulierung des stationären Funktionals verwen-
det werden, da für den inelastischen Anteil im Allgemeinen kein stationäres Funktional
existiert. In Holzapfel [31] wird die Formulierung unter Berücksichtigung sowohl des
Gleichgewichts- als auch des Nichtgleichgewichtsanteils durchgeführt. Durch die tota-
le Variation wird der stationäre Punkt des Funktionals gesucht. Der Gâteaux-Operator
Dδ( • ) symbolisiert die Richtungsableitung nach der angegebenen Variable (äußere Ablei-
tung) und die anschließende Multiplikation mit der entsprechenden Testfunktion (innere
Ableitung). Entsprechend ergibt sich die Variation von u zu:

Dδu ΠL(u, p) = Dδu Πint(u, p) + Dδu Πext(u) , (6.4)

Dδu Πint(u, p) = Dδu

∫
BR

[
Φiso

(
Ĉ (u)

)
− p (J (u) − 1) − 1

2

p2

κ

]
dV

=

∫
BR

[
∂Φiso

eq

(
Ĉ (u)

)
∂C

: δC +
∂Φiso

neq

(
Ĉe(k) (u)

)
∂C

: δC

− pDδu J (u)

]
dV

=

∫
BR

[
2
∂Φiso

eq

(
Ĉ (u)

)
∂C

+ 2
∂Φiso

neq

(
Ĉe(k) (u)

)
∂C

− p J (u) C−1

]
: δE dV . (6.5)
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Den Umformungen in Gl. (6.5) liegen die folgenden Zusammenhänge zugrunde:

Dδu J = δJ = J div δu , (6.6)
div δu = I : grad δu = I : Grad δu · F−1 = C−1 : δE , (6.7)

δE =
1

2
δC . (6.8)

Die Terme in der eckigen Klammer in Gl. (6.5) entsprechen der Zusammensetzung des
zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors aus einem volumetrischen und einem devia-
torischen Anteil, vgl. Lion [66, 67]. Die Herleitung von Dδu Πext(u) kann der Literatur,
beispielsweise Bonet und Wood [5], entnommen werden. Die Variation von p in Gl. (6.1)
ergibt:

Dδp ΠL(u, p) =

∫
BR
−
(
J (u) − 1 +

p

κ

)
δp dV . (6.9)

Schwache Formulierung der Wärmeleitung

Analog zur schwachen Formulierung der Impulsbilanz, dem Prinzip der virtuellen Ver-
schiebungen, wird die schwache Formulierung der Wärmeleitungsgleichung auch als Prin-
zip der virtuellen Temperaturen bezeichnet. Die Herleitung kann beispielsweise Hamkar,
Glaser oder Zienkiewicz [19, 24, 118] entnommen werden. Die Testfunktion δθ wird auch
virtuelle Temperatur genannt. Die Wärmeleitungsgleichung Gl. (4.104) wird zugunsten
der besseren Lesbarkeit folgendermaßen umgeformt:

ρR cp θ̇ + Div qR + γkopp + γθ + γdiss + γc + γq = 0 , (6.10)

mit dem Term der thermoelastischen Kopplung γkopp, dem Strahlungsterm γθ, dem Dis-
sipationsterm γdiss, dem Einfluss der Konzentrationsänderung γc und dem Einfluss der
Aushärtung γq:

γkopp = − ρR θ
∂2Φvol

∂θ ∂p
ṗ , (6.11)

γθ = − ρR r , (6.12)

γdiss = − 1

2

n∑
j=1

(
µj

(
Ĉ−1

ij · Ĉ · Ĉ−1
ij

)
:

˙̂
Cij

)
, (6.13)

γc = ρR a1 c
f ċf , (6.14)

γq = ρR
∂Φvol

∂qD

q̇D + ρR
∂Φvol

∂qθ
q̇θ . (6.15)
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Die Multiplikation der Wärmeleitungsgleichung Gl. (6.10) mit der Testfunktion δθ und
anschließende Integration über das Volumen liefert∫

BR
ρR cp θ̇ δθ dV +

∫
BR

(Div qR) δθ dV +

∫
BR
γkopp δθ dV

+

∫
BR
γθ δθ dV +

∫
BR
γdiss δθ dV +

∫
BR
γc δθ dV +

∫
BR
γq δθ dV = 0 . (6.16)

Nach Umformung der Divergenz des Wärmestroms und Anwendung des Gauß’schen In-
tegralsatzes erhält man schließlich:∫

BR
ρR cp θ̇ δθ dV +

∫
SR
qR · n δθ dA −

∫
BR
qR ·Grad δθ dV +

∫
BR
γkopp δθ dV

+

∫
BR
γθ δθ dV +

∫
BR
γdiss δθ dV +

∫
BR
γc δθ dV +

∫
BR
γq δθ dV = 0 . (6.17)

Schwache Formulierung der Diffusion

Analog zum Vorgehen bei der schwachen Formulierung der Wärmeleitungsgleichung soll
die schwache Formulierung der Diffusions-Reaktionsgleichung hier Prinzip der virtuellen
Konzentration genannt werden. Ausgehend von Gl. (4.14) mit der Definition des Reakti-
onsterms ĉf aus Gl. (4.100) wird die Diffusions-Reaktionsgleichung mit der Testfunktion
δcf multipliziert und über das Volumen integriert:∫

BR
ρR ċ

f δcf dV +

∫
BR

(
Div jf

R

)
δcf dV +

∫
BR
ρR q̇D δc

f dV = 0 . (6.18)

Die Divergenz des Diffusionsflusses lässt sich wieder unter Anwendung des Gauß’schen In-
tegralsatzes umformen, sodass sich für die schwache Formulierung der Diffusion folgendes
ergibt:∫
BR
ρR ċ

f δcf dV +

∫
SR
jf

R · n δcf dA −
∫
BR
jf

R ·Grad δcf dV +

∫
BR
ρR q̇D δc

f dV = 0 .

(6.19)

6.1.2 Elementformulierung

Die verwendeten Elemente besitzen lineare Ansatzfunktionen für die Verschiebung, die
Wärmeleitung, die Konzentration, die hypoelastische Formulierung der Gleichgewichts-
spannung, die inelastischen Dehnungen und die Aushärtung sowie einen konstanten
Druck. Um Elementlocking bei der Lösung des hydrostatischen Drucks im imkompressi-
blen Material vorzubeugen, wurde die gestörte Lagrange-Methode im Rahmen der Varia-
tionsrechnung in Abschnitt 6.1.1 vorgestellt. Die unabhängige Diskretisierung des hydro-
statischen Drucks verhindert das Auftreten von Elementlocking bei (nahezu) inkompres-
siblem Materialverhalten und finiten Deformationen. Zu diesem Thema empfiehlt sich
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auch die Lektüre von Wriggers [113].

6.1.3 Lösungsverfahren

Den Ausführungen von Wriggers [113] folgend soll im folgenden Abschnitt auf die Lö-
sung nichtlinearer zeitabhängiger Gleichungssysteme im Rahmen der FEM eingegangen
werden. Der Einsatz iterativer Lösungsverfahren ist notwendig, da eine direkte Lösung
des nichtlinearen Differentialgleichungssystems in der Regel nicht möglich ist. Dabei wird
zwischen drei Methoden unterschieden: Methoden, die auf Linearisierung beruhen, Mini-
mierungsverfahren und Reduktionsmethoden, welche die nichtlinearen Gleichungen ver-
einfachen. Kriterien zur Auswahl eines geeigneten Algorithmus sind beispielsweise die
Robustheit, die aussagt, ob der Algorithmus zur Lösung konvergiert, die Geschwindig-
keit der Konvergenz und ihre Abhängigkeit von der Dimension des Problems sowie die
Effizienz des Algorithmus (Anzahl der Rechenschritte pro Iteration, Anzahl der Iteratio-
nen für ausreichende Genauigkeit, benötigter Speicher).
Im Allgemeinen hängen alle Variablen von der Zeit ab. Daher sind die Lösungen über

einen zeitlichen Verlauf zu betrachten. Der betrachtete Zeitraum wird in eine Anzahl
kleinerer Abschnitte unterteilt, die Zeitschritte, und die Algorithmen approximieren die
Zeitableitung innerhalb eines Zeitschritts. Dies wird auch zeitliche Diskretisierung ge-
nannt. Die Größe des Zeitschritts muss auf das Problem angepasst sein und sollte während
der Lösung variiert werden können. Bei expliziten Verfahren wie dem in Abschnitt 2.2.7
vorgestellten Euler-Vorwärts-Verfahren hängt die Lösung für den aktuellen Zeitschritt
nur von Größen des vorherigen Zeitschritts ab. Der Vorteil ist, dass jeder Rechenschritt
schnell durchgeführt werden kann, jedoch werden kleine Zeitschritte benötigt, da sonst
Instabilitäten die Folge sind. Bei impliziten Verfahren wie dem im selben Abschnitt vor-
gestellten Euler-Rückwärts-Verfahren hängt die Lösung für den aktuellen Zeitschritt von
Größen sowohl des vorherigen als auch des aktuellen Zeitschritts ab. In jedem Zeitschritt
ist die Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems notwendig. Dafür wird zusätzlich ein
Approximationsalgorithmus eingesetzt. Implizite Verfahren können unbedingt stabil sein
und die Zeitschritte entsprechend größer gewählt werden, der Nachteil ist jedoch der
größere Rechenaufwand in jedem Zeitschritt. Bei der Wahl des Verfahrens sollte das zu
lösende Problem betrachtet werden: Explizite Verfahren sind vorzuziehen, wenn sich die
Belastung aus Stoß- oder Schockeinwirkung mit hohen Frequenzen zusammensetzt, wie
z.B. in einer Crashsimulation, wo die Zeitschritte klein gewählt werden müssen, implizite
Verfahren sind besonders geeignet für die Simulation niederfrequenter Vorgänge wie z.B.
Maschinenschwingungen.
Die betrachtete Geometrie wird in viele kleine Elemente unterteilt, was als örtliche

Diskretisierung bezeichnet wird. Dabei können die Elemente beispielsweise würfelförmig
oder tetraederförmig sein. Auch die Anzahl der Integrations- oder Gausspunkte pro Ele-
ment kann variieren. Die Erfüllung der Materialgleichungen ist lokal an jedem Punkt des
Körpers sicherzustellen. Daher werden die Lösungen auf Elementebene gebildet.
Im vorliegenden Fall wird als Lösungsalgorithmus für das Anfangs-Randwertproblem

ein implizites Mehrschrittverfahren zweiter Ordnung (BDF2 - second-order backward dif-
ferentiation formula) eingesetzt. Das Verfahren ist A-stabil und dadurch für die Lösung



102 Kapitel 6 Implementierung in FEM

von steifen Anfangswertproblemen geeignet, siehe dazu auch Dahlquist [14]. Ein nicht-
linearer Löser aktualisiert alle Variablen zu jedem Zeitschritt. Das gekoppelte partielle
Differentialgleichungssystem wird in mehreren Schritten gelöst: zunächst die Aushärtung,
die Konzentration und die Wärmeleitung, dann die inelastischen Dehnungen und zum
Schluss die Spannung, das Verschiebungsfeld und der Druck. Dieses Vorgehen wird auch
als gestaffelter Lösungsalgorithmus bezeichnet und ist in Abb. 6.1 schematisch dargestellt.
Der nichtlineare Löser verwendet eine affin invariante Form des gedämpften Newton-Ver-
fahrens, welche auch in Deuflhard [15] beschrieben ist. Im Allgemeinen konvergiert das
Newton-Raphson-Verfahren nur lokal. Daher kann es zielführend sein, den Bereich des
Startwerts durch einen Dämpfungsfaktor so einzuschränken, dass die Lösung nicht zu
einem anderen lokalen Minimum springen kann. Dadurch wird der Algorithmus global
konvergent. Dieses Verfahren wird dann als gedämpftes Newton-Verfahren bezeichnet.

Thermochemischer Teil:

Aushärtung und Wärmeleitung

θ, qθ, qD, c
f

Verwendung der Lösung des

mechanischen Problems aus dem

vorigen Zeitschritt

Mechanischer Teil:

Inelastische Dehnungen

Ĉi(k)

Verwendung der Lösung des Ver-

schiebungsfelds und des thermo-

chemischen Problems aus dem

vorigen Zeitschritt

Mechanischer Teil:

Verschiebungsfeld, Druck und

Spannung

u, p, ŜIV
eq

Verwendung der Lösung der in-

elastischen Dehnungen und des
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dem vorigen Zeitschritt
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Abbildung 6.1: Ablaufdiagramm des gestaffelten Lösungsalgorithmus für das chemo-ther-
mo-mechanisch gekoppelte Problem, angelehnt an Martins et al. [80], dar-
gestellt mit Business Process Model and Notation (BPMN 2.0).
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6.1.4 Randbedingungen

Randbedingungen können in zwei Klassen aufgeteilt werden: Geben sie den Funktions-
wert auf dem Rand der zu berechnenden Struktur vor, werden sie als Dirichlet-Rand-
bedingung bezeichnet. Neumann-Randbedingungen geben die erste Ortsableitung der
Funktion auf dem Rand vor, z.B. den Gradient bzw. die Normalableitung. Dirichlet-
Randbedingungen werden für die Verschiebung sowie die Temperatur und die Konzen-
tration an Oberflächen genutzt, Neumann-Randbedingung für die Kraft, den Wärme-
oder den Diffusionsfluss.

6.2 Simulationsergebnisse

Aufgrund der komplexen Natur des FE-Modells, das die beidseitige Kopplung von Tem-
peratur, Konzentration, Reaktionkinetik und Mechanik enthält, werden mehrere Bench-
marks mit einfacher Geometrie zur Darstellung der verschiedenen Funktionen konzipiert.

6.2.1 Benchmark 1: Diffusion

Der in Abb. 6.2 dargestellte Würfel mit einer Kantenlänge von L = 1 mm wird ein-
seitig mit einer Dirichlet-Randbedingung für die dimensionslose Konzentration cf = 1
sowie Nullfluss-Randbedingungen auf der restlichen Oberfläche beaufschlagt. Die Start-
werte im Volumen für die Konzentration, die Temperatur und die Aushärtegrade sind
Abb. 6.2 zu entnehmen. Es wird allerdings nur die Diffusions-Reaktionsgleichung (als ein-
fache Diffusionsgleichung) gelöst, nicht jedoch die Wärmeleitung oder die Aushärtung.
Die Temperatur bleibt daher konstant und es gibt keine mechanische Beanspruchung.
Abb. 6.3 zeigt den Anstieg der Konzentration im Mittelpunkt des Volumens über den
kompletten Zeitbereich auf einer logarithmischen Zeitskala sowie einen Ausschnitt auf
einer linearen Zeitskala. Zu Beginn bei t = 0 s entspricht die Konzentration im gesamten
Querschnitt der Anfangskonzentration cf = 0. Ab einer Zeit von ca. t = 2 · 104 s erreicht
die Konzentration im Mittelpunkt den Gleichgewichts- bzw. Sättigungszustand.

6.2.2 Benchmark 2: Diffusion-Reaktion

Der zweite Benchmark visualisiert den Verlauf der diffusionsgetriebenen Aushärtung und
den aus der exothermen Reaktion resultierenden Anstieg der Temperatur. Der in Abb. 6.4
dargestellte Würfel mit einer Kantenlänge von L = 1 mm wird einseitig mit einer Dirich-
let-Randbedingung für die dimensionslose Konzentration cf = 1 und eine Nullfluss-Rand-
bedingung auf der restlichen Oberfläche beaufschlagt. Die Nullfluss-Randbedingung für
die Temperatur auf der kompletten Oberfläche entspricht einer adiabaten Isolierung und
macht den Temperaturanstieg durch die langsam ablaufende diffusionsgesteuerte Reakti-
on gut sichtbar. Die Anfangs- und Randbedingungen sind in Abb. 6.4 zusammengefasst.
Dabei werden die Diffusions-Reaktionsgleichung, die Wärmeleitung und die diffusionsge-
triebene Aushärtung gelöst, es tritt jedoch keine mechanische Beanspruchung auf. Die
Daten werden im Mittelpunkt des Würfels ausgewertet. Der Diffusionsprozess und der
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Abbildung 6.2: Benchmark 1: Geometrie mit Anfangs- und Randbedingungen.
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Abbildung 6.3: Benchmark 1: Die Entwicklung der Fluidkonzentration cf im Mittelpunkt
des Würfels dargestellt auf logarithmischer und auf linearer Zeitskala im
Ausschnitt bis t = 2 · 104 s.
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damit verbundene Anstieg der Konzentration ist mit Benchmark 1 vergleichbar. Abb. 6.5
zeigt den fortschreitenden Aushärteprozess und die daraus resultierende Temperaturer-
höhung auf einer logarithmischen und einer linearen Zeitskala.

6.2.3 Benchmark 3: Thermische Aushärtung

Der dritte Benchmark zeigt die thermische Aushärtung bei konstanter Temperatur. Die
Geometrie entspricht dem in Abb. 6.6 dargestellten Würfel mit einer Kantenlänge von
L = 1 mm. Auf allen Oberflächen sind Nullfluss-Randbedingungen für die Konzentration
und die Temperatur vorgegeben. Die Anfangs- und Randbedingungen sind ebenfalls in
Abb. 6.6 zusammengefasst. Die Wärmeleitung und die thermische Aushärtung werden
numerisch berechnet, nicht jedoch die Diffusion oder die diffusionsgetriebene Aushärtung
und es tritt keine mechanische Beanspruchung auf. Abb. 6.7 zeigt den Verlauf von Tempe-
ratur und thermischer Aushärtung auf einer logarithmischen und einer linearen Zeitskala.
Die Entwicklung des Aushärtegrads beginnt sofort, da die konstante Anfangstemperatur
die Mindesttemperatur für den Beginn der thermischen Aushärtung θstart übersteigt. Hier
wird besonders deutlich, dass die Entwicklung der thermischen Aushärtung in einem viel
kleineren Zeitrahmen abläuft als die diffusionsgetriebene Aushärtung.

6.2.4 Benchmark 4: Viskoelastizität

Für den Benchmark der (Visko-)Elastizität werden die Geometrie sowie die Anfangs-
und Randbedingungen in Abb. 6.8 verwendet. Da die Temperatur, die Diffusion und die
Aushärtung nicht behandelt werden und somit konstant bleiben, sind für sie auch keine
spezifischen Randbedingungen anzugeben. Die Startwerte im Volumen sind für die Kon-
zentration cf = 0, für die Temperatur θ = 293,15 K = 20 °C und für die Aushärtegrade
qθ = qD = 0. Diese Werte sind über die Rechnung entsprechend konstant. An SR1 sind
die Verschiebungsfreiheitsgrade gesperrt. An SR6 wird eine Verschiebung in e2-Richtung
vorgegeben, die aus einer sehr schnellen (impulsartigen) Verlängerung und darauf folgend
einer Phase der konstanten Länge besteht. Auf eine Kantenlänge von L = 1 mm kommt
eine Verlängerung von ∆L = 0,1 mm, was einer technischen Dehnung von ε = 10 %
entspricht. Die in Abb. 6.9 links dargestellte Verschiebung im Mittelpunkt des Würfels
entspricht der Hälfte der Gesamtverschiebung. Abb. 6.9 rechts zeigt die Spannungsrela-
xation in Zugrichtung. In Abb. 6.10 sind die Beiträge des Gleichgewichts- und des Nicht-
gleichgewichtsanteils des isochoren 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors ŜIV

eq und ŜIV
neq in

der isochor-volumetrischen Zwischenkonfiguration dargestellt.
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Abbildung 6.4: Benchmark 2: Geometrie mit Anfangs- und Randbedingungen.
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Abbildung 6.5: Benchmark 2: Die Entwicklung des diffusionsgetriebenen Aushärtegrads
qD und der Temperatur θ im Mittelpunkt des Würfels dargestellt auf
logarithmischer und linearer Zeitskala.



Kapitel 6 Implementierung in FEM 107

e1

e2

e3
L

L

L
BR

SR1

SR4

SR2

SR6

SR3

SR5

Anfangs- und Randbedingungen

θ = 363,15 K in BR

qθ = 0 in BR

qD = 0 in BR

cf = 0 in BR
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Abbildung 6.6: Benchmark 3: Geometrie mit Anfangs- und Randbedingungen.
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Abbildung 6.7: Benchmark 3: Die Entwicklung des thermischen Aushärtegrads qθ und der
Temperatur θ im Mittelpunkt des Würfels dargestellt auf logarithmischer
und linearer Zeitskala.
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Abbildung 6.8: Benchmark 4: Geometrie mit Anfangs- und Randbedingungen.

0 1 2 3

Zeit [s] 10
-3

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

V
e

rs
c
h

ie
b

u
n

g
 [

m
m

]

0 0.1 0.2 0.3

Zeit [s]

0

0.5

1

1.5

2
. 

P
K

-S
p

a
n

n
u

n
g

 [
M

P
a

]

Abbildung 6.9: Benchmark 4: Links: Impulsartige Längung um 10 % in einem Zeitraum
von 1 ms. Ausschnitt aus dem Anfangsbereich der Simulation. Rechts:
Spannungsrelaxation über die gesamte Rechendauer.
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Abbildung 6.10: Benchmark 4: Beiträge von Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichtsan-
teil des isochoren 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors in Zugrichtung.

6.2.5 Validierung unter Zugscherbelastung

Für die Validierung des Gesamtmodells sind Zugscherversuche nach DIN EN 1465 durch-
geführt worden. Die Klebschicht hatte eine Dicke von etwa 3 mm. Abb. 6.11 zeigt die
Geometrie und einen Überblick über die Anfangs- und Randbedingungen. Nach der Prä-
paration sind die Proben im Ofen unter konstanter Temperatur von 120 °C für ca. 34 min
ausgehärtet und bis zur Prüfung nach sieben Tagen bei Raumtemperatur gelagert wor-
den. In der Simulation wurde die Präparation in zwei Phasen unterteilt: In der Aus-
härtephase wird an allen Oberflächen eine Temperaturrandbedingung vorgegeben, die
Feuchtekonzentration im Material und in der Umgebung ist 0. In der Abkühlphase wird
an allen Oberflächen Raumtemperatur angelegt, an den freien Oberflächen des Klebstoffs
wird eine Konzentration von 0,16 definiert, was einer relativen Luftfeuchte von 40 % bei
23 °C entspricht. Die Zugscherprobe erwärmt sich von außen nach innen. Es entsteht
ein Temperaturgradient in der Probe, wie in Abb. 6.12 zu sehen ist. Die Entwicklung
des thermischen Aushärtegrads während der Aushärtephase wirkt auf der globalen Skala
(0 < qθ < 1) nahezu isotrop, in Abb. 6.13 wird bei einer feineren Skala ebenfalls ein
Gradient sichtbar.
Bei der mechnischen Prüfung wird die obere Trägerplatte mit einer vorgegebenen Ver-

schiebung in e3-Richtung beaufschlagt, während die untere fixiert ist. Im Experiment
in Abb. 6.14 wird dies bis zum Versagen der Klebung fortgeführt. Für den Vergleich
mit der Simulation ist jedoch der Bereich kleinerer Dehnungen ausschlaggebend, da dort
die Versuchskurven noch gut übereinstimmen und weder Plastizität noch Schädigung
zu erwarten sind. Abb. 6.15 zeigt die Verschiebung im 3D-Modell. In Abb. 6.16 ist die
Kraft-Verschiebungskurve aus der Simulation einmal über allen Messkurven und einmal
über einer Mittelwertkurve der Experimente dargestellt. Es liegt eine sehr gute Überein-
stimmung vor.
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Abbildung 6.11: Validierung: Geometrie mit Anfangs- und Randbedingungen.

Abbildung 6.12: Darstellung der Temperaturverteilung an einem Querschnitt des 3D-
Modells bei t = 10 s mit feiner aufgelöster Skala.
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Abbildung 6.13: Darstellung der thermischen Aushärtung qθ an einem Querschnitt des
3D-Modells während der Aushärtephase bei t = 120 s mit feiner aufge-
löster Skala. Für die Stahlplatten wird kein Aushärtegrad berechnet.
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Abbildung 6.14: Kraft-Verschiebungskurven der Zugscherversuche bis zum Versagen.
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Abbildung 6.15: Darstellung der Verschiebung am 3D-Modell.
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Abbildung 6.16: Vergleich der Simulationskurve mit allen Kraft-Verschiebungskurven aus
den Experimenten (links) und der Mittelwertkurve der Experimente im
Bereich bis 3 mm Verschiebung (rechts).



Kapitel 6 Implementierung in FEM 113

6.2.6 Parameterstudie zur Schnellhärtung

Mit dem implementierten Modell wurde in COMSOL unter Verwendung von Wärme-
leitung und Aushärtung eine Parameterstudie mit zwei verschiedenen Geometrien und
diversen Temperaturprozessen durchgeführt, um aufbauend auf den Ergebnissen eine Ori-
entierung für die induktive Schnellaushärtung im modifizierten Rheometer am Institut
für Füge- und Schweißtechnik zu geben. Es werden verschiedene Temperaturverläufe an
der Probenoberfläche angelegt, die in der Realität durch Induktion in der Rheometerplat-
te erzeugt werden sollen. Der Wärmeabfluss über nicht beheizte anliegende Bauteile wird
berücksichtigt, ebenso die isolierende Wirkung der Umgebungsluft. Die Temperaturver-
teilung und die Aushärtung im Kern der Klebschicht wird eindimensional über der Zeit
dargestellt sowie dreidimensional als Momentaufnahmen an der Geometrie visualisiert.

Variante 1: Einseitige Induktion

Die verwendete Geometrie ist in Abb. 6.17 zu sehen. Der Probendurchmesser entspricht
DProbe = 8 mm, die Probendicke HProbe = 1 mm. Der Stahlblock hat einen Durchmes-
ser von DStahl = 20 mm und eine Dicke von HStahl = 10 mm. An der Probenoberseite
sitzt im realen Aufbau eine Aluminiumplatte, die induktiv erwärmt wird. Dies wird in
der Simulation durch eine an der Probenoberfläche definierte Temperaturrandbedingung
θInduktion umgesetzt. Die an der Mantelfläche und an der Unterseite des Stahlblocks de-
finierte Temperaturrandbedingung θStahl = 293,15 K = 20 °C bildet den Wärmeabfluss
über ein großes unbeheiztes Volumen ab. An der Mantelfläche der Probe und an der
Oberseite des Stahlblocks gibt es keinen Wärmeübergang. Die Temperatur an der Pro-
benoberseite wird, den Vorversuchen zur induktiven Erwärmung am Institut für Füge-
und Schweißtechnik entsprechend, wie in Tabelle 6.1 dargestellt definiert.
Die Temperatur und der Aushärtegrad im Kern der Probe über die gesamte Simula-

tionszeit sind in Abb. 6.18 für alle Temperaturprozesse dargestellt. Bei zu geringer Ma-
ximaltemperatur wird keine komplette Aushärtung in einem für die Schnellaushärtung
akzeptablen Zeitraum erreicht. Für einen Aushärtegrad von mindestens 0, 95 nach einer
Versuchsdauer von maximal 5 min muss die Temperatur mindestens 160 °C betragen. Bei
den höheren Temperaturen ist ein Überschwingen am Ende der Heizphase zu beobachten.
Dies ist auf die exotherme Aushärtereaktion zurückzuführen. Abb. 6.19 zeigt, dass zum
Zeitpunkt t = 30 s die Temperatur im Querschnitt um 8 K schwankt. Betrachtet man
den Aushärtegrad in Abb. 6.20 zum Zeitpunkt t = 70 s beträgt die Schwankung bis zu
0,04.

Tabelle 6.1: Temperaturrandbedingungen für die Induktion in der Parameterstudie.
Parameter Wert Einheit Bedeutung

θmax 100, 120, 140, 160, 180 °C Aushärtetemperatur
θ̇oben 2 K s−1 Heizrate (Variante 1 und 2)
θ̇unten 3,5 K s−1 Heizrate (Variante 2)
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Abbildung 6.17: Geometrie des FE-Modells für die Parameterstudie. Stahl in Grau, Kleb-
stoff in Blau.
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Abbildung 6.18: Darstellung von Temperatur und Aushärtegrad für sämtliche Tempera-
turvorgaben in Variante 1.
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Abbildung 6.19: Darstellung der Temperaturverteilung (in Kelvin) an einem Querschnitt
der Probe im 3D-Modell bei t = 30 s mit feinerer Skala in Variante 1.

Abbildung 6.20: Darstellung des Aushärtegrads an einem Querschnitt der Probe im 3D-
Modell bei t = 70 s mit feinerer Skala in Variante 1, Maximaltemperatur
θmax = 160 °C.
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Variante 2: Beidseitige Induktion

Die vorgegebene Modellgeometrie unterscheidet sich insofern von Variante 1, dass der
Stahlblock unterhalb der Probe nicht mehr modelliert sondern durch eine weitere Tem-
peraturrandbedingung ersetzt wird, die die induktive Erwärmung einer unterhalb der
Probe liegenden Stahlplatte darstellt. An der Ober- und an der Unterseite wurde jeweils
die gleiche Maximaltemperatur gewählt. Stahl erwärmt sich induktiv jedoch schneller,
was auch die Vorversuche am Institut für Füge- und Schweißtechnik gezeigt haben. Da-
her wird an der Unterseite die Maximaltemperatur früher erreicht als an der Oberseite.
In Tabelle 6.1 sind die Temperaturrandbedingungen definiert, die Heizrate θ̇unten an der
Unterseite ist entsprechend größer als θ̇oben, die Heizrate an der Oberseite.
Dies wird ebenfalls in Abb. 6.21 deutlich. Der Unterschied der Heizraten führt zu ei-

nem Knick in der Temperaturkurve. Im Gegensatz zu Variante 1 bildet sich in Variante
2 während der Heizphase ein deutlicherer Temperaturgradient über die Probendicke aus,
wie Abb. 6.22 zeigt. Daraus resultiert ebenfalls ein ausgeprägter Gradient des Aushär-
tegrads, in Abb. 6.23 zu sehen. Für einen Aushärtegrad von mindestens 0,95 nach einer
Versuchsdauer von maximal 5 min muss die Temperatur auch in Variante 2 mindestens
160 °C betragen.

Fazit der Parameterstudie

Bei einseitiger Induktion (Variante 1) ergibt sich ein geringerer Temperaturgradient und
eine nahezu homogene Entwicklung des Aushärtegrads. Bei einer maximalen Härtedau-
er von 5 min wird eine Temperatur von mindestens 160 °C empfohlen, um eine Durch-
härtung zu gewährleisten. Bei beidseitiger Induktion (Variante 2) ergibt sich durch die
unterschiedlichen Heizraten bedingt durch die Induktion in Aluminium und Stahl ein
ausgeprägterer Temperaturgradient und dadurch eine inhomogene Entwicklung des Aus-
härtegrads während des Heizphase. Variante 2 sollte durch Einstellen der Induktion so
umgesetzt werden, dass an beiden Seiten die gleiche Heizrate anliegt, um eine geringere
Temperaturvariation über der Dicke zu gewährleisten. Insgesamt scheint der Mehrwert
durch eine beidseitige Induktion allenfalls marginal, was den zusätzlichen Kalibrierauf-
wand nicht rechtfertigt.
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Abbildung 6.21: Darstellung von Temperatur und Aushärtegrad für sämtliche Tempera-
turvorgaben in Variante 2.
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Abbildung 6.22: Darstellung der Temperaturverteilung (in Kelvin) an einem Querschnitt
der Probe im 3D-Modell bei t = 30 s mit feinerer Skala in Variante 2.

Abbildung 6.23: Darstellung des Aushärtegrads an einem Querschnitt der Probe im 3D-
Modell bei t = 70 s mit feinerer Skala in Variante 2, Maximaltemperatur
θmax = 160 °C.
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Kapitel 7

Fazit und Ausblick

Das Verständnis der Aushärteprozesse in einem Material ist unerlässlich für die zuver-
lässige Prognose des Materialverhaltens im ausgehärteten Zustand. Auf Basis des in
Kapitel 1 vorgestellten Standes der Forschung erfolgte die Entwicklung eines komplexen,
mehrfach gekoppelten Materialmodells. Im Rahmen des Projektes wurden umfangreiche
mechanische, chemische und kalorische Experimente durchgeführt, um auf Basis der Ver-
suchsergebnisse die Parameter des entwickelten Modells zu identifizieren. Bei der Struktu-
rierung des chemisch-thermisch-mechanischen Modells wurde ein besonderes Augenmerk
auf die Identifizierbarkeit der Variablen und die Vorgaben aus den Experimenten gelegt.
So können die Veränderungen im Material über den kompletten Aushärteprozess simu-
liert werden. Anhand des in DIN EN 1465 beschriebenen Zugscherversuchs wurde die
Validierung des Modells vorgenommen. Abschließend wurden in einer Parameterstudie
zur Schnellaushärtung verschiedene Temperaturprofile und Induktorpositionen in einem
Rheometersetup bezüglich der Verteilung von Temperatur und Aushärtegrad in der Pro-
be verglichen, bewertet und ein Vorgehen zur effizienten und stabilen Prozessführung für
die entsprechenden Versuche abgeleitet.
Das Ergebnis dieser Arbeit ist ein im Rahmen großer Deformationen thermodyna-

misch konsistent formuliertes Materialmodell, das die stabile und effiziente Simulation
eines elastomeren Klebstoffs mit komplexem Aushärtemechanismus ermöglicht. Die aus-
sagekräftigen Simulationsergebnisse erlauben die sichere Prognose des Materialverhaltens
unter vielfältigen klimatischen Bedingungen und großen mechanischen Deformationen.
Die Modellierung des dualen Aushärtemechanismus unter Berücksichtigung der Einflüs-
se von Temperatur und Feuchte stellt ein Novum dar. Darüber hinaus wird dem An-
wender eine Strategie für die schnelle, zielsichere und kostengünstige Identifikation der
Materialparameter vorgestellt. Damit leistet die vorliegende Arbeit einen bedeutenden
Beitrag sowohl zur wissenschaftlichen Entwicklung als auch zur industriellen Anwendung
komplexer Materialmodelle.

Zukünftige Forschungsansätze

Möglicherweise ließen sich zusätzliche Hinweise auf die Reaktionsmechanismen gewinnen,
indem die um die Baseline korrigierten DSC-Messkurven der thermischen Aushärtung
durch eine Fourier-Dekonvolution in mehrere Beiträge aufgeteilt werden, wie in Olej-
nik et al. [87] beschrieben. Sind diese Einzelbeiträge chemischen Prozessen während der
Aushärtung zuzuordnen, wäre die Anpassung eines Reaktionskinetikmodells an die Ein-
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zelbeiträge ein interessanter Ansatz, der in der Literatur bisher keine breite Anwendung
gefunden hat.
Um die Prognosesicherheit des Modells zu verbessern, wird zukünftig für die Identifi-

kation der aushärtegradabhängigen Parameter der Viskoelastizität empfohlen, zusätzlich
zu den Experimenten im Scherrheometer während der Aushärtung noch einen weiteren
Lastfall anzupassen, beispielsweise die Relaxation unter uniaxialem Zug oder Druck mit
ausgehärtetem Material. So könnte die Anzahl der Maxwell-Elemente fundierter gewählt
und der Parametersatz von Schubmoduln µi und Relaxationszeiten τi eindeutiger iden-
tifiziert werden.
Im Hinblick auf die hohen Temperaturen während des Schnellhärteprozesses wären

tiefergehende thermische Untersuchungen bezüglich der Ausgasung und des Massen-
schwundes während der Aushärtung und unter erhöhten Temperaturen notwendig, bei-
spielsweise mithilfe eines Thermogravimeters in Verbindung mit einem Infrarotspektro-
meter. Aufbauend auf den Erkenntnissen müsste anschließend evaluiert werden, ob die
Annahme der Massenkonstanz, die dem Modell zugrunde liegt, noch gerechtfertigt ist.
Der Einfluss der Alterung auf das Material war nicht Teil dieser Arbeit. Dennoch

konnten in einigen Fällen Alterungseffekte in Experimenten beobachtet werden. Um das
Materialverhalten unter realen Bedingungen auch nach einer längeren Einsatzdauer noch
prognostizieren zu können, sollten Alterungseffekte berücksichtigt werden.
Mit steigender Anzahl der abzubildenden Phänomene (Aushärtung, Diffusion, Wär-

meleitung, Viskoelastizität, Hypoelastizität, Alterung) nimmt auch die Komplexität des
Modells weiter zu, was zu steigenden Rechenzeiten in der Simulation und schwer abschätz-
baren bzw. schwer identifizierbaren Wechselwirkungseffekten führt. Die baukastenartige
Struktur des vorgestellten Modells erlaubt es, für die Anwendung auf einen realen Fall
nur die relevanten Teilmodelle zu verwenden und dadurch die Komplexität zu reduzieren.
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