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Kurzfassung

Einlaufsysteme in Flugturbinen bieten ein grofles Optimierungspotenzial, um die Spalt-
stromung zwischen Schaufelspitzen und Gehéuse zu minimieren und einen effizienten und
nachhaltigen Luftfahrtantrieb zu ermdglichen. Insbesondere soll dieses System beim Ein-
laufvorgang bzw. Reibkontakt einen zuverldssigen abrasiven Schnittvorgang bei langen
Standzeiten sicherstellen. Hierzu iibernimmt das Institut fiir Thermodynamik an der Uni-
versitdt der Bundeswehr Miinchen die Modellierung des Reibwéirmetransportprozesses im
Einlaufsystem auf Grundlage der Nichtgleichgewichtsthermodynamik. Die Modellierung
wird durch die erweiterte Warmetransporttheorie und die Finite-Elemente-Methode um-
gesetzt, um eine Analyse des Einlaufsystems zu ermoglichen. Dadurch wird das Verstdndnis
fiir den instationdren Warmetransport verbessert und thermodynamische Problemzonen

konnen frithzeitig erkannt werden.

Auf Basis der erweiterten Warmetransporttheorie werden die hyperbolischen Wérme-
transportgleichungen nach Cattaneo und Christov unter Beriicksichtigung von Relativ-
bewegungen vorgestellt. Dabei werden auch ihre Unterschiede zur parabolischen Fourier-
Gleichung erldutert und ihre Bedeutung sowohl in mikroskopischer als auch in makrosko-
pischer Hinsicht aufgezeigt. Die hyperbolische Wérmetransportgleichung nach Christov-
Cattaneo wird durch Anwendung der Finite-Elemente-Methode nach Galerkin diskretisiert
und es werden verschiedene numerische Zeitintegrationsverfahren vorgestellt. Mithilfe des
entwickelten HypHeat2D-Programms ist es moglich, parabolische und hyperbolische ebe-
ne 2-D-Wérmetransportprobleme mit groen Relativ- oder Systemgeschwindigkeiten bzw.
thermischen Mach-Zahlen May, = [0;1] im Nichtgleichgewicht in einem einzigen Glei-

chungssystem zu l6sen.

In den durchgefiihrten Untersuchungen wurde nachgewiesen, dass die hyperbolische
Wiérmetransportgleichung gegeniiber der parabolischen Gleichung ein physikalischeres Ver-
halten aufweist, grofiere Temperaturgradienten zeigt, sowie ein thermischer Stof3 bei einer
thermischen Mach-Zahl May, = 1 vorliegt. Bei Problemen mit Relativgeschwindigkei-
ten v > 0 stellen sich asymmetrische Temperaturprofile mit groflen Gradienten an der
Wiérmequellenfront, die maximale Temperatur an der Warmequellenhinterseite sowie ein
asymptotischer Auslauf in das Fernfeld ein. Innerhalb der Anwendungsfille ergibt sich
dadurch beim Einlaufsystem ein erhéhtes Risiko von Temperaturspitzen und folglich sind
hohe thermische Spannungen an der Schaufelhinterkante und zwischen der Haftvermittler-
schicht sowie den eingebetteten Schnittpartikeln zu erwarten. Des Weiteren verdeutlichen
Untersuchungen an einer Brennkammer-Ringwand einer RDE (engl. rotating detonation
engine) die Unterschiede zwischen dem hyperbolischen und parabolischen Wérmetrans-
port iiber instationdre Temperaturgradienten, wobei die hyperbolische Gleichung einen

groBeren Gradienten vorhersagt.






Abstract

Sealing systems in aircraft turbines offer significant optimization potential to minimize the
clearance flow between blade tips and casing, enabling efficient and sustainable propulsi-
on. Specifically, the sealing system is intended to ensure reliable abrasive cutting during
inlet operation or friction contact, even during long service life. The Institute of Ther-
modynamics at the Universitdt der Bundeswher Miinchen is responsible for modeling the
heat transfer process in the sealing system based on non-equilibrium thermodynamics.
The modeling is implemented through the extended heat transfer theory and the finite
element method to enable an analysis of the system. This enhances the understanding of

unsteady heat transfer and allowing early detection of hot spots.

Based on the extended heat transfer theory, the hyperbolic heat transfer equations by
Cattaneo and Christov are presented, taking into account relative movements. Their diffe-
rences from the parabolic Fourier equation are explained and highlighting their significance
in both microscopic and macroscopic frame. The hyperbolic heat transport equation accor-
ding to Christov-Cattaneo is discretised using the finite element method by Galerkin and
is integrated over time with various numerical schemes. With the developed HypHeat2D
program, it is possible to solve parabolic and hyperbolic planar 2-D heat transfer problems
with large relative movements and systems with thermal Mach numbers Mayg, = [0;1] in

non-equilibrium within a single equation system.

In the conducted studies, it has been demonstrated that the hyperbolic heat transfer
equation exhibits a more physical behavior compared to the parabolic equation, while
showing larger temperature gradients and a thermal shock for May, = 1. In cases with
relative velocities v > 0, antisymmetric temperature profiles with large gradients at the
heat source front and the maximum temperature at the heat source backside emerge.
Within the application cases, this results in an increased risk of temperature peaks in
the sealing system and consequently high thermal stresses at the blade trailing edge and
between the adhesive layer and the embedded particles. Furthermore, investigations on an
RDE (rotating detonation engine) combustion chamber illustrate the differences between
hyperbolic and parabolic heat conduction over unsteady temperature gradients, with the

hyperbolic equation predicting a larger gradient.
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1 Einleitung

1.1 Hintergrund und Aufgabenstellung

Effiziente Luftfahrtantriebe sind das Ergebnis intensiver Forschung und Weiterentwick-
lung fiir zivile und militdrische Anwendungen. Getrieben durch politische, wirtschaftliche
und wissenschaftliche Anforderungen wurden in den vergangenen Jahrzehnten bedeuten-
de Meilensteine erreicht und es werden stetig weitere Innovationen hervorgebracht. Diese
umfassen den FEinsatz moderner Materialien und Simulationstechniken, um die physika-
lischen Eigenschaften und die strukturelle Integritdt der Luftfahrtantriebe zu verbessern.
Moderne Materialien spielen eine zentrale Rolle bei der Optimierung und ihre Erforschung
sowie Weiterentwicklung sind somit kontinuierliche Prozesse. Fortschrittliche Legierungen
und Verbundwerkstoffe reduzieren nicht nur das Gewicht, sondern erhéhen auch die Leis-
tungsfahigkeit und steigern die Langlebigkeit. Folglich zielt eine Verbesserung der Antrie-
be darauf ab, den Gesamtwirkungsgrad zu steigern. Mithilfe von Simulationen kénnen
Parameterstudien und Modellanalysen kostengiinstig und effizient durchgefiihrt werden,
bevor ein Bauteil in der Realitdt getestet wird. Besonders die Luft- und Raumfahrt ist
ein Vorreiter der numerischen Berechnung, in der durch strukturmechanische und ther-
modynamische Simulationen gezielt Optimierungen im frithen Entwicklungsprozess vor-
genommen werden kénnen. Dadurch wird die Leistungsfihigkeit und Zuverlassigkeit der
Antriebe verbessert. Die Umsetzung erfolgt durch thermische Analyse von Materialien mit-
hilfe der Finite-Elemente-Methode (FEM). Die FEM ermdglicht detaillierte Simulationen
von Warmetransportprozessen, Temperaturverteilungen sowie thermischen Spannungen in
und zwischen Bauteilen. Folglich triagt die FEM auch dazu bei, die Sicherheit, Effizienz

und Umweltfreundlichkeit der Luftfahrtantriebe zu verbessern.

Hinsichtlich der Turbinenschaufeln in Strahltriebwerken wéchst die Anforderung an das
Material, hoheren Heifligastemperaturen und grofleren Schaufelspitzengeschwindigkeiten
bei gleichzeitig langerer Betriebsdauer standzuhalten. Die hohen Heifljgastemperaturen re-
sultieren aus der heutigen Moglichkeit von héheren Verbrennungstemperaturen, um das
Energiepotenzial nach der Brennkammer und folglich den Wirkungsgrad des Triebwerks zu
maximieren. Diese Energie der Heifigasstromung wird genutzt, um die Turbinenschaufeln
auf dem Rotor in eine Drehbewegung zu versetzen und damit den Verdichter anzutrei-
ben. Dabei ist die Optimierung der Schaufelspitze ein interessanter Forschungsbereich, da

I erreicht werden mit entspre-

bereits tangentiale Geschwindigkeiten von bis zu 500 m s~
chend steigenden Kriften [72, S. 130]. Des Weiteren ist die Spaltstromung bzw. Leckage
zwischen Schaufel und Gehéduse ein merklicher Verlustbereich und soll durch moderne

Schaufel-Gehéduse-Einlaufsysteme minimiert werden.

Eine neuere und fortschrittlichere Technologie sind RDEs (engl. rotating detonation en-
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gines), welche Detonationen fiir eine effiziente Energieumwandlung nutzen [49, Kap. 1].
Jedoch befinden sie sich aufgrund ihrer komplexen Dynamik und der Anforderung einer
hohen Zuverléssigkeit noch in der Entwicklungsphase. Die Zuverlédssigkeit schliefit die aus-
reichende Kiithlung und ein belastbares Brennkammermaterial mit ein. Die Gemeinsamkeit
des Schaufel-Gehéduse-Einlaufsystems und der RDEs ist die Relativbewegung der Warme-
quelle sowie ihr mehrdimensionaler Warmetransportprozess im Nichtgleichgewicht. Er hat
einen bedeutenden Einfluss auf die thermodynamische und mechanische Zuverlédssigkeit
des Systems und kann mithilfe der FEM analysiert werden. Die FEM-Analyse unterstiitzt
hierbei die Untersuchung des Warmetransportprozesses im mikroskopischen Maflstab und
kann aufwendige experimentelle Messungen ersetzen. Ziel ist es beispielsweise, Problemzo-
nen fiir Temperaturspriinge zwischen ungleichen Materialien oder asymmetrische Tempe-
raturprofile frithzeitig zu erkennen und somit kritische thermische Spannungen zu vermei-

den. Dadurch sind erste Optimierungen bereits frithzeitig im Entwicklungsprozess moglich.

Die Aufgabe dieser Arbeit ist die Modellierung des Warmetransportprozesses im Schaufel-
Gehéduse-Einlaufsystems. Dies soll auf Basis der Theorie der Nichtgleichgewichtsthermo-
dynamik erfolgen. Dabei wird ein instationédres System betrachtet, welches sich, von au-
Ben kommend, aus den Schichten des Geh&duses und der Schaufelspitze zusammensetzt
und eine Relativgeschwindigkeit zwischen beiden zulédsst. Aufgrund dieses Reibkontakts
bildet sich ein mehrdimensionales Temperaturprofil aus, da eine Warmequelle mit Re-
lativbewegung vorliegt. Ein vergleichbarer thermodynamischer Vorgang findet zwischen
der Brennkammer-Ringwand und der Detonationsfront von RDEs statt und bietet einen

erginzenden anwendungsorientierten Fall.

1.2 Stand der Wissenschaft

Im Rahmen der gestellten Aufgabe orientiert sich die Recherche am aktuellen Stand der
Wissenschaft fir Einlaufsysteme. Dabei kristallisieren sich die Arbeiten von Pychinski [61]
und McGregor [52] als besonders wertvoll heraus. Pychinski [61, Kap. 4.1] entwickelte auf
Basis experimenteller Anstreifvorgéinge einen Modellierungsansatz, in dem er das System
unterteilt und makroskopische Ersatzmodelle sowie analytische Gleichungen verwendet.
Dadurch stellt sich der Warmetransportprozess iiber analytische Kopplungsbedingungen
ein und die Temperaturprofile in Schaufel und Gehéuse werden separat berechnet. Die
Arbeit von McGregor [52] untersucht das Einlaufsystem gezielt an der Schaufelspitze, an
der abrasive kubische Bornitrid-Partikel (¢cBN) in eine NiCoCrAlY-Haftvermittlerschicht
eingebettet sind. Jedoch zeigt die Praxis unter Turbinenbedingungen, dass sich die Partikel
aus der Haftvermittlerschicht 16sen. Dieses Herauslosen fithrt McGregor durch experimen-
telle und numerische Diffusionsuntersuchungen auf die zeitliche parabolische Oxidations-
zunahme der NiCoCrAlY-Schicht bei Temperaturerhdhung in der Schaufelspitze zuriick.
McGregor weist nach, dass sich bei Verwendung einer NiAlTa-Haftvermittlerschicht die
cBN-Partikel nicht mehr 16sen. Mit Blick auf die Aufgabenstellung und in Anlehnung an

die Arbeiten von Pychinski und McGregor, wird die weitere Recherche auf die numerische
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Kontaktmodellierung fiir thermodynamische Analysen in einem Einzelsystem zu Reibvor-

gingen fortgesetzt. Das soll die Vorteile von
1. einem sich selbststindig adaptiven Warmetransportprozesses und
2. der Modellierung eines realitdtsnahen Schichtaufbaus des Einlaufsystems bringen.

Daher positioniert sich diese Arbeit zwischen der Modellierung von Pychinski und den

Untersuchungen von McGregor.

Die ersten Ansétze zur analytischen Berechnung von 2-D-Temperaturprofilen eines Reib-
kontakts gehen auf Carslaw & Jaeger [8] zuriick. Sie 16sten die partielle Fourier-Gleichung
mit den Anfangsrandbedingungen fiir eine Warmequelle mit Relativbewegung v. Kenne-
dy leistete grofle Pionierarbeit in zahlreichen Beitrdgen zur analytischen und numerischen
Reibkontaktmodellierung. Dabei verkniipfte er beispielsweise den Ansatz von Carslaw &
Jaeger mit Bloks [50, Kap. 2.13] Warmeaufteilungstheorie [5, Kap. 6] oder nutzte diese
Theorie fiir die numerische FEM-Berechnung [42]. Zudem gibt er einen Uberblick iiber
Finite-Elemente-Analysen (FEA) von Reibkontakten [40] und fiihrt weitere thermische
Untersuchungen von Kontaktproblemen durch [43, 41, 73]. Besonders hervorzuheben ist
die Arbeit von Glovsyk [29] unter der Leitung von Kennedy. In dieser wurde das FEM-
Programm THERMAP zur Berechnung der Temperaturprofile in einem Reibkontakt ent-
wickelt und konnte mit den analytischen Losungen von Carslaw & Jaeger [8] validiert
werden. Leider wurde das vielversprechende THERMAP-Programm auf Anfrage nicht zur
Verfiigung gestellt.

Durch die Analyse und Festlegung der Randbedingungen beziiglich der Relativgeschwin-
digkeit v der Warmequelle im Schaufel-Gehéuse-Einlaufsystem sowie der RDEs wird die
Besonderheit des vorliegenden Warmetransportprozesses aufgedeckt. Hinsichtlich des Ein-
laufsystems ist die Relativgeschwindigkeit gleich der tangentialen Schaufelspitzengeschwin-
digkeit und betrigt unter Priifstandbedingungen 200 m s~—! [21]. Sie erreicht unter realen
Betriebsbedingungen bis zu 500 m s~! [72, S. 130]. Daraus stellt sich die Frage, wie sich die
Temperatur in der mikroskopischen Zeitskala verhélt und fiihrt auf die erweiterte Warme-
transportgleichung nach Vernotte [79] und Cattaneo [9]. Diese sind hyperbolische partielle
Differentialgleichungen und pragen der Temperaturausbreitung eine Wellencharakteristik
auf, wodurch der Warmetransportprozess physikalischer bzw. trager und natiirlicher ge-
staltet sowie das Paradoxon der unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit aus der Fourier-
Gleichung korrigiert wird. Daraus ergibt sich eine thermische Mach-Zahl Mayy, die iiber
das Verhéltnis der Relativgeschwindigkeit v der Warmequelle zur thermischen Wellenge-
schwindigkeit C' definiert ist. Die Relativgeschwindigkeit v ist eine von auflen einwirkende
Systemgrofle und die thermische Wellengeschwindigkeit C' eine Materialeigenschaft. Zu
den hier betrachteten Anwendungsfillen liegen thermische Mach-Zahlen May, von 0,21
und 0,44 fiir das Schaufel-Gehduse-Einlaufsystem vor sowie fiir die Detonationsfront in
der RDE mit 0,9 [80, 24]. Die Grofe der thermischen Mach-Zahl Mayy, ergibt einen ersten

Anhaltspunkt, wie grof3 der Temperaturgradient an der bewegten Warmequellenfront ist
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und daraus kann abgeleitet werden, wie grofl die thermischen Spannungen sind. Vor die-
sen Bedingungen dréangt einschlégige Literatur nach Tzou [75, 76] auf die Anwendung der
hyperbolischen Wéarmetransportgleichung fiir das vorliegende Wéarmetransportproblem.
Zudem beschreibt Tzou mit Eingleichungs- und Zweigleichungsmodellen sowie zugehori-
ger Theorie das natiirliche trige Verhalten der Temperaturausbreitung [77]. Christov [11]
korrigiert die Cattaneo-Vernotte-Gleichung unter dem Vorbehalt, dass die relative ther-
mische Wellenausbreitungsgeschwindigkeit ¢ im lagrangeschen Betrachtungssystem linear

sein muss und entwickelt die Christov-Cattaneo-Gleichung.

Beziiglich FEM-Software kommen zunéchst eine Vielzahl an Programmen infrage, wie
Code_ Aster® [12], CalculiX© [16], COMSOL® [14], LS-DYNA® [28] und Abaqus® [1].
Durch ihre Verwendung kénnten bereits implementierte Routinen genutzt werden, die beim
Losen von Gleichungssystemen zuverldssig funktionieren oder den Umfang der Untersu-
chung im Hinblick auf Multiphysik-Simulationen eine erweiterte Analyse bieten. Abaqus®
[1] ist am vielversprechendsten und kann explizit einen thermischen Reibkontakt berech-
nen. Jedoch zeigt sich bei den Programmiibersichten, dass die hyperbolische Gleichung
nach Christov nicht integriert ist und in den kommerziellen Softwaren der Code nicht ein-
gesehen werden kann oder verdndert werden darf. Zudem sind die Reibmodelle oftmals
nur gezielt auf strukturmechanische Analysen ausgelegt oder die thermischen Randbedin-

gungen miissen im Kontaktsegment richtig iibergeben bzw. analytisch bestimmt werden.

1.3 Zielsetzung und Vorgehen

Das Ziel dieser Arbeit ist es, den erweiterten Warmetransport im Nichtgleichgewicht in ei-
nem wirmeleitenden Festkoprer mit Relativbewegung mithilfe der hyperbolischen Wérme-
transportgleichung zu berechnen und dafiir die Simulationsmethode der Finite-Elemente
zu nutzen. Das setzt das grundlegende Verstdndnis des Transportmechanismus zur erwei-
terten Warmetransporttheorie voraus und erfordert ihre nachweislich zweckméfige An-
wendung auf das Warmetransportproblem des Schaufel-Gehéuse-Einlaufsystems und der
RDE-Brennkammer-Ringwand. Aufgrund fehlender analytischer Lésungsanséitze und einer
anwendungsorientierten Nutzung der hyperbolischen Warmetransportgleichung fiir Syste-
me mit Relativbewegung wird ihre Diskrektisierung in die FEM umgesetzt. Die Unter-
schiede zwischen den parabolischen und hyperbolischen Warmetransportgleichungen sind
durch numerische Untersuchungen in einer Studie aufzuzeigen, sowie die hyperbolische
Gleichung auf das Einlaufsystem und die RDE fiir eine numerische thermische Analyse

anzuwenden.

Um die numerischen Untersuchungen durchzufiihren, wird das FEM-Programm Hy-
pHeat2D in MATLAB® entwickelt, das den erweiterten Warmetransportprozess mit Re-
lativbewegung in einem stationdren und instationédren System berechnet. Dafiir werden in
Kapitel I die Grundlagen der erweiterten Warmetransporttheorie erlautert. In Kapitel 2
werden die Anséitze und die partiellen Differentialgleichungen (PDGL) zum Warmetrans-

port gezeigt, der Transportprozess in Form einer thermischen Welle beschrieben sowie
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Ergénzungen der erweiterten irreversiblen Thermodynamik aufgefithrt. Zudem werden in

Kapitel 3 die physikalischen Kennzahlen des Warmetransportprozesses behandelt.

Im Kapitel IT wird die Numerik beschrieben. Zunéichst werden im Unterkapitel 4 die
Grundziige der Finite-Elemente-Methode présentiert. Die hyperbolische Warmetransport-
gleichung nach Christov-Cattaneo wird in eine gewohnliche Differentialgleichung, die Be-
wegungsgleichung mechanischer Systeme, diskretisiert, und es werden numerische Diffu-
sionsmechanismen eingefithrt. Um die diskretisierte Gleichung im Nichtgleichgewicht zu
16sen, werden verschiedene Moglichkeiten zur Zeitintegration in Kapitel 5 betrachtet. Ab-
schlieBend werden die Strukturen des in dieser Arbeit entwickelten FEM-Programms Hy-
pHeat2D mit zugehoriger Netzgenerierung sowie einer Validierung in Kapitel 6 gezeigt.
Mit HypHeat2D ist die instationdre Berechnung parabolischer und hyperbolischer ebener
2-D-Warmetransportprobleme mit Relativbewegung im kartesischen Koordinatensystem

moglich.

In Kapitel III beginnen die numerischen Untersuchungen in Form einer Studie mit
Kapitel 7 an einer generischen Geometrie, um in einem einfachen Fall die Warmetrans-
portgleichungen hinsichtlich physikalischer Unterschiede gegeniiberzustellen und das nu-
merische Verhalten zu analysieren. Daran schlieflen sich in Kapitel 8 die Anwendungs-
félle an, in denen die Simulationsergebnisse und thermischen Analysen zum Einlauf-
vorgang des Schaufel-Gehéuse-Einlaufsystems des Rolls-Royce®-Hauptprojekts und zur

Brennkammer-Ringwand in einer RDE veranschaulicht werden.

Im letzten Kapitel IV werden die wichtigsten Erkenntnisse aus dieser Arbeit iiber die
Theorie, Diskretisierung und Anwendungen der hyperbolischen Warmetransportgleichung

zusammengefasst sowie ein Ausblick auf weitere mogliche Arbeiten gegeben.






2 Erweiterte Warmetransporttheorie

Der Transport von thermischer Energie in oder zwischen wéarmeleitenden Medien eines
thermodynamischen Systems mit Relativbewegung, wird in der Kontinuumsmechanik durch
die Warmetransportgleichung beschrieben. Diese Transportgleichung ist eine nichtlineare
partielle Differentialgleichung und die Formulierung nach Fourier, aus der klassischen irre-
versiblen Thermodynamik, ist die geldufigste Form [47, Kap. 2.1]. Gegenwértige Rahmen-
bedingungen verlangen weiterentwickelte Wéarmetransportformulierungen nach den Theo-
rien von Cattaneo und Christov, wodurch sich die Sicht von der klassischen irreversiblen
Thermodynamik auf die erweiterte Thermodynamik irreversibler Prozesse dndert [47, Kap.
7.1]. Neben dem Aufzeigen der Transportgleichungen aus der hier betrachteten erweiterten
irreversiblen Thermodynamik kénnen diese auch iiber die Theorien der internen Variablen
oder der rationalen Thermodynamik erhalten werden [44, 47, 24]. Die Ansétze zu den
Weiterentwicklungen werden in diesem Kapitel gezeigt, die Warmetransportgleichungen in
Form der lagrangeschen Betrachtungsweise aufgefithrt und die Unterschiede herausgestellt.
Damit einhergehend ist die Vorstellung der analytischen Berechnung der Relaxationszeit
7 als skalare isotrope Grofie und die moglichen Ansétze zur Berechnung der erweiterten

Entropie sowie Nichtgleichgewichtstemperatur.

2.1 Energiebilanz- und Warmetransportgleichungen

Zu Beginn wird die Energiebilanzgleichung in materieller Form aufgefiihrt, welche das
Fundament zur Herleitung der thermodynamischen Zustandsgleichung, die Warmetrans-
portgleichung in der lagrangeschen Betrachtungsweise, ist. Die Bilanzgleichung koppelt
konvektiven-advektiven Fluss, Diffusion und Quelle, womit auch Konvektions-Diffusions-
[35, S. 390 ff.] oder Advektions-Diffusions-Gleichung [34, S. 105 ff.] geldufige Bezeichnun-
gen sind. In dieser Arbeit wird der allgemeinere Begriff der Warmetransportgleichung
verwendet, jedoch wird zur Vervollstdndigung die Nennung der anderen Begriffe als notig
erachtet, um in einschlagiger Literatur eine einheitliche Themenrecherche zu erméglichen.
Die gesteckten Rahmenparameter von kleinen Zeitskalen [47, S. 182], einer intensiven
Energiequelle und eines irreversiblen Prozesses [76] fithren zu insgesamt drei Warmetrans-

portgleichungen von:
1. Fourier [35, S. 391] in Kapitel 2.1.2 iiber
2. Cattaneo-Vernotte [9] in Kapitel 2.1.3 zu
3. Christov-Cattaneo [11] in Kapitel 2.1.4.

Die Gleichungen unterscheiden sich in ihren konstitutiven Formeln zur Warmeleitung, in
welcher der Fourier-Ansatz rein empirischer Natur ist und die Theorien von Cattaneo und

Christov auf einer phanomenologischen Modellvorstellung beruhen. Letztere zwei Glei-
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chungen sollen das Paradoxon der fourierschen Wéarmeleitung beheben, die eine unendlich
schnelle thermische Ausbreitungsgeschwindigkeit unterstellt. Vernotte [79] erweitert diese
Gleichung um eine zeitliche partielle Ableitung der Warmeflussdichte, um das Phidnomen
des Warmetransports natiirlicher darzustellen. Dadurch ist eine endliche thermische Aus-
breitungsgeschwindigkeit mit Wellencharakteristik nach Cattaneo [9] bestimmt. Jedoch
widerspricht diese Erweiterung der Betrachtung eines bewegten Kontinuums und daher
fithrten Christov & Jordan [11] die materielle Ableitung der Warmeflussdichte ein.

2.1.1 Energiebilanzgleichung in materieller Form

Die Energieerhaltung in einem thermodynamischen System wird mit der Energiebilanz-
gleichung, dem ersten Hauptsatzes der Thermodynamik, sichergestellt. Diese Gleichung
ist damit der grundlegende Ansatz zur Beschreibung eines thermischen Systemzustandes
und wird hier anwendungsbezogen angepasst. Die Energiebilanzgleichung in materieller
Form ist mit der Dichte p, der Formulierung der inneren Energie bei konstanter spezifi-
schen Warmekapazitit u = ¢I', dem Vektor der Warmeflussdichte ¢, der volumetrischen
Warmequellendichte ¢y und unter Ausschluss von mechanischen Spannungen nach Lali,
Krempl & Ruben [46, Kap. 4.15]:

DT
—+V.-q—¢q¢v=0. 2.1
pepy TV d—dv (2.1)
Sie wird nun verwendet, um die nachfolgenden Ausdriicke der Wéarmeleitung fiir die War-
meflussdichte einzusetzen und die Temperatur 7" rdumlich und zeitlich genau zu bestim-
men. Die materielle Ableitung fiithrt die Abhédngigkeit der Temperaturentwicklung von ei-
ner Relativgeschwindigkeit sowie die lagrangesche Betrachtungsweise mit ein. Damit wird
das Warmetransportproblem aus der Sicht des mitbewegten Beobachters gelost. Die ma-
terielle Ableitung der FeldgroBe T ist [46, Kap. 3.3]:
DT oT

B = o T VT (2:2)

2.1.2 Warmetransportgleichung nach Fourier

Die bekannteste Form ist die Warmetransportgleichung nach Fourier. Geméfl Polifke &
Kopitz [58, S. 45 ff.] lautet das fouriersche Gesetz des Wérmetransports mit der Wérme-
leitfahigkeit A und der rdumlichen Temperaturableitung V71"

G=—A\VT. (2.3)

Unter Annahme isotroper und temperaturunabhéingiger Warmeleitung \ wird die vektori-

elle Warmeflussdichte ¢ aus Gleichung (2.3) in Gleichung (2.1) eingesetzt. Die fouriersche
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Wiérmetransportgleichung ist
1 . 2
Ti+v-VT — —¢gy =aVT (2.4)
pc

mit der zeitlichen Temperaturableitung 73, dem Vektor der Relativgeschwindigkeit v eines
Systems und der Temperaturleitfahigkeit o = ¥/pc . Gleichung (2.4) ist eine lineare parti-
elle Differentialgleichung zweiter Ordnung vom parabolischen Typ. Durch ihre Form liegt
das Paradoxon einer unendlichen schnellen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Temperatur
vor, welche unnatiirlich fiir reale Systeme ist. Der Beweis kann tiber die Betrachtung der
Fundamentallésung gezeigt werden ohne Relativgeschwindigkeit v, ohne Quellterm ¢y und
in 1-D (k = 1). Sie hat die Form [19, Kap. 2.3.1]

00 1 — yl?
Tent) = e [~ e = P ) Tgay (2.5)

fiir die x1-Koordinate zur Zeit ¢t. Gleichung (2.5) beschreibt, dass es immer positive Lo-
sungen an allen Orten x; fir Zeiten ¢ > 0 gibt. Mit anderen Worten fiihrt eine anfdnglich
positive Temperatur zu einer plétzlichen positiven Temperaturdnderung an jedem Ort x;
fiir beliebig kleine Zeiten ¢t. Somit kann die Ausbreitung der Temperatur mit unendlicher
thermischer Geschwindigkeit betrachtet werden. Einen Unterschied der Fundamentall6-
sung und Einfluss auf das Temperaturfeld, unter Beriicksichtigung einer Systemgeschwin-

digkeit v, ist durch das Paradoxon der unendlichen Geschwindigkeit nicht zu erwarten.
2.1.3 Warmetransportgleichung nach Cattaneo-Vernotte

Um das Paradoxon der Fourier-Wérmetransportgleichung zu korrigieren, erweiterten Ver-
notte [79] und Cattaneo [9] Gleichung (2.3) um eine zeitliche Ableitung 9; der Warmefluss-
dichte ¢. Begriindet wird die Korrektur durch Ungenauigkeiten der fourierschen Gleichung
bei kleinskaligen raumlichen und zeitlichen Problemen. Dadurch wird der Parameter der
Relaxationszeit 7 eingefiihrt und die erweiterte Darstellung der Warmeflussdichte durch
ein Kontinuum ist [47, Kap. 7.1.1]:

dq

— ] = —A\VT. 2.
T8t+q v (2.6)

Bei langem Zeitverhalten ¢ — oo und kleinen Relaxationszeiten 7 — 0 ergibt sich wie-
der die Fourier-Gleichung (2.3). Das Umstellen nach und das Einsetzen der vektoriellen
Wirmeflussdichte ¢ aus Gleichung (2.6) in die Energiegleichung (2.1) ergibt die Wérme-

transportgleichung nach der Theorie von Cattaneo-Vernotte [22]:
1
TTy+Ti+7(v-VT)i+v-VT — Eq'v = aV?T. (2.7)

Gleichung (2.7) ist eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung vom hy-

perbolischen Typ und auch als Maxwell-Cattaneo-Gleichung [37] bekannt. Die Tempera-
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turausbreitung ist nun durch eine endliche materialabhéngige thermische Wellengeschwin-
digkeit C' = \/@/r bestimmt und sagt aus, wie ein Material wirmeleiten kann. Die hierfiir
charakteristischen und neuen Terme sind zur Unterscheidung gegeniiber Gleichung (2.4)
unterstrichen. Diese sind eine zweifache partielle Ableitung der Temperatur nach der Zeit
in Form von 77}, welche dem System eine Tragheit aufprigt, und eine gemischte Ab-
leitung 7(v - VT');, die eine erzwungene konvektive bzw. advektive Transporteigenschaft
einfithrt. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Temperatur in einem bewegten Kontinuum
wird nun als relative Wellengeschwindigkeit ¢; gesehen und kann mit Hilfe der Koeffizien-
ten der zweiten Ableitungen aus Gleichung (2.7) berechnet werden. Dafiir wird sie ohne
Quellterm und auf 1-D (k = 1) zu [11]

T + 01Tt + 1T + 1}17‘_1Tm1 = 047_1Tgmg1 (2.8)

reduziert und die relative Wellengeschwindigkeit ergibt sich zu

1
Cly, = 5(1)1 + 4 /vi + 4%), mit ¢y, > mazfv,0] und ¢, < minfvg,0]. (2.9)

In Gleichung (2.9) représentiert c1, , die relative Wellengeschwindigkeit, die aus der Sys-
temgeschwindigkeit v1 und der absoluten Wellengeschwindigkeit mit C' = \/@/r besteht.
Jedoch zeigt diese Gleichung, dass ¢y, , eine nichtlineare Funktion von vy ist und dass bei
vy = C immer eine relative Wellenausbreitungsgeschwindigkeit ¢1, bzw. Informationsfluss

entgegen der Bewegungsrichtung existiert, was unphysikalisch ist.
2.1.4 Wirmetransportgleichung nach Christov-Cattaneo

In einem Kontinuum mit Relativgeschwindigkeit v ist auch die materielle Ableitung der
Wairmeflussdichte ¢ bei der Beschreibung des Warmetransports mit der Wéarmeleitung zu
berticksichtigen, welche Gleichungen (2.3) nicht und (2.6) nur teilweise erfiillen. Daher
fithrte Christov [11] die Korrektur ein, die partielle Ableitung 9; in Gleichung (2.6) durch
die materielle Ableitung D, zu ersetzen (vgl. Gleichung (2.2)). Die Substitution wird zu-
sétzlich damit begriindet, dass die nichtlineare Geschwindigkeitseigenschaft in Gleichung
(2.9) unnatiirlich ist und erst durch diese Anderung richtiges physikalisches Verhalten
gezeigt wird. Nach Christov ist der Warmetransport mit der materiellen Ableitung

Dq

Tm+q27'<

Py
a—‘j +(v- V)q> +4=—AVT. (2.10)
Durch das Umstellen von Gleichung (2.10) nach der Warmeflussdichte ¢ in vektorielle Form
und das Einsetzen in die Bilanzgleichung (2.1) erhilt man die Warmetransportgleichung

nach Christov-Cattaneo [23, 25]:

1
Ty + 27(v-VT) + Ty +7(v - V)*T +v - VT — gq'v = aV>T. (2.11)
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Gleichung (2.11) ist eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung vom hy-
perbolischen Typ, worin die neuen Terme fiir einen Vergleich mit Gleichung (2.7) unterstri-
chen sind. Gegeniiber Gleichung (2.7) wurde ein Faktor zur gemischten Ableitung ergénzt,
welcher den advektiven Anteil der Transporteigenschaft durch 27(v - VT); verdoppelt.
AuBerdem wird der Term 7(v - V)?T ergiinzt, der die relative thermische Wellengeschwin-
digkeit beeinflusst, in dem er sie linearisiert und damit eine Ausgleichsdiffusion einfiihrt.
Die thermische Geschwindigkeit wird durch das Reduzieren der Gleichung auf 1-D (k = 1)
und ohne Quellterm hergeleitet [11]:

Tyt + 201 Ty, + 1T, + UlT_lel = (OéT_l - v%)TmlI1 (2.12)

611’2 = U1 + \/f (2.13)

Gleichung (2.13) ist die Summe aus der Systemgeschwindigkeit v; und der absoluten ther-
mischen Geschwindigkeit C' = \/@/r. Damit bewegt sich die thermische Welle zusétzlich

mit dem Anteil der positiven relativen Systemgeschwindigkeit v, wiahrend fiir die entgegen-

mit

setze Richtung die thermische Welle um den Anteil der Systemgeschwindigkeit reduziert
wird. Somit ist die Geschwindigkeitseigenschaft linear, was mit Blick auf das natiirliche
reale Verhalten als korrekt angenommen wird. Hinsichtlich des Falls, dass eine identische
oder groflere Geschwindigkeit v als die thermische Geschwindigkeit C' vorliegt, geht die
Informationsausbreitung der Temperatur vom natiirlichen Verhalten in ein erzwungenes
Verhalten iiber, und an der Wéarmequellenfront ist ein Temperatursprung zu erwarten.
Durch Einfithrung einer thermischen Mach-Zahl May, = v/c und Beriicksichtigung des
Sonderfalls May, = 1, liegt dann nach der Definition von Tzou [76] ein thermischer Stof

VoOr.
2.1.5 Giiltigkeit der Warmetransportgleichungen

Die Giiltigkeit der Wéarmetransportgleichungen wird von Tzou in [75] und [76] anhand der
Temperaturverteilung T;, = p%c x 107! in einem Festkorper in Abhéngigkeit von der ther-
mischen Mach-Zahl Mayy, tiber den Mittelpunktswinkel ® der bewegten Quelle dargestellt.
Hier werden die analytischen Losungen der Diffusionsgleichung (2.4) nach Fourier und
der Wellengleichung (2.7) nach Cattaneo-Vernotte verglichen. Eine analytische Losung
zur Gleichung von Christov-Cattaneo existiert nicht, dennoch bietet der Vergleich von
Fourier und Cattaneo-Vernotte einen guten ersten Anhaltspunkt {iber die Giiltigkeit der
Warmetransportgleichungen. Das zeigt Abbildung 2.1, in welcher sich eine Warmequelle
von 1 ,(t1) nach x1,(t2) im Temperaturfeld 7;, = 0 mit einer thermischen Mach-Zahl
von Mag, < 1 bewegt. Bei x1,(f1) und unter Annahme von v = 0, ist die Tempera-
turausbreitung ausschliefilich von den Materialeigenschaften («, 7) abhéngig und erfolgt
gleichméafig. Bei z1 ,(t2) beeinflusst die Geschwindigkeit v der bewegten Warmequelle das

Nahfeld, und die Temperatur nimmt von der Quellenvorderkante (® = 0°) zur Quellen-
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Abbildung 2.1: Normierte Temperaturverteilung T;, zu Mittelpunktswinkel ® einer ther-
mischen Wellenfront einer Quelle mit Mag, < 1 im Zentrum [75, 76].

hinterkante (® = 180°) zu. Zu diesem Zeitpunkt, ist der Warmetransport abhéingig von
den Materialeigenschaften («, 7) und der duleren Randbedingung (v). Fiir eine thermische
Mach-Zahl von Mag, = 0, 1 sind die Lésungen der Gleichungen identisch, &ndern sich aber
ab May, > 0,1. Wahrend die Diffusionsgleichung eine von der Mach-Zahl Ma¢, unveran-
derte Temperaturverteilung angibt, zeigen sich fiir die Wellengleichung mit zunehmenden
Mach-Zahlen May;, geringere Temperaturen und spéter ansteigende Profile. Dies resultiert
aus der Trégheit der Wellengleichung, die eine endliche Zeit benétigt, um das Material zu
erwarmen und damit ein physikalisches Ergebnis ermittelt. Damit ist gezeigt, dass die hy-
perbolischen Wérmetransportgleichungen bei Systemen mit Relativbewegung bereits bei

geringen Mach-Zahlen ab Magy, > 0,1 beriicksichtigt werden miissen.

Erginzend zeigt Tzou zur Cattaneo-Vernotte-Gleichung in [75, 76] einen senkrechten
thermischen Stof3 bei May, = 1, mit der maximalen Temperatur an der Quellenvorderkante
(® = 0°). Des Weiteren sei erwiihnt, dass er einen thermischen machschen Offnungswinkel
flir Mayg, > 1 einfithrt, was jedoch fiir die weiteren Untersuchungen hier nicht relevant ist,
da Systeme mit Math < 1 behandelt werden. Zudem sind diese Ergebnisse fragwiirdig, da,
wie am Ende von Kapitel 2.1.3 und am Beginn von Kapitel 2.1.4 angegeben, die Cattaneo-

Vernotte-Gleichung nach Christov korrigiert werden muss.
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2.2 Thermische Welle und Relaxationszeit

Die thermische Wellentheorie und Relaxationszeit 7, aus den Kapiteln 2.1.3 und 2.1.4,
beruhen nachfolgend auf Modellvorstellungen nach Tzou [77], welche sowohl im makrosko-
pischen als auch im mikroskopischen Rahmen erklért werden kénnen. Im Makroraum wird
das physikalische Verhalten des hyperbolischen Warmetransportmodells behandelt und
im Mikroraum der kinetische Standpunkt beleuchtet. Beide Sichtweisen sind miteinander
gekoppelt und ihre Theorien stiitzen sich gegenseitig, wodurch makroskopisches Verhalten
von mikroskopischen Phidnomenen abgeleitet werden kann. Des Weiteren steuert die Rela-
xationszeit 7 das Wellenphénomen. Die Relaxationszeit 7 wird analytisch isotrop bestimmt

sowie Groflenordnungen angegeben.
2.2.1 Makroskopische Betrachtung

Die makroskopische Betrachtung betrifft die physikalische Bedeutung der zeitlichen und
materiellen Ableitungen der Warmeflussdichte ¢ in Gleichung (2.6) und Gleichung (2.10).
Tzou [77, Kap. 1.5 & 2] interpretiert die Relaxationszeit 7 und die Zeitableitung der

Wiérmeflussdichte ¢ auf zwei Arten:
e als intrinsische Léngenskala, bei der die Diffusion in eine Welle iibergeht,
e und als Zeitverzogerung zwischen Warmefluss ¢ und Temperaturgradient VT

Die intrinsischen Langenskalen der parabolischen Diffusions- und hyperbolischen Wérme-
wellengleichung werden durch ihre geschwindigkeitsfreie Darstellungsformen mit v = 0
von Gleichungen (2.4), (2.7) oder (2.11) abgeleitet. Zudem dominieren die Ableitungen
hoherer Ordnung das charakteristische Verhalten und daher werden nur diese betrachtet

[77, Kap. 1.5.1]. Die intrinsische Langenskala der Diffusion ist
Ap = Vat (2.14)

und der Warmewelle
Aw = Ct. (2.15)

Durch Festlegen von t = 7 und Gleichsetzen dieser Ausdriicke ergibt sich die Relaxations-

zeit T:
«

Daraus folgt, dass die Relaxationszeit 7 in Systemen mit v = 0 der Schwellenwert fiir

T (2.16)

den Ubergang zwischen den Wirmtransportarten Welle (¢ = [0;7]) und Diffusion (¢t =
[T;00]) ist. Wird nun eine Warmequelle mit v # 0 betrachtet und die Abbildung 2.1 und
ihre Erkldrung im vorangegangenen Kapitel 2.1.5 beriicksichtigt, gilt dieser Grenzwert
nicht mehr, und die thermische Mach-Zahl May}, = v/c ist der Orientierungspunkt fiir die

Wérmetransportart.

Erginzend zeigt Abbildung 2.2 die makroskopische Ausbildung der thermischen Wel-
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Abbildung 2.2: Warmequelle im Zentrum und thermische Wellenfront im lagrangeschen
Bezugssystem: a) 0 < Mag, < 1, b) Mag, = 1 und ¢) Mayg, > 1.

le von einer Punktwéirmequelle fiir verschiedene thermische Mach-Zahlen zu Zeitpunkten
t1,1t2,13. Die gezeigten grafischen Darstellungen wurden durch Uberlegungen im Kontext
der thermischen Welle nach Christov-Cattaneo und in Kombination mit aerodynamischen
Verhalten erstellt. Die Ansichten sind im lagrangeschen Bezugssystem dargestellt, welches
die Perspektive des mitbewegten Beobachters mit der Warmequelle einnimmt. Aus dieser
Betrachtung betragt die Umgebungsgeschwindigkeit v; bzw. aus aerodynamischer Sicht,
wird die Warmequelle vom Feld mit v; umstromt. Fir 0 < May, < 1 in Abbildung 2.2a)
liegt eine sich ausbreitende Welle in das Umgebungsfeld vor und die relative horizonta-
le Wellenausbreitungsgeschwindigkeit ¢ in x; bzw. ¢; wird durch v; beeinflusst. Dadurch
werden die Temperaturwellen und -profile in x1 verzerrt. Der Zustand in Abbildung 2.2b)
zeigt eine thermische Stofifront, abgeleitet aus der Aerodynamik, eine Ebene darstellt,
und es existiert keine thermische Wellenausbreitung entgegen der Geschwindigkeit v;. Fiir
Mach-Zahlen Mag, > 1 in Abbildung 2.2c) liegt auch keine Wellenausbreitung stromauf-
warts vor, jedoch ein Mach’scher thermischer Kegel mit einem Stolwinkel. Abhéngig von
der Grofle der thermischen Mach-Zahl Mayy, ist zu erwarten, dass der StofSwinkel indirekt
proportional abnimmt und damit die Wellenfront sowie die sich einstellende stationére

Temperaturverteilung die hyperbolische Form einnimmt.

Weiterfiihrend ist eine Kopplung der makroskopischen Betrachtung mit mikroskopischen
Effekten als physikalische Interpretation der Relaxationszeit 7 in Form der Verzogerung
zwischen dem Warmeflussvektor ¢ und dem Temperaturgradienten V7T vorstellbar [77,
Kap. 1.5.1 & 2.1]. Diese Verzogerung ist tempordr und kann einem Nichtgleichgewichts-
zustand zugeordnet werden, denn sie beschreibt die Dauer von Phononenkollisionen [78],
deren Ursache im vorherrschenden Temperaturgradienten VT liegt, in das Gleichgewicht

hin und bis zum Beginn des Warmetransportes q.
2.2.2 Mikroskopische Betrachtung

Mikroskopisch kann die thermische Welle durch Wechselwirkungen von Elektronen mit
Phononen erklért werden [77, Kap. 2.2]. Abbildung 2.3 veranschaulicht ein mikrosko-

pisches Modellsystem im Nichtgleichgewichtszustand fiir verschiedene thermische Mach-
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Abbildung 2.3: Momentaufnahme der thermischen Wellenfront im mikroskopischen Mo-
dellsystem fiir verschiedene Mach-Zahlen Mayy, [25].

Zahlen Mayy,. Das System ist auf ein starres Kontinuum ohne Dichte-, Druck- oder Kon-
zentrationsdnderungen reduziert und im Zentrum des Festkorpergitters befindet sich eine
Wiérmequelle. Den Energiezustand in den Gitterzellen beschreiben Phononen, welche fest
im Gitterzentrum sitzen, und der Energietransport geht durch freie Elektronen vonstat-
ten, angeregt durch die Warmequelle. Nach der Theorie von Chester [10] existiert nun die
thermische Welle bei Kollisionen von freien Elektronen mit Phononen. Die Relaxationszeit
7 kann dann mit der Zeit der mittleren freien Weglédnge eines Elektrons verglichen werden
[77, Kap. 1.1 & 2.9] und ist damit die Dauer der Wechselwirkungen von Elektronen mit
den Phononen. Abbildung 2.3a) zeigt fiir eine Mach-Zahl von May, = 0 eine vom Quellen-
zentrum ¢ radialsymmetrische 2-D-Ausbreitung einer thermischen Wellenfront, messbar
durch die Anderung des Phononenzustandes und damit der inneren Energie in den Zellen.
Fir Mach-Zahlen 0 < May, < 1 und May, > 1 erfahren die Elektronen in Abbildung
2.3b) und c) entgegen der Relativbewegung v eine Verzogerung und mit der Bewegungs-
richtung einen zusétzlichen Geschwindigkeitseintrag. Fiir Mach-Zahlen May, < 1 ist es
den Elektronen noch moglich, sich in negative x;1-Richtung auszubreiten, wahrend bei
Mayy, > 1 eine Stofifront an der Warmequelle vorliegt und die Hauptbewegungsrichtung ¢
der Teilchen mit der Relativgeschwindigkeit v, weitestgehend iibereinstimmt. Hinsichtlich
des Makrozustands ist die Darstellung in Abbildung 2.3 idealisiert und besonders fiir ther-
mische Mach-Zahlen von Mayy, > 1 ist ein verzerrtes achsensymmetrisches Temperaturfeld
erwartbar (vgl. Abbildung 2.2b und c). Die zeitlichen Verzogerungen des Temperaturgra-
dienten VT und Warmeflusses ¢, wie sie in den Gleichungen (2.6) und (2.10) gegeben sind,
kann man aufgrund der Latenz der Elektronenwanderung und der Phononenanregung be-
griinden. Zusétzliche passive mikroskopische Wechselwirkungen sind hier vernachlassigt
und werden nicht néher erortert. Weitere Theorien und Modelle werden in Tzou [77] be-
handelt und stellen ergénzende Moglichkeiten zur Beschreibung des Wéarmeflusstransports

dar.
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2.2.3 Berechnung der Relaxationszeit und Grofien aus der Literatur

Die Relaxationszeit 7 wird durch ihre Beziehung mit der thermischen Wellengeschwin-
digkeit C' und der Temperaturleitfdhigkeit o bestimmt. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit
der thermischen Welle C' kann nach der Annahme von Chester [10] und Tzou [77] be-
rechnet werden. Thre Annahme ist, dass in einem isotropen Festkorper die thermische
Wellengeschwindigkeit C' in allen kartesischen Richtungen identisch und mit der Schallge-
schwindigkeit vg gekoppelt ist. In einem kartesischen System gilt:
3

S0 =24+ P4 C2=3C = vg, C = . (2.17)

= V3
Die Schallgeschwindigkeit vg in einem Festkorper setzt sich aus den Anteilen der longitu-
dinalen v) und transversalen vy Wellen zusammen. Die Wellenanteile bringen mechanische
Eigenschaften ein und sind mit Hilfe von Hunklinger [36] und Mavko, Mukerji & Dvorkin
[51] bestimmbar. Mit dem Elastizitatsmodul E und der Poisson-Zahl v ist die akustische

longitudinale Schallwellengeschwindigkeit

E(1 -
o = (1-v) (2.18)
p(l+v)(1—2v)
und die transversale Schallwellengeschwindigkeit
E
=4/—. 2.1
" 20(1+v) (2.19)

Die Schallgeschwindigkeit vg wird nun iiber das quadratische Mittel ihrer Wellenanteile
nach Feike & Mundt [24] berechnet, da vor dem Hintergrund der kinetischen Energie die

Teilchen mit grofferen Geschwindigkeiten stéarker beriicksichtigt werden:

2 2
v = \/W. (2.20)

Um die Relaxationszeit 7 beziiglich der Temperaturleitfdhigkeit o und Schallgeschwindig-
keit vg zu beschreiben, muss Gleichung (2.17) in (2.16) eingesetzt werden. Das fithrt auf

den Ausdruck [24, 78]:
3o

. 2.21
2 (221)

T =

Gleichung (2.21) zeigt die Beziehung zwischen den thermischen (a)) und den mechanischen
(vs) Materialeigenschaften in der Relaxationszeit 7. Damit hidngt der Warmetransport
explizit auch von mechanischen Parametern ab und es wird ein physikalisches Wérme-
transportverhalten erwartet. Erginzend werden Groflenordnungen fiir Relaxationszeiten 7
in Tabelle 2.1 von Nosko [56] und Al-Khairy & AL-Ofey [3, Kap. 5] aufgefiihrt. Die Tabelle
2.1 hilft bei der Einschétzung der Relaxationszeit 7, jedoch gibt sie keine allgemeingiilti-

gen Werte an oder eine spezifische materialabhéngige quantitative Aussage preis. Daher
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Tabelle 2.1: Beispiele zu Bereichen der Relaxationszeit 7 [56, 3.

7 [s]
Metalle und Legierungen 10-1 —10°13
Verbundwerkstoffe 1079 —-10"7

Porose Materialien und Kunststoffe 1071 — 10

ist die analytische Berechnung nach Gleichung (2.21) unabdingbar und ein anschlieBender
Groflenvergleich mit Tabelle 2.1 eine ingenieurtechnische sinnvolle Methode. Fiir sichere
Angaben ist eine experimentelle Validierung unumgénglich, jedoch nicht im Rahmen dieser

Arbeit vorgesehen.

2.3 Erweiterte irreversible Thermodynamik

Die erweiterte irreversible Thermodynamik bringt die erweiterte Entropie und die Nicht-
gleichgewichtstemperatur mit sich, welche als interessante Konzepte befunden sind und
im Rahmen dieser Arbeit mitbetrachtet werden. Beide Groflen sind hierbei, neben der
inneren Energie u, auch vom Warmefluss ¢ abhédngig. Die Ansétze sind nach Lebon, Jou
& Casas-Vézquez [47, Kap. 7.1.2] gegeben. Jedoch zeigen die Anséitze, dass das raumliche
und zeitliche Verhalten von ¢ unbekannt ist und iterativ oder iiber eine Entropieunglei-
chung aufwendig bestimmt werden muss, um eine positiv definite Entropie sicherzustellen
[48]. Um trotzdem erste Erkenntnisse iiber das Verhalten der erweiterten Entropie und
der Nichtgleichgewichtstemperatur zu erhalten, werden die Ansétze liber vereinfachte An-

nahmen weiterentwickelt.
2.3.1 Erweiterte Entropie

Die Entropie ist nun neben der spezifischen inneren Energie v auch von der Warmefluss-
dichte ¢ abhéngig. Nach Lebon, Jou & Casas-Vazquez [47, Kap. 7.1.2] ist sie damit eine
Funktion von

s = s(u,q). (2.22)

Um die spezifische Entropie s in Gleichung (2.22) zu berechnen, wird sie differenziert und
die partiellen Ableitungen werden ersetzt. Lebon, Jou & Casas-Vazquez [47, Kap. 7.1.2]

geben sie an, als:

0s 0s 1 T
, o - _¢g-dg. 2.2
ds = udu—i— q,dq du 3 54 dq (2.23)

Die Anderung der inneren Energie du ist iiber die spezifische Warmekapazitit ¢ und die
Temperaturdnderung d7T' definiert. Der Warmeflussdichtevektor ¢ wird reduziert und ist
dann ¢ = mcT/a = LepeT mit der charakteristischen Lénge L. = V/A. Substitution der
inneren Energie du und des Ausdrucks ¢ in Gleichung (2.23) fithrt unter der Annahme

konstanter und temperaturunabhéngiger Dichte p, spezifischer Warmekapazitéat ¢, Rela-
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xationszeit 7, Linge L. und der Wellengeschwindigkeit C? = /7 = X/ per zu:

c T . .
ds = TdT — WLC,OCTd(IOLCCT),
c T -
= —dT — L?p?PTdT
T p)\TQ Cp c bl
c TL?pc? . .
= —dI" — ¢ TdT,
T T2 (2.24)
c Licr . .
= —dT — =% —-TdT
T T2 o ’
c L% ¢ . .
ds = TdT_ TQCCQ TdT .
——
dsk1T dsgrT

Die Entropiedinderung im Nichtgleichgewicht ds ist damit die Summe aus dem Term der
klassischen Entropie dskir und der Formulierung aus der erweiterten irreversiblen Ther-
modynamik dsgrr. Eine Uberpriifung zeigt, dass bei kleiner werdenden Differenzen von
dT und dT die Gleichgewichtsbedingung ds = 0 erreicht wird und im Nichtgleichgewichts-
zustand der Term dsgyr diesen Zustand deutlich durch die Temperaturgréfien bestimmt.
Im erweiterten Term dsgrr wird die thermische Wellengeschwindigkeit eingebracht und
fihrt zur Erkenntnis, dass der erweiterte Anteil dsgr sich indirekt proportional zur Ge-
schwindigkeit verhalt. Daraus ist ableitbar, dass bei Materialien mit hohen thermischen
Wellengeschwindigkeiten C' bzw. aus der Beziehung C' = \/o/r, mit hervorragenden Tem-
peraturleitfihigkeiten o und kleinen Relaxationszeiten 7, der dsgyr-Anteil schwindet und
die Entropie dskir aus der klassischen Thermodynamik dominiert. Fiir Untersuchungen
soll die Integration von Gleichung (2.24) Aufschluss iiber die Entropieentwicklung im Sys-

tem geben. Die schrittweise Integration fiihrt auf die Ausdriicke:

2 21 L? 2. .
[ds=c [ gdr - S [Tt und
1 1 T TP (2.25)
L 1. '
S+ K0 = elin(T) + Ko — 5 L+ K,

Mit der Definition, dass zum Anfangszeitpunkt die Entropie im System konstant ist und
K = K; + Ky + K3 = 0, wird Gleichung (2.25) zu

2
T2> Lec g2 _ 72 (2.26)

As = =) - —=
s cln(Tl 5 72072

Aus dem mathematischen Gesichtspunkt ist Gleichung (2.26) eine Reihenentwicklung, wel-

che eine zweite Ordnung Approximation in der Zeit mitfiihrt.
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2.3.2 Nichtgleichgewichtstemperatur

Die Nichtgleichgewichtstemperatur 6 ist nach Lebon, Jou & Casas-Vézquez [47, Box 7.3]

eine Funktion der inneren Energie v und der Warmeflussdichte ¢
0~ =07 (u,q) (2.27)

und ist durch Integration gegeben mit

10 7
o t=7"1--—
2 Ou pAT?

q-q (2.28)

Gleichung (2.28) besteht aus der Gleichgewichtstemperatur 7" und einem Korrekturterm
fiir die Temperatur im Nichtgleichgewicht. Wie zur Entropiegleichung (2.24) wird der Wér-
meflussvektor durch ¢ = chcT ersetzt und die Dichte p, Warmeleitfahigkeit A, spezifische
Warmekapazitat c, Relaxationszeit 7 und charakteristische Lénge L. konstant gehalten.
Zudem wird die thermische Wellengeschwindigkeit durch C? = }/pcr mit eingefiihrt. Ab-
schlieBend wird die partielle innere Energie 0u = cOT gesetzt und damit beschréankt sich
die Ableitung der Form /ot lediglich auf die Temperatur. Die zeitlichen Ableitungen T

bleiben unberiihrt und damit ist die Nichtgleichgewichtstemperatur

1
T+ oo

Im lokalen Gleichgewicht muss die Nichtgleichgewichtstemperatur 6 die lokale Gleichge-
wichtstemperatur 1" sein bzw. 8 = T', was durch eine Analyse des zweiten Terms gezeigt
werden kann. Zum einen schwindet der zweite Term durch kleiner werdende Gradienten
der zeitlichen Ableitungen 7 bei der instationiren Entwicklung zum Gleichgewichtszu-
stand hin. Zum anderen wird dieser Term wesentlich kleiner bei grofier thermische Wel-
lenausbreitungsgeschwindigkeit C'. Die Darstellungsform von Gleichung (2.29) verdeutlicht
auch das natiirliche Verhalten und ihre Folge, dass die Temperatur 6 im Nichtgleichgewicht

immer kleiner ist als die lokale Gleichgewichtstemperatur 7.






3 Physikalische Kennzahlen

Kennzahlen helfen bei der Beschreibung von physikalischen Vorgéingen und ermdoglichen
den Vergleich dhnlicher Zustdnde, um Systeme zu analysieren und identische physikalische
Bedingungen festzustellen. Kennzahlen zu partiellen Differentialgleichungen vom ellipti-
schen, parabolischen und hyperbolischen Typ sind bekannt [33, Kap. III] und werden fiir
die aufgefithrten Wérmetransportgleichungen herangezogen. Das beruht auf identischen
Termen in den PDGLs der Wérmetransportgleichungen nach Fourier (2.4), Cattaneo-
Vernotte (2.7) und Christov-Cattaneo (2.11), wie sie auch in den bekannten Differenti-
algleichungen der Diffusionsgleichung, Konvektions-Diffusions- und Wellengleichung auf-
gefiihrt sind [33, Kap. 10.10. & 11.9.]. Die wichtigsten Groflen dieser Arbeit sind die
thermische Mach-Zahl Mayy,, die Péclet-Zahl Pe und die Fourier-Zahl Fo.

3.1 Thermische Mach-Zahl

Die thermische Mach-Zahl May;,, wird durch die hyperbolischen Warmetransportgleichun-
gen eingefithrt und ist der wichtigste Parameter, um das Warmetransportphidnomen ein-
zuordnen. Sie gibt das Verhéltnis aus der Geschwindigkeit v des Bezugssystems eines

Kontinuums oder der Warmequelle zur thermischen Wellengeschwindigkeit C' an:

v
May, = —. 1
ath C (3 )

Geméf Gémez, Colominas & Navarrina [30] sowie Feike & Mundt [23] lassen sich die Be-
reiche der Mach-Zahl festlegen. Zudem wird mit Abbildung 2.1 das unterkritische Regime
festgelegt. Die Bereiche ergeben sich aus der aerodynamischen Betrachtung [32, Kap. 4.3]
und sind [25]:

May, < 0,1 — unterkritische,
0,1 < Magy < 1,0 — subkritische,
Mayp, ~ 1,0 — transkritische und

May, > 1,0 — tberkritische Diffusion.

3.2 Fourier-Zahl

Die Fourier-Zahl Fo gibt den thermodynamischen Zustand nach der endlichen finalen Zeit-
dauer ?; fiir eine charakteristische Lange L. wieder. Sie ist nach Kunes [45, Kap. 5.1.4]:
pYANZ:

Fo = . .
o N (3.3)

23



2/ 3.8 Péclet-Zahl

Gleichung (3.3) beschreibt damit das Verhéltnis aus der Wérmeleitung in ein System
(Transportrate) zu der aufgenommenen Wérme eines volumetrischen Systems (Speiche-
rungsrate) nach einer endlichen Dauer von t¢. Davon kann der thermodynamische Zustand
abgeleitet werden, denn fiir Fo < 1 liegt ein instationédrer Zustand vor und fiir Werte Fo > 1

ist ein stationdrer Gleichgewichtszustand erreicht.

Fir die Simulationen des Warmetransportproblems ist die Diffusions-Zahl d ein nume-
rischer Indikator fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wérmeleitung nach Fourier und
eng mit der Fourier-Zahl Fo verbunden. Die Diffusions-Zahl ist in der Fundamentallésung

(2.5) in der Potenz der Exponentialfunktion aufgefiihrt als

al\t

d:7§77
A:EI% 2

(3.4)
mit der Temperaturleitfahigkeit o, dem diskreten Zeitschritt At und dem diskreten Orts-
schritt Az und kann mit der Courant-Friedrichs-Lewy-Zahl (CFL) aus der numerischen
Stromungssimulation verglichen werden. Die Stabilitidtsbedingung von d = 1/2 beruht auf
der Analyse nach von Neumann [33, Kap. 10.5.2]. Fiir die Simulationen wird die Zellen-

grofe Axy, vorgegeben und mit Gleichung (3.4) At berechnet.

3.3 Péclet-Zahl

Die Péclet-Zahl Pe gibt das Verhéltnis vom Advektions- zum Diffusionsprozess an und
fihrt auf die Aussage, welcher der dominierende Transportprozess ist. Diesbeziiglich ist
die Péclet-Zahl Pe bei advektiv dominanten Problemen in den numerischen Methoden
eine hilfreiche Groéfle, um Oszillationen zwischen Nachbarpunkten auf ein Minimum zu
reduzieren. Nach Donea & Huerta [17, Kap. 2.2.2] ist die Ursache dieser Oszillationen auf
den tberwiegenden unsymmetrischen Advektionstensor zuriickzufithren. Die Péclet-Zahl
ist [17, S. 40] mit der Systemgeschwindigkeit v = (v1,...,vx), dem diskreten Ortsschritt
Az, und der Temperaturleitfahigkeit o

v Az

Pe, =
€L 20 )

(3.5)

wobei Pe < 1 numerische Losungen ohne unphysikalische Oszillationen vorhersagt. Nahe-
liegend ist, dass die Péclet-Zahl Pe eine mogliche Steuergréfie ist, um in einem instabi-
len numerischen System adaptiv die Losungsmethoden anzupassen. Unter anderem wird
sie in den finiten Elementen bei den Methoden zur inkonsistenten Streamline-Upwind
(SU), der Streamline-Upwind-Petrov-Galerkin-Methode (SUPG) und den Galerkin-Least-
Squares (GLS) als Hilfsgrofle fur kiinstliche numerische Diffusion verwendet [34, 17, 35].
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4 Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode ist ein Diskretisierungsverfahren, um numerische Ndherungs-
l6sungen von partiellen Differentialgleichungen (PDGL) zu berechnen. Besonders fiir an-
wendungsorientierte Probleme ist es einfacher, eine Naherung zu bestimmen als die exakte
analytische Losung herzuleiten. Zudem liegen keine universellen Losungen zu den Warme-
transportgleichungen in Kapitel 2.1 vor. Mit der FEM kann ein lineares Gleichungssystem
aufgestellt und damit in die Loésungsfindung eingestiegen werden. Fiir die fourierschen
Transportgleichung sind Systeme in Form von Matrizen und Vektoren gegeben [35, Kap.
8.4], aber fiir die erweiterten Warmetransportgleichungen existieren nur Darstellungen fiir
ein bewegungsfreies System vy = 0 [84, 53]. Im Zuge eines Kontinuums mit der System-
geschwindigkeit |vg| > 0 wird die finite Elementediskretisierung der christovschen Wér-
metransportgleichung (2.11) in ein lineares Gleichungssystem tberfithrt und die zur FEM
gehorenden Grundlagen gezeigt. Diese sind die Naherung der Feldgréfle T' in Kapitel 4.1,
die Schritte zur isoparametrischen Koordinatentransformation in Kapitel 4.2, das finite
Rechteckelement in Kapitel 4.3 und die Umformung der PDGL mithilfe der Methode der
gewichteten Residuen in eine gewthnliche Differentialgleichung in Kapitel 4.4. Zudem wer-
den Stabilitdtsmechanismen in Form von kiinstlicher numerischer Diffusion in Kapitel 4.5

aufgefithrt und entwickelt.

4.1 Naherungslosung der Temperatur

Die FEM setzt bei der Findung der Naherungslésung mit der Interpolation der skalaren
Feldgrofle v im finiten Element an. Die Interpolation der Feldgrofie w in einem finiten
Element wird tiber die Summe der Formfunktionen N; und der Grofie a; beschrieben. Nach

Zienkiewicz & Taylor [86, S. 165] ist die allgemeine Naherung einer skalaren Feldgrofie u:
n
uxU= ZNiai (4.1)
i=1
mit der Anzahl n Summen. Es wird a; = u; festgelegt und damit ist die Unbekannte
a; einer Feldgrofle u; an jedem Elementknoten ¢ expliziten Werten zuschreibbar. Diese

Naherungsbedingung wird weiter in die Formfunktionen N; fiir jeden Knoten getragen.

Das bedeutet, dass im Fall a; = ugp am Knoten gilt:

= ( Nl> ug = up (4.2)
i=1

2
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und damit ist die Kontinuitdt im Element sichergestellt durch

> N =1 (4.3)

Diese Eigenschaft ist im englischen Sprachraum als partition of unity bekannt, welche
fiir die Bildung von Standardformfunktionen N essentiell ist und sicherstellt, dass an den
Knoten die Néherungsbedingung erfiillt wird [81, S. 91]. Weiterfithrend treten die Form-
funktionen N in Ansatzfunktionen auf, welche von der Geometrie des finiten Elements
abhéngig sind und den Funktionsverlauf der Feldgrofie T' bestimmen. Diese Ansatzfunk-
tionen sind stetig, erfiilllen mathematisch die Cy-Bedingung (Knicke im Funktionsverlauf
zwischen den Elementen sind erlaubt, aber keine Singularitdten) und jedem Elementkno-
ten wird eine solche Funktion und damit auch eine Formfunktion N zugeordnet [81, Kap.
4.3]. Da es sich um eine Ndherung handelt, haben die Funktionen Auswirkungen auf die
numerische Losung. Es sind ndmlich nur Temperaturverlaufe im finiten Element moglich,
die durch die Funktionen beschrieben werden. Diese Funktionen versteifen das System
und bilden nicht den tatséchlichen sondern einen genidhertes Temperaturverlauf im dis-
kretisierten Korper ab. Damit kénnen gegeniiber dem realen Korper die Temperaturen
betragsméfig kleiner sein. Um die Formfunktionen N in die Warmetransportgleichungen
zu implementieren und das damit einhergehende Umsetzen der Naherungslésung nach dem
Vorbild von Gleichung (4.1) einfach zu halten, sind nach Huebner, Dewhirst & Smith [35,

S. 352] die Elementtemperatur und Gradienten angenommen mit:

= (x1,....,71), (4.4)
= >N (4.5)
8T OTY
Z Nf =5 (4.6)
62Te n e
ol (z,t) Z i 3t2 und (4.7)
8T€ 8

n
Z (4.8)
=1
In Gleichungen (4.5) wird die Elementtemperatur T¢(xz,t) iiber die Summe der Form-
funktionen N/ und Temperaturen 77 zum Knoten ¢ sowie ihre zeitlichen und rdumlichen
Ableitungen in (4.6) bis (4.8) gebildet. Zwischen den Knoten ¢ kann die Elementtempe-
ratur 7¢(x,t) mit existierenden [4, 34, 35, 86] oder mit individuellen [64, 69] Interpola-
tionsfunktionen N beschrieben werden. Das Losen der Wéarmetransportgleichungen geht

in Matrizen- und Vektorform von statten. Hierfiir werden die Knotentemperaturen 7} in
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den Elementtemperaturvektor T
TC(x,t) = (4.9)

fiir n Knoten geschrieben. Die zugehorigen Formfunktionen eines Elements mit n-Knoten

sind im Zeilenvektor IN¢ aufgefiihrt:
Ne(z)= (Nf N5 .. Ng). (4.10)

Zuziiglich sind die Ableitungen der Formfunktionen fiir die rdumlichen Gradienten in den

B¢ Vektor geschrieben, welcher bei k-dimensionalen Problemen die Matrizenform B¢ an-

nimmt:
ONy  ONS§ ONE
o1 o0x1 o 0x1
B(z) = | : . (4.11)
ONy ONE
I, . Dy

Die zeitlichen Ableitungen werden aus dem Skalarprodukt der Vektoren der Formfunktion
N¢in (4.10) und Temperatur T in (4.9) gebildet und sind:

T¢(z,t) = N°(z)T(t), (4.12)
83: (z,t) = N°(z)Te(t), (4.13)
2e

8dtT2 (z,t) = N°(z)Te(t). (4.14)

Die rdumlichen Ableitungen der Elementtemperaturen T (4.9) sind mit B¢ aus (4.11):

2] = B (@)T*(1). (4.15)

4.2 Isoparametrische Transformation

Fiir standardisierte Berechnungen, wie bei der numerischen Integration [4, Kap. 4.1], wer-
den in der FEM die Elemente aus einer globalen Doméne in das zeitliche isoparametrische
System transformiert. Die Transformation zwischen dem globalen & = (z1, ..., ) und iso-
parametrischen & = (&1, ..., §;) System wird iiber die Funktionalmatrix der Jacobischen J¢
und den Interpolationsfunktionen N ermdglicht. Nach dem Vorbild von Bathe & Wilson

[4, Gl. 4.18] ist die Koordinatentransformation:

x(€) =Y Ni(&)w; (4.16)
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4.8 Ansatz- und Formfunktionen des Rechteckelements

mit der Knotenanzahl n und der isoparametrischen Formfunktion N;(€) zum Knoten i.
Die Jacobi-Matrix J¢ wird aus den partiellen Ableitungen von Gleichung (4.16) und damit
in der Matrix B¢ entwickelt. Die Kopplung der Systeme kann so iiber ihre Ableitungen
beschrieben werden, welche das Verhéltnis aus der rdumlichen Differenz zweier Punkte,
die zur selben Elementseite gehoren, zu ihrer normierten isoparametrischen Elementsei-
tenlange ist. Die Jacobi-Matrix J¢ ist abhéngig von der rdumlichen Dimension und ist eine
k x -Matrix [39, Kap. 47.3]:

Oy Oy
061 0§
Je=|: : (4.17)
(2298 Oy,
231 23

Ergénzend ist die Determinante der jacobischen Matrix eine weitere Skalierung zwischen
den Koordinatensystemen. So ist bspw. in 2-D das Vierfache der isoparametrischen Jacobi-
Determinante die tatséchliche Elementfliche. Hierfiir wird die Inverse gebildet, welche die
Form hat [83, Kap. 3]:

L 06 0% get oo get 1 |—8z2 Oz
Je = |0z Oz | — 11 12 — 982 981 (4 18)
06 0% Je bt get |Je| dxr1  _Om :
8302 8322 21 22 652 852
mit der Determinante 9 & 5 O
o) = S0 LT (4.19)

T 06 06y D& D&

4.3 Ansatz- und Formfunktionen des Rechteckelements

Die Nédherungslosungen der skalaren Feldgrofle in Gleichung (4.1) sind durch individuelle
Formfunktionen aus Kapitel 4.1 darstellbar. Die Basis meistgenutzter FEM-Programme
sind jedoch die Standardformfunktionen [86, Kap. 8] und werden iiber die Ansatzfunktio-
nen hergeleitet. Die Ansatzfunktionen kénnen linear, quadratisch und mit héherer Ord-
nung iiber das pascalsche Dreieck in Abbildung 4.1 entwickelt werden. Vor dem Hinter-
grund, dass der Wellencharakter der PDGLs die FEM-Losung stort, werden steife lineare

Elemente bevorzugt, aber auch quadratische Elemente herangezogen, um beziiglich der

— Lineares Lagrange-Element

— Quadratisches Serendipity-Element

1, Ordnung ............................
2. Ordnung oo & 2

N 71 ’ \’ 71 N
n. Ordnung =~ 3 16 &€ ¢

Abbildung 4.1: Pascal-Dreieck fiir ein 2-D-System [86, Kap. 8.4].
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numerischen Untersuchungen in Kapitel 7 einen Vergleich zu ermdéglichen. Zudem wer-
den Rechteckelemente verwendet, um ein strukturiertes und qualitativ hochwertiges Netz
zu erstellen und damit erste Diskretisierungsfehler zu vermeiden. Diesbeziiglich werden
die Funktionen des linearen Lagrange- und des quadratischen Serendipity-Elements vor-
gestellt. Das Herleitungsschema der Ansatzfunktionen zur Elementtemperatur T¢ und die
anschliefende Ableitung auf die Formfunktionen N€¢ ist fiir jede Elementart identisch.
Das Vorgehen wird nun stichpunktartig erkldrt und anschliefend fiir das linearen und das

quadratische Rechteckelement gezeigt:
1. Ansatzfunktion 7° durch die Ndherung mit dem pascalschen Dreieck aufstellen,

2. Einsetzen der Koordinaten fiir jeden Eckknotenpunkt und umstellen nach den Un-

bekannten ¢; und

3. Substitution der Unbekannten ¢; in die Ansatzfunktion 7°¢ aus 1. sowie Sortieren

nach den Elementknotentemperaturen.
4.3.1 Lineares Lagrange-Element

Das lineare 2-D-Lagrange-Rechteckelement wird in den FEM am haufigsten verwendet
und die Ansatzfunktion T sowie die Formfunktionen N€¢ im isoparametrischen Koordina-
tensystem nachfolgend gezeigt. Hierzu ist es in Abbildung 4.2a) im globalen kartesischen
r1x9-System dargestellt. Das Elementgebiet ¢ ist {iber den Rand I' und den Eckkno-
tenpunkten eingeschlossen, an denen die Knotentemperaturen 7 eingezeichnet sind. In
b) ist das zugehorige isoparametrische Element gezeigt, welches im &;£>-System zwischen
den Intervallen & = [—1;1] und & = [—1; 1] aufgespannt ist. Die Intervallbereiche liegen
bewusst bei [—1; 1] und sind eine Art der Normierung, welche bspw. die numerische raumli-
che Integration erleichtert. Die Ansatzfunktion des linearen Lagrange-Elements wird tiber

das pascalsche Dreieck in Abbildung 4.1 hergeleitet. Dabei werden die Terme 1, &7, & und

a) . b) &
A
o1l e i I T3
7 (_171) (171)
T3
2,371 re
&
xQ’l:: Tl6 T2e ('17'1) (17'1)
2.2 | | | | e s
T T T T =
0 1,1 T14 r1,3 T1,2

Abbildung 4.2: Lineares Lagrange-Elemente: a) im globalen System, b) im isoparametri-
schen System.
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&1& mit der Unbekannten ¢; multipliziert:

T¢(&1,&2) = leG + €561 + €582 + €561 0. (4.20)

Die Koeffizienten € in Gleichung (4.20) sind bestimmbar durch das Aufstellen eines Glei-
chungssystems aus den Knotentemperaturen 7°. Die Knotentemperaturen 7 sind die
Eckrandwerte der Elementtemperatur und werden deswegen mit der Ansatzfunktion in
Gleichung (4.20) ausgedriickt. Hierfiir werden die Koordinaten zu den Grenzen in den
Intervallen des &;&2-Systems eingesetzt. Die Knotentemperaturen 7} zu Abbildung 4.2b)

sind:

Te(—1,—-1
TS(1, -1
TS(1,1
Te(—1,1

—f - — S+,
—i+ e -5~

=eG + €] + €5 + €5,

~— ~— ~— ~—

=€ — €] + €5 — €5,

Mit der Annahme bekannter Knotentemperaturen sind die Koeffizienten ¢¢ durch das

vorliegende Gleichungssystem (4.21) bis (4.24) losbar:

T + 15 + 15 + Ty

& = 1 , (4.25)
ng_ﬁzg_ﬁ, (4.26)
@:H_KZH_E, (4.27)
QZK*EZH*H. (4.28)

Substitution dieser Koeffizienten in die Ansatzfunktionsgleichung (4.20) und Ordnen nach
den Temperaturen, fiihrt auf die Darstellung der Elementtemperatur 7°¢(&;,&2) mittels

den Formfunktionen:

T°(&1,6) = N{T{ + N5T5 + N3T§ + NIy (4.29)
und
Nf = 10— &)1~ &), (130)
N = T+ E)(1 &), (4.31)
N = {0+ 8)(1+&), (1.32)
1

Ni=71-&)1+&) (4.33)
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4.3.2 Quadratisches Serendipity-Element

Das quadratische 2-D-Serendipity-Rechteckelement fiihrt im Gegensatz zum linearen Ele-
ment einen Mittelknoten auf dem Rand I'® auf. Dadurch ist es weniger steif und bietet sich
flir eine bessere numerische Néherung fiir das Wellenverhalten der hyperbolischen Wir-
metransportgleichungen an. Es ist in Abbildung 4.3a) im z1x2-System dargestellt und das
Gebiet Q¢ wird iiber acht Knoten mit dem Rand I'® aufgespannt. Das zugehérige isopara-
metrische Element ist in b) ergédnzt und im &;&»-System tiber die Intervalle von §; = [—1; 1]
und &y = [—1; 1] definiert. Die Ansatzfunktion zur Elementtemperatur 7°(;, £2) setzt sich
iiber die Terme 1, &1, &9, €169, die quadratischen Koordinaten ¢2 und &2 sowie die kubischen

Erweiterung £2€, £1€5 aus dem pascalschen Dreieck zusammen:

TE(€1,&) = le§ + €5&1 + €58 + 56180 + €567 + €265 + €§€iéo + 26165 (4.34)

Die Bestimmung der Koeflizient € gestaltet sich iiber ein Gleichungssystem aus der An-
satzfunktion (4.34) zu jedem Knotenpunkt. Die Knotentemperaturen sind zu den isopa-
rametrischen Koordinaten und Abbildung 4.3b):

TP (—1,—-1) =€; — €] — €5+ €5+ €] + €5 — e — €5, (4.35)
T5(0,—1) =€f — €5 + €5, (4.36)
T5(1,—1) =€§ + € — €5 — €5 + €5 + €& — €g + €7, (4.37)
TE(1,0) = + € + €5, (438)
TE(L, 1) =g + €6 + € + €5 + €5 + 6+ + €, (439)
TE(0,1) =€+ €§ + €, (4.40)
TH(~1,1) = — € + 65 — e + ¢ + b +cf— (.41)
TS(—1,0) =€ — €5 + €5. (4.42)
a
) e, b) 6
A T75 A 6@ TSE
To 74
o GEVR [CSVIRERY
2,61
T25T
o g+ T¢ |(-1,0) (1,0)| T§
T2aT &
2o 1+
:E%:%—- ('17'1) (07'1) (17'1)
| T T T
0 1 1 1 1 ;331

T | T
T1,1 Z1,7 T1201,6 215 1,3
1,8 1,4

Abbildung 4.3: Quadratisches Rechteckelement: a) im globalen System, b) im isoparame-
trischen System.
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Durch Umstellen und Substitution sind die Koeffizienten e¢ bestimmbar:

TS+ TS+ TE + TS —T5 — T — T¢ — T¢

g . y : (4.43)
r _ 17 ; Tsi (4.44)
€ :LgTz (4.45)
=1 ZTE’e —h (4.46)
< — —T§2— T TE + T I T§ + TF (4.47)
62:—T§2—T5Tf+T§ZT§+T§’ (4.48)

y T3 ; Te TE — TS ; Tf + 1% (4.49)

e :TSe;Tf T?’e_TfZTg_T;. (4.50)

Die Elementansatzfunktion 7¢(&1, £2) mit den Formfunktionen aus den Koeffizienten ergibt

sich zu:
T¢(&1,&) = NITY + N5T5 + N3T5 + NiTy + NSTs + NgTg + N:17 + NgTg. (4.51)

Die zugehorigen Formfunktionen sind im isoparametrischen System:

Nf=— 10— &)1~ &)1 +6 +6&), (4.5
N§ = (1- €)1~ &) (.59
N§=— (1 +6)(1- &)1 -6 +&), (450
Nf =3 (1+6)(1 - &), (1.55)
N§ = (1 +8)1+ &)1 -6~ &), (1.56)
NE =1 (1- )1+ &) (.57
NE=— (1= )1+ &)1 +6 ~ &), (4.59)
Ng :%(1 —&)(1+&). (4.59)

4.4 Diskretisierung der Transportgleichungen

Der Warmetransport nach den Gleichungen von Fourier (2.4), Cattaneo-Vernotte (2.7) und
Christov-Cattaneo (2.11) sind partielle Differentialgleichungen und werden als starke Form

bezeichnet, da sie die exakte Losung in jedem Punkt eines Problemgebiets erfiillen. Fiir in-
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dividuelle Anfangsrandwertprobleme miissen die Losungen der Gleichungen immer erneut
angepasst werden und da keine allgemeingiiltigen analytischen Losungen existieren, wird
die schwache Form der PDGLs durch die Methode der gewichteten Residuen entwickelt
[35, Kaptiel 4]. Die Methode der gewichteten Residuen (engl. the method of weighted resi-
duals) ist ein Weg, um numerische Naherungslésungen fiir partielle Differentialgleichungen
zu finden. Hierzu geben Finlayson & Scriven [26] einen Uberblick iiber die verschiedenen
Méglichkeiten und behandeln den am weitest verbreiteten Ansatz nach Galerkin. Der An-
satz nach Galerkin wird nur auf die Warmetransportgleichung nach Christov angewendet,
da von ihr auf die anderen Gleichungen nach Fourier und Cattaneo geschlossen werden

kann.
4.4.1 Methode der gewichteten Residuen

Das Ziel der Methode der gewichteten Residuen ist es, das Residuum der numerischen
Losung in allen Punkten des Problemgebietes kleinstmoglich werden und damit gegen
Null gehen zu lassen. Das wird mathematisch nach dem Vorgehen von Wagner [81, Kap.
4.3] mit zwei Schritten an der Warmetransportgleichung (2.7) nach Christov umgesetzt.
Zunéchst werden alle Terme auf eine Seite umgestellt und diese dann als Residuum R
definiert [23]:

R=(1Ty +27(v-VT) + Ty + 7(v - V)*T + (v - V)T) — aV>T. (4.60)

Im weiteren Schritt wird fiir die numerische Naherungslésung dieses Residuum iiber das
Gebiet ) mit einer Testfunktion w als Gewichtung multipliziert und anschlielend inte-

griert. Wird dieses Integral dann zu Null, ist die Differentialgleichung erfiillt:
/ WwRAQ = 0. (4.61)
Q

Ein Vorteil dieser Methode ist es, dass sie einen Mittelwert durch die Integration bildet
und damit die Anforderung reduziert wird, die Losung punktweise exakt zu bestimmen.
Weiterfiihrend schrénkt aber in Gleichung (4.60) der Diffusionsterm mit seiner Ortsablei-
tung zweiter Ordnung zu mathematischen festen Vorgaben fiir die Naherungslésung ein.
Nach Wagner [81, S. 52] bedeutet das, dass die Ansatzfunktion der Temperatur 7' einmal
stetig ableitbar sein muss. Folglich ist gefordert, dass die erste Ableitung der Funktion
maximal einen Knick und ihre zweite Ableitung einen Sprung aufweisen darf, mathema-
tisch liegt damit die C-Stetigkeit vor. Eine solche Forderung ist durch Ansatzfunktionen
héherer Ordnung erfiillbar, jedoch werden sie durch ihre hohere Differenzierbarkeitsanfor-
derung und Nichtlinearitat, vor allem fiir ihre zunehmende Komplexitit in 2-D und 3-D,
nicht bevorzugt. Daher wird die Cy-Stetigkeit herangezogen, in der lediglich die Bedin-
gung gestellt wird, dass die Losung des Temperaturfeldes {iber die Elemente und an ihren
Kopplungsknoten stetig sein muss. Das erfiillt die aufgefiihrte Cp-Bedingung aus Kapitel

4.1 und damit konnen die vorangegangenen Herleitungen zu den Ansatz- und Formfunk-
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tionen der Elemente sicher angewendet werden. Infolge der Stetigkeitsbedingung werden
die Terme mit rdumlichen Ableitungen zweiter Ordnung mittels partieller Integration auf
eine erste Ordnung reduziert. Gleichung (4.60) fithrt zwei rdumliche Ableitungen zwei-
ter Ordnung mit, welche im Advektions-Diffusionsterm 7(v - V)?T und im Diffusionsterm
aV2T vorliegen. Es soll hier die Annahme einer isotropen Wirmeleitfihigkeit sowie iso-
tropen Relaxationszeit geniigen und damit haben die Diffusionsterme, durch Uberlegung
und in Anlehnung an die Rechenoperationen mit dem Gauss-Green-Theorem nach Donea
& Huerta [17, S.24, S.109], folgende Formen:

2 = — T\V - w,v - TV N)w, v - .
/QwT('v-V)TdQ— /Q( Vu, VT)dQJr/F (v-nyw,v-VT)dl  (4.62)

und
1
- / waVATdQ = / aVw - VTdQ — — / wA(n - VT)dT. (4.63)
Q Q pc Jr

Die Gewichtungsfunktion w wurde um eine rdumliche Ableitungsordnung erhéht und die
Integrationsterme erhalten Normalenvektoren n auf den Rand I'. Substitution der parti-

ellen Integrationen in Gleichung (4.61) fithrt auf:

/w(TTtt +27(v-VT)+ T+ (v-V)T)dQ — / 7(v - Vw,v - VT)dQ
Q Q
1 (4.64)
+/ aVw - VTdQ = —/ 7((v-n)w,v-VT)dl' + — / wA(n-VT)drl.
Q r PCIT S ——r

RB

Gleichung (4.64) ist die schwache Form der Wéarmetransportgleichung nach Christov-
Cattaneo, da ihre Differenzierbarkeitsanforderung geringer ist als die der urspriinglichen
partiellen Gleichung. Die Gleichung fiithrt zwei Randintegrationen auf, worin der erste
Term Fliisse iiber die Elementrdander beschreibt und der zweite Term die Randbedingun-

gen RB der globalen Doméne festlegt.
4.4.2 Randbedingungen

Eine Besonderheit der Methode der gewichteten Residuen ist die Einfithrung des Zusatz-
terms fiir die Randbedingungen. Er muss eindeutig definiert sein, um das Warmetrans-
portproblem zu schlieflen. Hierzu besteht umfassende Literatur und es werden die drei
bekanntesten Randbedingungen nach Polifke [58, Kap. 2.3] aufgefiihrt:

1. Art: Dirichlet
Die Randbedingung der ersten Art wird durch die Vorgabe der Wandtemperatur Tyy

an den Knoten der Réndern I' als Bedingung nach Dirichlet bezeichnet:
Tr = Tw. (4.65)

Hier ist die Temperatur Ty am Knoten bekannt, wodurch sich die Anzahl der zu

berechnenden Elementknotentemperaturen um jeweils die Anzahl der vorgegebenen
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Dirichlet-Randbedingungen reduziert.

2. Art: von Neumann
Die Randbedingung zweiter Art ist die Bedingung nach von Neumann. Sie wird
durch einen Wandwéarmeflussvektor ¢w an den Réndern I' in das Gebiet () festgelegt

und damit ist auch der Gradient nach Fourier gegeben:
A(n - VT)\F =N gw. (4.66)
Fiir das numerische Integral iiber den Rand bedeutet das mit der Jacobischen J;:
/wa(n .VT)drl = n/quW s dT. (4.67)

3. Art: Robinson
Die Randbedingung dritter Art ist die Bedingung nach Robinson. Hierin wird eine
gemischte Randbedingung beschrieben, worin der Warmeflussvektor ¢w in die Wand

durch konvektive Bedingungen ¢j, ersetzt wird:

Gw —qn =0 — qw = qn,

(4.68)
A(n - VT)]F = h(Ts — Tw).
Eine weitere Darstellungsform ist:
MTsx — Tw) = —hTw + hTw. (4.69)

Wird die Robinson-Randbedingung in die Integration eingearbeitet, so ergibt sich:

/ wA(n - VT)dT = / wh(TS, — Tyy) JdT. (4.70)
Iy Iy

4.4.3 Galerkin-Methode

Das Losen von Gleichung (4.64) wird durch die FEM nach Galerkin umgesetzt. Zunéchst
wird die Gewichtungsfunktion w durch die Formfunktion N ersetzt, da diese geméfl Glei-
chung (4.3) die Kontinuitét gewédhrleistet und somit auch die Gewichtungen im System
richtig verteilt werden. Nach Huebner, Dewhirst & Smith [35, Kap. 4.2] ist

UJj = Nj (4.71)

ij :ZNJ- = 1. (4.72)
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Die Matrizen und Vektoren werden iiber das Einsetzen der Temperaturen aus Gleichungen
(4.12) bis (4.15) erhalten. Die geordnete Galerkin-Form der Wérmetransportgleichung
(4.64) nach der Temperatur 7 ist:

/NTNdQ (rT +1T) +/(Je_1BT)a(Je_1B)dQT
Q Q

M Ko

T, (1e-1 -] B v-(Je BT v (Je ! T
+/QN v (J°T'B)dQ (27T + T) /Q( (J*7°BY),v - (J°7°B))dQrT (4.73)

Ko Kp

+/F((v-n)NT,v-(Je—lB))drTT: ;C/FNT(RB)dF.

kp b

In Gleichung (4.73) sind M die Warmekapazitdtsmatrix, K, die Warmediffusionsmatrix,
K, die Warmeadvektionsmatrix, Kp die Matrix und kp der Vektor zur Advektionsdiffu-
sion. RB steht im allgemeinen fiir die Randbedingung und wird durch den Kraftvektor f
ersetzt. Der Kraftvektor ist im Einzelnen:

Der Warmeflussvektor in das Gebiet mit

1

Fiw = — | NTGwdT. (4.74)
pcJr
Der Warmeiibergang ist )
H= 7/ NThW(Ty — Ti)dl (4.75)
pcJr
und kann in den Warmeiibergangsvektor
1 T
fo, = — | NT AT odl (4.76)
pcJr

sowie durch das Nutzen des ersten Ausdrucks in Gleichung (4.8) und anschlieBendem

Ausklammern der Wandtemperatur Ty als die Warmeiibergangsmatrix definiert werden:

1
K, =— [ NTANJdI. (4.77)
pc Jr

In einem weiteren Schritt werden die Matrizen und Vektoren gleicher Art durch die nach-

folgenden Kombinationen zusammengestellt. Die Steifigkeitsmatrix ist:
Ka,h =K, + K. (478)

Fiir den Kraftvektor folgt:
I = fow + fon (4.79)
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Die gewohnliche Differentialgleichung (ODE) der hyperbolischen Warmetransportgleich-
ung nach Christov-Cattaneo aus Kapitel 2.1.4 ist:

M(rT +T) + Ko (27T + T) + Ko T — (Kp — kp)7T = f. (4.80)

Ergéinzend fithrt die Reduktion von Gleichung (4.80) in die ODE-Form fiir die Transport-
gleichung nach Fourier in Kapitel 2.1.2 zu

MT + K, T+ K., T = f (4.81)
und nach Cattaneo-Vernotte in Kapitel 2.1.3 zu

M(tT +T) + Ko (7T + T) + Ko 1T = £. (4.82)

4.5 Numerische Diffusion

Réaumliche und zeitliche Ostzillationen sind im Nahfeld grofler Gradienten héufig stark
ausgeprigt und fithren zu unphysikalischen Ergebnissen. Besonders bei numerischen Né-
herungslésungen von advektiven-konvektiven Problemen entstehen stérende Oszillationen
und betreffen damit die Warmetransportgleichungen aus Kapitel 2.1. Um diesen Stérungen
entgegenzuwirken behilft man sich mit kiinstlicher Stabilisierung in Form von numerischer
Diffusion. Die Diffusionsmechanismen der konzentrierten Warmekapazitdtsmatrix und der
Streamline-Upwind-Petrov-Galerkin-Methode (SUPG) sind weit verbreitet und fiir die pa-
rabolische Gleichung nach Fourier ausreichend. Fiir die hyperbolischen Gleichungen mit
Hinblick auf grofle thermische Mach-Zahlen May;, sind die genannten Methoden unge-
niigend. Aus diesem Grund sind komplexere Vorgehen notwendig, die sich adaptiv auf
ortliche Storungen einstellen konnen. Diese Bedingung erfiillt die entwickelte orientierte
Relaxationszeit nach Feike & Mundt [25].

4.5.1 Konzentrierte Wiarmekapazitatsmatrix

Die konzentrierte Warmekapazitdtsmatrix bewirkt eine zusétzliche numerische Diffusion
und stabilisiert die Berechnung. Die Matrix wird mithilfe der Summenmethode oder einer
diagonalen Skalierung nach ihrer Spur auf Hauptdiagonaleintriage reduziert. Die Methoden
sind in Zienkiewicz & Taylor [86, Kap. 17.2.4] vorgestellt und setzen voraus, dass die
Erhaltung der thermischen Masse in der Doméne in Form der diagonalen Eintrige M;;

erfiillt sein muss:

> M = / pedS). (4.83)
i I
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Bei der Summenmethode werden alle Werte der j-ten Spalte in der i-ten Zeile summiert

und auf die Hauptdiagonale i geschrieben:

M =Y Mj;. (4.84)

J
Diese Methode ist nur fiir lineare Elemente empfohlen und fithrt bei héherer Ordnung
zu negativen Masseneintrigen und damit zu unphysikalischen Werten. Fiir lineare und

quadratische Elemente ist die diagonale Skalierung mit dem Faktor a der korrekte Ansatz,
sodass Gleichung (4.83) erfiillt wird:

Eine Moglichkeit, den Skalierungsfaktor a zu berechnen, besteht darin, das Verhaltnis der

Summe aller Matrixelemente zur Spur der Matrix zu verwerten:

N Zj Mz’j

a= Spur(M)’ (4.86)

Giltig fiir beide Methoden ist, dass alle Nebeneintrige ij der Matrix zu Null gesetzt

werden miissen, um die Massenerhaltung sicherzustellen.
4.5.2 Stream-Line-Upwind-Petrov-Galerkin-Methode

Numerisch stabilisierende Methoden fir advektive-konvektive Probleme sind in Donea &
Huerta [17, Kap. 2.4] gegeben. Hier wird unter anderem die géngigste Streamline-Upwind-
Petrov-Galerkin-Methode aufgefiihrt, die einen Stabilitdtsterm einfiihrt

/Q P(w)yRdS (4.87)

und der zu Gleichung (4.64) addiert wird. P ist ein Storterm und abhéngig von der Gewich-
tungsfunktion w. Der y-Parameter ist eine Regelgréfie und hat einen steuerbaren Einfluss.
Der Stabilitatsterm fligt sich in Gleichung (4.88) durch Addition ein [23]:

/QUJ(TTtt—FQT(’U'VT)t—FTt—F(’U‘V)T)dﬂ—/g

(v -V, v - VT)dQ +/ aVuw - VTdO
Q
+/ P(w)yRd2 = —/ 7((v-n)w,v-VT)dl' + 1 / wA(n - VT)dI.
Q r pc Jr
|\ S —
Stabilitatsterm

(4.88)

Der Stérterm P(w) ist nach Bochev, Gunzburger & Shadid [6] mit w = N; gegeben. Da
die Formfunktionen N; unabhéingig von den zeitlichen Anderungen sind, reduziert sich der

Storterm P(N;) um die partielle Ableitung 0; auf die rdumliche Ableitung:

P(N]) = Dt] :%-ﬁ- v - VNj = UBj. (489)
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Bei advektiven dominanten Problemen kann nach Huang & Usmani [34, Kap. 7.2.1] der
Diffusionsterm vernachléssigt werden, da dieser unbedeutend klein wird. Mit diesen Verein-
fachungen nimmt der Stabilitdtsterm folgende Form an, mit dem Residuum aus Gleichung

(4.60):
/QP(N]-)'deQ: /Q('U‘VNj)’Y(TTtt—f-2T(U-VT)t+E+T(U~V)2T+(’U-V)T)dQ. (4.90)

Der Stabilisierungsparameter ~ sollte so gewédhlt werden, dass die numerische Naherung
die Losung am Knoten exakt abbildet. Um den bestmoglichen y-Parameter zu finden,
werden in der Praxis die Losungen einfacher 1-D-Probleme analytisch hergeleitet und mit
den numerischen Losungen verglichen. Mit anschlieSender Fehleranalyse wird der ~-Wert
iterativ bestimmt. Fiir die stationére Losung einer Advektions-Diffusions-Gleichung geben
Donea & Huerta [17, S. 263], mit der kunstliche Diffusion a,

a
= — 4.91
7= o (4.91)
an und fiir die instationédre Losung:
a 1
= ——. 4.92
7T 2pPe (4.92)
Bei © = 1/2 reduziert sich die Gleichung auf (4.91). Die kiinstliche Diffusion & ist:
Le 1 Le
o= BU = faPe, mit [ = coth (Pe — ) und Pe= 22 (4.93)
2 Pe 2a

Zuséatzlich wird die kiinstliche Diffusion & {iber die Geschwindigkeit v anisotrop gestaltet,
was auch als inkonsistente Methode bezeichnet wird. Das soll eine nicht notwendige kiinstli-
che Diffusion in unproblematische Richtungen vermeiden und die Lésung dadurch nicht be-
einflussen [66, Kap. 6.8 & 6.9]. Weitere y-Parameter sind von Bouchev [6] zur Advektions-
Diffusions-Gleichung, von Shakib [68] fiir instationdre Losungen der Advektions-Diffusions-
Reaktions-Gleichung und nach Soulaimani & Fortin [70] fiir die Navier-Stokes-Gleichung
gegeben.

Fiir das weitere Vorgehen wird der Stabilitatsterm in Gleichung (4.87) durch die parti-
elle Integration wie in Kapitel 4.4.3 ausformuliert. Zudem werden die Gewichtungen w in
Gleichung (4.88) nach der Methode von Galerkin mit w = N ersetzt. Die Warmetrans-
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portgleichung nach Christov-Cattaneo in der SUPG-Darstellung ist:

/Q (NT v (3°7'B)T)NdQ (7T + T

Msura

+ / (Je'B) (I 'B)Q T
Q

Ko

+ /Q (N" +v-(J°7'B)Ty)v - (J°7'B)dQ (277 + T) (4.94)

Ky, supa

- /Q (1+v-I'B)Ty)(v- (I 'B)T,v- (I 'B))dQrT

Kp,sura

—I—/F(('v-n)(NT—l—v-(Je_lB)Ty),'v-(Je_lB))dFTT: :C/FNT(RB)CZF.

kp sura f

Wie zur Galerkin-FEM miissen die Randbedingungen beschrieben werden. Der Warme-
flussvektor der SUPG ergibt sich zu:

1 o .
-fC]W,SUPG = PC/F (NT tuv- (J 1B)T’y)qwdl_‘. (4'95)

Der Warmeiibergang ist der FEM nach Galerkin gleich, da eine partielle Integration auf-

grund des vernachléssigten Diffusionsterms ausbleibt:
1
H= 7/ NTh(Ty — Tw)dr. (4.96)
pc Jr

Der Ausdruck zum Wérmeiibergang kann in den Wéarmeiibergangsvektor

1
flih,SUPG = 7/ NThTOOdP (4.97)
pcJr
und in die Warmetiibergangsmatrix
1
K supg = — / NN Jdl (4.98)
pcJr

aufgeteilt werden. Die Kombination identischer Matrizenarten iiberfithren das Vorange-

gangene in eine einfachere Darstellungsform, wie die Steifigkeitsmatrix:

KS nsure = KS sure + K, suprc- (4.99)

Die Kraftvektoren an den Randern der Doméane werden zu:

fSeUPG = fq'ew,SUPG qeh,SUPG' (4.100)
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Die Matrixdarstellung nach der SUPG-Formulierung ist fiir die hyperbolische Wéarme-
transportgleichung (2.11) nach Christov:

Msupa (TT + T) + Ky supc (27T + T) + Ko nsurcT (4.101)

—(Kp,supc — kb supc)TT = fsupa.

Dieses System gleicht der verallgemeinerten Galerkin-FEM-Formulierung in Gleichung
(4.80). Damit ist es ein leichtes und identisches Vorgehen, die Gleichungssysteme nach
Fourier und Cattaneo-Vernotte in die SUPG-Methode umzuwandeln. Die parabolische

Wiérmetransportgleichung (2.4) ist mit den Stabilisierungsparametern:

MsupcT + Ky supaT + KansuraT = fsupa. (4.102)
Fiir die Cattaneo-Vernotte-Gleichung (2.7) folgt:

Mgupa (TT + T) + KU,SUPG (TT + T) + Ka,h,SUPGT = fsupra- (4.103)

Die Stream-Line-Upwind-Petrov-Galerkin-Methode hat durch die Abhéngigkeit der Péclet-
Zahl die Eigenschaft, dass bei hoherwertiger raumlicher Auflésung und damit bei kleiner
werdenden Elementen ihr Einfluss schwindet. Im Verlauf der Untersuchungen war das nur
teilweise fiir die Wellengleichungen zielfithrend bei allgegenwértigen grofien Gradienten an
der Wellenfront. Daher wurde ein adaptiver Stabilitdtsmechanismen nach der orientieren

Relaxationszeit entwickelt.
4.5.3 Orientierte Relaxationszeit

Die numerischen Rahmenbedingungen, die thermische Stoflfront ordentlich aufzultsen,
fordern die Entwicklung einer adaptiven numerischen Stabilisierung. Aufgerollt in numeri-
schen Untersuchungen nach Feike & Mundt [25], fithrt Gleichung (4.73) Temperaturschwin-
ger auf, welche numerisch und mathematisch aufgrund des Wellencharakters korrekt sein
mogen, aber physikalisch fragwiirdig sind. Da der Wellencharakter durch die hyperbolische
Form und iiber die Relaxationszeit 7 bestimmt ist, ist sie eine mogliche Stellschraube, um
eine geniigende Stabilitdt der numerischen Berechnung zu bewirken. Der gewéhlte An-
satz ist, an Stellen grofler rdumlicher und zeitlicher Gradienten die Losung zu glatten.
Die Umsetzung erfolgt durch die Oriented-Relaxation-Time (ORT) mit einer orientierten
Relaxationszeit Torr zur Stabilisierung nach Feike & Mundt [25]. Diese numerische orien-
tiere Relaxationszeit Tort ist iiber die materialabhéngige Relaxationszeit 7 und dann zur
Potenz mit dem Maximum des orientierten Stabilitdtsparameters nach dem Ort ug oder
der Zeit p definiert:

ToRT = 7MW b) (4.104)

Die orientierten Stabilitdtsparameter stellen dabei eine adaptive Grofie zu den rdumlichen

Gradienten im Nahfeld und zeitlichen Gradienten im Element dar. Der rdumliche Para-
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meter pg ist ein normierter Mittelwert, der durch die zeitlichen Nachbarelementwerte 77,

der Anzahl n und dem Hauptelement 7¢=! gebildet wird:

Y, T¢ — !
oo T+ nT!

fis = +1. (4.105)

Beziiglich des zeitlichen Parameters p ist nur das Hauptelement von Interesse. Hier wird
die Elementtemperatur zum aktuellen Zeitpunkt T;—3 gegeniiber den letzten Ti_o und

vorletzten T;—; Berechnungspunkt gemittelt:

T+ Ty — 273

— |+ 1. 4.106
T+ 15+ 2T3 ( )

Mt:’

Die Vorteile dieser Definitionen der Parameter  und Schreibweise von 7ort in Gleichung
(4.104) stellen sich wie folgt dar [25]:

1. Sie sind lokal,

2. sie haben bei kleinen rdumlichen und zeitlichen Anderungen einen geringen Einfluss

auf die materialabhéngige Relaxationszeit 7

3. und bei groflen Instabilitdten, wie sie an der thermischen Stoffront vorliegen, wird

7 nichtlinear angepasst.

Dariiber hinaus ist ein numerisch rdumlich abhéngiger Schalter integriert, der die orien-
tierte Relaxationszeit Togrr fiir eine vordefinierte Fallunterscheidung aktiviert. Es wird
unterschieden, ob ein Temperaturgradient V71° im Hauptelement vorliegt und ob er im
Vergleich zu den benachbarten Elementen das entgegengesetzte Vorzeichen mit signy,
aufweist. Das Vorzeichen wird durch Normierung des Gradienten jedes Elements und auf

das Hauptelement ausgewertet:

V,T¢ VT!
) — (4.107)

e = (Z VaTe) VLT

Trifft das zu, dann wird im zeitlichen Hauptelement die numerische Diffusion durch die
ORT-Methode verwendet, ansonsten die natiirliche materialabhéngige Relaxationszeit

belassen:

gmax(ps, ,  stgnV 0
TORT—{ h signVa #0. (4.108)

T, signVg =0

Abbildung 4.4 veranschaulicht die zeitliche Berechnung der Parameter ps und py fiir das
Hauptelement e = 1. Das Element befindet sich in einem globalen diskretisierten Bereich,
wird von vier Nachbarelementen umgeben und von einer thermischen Welle beeinflusst, die
sich in der z1-Richtung ausbreitet. Am gemeinsamen Elementrand von e = 1 mit 7" und
e = 3 mit T3 liegt ein Temperaturunterschwinger vor. Die Initialberechnung fiir die ORT-
Methode ist im rechten oberen Rand gegeben, in der zunichst die Elementtemperatur 7

nach Gleichung (4.5) und Gradienten V7 nach Gleichung (4.8) ermittelt werden miissen.
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Um die ORT iiber den numerischen Schalter zu aktivieren, muss das normierte Vorzeichen
der Gradienten in den Elementen e = [1, .., 5] bestimmt werden. Beispielsweise ergibt sich
fiir Element 3 ein negatives Vorzeichen in z; durch Ve, T%/|v,, 13| = V& T3 = —1. Wei-
terfithrend ist die Summe aller Nachbarelemente und Hauptelement signV,, = —6 # 0
und damit wird auf Element 1 die ORT-Methode angewendet. Abhéngig vom Maximal-
wert der Stabilitdtsparameter wird us oder py fiir die Berechnung der elementspezifischen
Relaxationszeit TorT genutzt. Dieser Vorgang wird fiir jedes Element einzeln im gesamten
diskretisierten Bereich zu jedem Zeitschritt durchgefiihrt und damit lokale TogrT ermittelt.
Einhergehend ist mit diese Methode ein zeitintensiver Berechnungsaufwand, der durch

eine parallelisierte Berechnung deutlich reduziert werden kann.

* raumlich: To=37 ) NieT"e  Initialisierung:
_ n Nie i,e
T2 Welle Va, Te = Ei:l ]{\3111 T

- — Gradienten T.2 Ve Te = Z?zl 3;; "€

VIQT =1 ; — n 2 n 3 n 4
signVg, = Vg T+ Ve T° + Vo T
+VR,T5 —4ve T = —6
- 785 signVg, = vnng;? + V%QT?’l + va, Tt
b ] ° ° ° +Ve, T° —4Vy, T =0

V‘; ’I‘1 =0 T3 Te:l T5 -

n 35 B e S R U il N
Ve, T2 =0 Hs T2 T3 TAfT5FaTT

_ | Ti4Te—2T
T4 o= | TR 41
%4
szT‘l =1 T - lokal: \
I
Te g T3+
e T2,4 \\
= T -
T3 T5 1
L | | |
x1 Ty \|/ I I
Vo T3 = —1va Tl =1 v T5 =1 j
Ve T2 =0

Abbildung 4.4: Berechnung der Stabilitdtsparameter; Box: Initiale Berechnungen und Bei-
spiel fiir die Aktivierung signy, # 0 fiir gegebene rdumliche Gradienten, links: Vorzeichen
der normierten raumlichen Gradienten fiir ps und rechts: zeitliche i, Parameter [25].






5 Zeitintegration

Die stationdren und instationdren Zustande eines Warmetransportproblems sind iiber das
Gleichungssystem AT = b berechenbar. Fiir stationdre Losungen von 1" geniigt die effekti-
ve Steifigkeitsmatrix A, bestehend aus den Matrizen K, » p, und kp und dem effektiven
Kraftvektor b, der sich aus den Randbedingungen in f ergibt, bzw. unter der Vernachlas-
sigung von M. Fiir instationdre Ergebnisse ist eine direkte Zeitintegration notig, wodurch
die Komplexitidt von und die Anforderung an die Steifigkeitsmatrix A steigt, die Kapa-
zitdtsmatrix M und zeitliche Ableitungen 7" sowie 1" zu beriicksichtigen. Im Kontext der
thermischen Welle ist die instationdre Losungsfindung unausweichlich und kann durch ei-
ne Umformung der ODE in Gleichung (4.80) nach der Temperatur wie folgt umgestellt
werden [23]:

T™™T + (M + 27K,)T + (K, + Ko, — TKp + 7kp)T = f. (5.1)

Aus dieser Umformung ergeben sich die bekannten Strukturen einer Bewegungsgleichung
eines Festkorpers aus der Kontinuumsmechanik. Die Kombination neuer Terme, wie M*,
C*, K* und R* als Massen-, Steifigkeits- und Dampfungsmatrizen sowie als Kraftvektor,

gestalten das ODE-Gleichungssystem kompakter und niitzlicher [23]:

M*T + C*T + K*T = R* mit

(5.2)
M*: =M, C*:=M+27K,, K" =K, + K, —7Kp +7kp, and R" := f.

Unter Zuhilfenahme von Bathe & Wilson [4, Kap. 8] und Zhou, Wen & Cai [85, Kap.
7] wird Gleichung (5.2) mit der ©-, Houbolt-, Linearen-Beschleunigungs-, Wilson-0- und
Newmark-Methode gelost. Dafiir wird die Ausgangsgleichung (5.2) in die vorgegebenen
Formen nach den Integrationsmethoden vorbereitet und fiir das spétere Einsetzen in das
Gleichungssystem AT = b umgeschrieben. Hinsichtlich der numerischen Berechnung wer-

den die Losungsalgorithmen tabellarisch zu den Zeitintegrationen erginzt.

47
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5.1 ©-Methode

Die ©-Methode ermdoglicht explizite und implizite Berechnungsschemata mit stabilisieren-
den Eigenschaften. Hierzu nennen Taler & Oclon [71] die ©-Werte und die Eigenschaften

der sich ergebenden Zeitintegrationen:
e O = 0: Euler explizit,
¢« O =
¢« O =

: Crank-Nicolson, semi-implizit,

WIN D=

: Galerkin, semi-implizit,
e O = 1: Euler implizit.

Um die ©-Methode auf die ODE (5.1) anzuwenden, kénnen die ersten Schritte mit Taler &
Oclon [71] und angelehnt an Huebner, Dewhirst & Smith [35, Kap. 7.5.3] gezeigt werden.
Denn sie fithren die Ndaherung zur Berechnung der Temperaturableitung iiber die Zeit der

ersten Ordnung auf. Diese sind
Toni1 = T + [(1 — 0) Ty + 0T, 41 At (5.3)

bzw.

T = Tt + [(1 = 0) Ty + 0T ] At. (5.4)

Hinsichtlich der zweiten Ableitung 7" in der Bewegungsgleichung (5.2) wird einfachheits-
halber (5.3) um eine Ordnung erhoht:

Trni1 = T + [(1 — O) Ty, + 0T, 11] At (5.5)
Dann wird Gleichung (5.2) zu den Zeitpunken m und m + 1 ausgedriickt:

M*T;, + C*T), + K*T;, = R*,, (5.6)
M*Tr1 4+ C* Tyt + KTy = R* i1 (5.7)

Die Erweiterung von (5.6) mit (1 — ©) und von (5.7) mit ©, fithrt auf:

(1-0)M*T}, + C*T), + K*T)) = (1 — ©)R*, (5.8)
OM* Typy1 4+ C* Tt + K* Ty 1) = OR* 41 (5.9)

Diese Gleichungen werden addiert und ergeben:

M*((1 — ©)Ty, + OTyt1) + C*((1 — ©)T}, + OT 1)

(5.10)
+K*((1 = ©)T} + OT 1) = (1 — ©)R*,, + OR* 1.
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Tabelle 5.1: Losungsalgorithmus zur ©-Methode.

A. Initialisiere Berechnung
1. Generiere Steifigkeitsmatrix: K* = K, +K, , —7Kp+7kp, Dampfungsmatrix
C* =M + 27K, und Massenmatrix M* = Mr,
initialisiere Ty, To und Tg,
berechne Integratlonskonstanten ap = 3 t2 ,a1 = At und ao = 2ayg,
bestimme T_; = Ty — AtTh + asTh,
generiere effektive Steifigkeitsmatrix A = agM* + a;C* + OK*,
konditioniere A = LU vor.

S ot N

B. Lose Gleichungssystem fiir ¢ + At
1. Erstelle effektiven Kraftvektor
b=0OR* m+1 T ( @)R* + M*( aglm—1 + ang) + C*a1 1y, — (1 - @)K*Tm,
2. lose Gleichung LUT,,11 = b,
3. berechne ggf. numerische Stabilitatsgrofien und wdh. A.1.; A.5. und A.6..

Einsetzen der Gleichungen (5.3) bis (5.5) ist dann:

Terl - 2Tm + Tmfl m+1 — Tm>
M* Cc| ——
( INE ) + < Al

+K*((1 - 0)T,, + OT41) = OR y1 + (1 — ©)RYy,.

(5.11)

Die Darstellungsform eines linearen Gleichungssystem kann iiber das Umstellen erreicht

werden:

(MM* + EC* + OK* ) il = <At2M* + 0 -0 @)K*)Tm

(5.12)

Die Definition der Terme links- und rechtsseitig vom Gleichheitszeichen, ergibt die effektive
Steifigkeitsmatrix A und den effektiven Kraftvektor b, welche das lineare Gleichungssystem

bilden und das dann anschlieBend numerisch gelost wird:

A = qgM* + ¢1C* + OK" und

b=06R;, 1 +(1-0O)R;, + M*(—aoT—1 + a2l + C'a1Ty,) — (1 — ©O)K'T5, (5.13)
1 1

@,al = A7 und ag = 2ay.

mit ag =
Hier muss 7,,—; fiir die Startbedingung bekannt sein und kann tiber Gleichung (5.4) be-
rechnet werden. Voraussetzung ist jedoch, dass auch T}, und T},_; vorliegen. Bei der
Initialisierung ist das nicht der Fall und daher wird T},,—1 = Ty gewéhlt. Der numerische
Losungsalgorithmus lehnt sich an Bathe [4, Kap. 8.2.1] an und ist in Tabelle 5.1 veran-
schaulicht.
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5.2 Houbolt-Methode

Tyt

t—2At  t—At ¢ t+ At

Abbildung 5.1: Annahme der Houbolt-Methode [67].

Die Houbolt-Methode basiert auf der zentralen Differenzen-Methode und die Feldgrofie
T wird tber vier Stiitzstellen genédhert (siche Abbildung 5.1). Die Methode ist implizit,
da die Steifigkeit K* des Systems im Zeitschritt ¢ + At beriicksichtigt wird. Folglich wird
das Gleichgewicht in ¢ + At angenommen und widerspricht der vorliegenden Annahme
des Nichtgleichgewichts zum instationédren Anfangszeitraum. Die Methode ist unabhéngig
vom Zeitschritt und gibt bedingungslose Stabilitit vor. Die Houbolt-Methode nach Bathe
[4, Kap. 8.2.2] ist:

A =qoM* 4+ a;C* + K* und
b= R:H—l + M* (QQTm + asTyp—1 + aﬁTm72) + C*(a3Tm +asTm—1+ a7Tm72)

it 2 11 5 3 5 —as ap (5.14)
mit ag = a1 = as = as = —,a4 = —2a9,05 = —,0 = —

as
und a7:§.

Fiir den ersten Berechnungsschritt miissen die Anfangsbedingungen 77,1 und 7;,_s be-
kannt sein und werden einfachheitshalber gleich dem mit T;,,_1 = T},,_o2 = Ty gesetzt. Der

angepasste Losungsalgorithmus ist in Tabelle 5.2 vorgestellt.
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Tabelle 5.2: Losungsalgorithmus zur Houbolt-Methode.

A. Initialisiere Berechnung
1. Generiere Steifigkeitsmatrix K* = K, + K, — 7Kp +7kp, Dampfungsmatrix
C* =M + 27K, und Massenmatrix M* = Mr,
2. initialisiere Ty, To und Tg,
3. berechne Integrationskonstanten ag = ﬁ, a1 = gaz> 02 = %, as = xz»
ay = —2ap,a5 = —5*,a6 = 3 und a7 = Z,
4. bestimme T_1 =T _o = Ty,
generiere effektive Steifigkeitsmatrix A = qgM* 4 a;C* + K*,
6. konditioniere A = LU vor.

o

B. Lose Gleichungssystem fiir ¢ + At
1. Erstelle effektiven Kraftvektor
b=R} 1+ M (2T + asTin1+ agTin—2) + C* (a3l + asTr—1 + a7Tr—2),
2. l16se Gleichung LUT,,+; = b,
3. berechne ggf. numerische Stabilitdtsgrofien und wdh. A.1.; A.5. und A.6..

5.3 Lineare-Beschleunigungs- und Wilson-O-Methode

t+ At t + OAL

¢

Abbildung 5.2: Annahme der linearen Beschleunigung [4, S. 319].

Die Lineare-Beschleunigungs- und Wilson-O-Methode teilen die selbe Grundannahme
der linearen Variation von 1" zwischen den Zeitschritten, siche Abbildung 5.2 und unter-
scheiden sich tiber die Wahl des Parameterwert ©. Die Lineare-Beschleunigungs-Methode
setzt © = 1 und ist dadurch explizit sowie bedingt stabil [85, Kap. 7.3]. Ihre Erweiterung
ist die Wilson-©-Methode mit © > 1,37, wobei iiblicherweise © = 1,4 gewéhlt wird und
sie somit implizit und als bedingungslos stabil gilt [4, Kap. 8.2.3]. Die Methoden sind in
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5.4  Newmark-Methode

Zhou, Wen & Zen [85, Kap. 7.3] aufgefiihrt mit:

A =gqoM* 4+ a;C* + K* und
b=R} +OR:. — RE) + M (agTm + a2l + 2T0) + C* (a1 T + 2T + asTn)

mita(): 6 ap = 3 a2:2a1a3:%a4:@a5:;a2
(OAL)2’ OAt’ ’ 2’ e’ e’
3 At At?

a6:1_6’a7:? und agz?.

(5.15)

Die numerische Berechnungsfolge ist fiir beide Schemen in Tabelle 5.3 gezeigt und kann
durch die Wahl von © = 1 auf die Lineare-Beschleunigungs-Methode und durch © = 1,4

auf die Wilson-Methode angepasst werden.

Tabelle 5.3: Losungsalgorithmus zur linearen Beschleunigung und Wilson-©-Methode.

A. Initialisiere Berechnung

1.

o

Generiere Steifigkeitsmatrix K* = K, + K,  —7Kp +7kp, Dampfungsmatrix
C* =M + 27K, und Massenmatrix M* = Mr,
initialisiere Ty, Ty und Ty,

wéhle © und berechne Integrationskonstanten ag = 7(92 7> 01 = —3A )
OAt - 3 At A2
az =2a1,a3 = 55,44 = g, a5 = g%, a6 =1 — g, a7 = F und ag = 5,

bestimme T,1 = T,Q = To,
generiere effektive Steifigkeitsmatrix A = agM* + a; C* + K*,
konditioniere A = LU vor.

B. Lose Gleichungssystem fiir ¢ + At

1.

2.

Erstelle effektiven Kraftvektor
b=R;+O(R;, . —R})+M*(aoTrn +a2Th, +21,) +C* (a1 T + 210, +a3Ty,),
16se Gleichung LUTg,,,+1 = b,

2.1.berechne tatsichliche Grofien, wenn © # 1 (— Wilson-©-Methode)

3.

fm+1 = 61‘4(T9m+1 - Tm) - GSTm + aglm,

Tm+1 =T+ a?(Tm—H + Tm);

Ts1 = T + AtTy + ag(Trog1 + 2150),
berechne ggf. numerische Stabilitdtsgrofien und wdh. A.1., A.5. und A.6..

5.4 Newmark-Methode

Die Newmark-Methode basiert auf der linearen Beschleunigung, aber die Variation von 7T’

l4sst sich iiber neue Stabilitdtsparameter § und o = 0,25(0, 5+6)? anpassen. Beispielsweise

ist eine konstante Beschleunigung mit § = 0,5 moglich (siehe Abbildung 5.3). Die korrekte

Parameterwahl indiziert eine stabile numerische Berechnung und erhéht die Genauigkeit
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der Losung. Das Gleichungssystem ist nach Zhou, Wen & Cai [85, Kap. 7.4]:

A = agoM* +q1;C* + K" und
b=TR} .1 +M*(aT + asTy, + azTy,) + C*(a1 Ty + asTy, + asTy,) mit

1 5 1 1 § At(d (5.16)
:@7041:@7012:mva3zi_1)a4zi_17a5:7 27

2a « 2
ag = At(1 —¢6) und ay; = 0AL.

ao
«Q

Der Berechnungsalgorithmus zur Newmark-Methode ist in Tabelle 5.4 aufgefiihrt.

Abbildung 5.3: Annahme der konstanten Beschleunigung nach Newmark 6 = 0,5
4, S. 323].

Tabelle 5.4: Losungsalgorithmus zur Newmark-Methode.

A. Initialisiere Berechnung
1. Generiere Steifigkeitsmatrix K* = K, + K, ;, — 7Kp +7kp, Dampfungsmatrix
C* =M + 27K, und Massenmatrix M* = Mr,
2. initialisiere Ty, Ty und Tp,

3. berechne Integrationskonstanten § > 0,5 und o > 0,25(0,5 + 6)? sowie

1 ) 1 1 ) At (6
CLOZanl:m,azz@,CLSZ%—LM:5—17%27(5—2)7

ag = At(l — 5), a7 = 5At,
4. bestimme T_1 =T _o = Ty,
generiere effektive Steifigkeitsmatrix A = qgM* 4 a1 C* + K*,
6. konditioniere A = LU vor.

o

B. Lose Gleichungssystem fiir ¢ + At ,
1. FErstelle effektiven Kraftvektor
b= R;kn-l,-l + M* (GJOTm + CLQTm + GBTm) + C*(ale + a4Tm + a5Tm)a
2. l16se Gleichung LUT,,,41 = b,
3. berechne ggf. numerische Stabilitdtsgrofien und wdh. A.1., A.5. und A.6..







6 Programme

Das Finite-Elemente-Programm HypHeat2D wurde fiir die thermischen Analysen in der
MATLAB®-Umgebung entwickelt. HypHeat2D basiert auf Sert [66] und wurde mit der
Wiérmetransporttheorie aus Kapitel 2 sowie der Numerik aus Kapitel 4 und 5 umfang-
reich weiterentwickelt. Das Programm ermdglicht die Berechnung des Schaufel-Gehéuse-
Wirmetransports in einem einzelnen Gleichungssystem AT = b. Dadurch weist HypHe-
at2D im Vergleich zu FEM-Programmen wie Code Aster® [12], CalculiX© [16], COM-
SOL® [14], LS-DYNA® [28] und Abaqus® [1] folgende Vorteile auf:

1. Die Randbedingungen im Kontaktsegment miissen nicht {iber Kopplungsbedingun-

gen ausgetauscht werden, wie bspw. in [2, 61].

2. Eine sequenzielle Berechnung ist aufgrund der direkten Kopplung iiber die gemein-

same Schaufel-Gehduse-Matrix A nicht notig.

3. Zudem erfolgt die Warmeaufteilung adaptiv zum vorliegenden thermodynamischen

Zustand, wodurch der Transportprozess physikalisch abgebildet werden kann.

Weiteres Entwicklungspotenzial bietet HypHeat2D durch Ergénzungen von strukturme-
chanischen Gleichungen, wodurch thermomechanische Vorgénge untersucht werden kon-
nen, wie die der plastischen und elastischen Verformung oder Rissbildung aufgrund von
Temperaturdnderungen. Auch sind nach dem aktuellen Programmstand nur ebene Be-
rechnungen in 2-D von einfachen Geometrien moglich, da zunéchst ein grundlegendes
Verstandnis iiber den Wéarmetransport aus Kapitel 2 und seine Néherung mittels der
FEM in HypHeat2D geschaffen werden soll. Die Geometrien wurden iiber das zusétzlich
geschriebene Netzgen-Programm aufgebaut. Das Netzgen-Programm ist an das Abaqus®-
Dateiformat angelehnt, wodurch die Grundziige der Einleseroutine von Abaqus®-Dateien
in HypHeat2D vorliegen. Mit weiteren Anderungen wird es dann moglich sein, komple-
xe 3-D-Netzgeometrien aus Abaqus® zu berechnen. Zudem ist durch die Anpassung der
Matrizen M*, C* und K* sowie der Randbedingung R* in Gleichung (5.1) das Losen von

anderen Differentialgleichungen moglich. Diese sind bspw.

: : L% _ 2 82 0?
o die 2-D-Wellengleichung: 4z = ¢ <8:c? + 893%”),

e die 2-D-Laplace-Gleichung: V?u = Pu % =0 und
2

2
Oz

o die 2-D-Poisson-Gleichung: V?u = f(x1,z2).

Die Programmstruktur von Netzgen ist in Kapitel 6.1 und die von HypHeat2D in Ka-
pitel 6.2 beschrieben. Zur Vollstdndigkeit sind gekiirzte Ausziige zu den jeweiligen Haupt-
programmen dem Anhang beigefiigt. Hierin werden das Startskript, das Programm und
die Logdatei zur Simulation der generischen Geometrie des nachfolgenden Kapitels 7 bei

Magy, = 1 mit der Christov-Cattaneo-Gleichung gezeigt.
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6.1 Netzerstellung mit Netzgen

6.1 Netzerstellung mit Netzgen

Die Netzgen-Struktur ist in Abbildung 6.1
gezeigt. Die Parametereingaben (Anhang
A.2) umfassen die globalen Bedingungen zur
Simulation, wobei neben den Materialda-
ten auch numerische Grofien angegeben wer-
den. Hierunter fallt bspw. der berechnete
Zeitschritt At zur Stabilitdtsbedingung der
Diffusions-Zahl aus Kapitel 3.2 oder die Zel-
lengrofle Az nach der Péclet-Zahl aus Ka-
pitel 3.3. Die Netzerstellung wird mit ei-
nem Skript (Anhang A.1) ausgefithrt und
die wichtigsten Informationen in eine Logda-
tei (Anhang A.3) geschrieben und schliellich

eine .inp-Datei erstellt.

Parametereingabe

Materialdaten Elementgrofien

Zeitgrofien Randbedingung?/

2 - Wachstum

Geometrie

Erstelle Netz
Ausschreibung .inp-Netzdatei

Abbildung 6.1: Netzgen-Programm.

6.2 Berechnung mit HypHeat2D

Die Struktur von HypHeat2D ist in Ab-
bildung 6.2 dargestellt. Die Eingabe um-
fasst in einem Startskript (Anhang B.1) die
Parameter zur Auswahl der Wirmetrans-
portgleichung, Zeitintegration und verwen-
deten Stabilitdtsmethoden sowie die Netz-
datei. In einem ersten Schritt werden phy-
sikalische Kennzahlen und globale Gréflen
berechnet. Dann wird die Loserschleife be-
treten, in der die Matrizen und Vektoren
erstellt werden (siche Anhang B.2). Zu Be-
ginn werden das Temperaturfeld und die In-
tegrationskonstanten aus Kapitel 5 initia-
lisiert. Nachdem die effektive Steifigkeits-
matrix A und der effektive Kraftvektor b
aufgebaut wurden, wird mit einer internen
MATLAB®-Funktion das Gleichungssystem
AT = b gelost. Die Loser-Routine wieder-
holt sich bei aktivierter ORT-Methode voll-
stdndig, bis die finale Zeit tgnqe erreicht ist.
Die Datenausschreibung erfolgt in eine Log-
datei (Anhang B.3) und das Ergebnis wird
im VTU-Format abgespeichert.

Eingabe

/ﬁerparamet}/ Netzdatei

Berechne Kennzahlen
Erstelle glo. Grofe

| Erstelle Matrizen u. Vektoren|<—

® nein
ja

| Initialisiere T-Feld |

)

| Berechne Integrationskonstanteri

!

Lose
Wiérmetransportgleichung

Abbildung 6.2: HypHeat2D-Programm.
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6.3 Validierung

Fine Validierung der Programme ist durch einen Vergleich von numerischen Ergebnissen
mit analytischen Losungen moglich. Hierzu wird eine halbunendliche Streifenquelle mit den
Dimensionen b < 1 < b und —00 < 9 < 00 in einer horizontalen Ebene z3 betrachtet.
In dieser Ebene initiiert eine Quelle eine konstante Warmeflussdichte und das Kontinuum
bewegt sich mit einer Systemgeschwindigkeit v in positive z;-Richtung. Die analytische
Losung fur die Temperaturverteilung geméf der Fourier-Gleichung (2.4) ist in diesem Fall

nach Carslaw & Jaeger [8, Kap. 10.7] gegeben:

U Ko(u)d 6.1
= = /X—B exp(u)Ko(u)du. (6.1)
In Gleichung (6.1) ist K die modifizierte Bessel-Funktion zweiter Art und nullter Ordnung.
Diese und die Exponentialfunktion werden iiber ein dimensionsloses Intervall integriert, in

welchem die Integrationsgrenzen tiber die Koordinate

VI
X = = 6.2
o (6.2)

und die Breite der Quelle bzw. die quellenldngenspezifischen Péclet-Zahl
(6.3)

definiert sind. Die stationdren Losungen der analytischen Gleichung (6.1) und der nume-
rischen Berechnung der fourierschen Warmetransportgleichung (2.4) mit HypHeat2D sind
fir die Péclet-Zahlen Peq = 1, 5 und 10 in Abbildung 6.3 gegeniibergestellt. Beispiel-
haft ist zur thermischen Mach-Zahl May, = 0,8 die numerische Losung zur Gleichung
(2.11) nach Christov-Cattaneo gezeigt. Die Kurven der exakten analytischen Losungen
und die ungegliatteten Daten der approximierten numerischen Losungen zeigen eine gu-
te Ubereinstimmung und die Programmfunktion ist damit nachgewiesen. Hinsichtlich der
asymmetrischen Losungsverlaufe der Fourier-Gleichung sind drei bedeutende physikalische

Effekte zu erkennen:

1. Vor der Quelle ndhern sich die Kurven fir #z1/6 < —1 asymptotisch an und mit
zunehmender Péclet-Zahl wird der Gradient steiler. Gleichzeitig verschiebt sich der

Temperaturanstieg in Richtung der Quellenvorderkante (z1/6 = —1).

2. Der Verlauf der normierten Temperatur wird mit groflerer Péclet-Zahl sichelférmig
und die Temperatur wird an der Quellenhinterkante (z1/b = 1) gestaucht, an der

dadurch die maximale Temperatur vorliegt.

3. Der Temperaturunterschied zwischen den Kurven nimmt indirekt proportional zur
Péclet-Zahl ab. Das zeigt sich dadurch, dass die Verldufe und maximalen Tempera-
turspitzen (z1/b = 1) von Peq = 5 und Peq = 10 ndher beieinander liegen, als die

Kurven von Peq = 1 und Peq = 5.
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Abbildung 6.3: Vergleich der analytischen Losungen nach Carslaw & Jaeger [8] mit den
numerischen Losungen aus HypHeat2D. Temperaturverteilungen tber eine unendliche
Streifenquelle der Breite b = 2 nach der Wéarmetransportgleichung von Fourier F und
Christov-Cattaneo CC zu Peq = [1,5,10] und Mag, = 0,8 sowie unter Verwendung der
O-Integrationsmethode (© = 0,5).

Analytische Losungen der Warmetransportgleichungen nach Cattaneo-Vernotte in Ka-
pitel 2.1.3 und Christov-Cattaneo in Kapitel 2.1.4 fiir die halbunendliche Streifenquel-
le existieren nicht. Dennoch sind numerische Losungen zur Christov-Cattaneo-Gleichung
bei Peq = 1, 5 und 10 mit dargestellt, welche unter Beriicksichtigung einer thermischen
Mach-Zahl von Mag, = 0,8 und Temperaturleitfihigkeit « = 1 x 107* m? s~!, folgende

Relaxationszeiten 7 tiber Gleichung (2.16) ergeben:

Tabelle 6.1: Relaxationszeiten 7 zu Peq bei May, = 0, 8.

May, Peq 7 [s]

1 0,16
0,8 5  0,0064
10 0,0016

Die Kurven der CC-Gleichung zeigen in Abbildung 6.3 bei #1/b < —1 an der Quellenfront,
dass die Temperaturprofile gestaucht werden. Die Informationsausbreitung entgegen der
Bewegungsrichtung ist gehemmt und somit physikalisch, wodurch eine Erwartung an die
hyperbolische Gleichung erfillt ist. Zudem werden im vorderen Quellenbereich geringere

und an der Quellenhinterkante #1/b = —1 hohere Temperaturen erreicht, was bei Peq = 1
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am deutlichsten ist und mit zunehmender Péclet schwindet. Die Darstellung einer Losung
von Cattaneo-Vernotte ist nicht moglich, da diese der Fourier-Gleichung im stationiren
Zustand identisch ist und wird im nachfolgenden Kapitel 7 gezeigt. AbschlieBend kann

festgehalten werden, dass die Funktion von HypHeat2D und Netzgen nachgewiesen ist.
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7 Generische Geometrie

Die Untersuchungen in Form einer Studie an einer generischen Geometrie sollen Aufschluss
iiber die Unterschiede der Warmetransportgleichungen in ihrem physikalischen Verhalten
und iiber ihre numerischen diskretisierten Verfahren geben. Die generische Geoemtrie ist
eine 2-D-Domaéne in einem unendlichen grofien Festkorper mit einer Punktquelle in ihrem
geometrischen Zentrum und iiber Randbedingungen in Kapitel 7.1 bestimmt. Das Verhal-
ten der diskretisierten Wérmetransportgleichungen nach Fourier, Cattaneo-Vernotte und
Christov-Cattaneo wird in Kapitel 7.2 mit unter-, sub- und transkritischen Diffusions-
bedingungen verglichen. Zur transkritischen Diffusion werden an der Christov-Cattaneo-
Gleichung erweiterte Studien in Kapitel 7.2.3 durchgefiihrt, ihre physikalischen Eigen-

schaften analysiert sowie die numerischen Auswirkungen auf ihre Lésung wie folgt gezeigt:

¢ Die physikalischen Eigenschaften in instationdren und stationdren Zustdnden in Ka-
pitel 7.3.1, die erweiterte Entropie sgrr aus Kapitel 2.3.1 in 7.3.2 und die Nicht-
gleichgewichtstemperatur 6 aus Kapitel 2.3.2 in 7.3.3.

¢ Die numerischen Auswirkungen der stabilisierenden ORT-Methode aus Kapitel 4.5.3
in 7.3.4, der Zeitintegrationen aus Kapitel 5 in 7.3.5, der linearen und quadratischen
Elementen aus Kapitel 4.3 in 7.3.6 und der Netzfeinheiten in Kapitel 7.3.7.

7.1 Geometrie und Randbedingungen

Die generische Geometrie und ihre Materialeigenschaften sind in Abbildung 7.1 dargestellt.
Die Geometrie ist von den Randbedingungen nach Dirichlet 7' =1 K bzw. T}, = 0 und von
Neumann 9Tn/gz = 0 umgeben. Die Dirichlet-Bedingung soll fiir ein homogenes Tempera-
turfeld vor der Quelle sorgen und mogliche Wellenreflexionen unterdriicken. Die Tempera-
turverteilung zum Anfangszeitpunkt ist homogen Tp(x,0) = 1 K bzw. T, o(2,0) = 0 und
die Materialeigenschaften sind isotrop und zeitlich konstant. Im Zentrum sitzt eine Warme-
quelle ¢ mit 20 W m~2, die zugleich der Fixpunkt fiir die lagrangesche Betrachtungsweise
ist. Das Kontinuum bewegt sich mit konstanten Geschwindigkeiten im unter-, sub- und
transkritischen Diffusionsbereich und ist durch finite Viereckelemente diskretisiert. Die
Systeme der Warmetransportgleichungen werden jeweils mit einer konzentrierten Warme-
kapazitdatsmatrix M aus Kapitel 4.5.1 beschrieben und die Christov-Cattaneo-Gleichung
gegebenenfalls mit der ORT-Methode aus Kapitel 4.5.3 stabilisiert.

63
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Abbildung 7.1: Generische Geometrie mit Randbedingungen.

7.2 Gegeniiberstellung der Gleichungen

In der Gegeniiberstellung werden die Losungen der drei Warmetransportgleichungen im
stationdren Zustand zu t = 107 verglichen und der Giiltigkeitsbereich aus Kapitel 2.1.5
iiberpriift. Der Vergleich wird in den Diffusionsbedingungen zu sechs unterschiedlichen
thermischen Mach-Zahlen Mayy, durchgefiihrt:

o Fiir die unterkritische Diffusion sind Mas, = 0,0 und 0, 1 festgelegt.

e Die subkritische Bedingung wird zu drei Stitzstellen mit May, = 0,3, 0,5 und 0,8

erschlossen, da hier der grofite Bereich vorliegt.
e Im transkritischen Zustand liegt die Bedingung mit Ma, = 1,0 vor.

Die Geometrie in Abbildung 7.1 wird fiir die Untersuchungen mit einer homogenen Netz-
feinheit aus linearen Viereckelementen diskretisiert. Die Viereckelemente sind jene aus
Kapitel 4.3.1 und haben eine Randlinge von Lrang = 1,25 x 1077 m. Uber sie wird der
Zeitschritt mit dem Grenzwert d = 0,5 aus der Stabilitdtsbedingung zur Diffusions-Zahl
in Kapitel 3.2 bestimmt und fiihrt auf die Formel At = dLZ/a. Aus der charakteristischen
2-D-Viereckelementldnge L. = W/2L2Rand und Temperaturleitfihigkeit @ = 1 x 1074 m?
s~! aus Abbildung 7.1 ergibt sich der numerische Zeitschritt At = 1,5625 x 10710 s. Die
Zeitintegrationen werden iiber die ©-Methode nach Crank-Nicolson mit © = 0,5 durch-
gefiihrt.
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7.2.1 Unterkritische Diffusion

Die normierten Temperaturprofile T,, = T-1K/2k {iber die Auswertungslinie aus Abbildung
7.1 zu den stationdren Loésungen im unterkritischen Diffusionsbereich sind in den Abbil-
dungen 7.2 und 7.3 gezeigt. Die hochste Temperatur liegt im Zentrum z; = 1 x 107°
m der symmetrischen Profile aufgrund der Warmequelle ¢. Unterschiede zu den thermi-
schen Mach-Zahlen von Mag, = 0,0 und 0, 1 liegen in den Losungen der Gleichungen nach
Fourier F, Cattaneo-Vernotte CV und Christov-Cattaneo CC nicht vor. Dadurch ist die
Giiltigkeit in Kapitel 2.1.5 bestétigt, dass die Gleichungen fiir May, < 0,1 identisch sind.

1.0 [ ..... ]‘-7‘l H 1.0 [ ..... F‘ L
’ Mayy, = ’ Ma, = 0,1
ath O, 0 i cvV ath 07 v
iﬁ —cCC ?Ti —ccC
0,5 1 0,5 i}
=] ? =] 9
&~ l,-’ ‘.\ & _U) l'! \\
’/ \\\ '/ ‘\\
i/// \\i ,/” \\l
I - ™~ ), - ,,,;-—/ \."~~- ——]
0,0 = = 0,0 ===
06 08 10 12 14 0,6 08 10 12 14
r1 x 107° [m] r1 x 107° [m]

Abbildung 7.2: Temperaturverteilung 7, zu ~ Abbildung 7.3: Temperaturverteilung T}, zu
Mayy, = 0,0 im stationdren Zustand. Mas, = 0,1 im stationdren Zustand.

7.2.2 Subkritische Diffusion

Die Abbildungen 7.4, 7.5 und 7.6 geben die Losungen zur stationdren Temperaturver-
teilung T3, im subkritischen Diffusionszustand fiir May, = 0,3, 0,5 und 0,8 wieder. Die
Gemeinsamkeiten der Ergebnisse sind zum einen die asymmetrischen Profile aufgrund des
Einflusses der Relativgeschwindigkeit v und zum anderen die &hnlichen Kriimmungsver-
ldufe hinter der Warmequelle ¢ bzw. fiir ; > 1 x 107 m. Die Unterschiede beginnen
vor der Quelle und mit zunehmender thermischen Mach-Zahl Mayy,. In Abbildung 7.4 zu
May, = 0,3 ist ein geringer Unterschied der Christov-Cattaneo-Gleichung gegeniiber den
anderen Gleichungen erkennbar. Dieser wird in 7.5 zu May, = 0,5 deutlicher und die Tem-
peratur in z; = 1 x 107° m ist mit 7, = 0,9 erhoht. Die priagnanteste Differenz ist in
Abbildung 7.6 zu Mag, = 0,8 zu erkennen, in der die Christov-Cattaneo-Gleichung eine
spatere Temperaturerhohung und einen grofleren Gradienten vorhersagt. Ergidnzend ist
sie die einzige Gleichung, welche mithilfe der ORT-Methode stabilisiert werden muss. Die
Giiltigkeit aus Kapitel 2.1.5 ist teilweise belegt, in der fiir May, > 0,1 die Wellengleichun-
gen verwendet werden sollten, jedoch ist sie im vorliegenden stationédren Fall nur fiir die
Christov-Cattaneo-Gleichung giiltig und nicht auch fiir die Cattaneo-Vernotte-Gleichung.
Auch ist zu Kapitel 2.2.1 die Vermutung bestétigt, dass die hyperbolische Gleichung im
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gesamten Intervall ¢ = [0; oo] und ab einer thermischen Mach-Zahl May, > 0,1 verwendet
werden sollte (siche dazu Kapitel 2.1.5).
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Abbildung 7.4: Temperaturverteilung 7, zu ~ Abbildung 7.5: Temperaturverteilung 7}, zu
Mayy, = 0,3 im stationdren Zustand. Mas, = 0,5 im stationdren Zustand.

7.2.3 Transkritische Diffusion

Der transkritische Diffusionszustand mit Magy, = 1,0 ist in Abbildung 7.7 gezeigt. Die
Profile sind asymmetrisch und die der Fourier und Cattaneo-Vernotte deckungsgleich. Die
Lésung nach Christov-Cattaneo zeigt den steilsten Anstieg hinsichtlich eines thermischen
Stofles vor der Warmequelle ¢. Der erhohte Temperaturausschlag ist auf die PDGL zuriick-
zufithren, da auch dieses Phinomen bei niedrigen thermischen Mach-Zahlen in den Abbil-
dungen 7.4 bis 7.6 vorliegt. Weiterfithrend ist der Temperaturausschlag und die erhéhte
Abweichung hinter dem Stofl der Christov-Cattaneo-Gleichung gegeniiber den anderen
Funktionen als physikalisch richtig zu bewerten und begriindbar durch die Energieerhal-

tung in Form der identischen Flachengtfien unter den Gleichungskurven.

1,0 | e F — 1,0 [ ‘ ‘
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Abbildung 7.6: Temperaturverteilung 7, zu ~ Abbildung 7.7: Temperaturverteilung 7}, zu
Mayy, = 0,8 im stationdren Zustand. Mas, = 1,0 im stationdren Zustand.
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7.3 Studie bei transkritischer Diffusion

Zur transkritischen Diffusionsbedingung wird die Studie fortgesetzt. Die transkritische
Bedingung wird herangezogen, da sie der komplexeste Zustand aufgrund des thermischen
Stofles ist und den gréfiten Unterschied zwischen den Losungen der Wéarmetransport-
gleichungen bringt. Hierzu wird die Wéarmetransportgleichung nach Christov-Cattaneo
zunéchst hinsichtlich ihres physikalischen Verhaltens in den Kapiteln 7.3.1 bis 7.3.3 ana-
lyisiert und dann die numerischen Auswirkungen der Diskretisierungen auf ihre Lésung in
den Kapiteln 7.3.4 bis 7.3.7 gezeigt.

7.3.1 Instationire und stationire Losung

Abbildung 7.8 stellt die Losungen im instationdren und stationdren Zustand zu den Wér-
metransportgleichungen bei einer thermischen Mach-Zahl von May, = 1,0 gegeniiber,
welche mit der Zeitintegration nach Crank-Nicolson mit © = 0,5 bestimmt wurden. Fiir
beide Abbildungen liegen asymmetrische Temperaturverldufe 7, vor und die Christov-
Cattaneo-Gleichung fithrt den grofiten Gradienten sowie héchsten Wert von 7, = 1,0 im
stationdren Zustand im Ort der Quelle ¢ auf. Im instationdren Fall bei ¢ = 7 dhneln sich
die Cattaneo-Vernotte- und Christov-Cattaneo-Gleichung durch einen plétzlichen Anstieg
an der Stofifront, wobei die Lésung nach Christov numerisch instabil ist. Die Fourier-
Gleichung bestimmt zum instationdren und stationdren Zustand immer eine unnatiirliche
Temperaturerhéhung im Nah- und Fernfeld, welche sich besonders vor dem thermischen
Stof3 als parabelférmige und stetige Funktion gegeniiber den hyperbolischen Gleichungen
unterscheidet. Diese Beobachtung stiitzt das Paradoxon aus Kapitel 2.1.2 iiber die unend-
liche thermische Ausbreitungsgeschwindigkeit der Temperatur und damit eine messbare

Temperaturdnderung zu jedem Zeitpunkt ¢ an allen Orten x. Hinter dem Stof} zeigt die
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Abbildung 7.8: Temperaturverteilung T}, zu May, = 1,0: a) im instationdren Zustand ¢t = 7
und b) im stationdren Zustand ¢ = 107.
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Christov-Cattaneo-Losung zunédchst erhohte Temperaturen 73, dann laufen die Ergebnisse
aller Gleichungen asymptotisch zusammen. Der stationére Fall b) in Abbildung 7.8 wurde
in Kapitel 7.2.3 bereits gezeigt, zeigt aber in Verbindung mit den neu erlangten Erkennt-
nissen, dass die Cattaneo-Vernotte-Gleichung iiber die Zeit t hinweg die identische Lésung

wie Fourier berechnet und nicht fiir stationére Untersuchungen anwendbar ist.
7.3.2 Erweiterte Entropie

Aus Kapitel 2.3.1 ist die Berechnung zur erweiterten Entropie aufgefiihrt und ihre Ande-
rung wird unter transkritischen Diffusionsbedingung ermittelt. Da sie von der Temperatur
T abhéngig ist und auf Ergebnisse aus vorangegangenem Kapitel 7.3.1 basiert, wurde ihre
zeitliche Entwicklung iiber die ©-Methode nach Crank-Nicolson mit © = 0,5 bestimmt.
Diese zeitliche Entwicklung iiber ¢t = [0;107] der normierten erweiterten Entropie sgrrn
und ihre Anderung AsgrTn ist in Abbildung 7.9 dargestellt. Darin berechnet die War-
metransportgleichung nach Christov-Cattaneo einen thermischen Stof3, der in Abbildung
7.9a) einen iiber die Zeit ¢ unverénderten Gradienten zu sgrr, mit sich bringt. Zwischen
den Zeitschritten steigt der maximale Entropiewert auf sgir, = 0,9 in der Quelle ¢ und die
Entropieproduktion nimmt zu, was iiber das Fldchenwachstum unter den Kurven erklarbar
ist. Die groBte Anderung der Entropie Asgrrn wird an der thermischen Wellenfront im
Nichtgleichgewicht gemessen und ist in Abbildung 7.9b) ersichtlich. Wahrend im Nicht-
gleichgewichtszustand die Entropie durch die grofien zeitlichen Anderungen der Terme
T>/1, und T» — Ty dominiert wird, geht im Gleichgewichtszustand ¢ — oo die Anderung
Asgrrn gegen Null. Der Gleichgewichtszustand ist mit Asgyr, = 0 durch 72/7y = 1 und
Ty — T} = 0 erreicht.
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Abbildung 7.9: Entwicklung der erweiterten Entropie bei May, = 1,0 fiir Losungen der
CCogr: a) normierte spezifische Entropie sgir, und b) Anderung der Entropie Asgrr p.

Ergénzend zu den Verldufen in Abbildung 7.9b), zeigt Abbildung 7.10 eine sichelférmi-

ge Kontur der normierten Entropieinderung Asgrr, zum instationéren Zustand ¢ = 47.
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Die Anderung Asgrrn ist nahe Null an der thermischen Stoffront, daher im Gleichge-
wicht, und erreicht ihre héchsten Werte an der sich radial ausbreitenden Wellenfront,
somit im Nichtgleichgewicht. Die grofiten Gradienten werden zu diesem Zeitpunkt ¢ = 47
inz =1,3x107° zu 29 = 0,6 x 107° und 29 = 1,4 x 107° ermittelt. Die Gradienten
in x1-Richtung werden kleiner und auch die Wellenfrontdicke nimmt ab, da aufgrund der
Relativgeschwindigkeit ¢ in Gleichung (2.13) das Feld in positiver x;-Richtung gestreckt
und verwaschen wird. Mit zunehmender Dauer ¢ wachst der elliptische Konturbereich an,
wie in 2.2b) auf Seite 16 dargestellt ist.
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Abbildung 7.10: Instationdre normierte Entropiednderung Asgrr, bei May, = 1,0 fiir
CCoRrr zu t = 47.

7.3.3 Nichtgleichgewichtstemperatur

Die erweiterte irreversible Thermodynamik bildet den Ansatz zur Nichtgleichgewichtstem-
peratur 6 in Gleichung (2.27). Aufgrund ihrer Gleichungsform wird die Elementtemperatur
verwendet, die sich als Mittelwert aus den zugehorigen Knotentemperaturen zusammen-
setzt. Die Ergebnisse wurden iiber die Integration von 7" mit der ©-Methode nach Crank-
Nicolson ermittelt. Der ;- Verlauf gegeniiber der Temperatur 7}, zum Element von Monito-
ring Punkt 2 aus Abbildung 7.1 ist in Abbildung 7.11 {iber den Zeitschritt s aufgefiihrt. Es
werden der instationédre Bereich im Detail und die Entwicklung zum stationdren Zustand
ergéinzend gezeigt. Der Unterschied liegt im instationédren vergréflerten Detailbereich und
verdeutlicht, dass die Nichtgleichgewichtstemperatur 6, der zeitlichen Gleichgewichtstem-
peratur T}, nacheilt. Das ist durch eine Analyse von Gleichung (2.28) begriindbar, denn die
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zeitliche Ableitung 7" dominiert durch ihre Anderung den instationdren Zustand und figt
eine Tragheit hinzu. Des Weiteren nimmt der Unterschied zwischen den Temperaturen
proportional mit den zusétzlichen Erweiterungstermen der Warmetransportgleichung zu,
da bspw. die Fourier-Gleichung zu 6, = T}, fithrt und die Christov-Cattaneo-Gleichung das
Ergebnis durch zusétzliche zeitliche Temperaturableitungen bedeutend beeinflusst. Geht
die Anderung der zeitlichen Ableitung gegen Null, néhert sich 6, der Kurve von T}, an
und der Nichtgleichgewichtszustand ist iiberwunden. Die Verldufe der Temperaturen sind

kongruent und streben dem stationdren Zustand entgegen.
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Abbildung 7.11: Temperaturverldufe T, und 6, tuber Zeitschritte s bei May, = 1,0 im
instationdren Detailbereich und zur stationidren Losung hin.

7.3.4 Orientierte Relaxationszeit

Der numerische stabilisierende Einfluss der orientierten Relaxationszeit Togrr auf die dis-
kretisierte Warmetransportgleichung nach Christov-Cattaneo ist in Abbildung 7.12 ge-
zeigt. Hier wird die Losung der ungeddmpften CC gegeniiber der geddmpften CCogrr
zum stationdren Zeitpunkt iiber die Auswertungslinie verglichen, welche mit dem Zeitin-
tegrationsschema nach Crank-Nicolson berechnet wurden. Die ungeddmpfte Version zeigt
deutliche Oszillationen vor dem thermischen Stofl und entgegen der Richtung der System-
geschwindigkeit v, was géngig bei advektiven dominanten Problemen ist (siche Kapitel
4.5). Die Frage stellt sich, ob die negativen Temperaturausschlige Ty, physikalisch zu er-
warten sind. Dieses Verhalten liegt nicht im thermodynamischen Rahmen dieser Arbeit
und wird aufgrund der Existenz der Ausschlige an jedem Knoten als ein rdumliches Dis-

kretisierungsproblem beurteilt. Hinsichtlich der Symmetrie der instabilen Funktion zur
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Abbildung 7.12: Einfluss der ORT-Methode auf die Losung der Temperaturverteilung Ty,
zu May, = 1,0 im stationdren Zustand ¢ = 107.

x1-Achse wird an die ORT-Methode die Bedingung gestellt, dass die numerische stabili-
sierte Berechnung eine Losung in Form von Mittelwerten zwischen den Ausschldgen aus-
gibt. Nachweislich ist durch die blaue stabile Kurve in Abbildung 7.12 bewiesen, dass die
ORT-Methode aus Kapitel 4.5.3 die Bedingung erfiillt.

7.3.5 Vergleich der Zeitintegrationen

Die zeitliche Diskretisierung der Warmetransportgleichungen in eine ODE ist in Kapitel
5 gezeigt. Die darin aufgefilhrten Zeitintegrationen sind fiir die stabilisierte ODE nach
Christov-Cattaneo mittels der ORT-Methode in Abbildung 7.13 gegeniibergestellt. Be-
trachtet wird die Entwicklung des normierten Temperaturverlaufs 7, von Monitoring
Punkt MP2 aus Abbildung 7.1 zum stationdren Zustand ¢ = 107. Monitoring Punkt
MP1 vor dem thermischen Stofl ist Null und damit ein Vergleich nicht aussagefihig. Die
Berechnungen in 7.13 unterscheiden sich im instationéren Bereich, erzielen aber die gleiche
stationdre Losung. Die Houbolt-Methode sticht dabei durch anhaltende Oszillationen im
instationdren Bereich bzw. im Nichtgleichgewichtszustand heraus, was damit begriindet
werden kann, dass sie auf der zentralen Differenzenmethode basiert und ein Gleichgewicht
in t + At annimmt (siehe Kapitel 5.2). Diese Oszillationen sind auch bei der Linearen-
Beschleunigungs- und Wilson-©-Methode im Anfangszeitbereich s = [0;200] zu sehen,
dessen Verldufe sich durch den identischen Ansatz verschwindend gering unterscheiden.
Thr Ansatz ist die Annahme der numerischen linearen Beschleunigung von T zwischen
t + At aus Kapitel 5.3 und die Oszillationen deuten darauf hin, dass physikalisch kei-
ne lineare Beschleunigung der thermischen Welle im Anfangszeitbereich vorliegt und die
lineare Ndherung somit falsch ist. Das bestétigt der Funktionsverlauf 7;, der Newmark-
Methode mit den Parametern nach Rostami & Kamgar [63]. Denn auch sie basiert auf der
Linearen-Beschleunigungs-Methode (siehe Kapitel 5.4), jedoch erhélt man durch korrekte
Wahl der Stabilitdtsparameter eine konstante Beschleunigung der Feldgrofie T' und damit
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Abbildung 7.13: Vergleich der Zeitintegrationen zu Mayy, = 1,0 mittels der Temperaturen
T, im Monitoring Punkt MP2 zu CCogr.

wird die physikalische konstante Wellenausbreitung numerisch richtig genéhert. Den auf-
gefiihrten Zeitintegrationen steht die ©-Methode nach Crank-Nicolson (© = 0,5) mit dem
besten Losungsverlauf von T, gegeniiber. Die ©-Methode zeigt sowohl im instationdren
Nichtgleichgewichtszustand als auch zum stationidren Gleichgewichtszustand hin ein sta-
biles Berechnungsverhalten. Weiterfithrend sind auch zufriedenstellende Losungen durch
die ©-Familie fiir Werte © > 0,5 erwartbar.

7.3.6 Lineare und quadratische Elemente

Vor dem Hintergrund der hyperbolischen PDGL der Christov-Cattaneo-Gleichung ist es
das Ziel, mit dem quadratischen Element den Wellencharakter physikalischer darzustellen,
als das mit dem steifen linearen Element moglich ist. Das lineare Lagrange-Element aus
Kapitel 4.3.1 und das quadratische Serendipity-Element aus Kapitel 4.3.2 werden in Abbil-
dung 7.14 verglichen, worin die Temperaturverldufe T}, nach Crank-Nicolson mit © = 0,5
ermittelt wurden. In Abbildung 7.14a) ist die instationdre Losung der linearen und quadra-
tischen Elemente iiber den thermischen Stofl gegeniibergestellt. Das quadratische Element
flihrt zu Ostzillationen linksseitig vom Stof3 bzw. entgegen der Systemgeschwindigkeit v
und damit liegen numerische Instabilitdten vor wie bei gingigen advektiven dominieren
Problemen (siehe Kapitel 4.5). An der Stoffront existiert durch den senkrechten Tempe-
raturverlauf T}, bei x; = 0,98 x 107> m ein Temperatursprung. Hier und iiber den Sprung
hinweg ist der weitere Temperaturverlauf von quadratischen und linearen Elementen iden-

tisch.
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Abbildung 7.14: Temperaturverteilung 7T, zu May, = 1,0 mit linearen Lagrange- und
quadratischen Serendipity-Element zu CCogrp mit konzentrierter Massenmatrix: a) im
instationdren Zustand ¢t = 7 und b) im stationdren Zustand ¢t = 107.

7.3.7 Netzkonvergenzstudie

Der Einfluss der Netzfeinheit auf die FEM-Losung bei Mayy, = 1,0 nach Christov-Cattaneo
ist in den Abbildungen 7.15 und 7.16 gezeigt. Das Ausgangsnetz ist als die mittlere Netz-
feinheit bezeichnet, welches aus identisch grofien linearen Viereckelementen der Randlange
LRand = 1,25 x 10~ m besteht, wie es auch fiir die vorangegangenen Untersuchungen ver-
wendet wurde. Fiir die Konvergenzstudie ist die generische Geometrie in Abbildung 7.1
durch das grobe Netz mit doppelter Elementrandlinge Lgranqg = 2,50 X 107 m und das
feine Netz mit halbierter Randlinge Lrang = 0,625 x 107 m diskretisiert. Die Zeitschritte
At werden individuell fiir jede Netzauflosung {iber die Stabilitdtsbedingung zur Diffusions-
Zahl mit d = 0,5 berechnet (siche Kapitel 3.2) und betragen Atgron = 6,25 x 10710 s,
Atpittel = 1,56 x 10719 s und At = 3.91 x 107! s. Abbildung 7.15a) stellt die Netze
zur normierten Temperaturverteilung 75, im thermischen Stofl gegeniiber und zeigt auf,
dass der kleinste Gradient und die niedrigsten Werte mit der groben Verfeinerung erreicht
werden. Dem gegeniiber steht das feine Netz, welches den grofiten Gradienten und die
beste Nédherungslosung zum erwarteten Temperatursprung an der thermischen Stofifront
mit den hochsten Werten erzielt. Hinter der Stofifront und in positive x1-Richtung sind
die Temperaturauslaufe T}, aller Netze identisch. Zuséatzlich ist in 7.15b) der transiente
Verlauf der Temperatur 7T, in den Monitoring Punkten MP1 und MP2 aus Abbildung
7.1 iiber s zum stationiren Zustand erginzt. Vom Ort der Quelle z; = 1 x 107> m ist
MP1 um —C7/2 entgegen und MP2 um +C7/2 in Richtung der Systemgeschwindigkeit po-
sitioniert. Daher sind die ermittelten Temperaturen 7T} fiir MP1 vor dem Stof} kleiner als
fiir MP2 nach dem Stof. Hier zeigt sich, dass das grobe Netz deutliche Uber- und Unter-
schwinger zu Beginn der numerischen Berechnung aufweist. Das mittlere und feine Netz im

instationdren Zustand bis s = 200 haben hier kleine Oszillationen, jedoch ein annédhernd
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Abbildung 7.15: Konvergenzverhalten der Netzfeinheiten zu Mag, = 1,0: a) Stationére
Temperaturverteilung 73, tiber den thermischen Stof und b) instationédre Verliufe der
Monitoring Punkte MP1 und MP2.
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Abbildung 7.16: Konvergenzverhalten der Temperatur T), iiber die Netzfeinheit 1/z zu
May, = 1,0 im stationdren Zustand: a) Monitoring Punkt MP1 vor und b) Monitoring
Punkt MP2 hinter dem Stof3.

physikalisch korrektes Verhalten. Alle Netzfeinheiten konvergieren mit zunehmenden Be-
rechnungsschritten in den Monitoring Punkten zur identischen Loésung, wobei das grobe

Netz aufgrund der Position von MP1 in der Stofront stets erhéhte Werte zeigt.

Ergénzend fiihrt Abbildung 7.16 das Konvergenzverhalten der normierten Temperatur

T, tber die Inverse der Netzfeinheit 1/z auf. Die Stiitzstellen der NetzgroBen sind beschrif-



7  Generische Geometrie 75

tet und der prognostizierte Trend {iber eine fiktive Verfeinerung bei 1/z > 0 eingetragen.
Abbildung 7.16a) zu MP1 unterstreicht das Verhalten in Abbildung 7.15, dass die thermi-
sche Stoffront bei feinerem Netz besser aufgelost wird, der Gradient grofler ist sowie ndher
an der Quelle liegt, wodurch vor der Wellenfront bei 21 = 1 x 107> — C7/2 die Temperatur
erwartungsgeméf 7, = 0 ist. Abbildung 7.16b) fithrt die Entwicklung der Temperatur
hinter dem Stof iiber die Netzgrofle auf und deutet auf hohere Temperaturen T3, bei fei-
nerem Netz hin. Die Netzstudie zeigt, dass das grobe Netz ddmpfende Eigenschaften auf
die transiente Losung hat, fiihrt aber zu unphysikalischen Ergebnissen und Abweichungen
im stationdren Zustand. Das feine Netz 16st die Stofiwelle am besten auf, aber zuunguns-
ten von geringen Oszillationen im instationdren Zustand. Das mittlere Netz vereint die

Vorteile beider Netze und ist fiir die Untersuchungen der beste Kompromiss.

7.4 Zusammenfassung

Die Studie an der generischen Geometrie zeigt Unterschiede in den Loésungen der Wir-
metransportgleichungen ab einer thermischen Mach-Zahl von May, > 0,1 und damit ist
dieser Wert die untere Grenze fiir die notwendige Anwendung der hyperbolischen Glei-
chung (vgl. Kapitel 2.1.5). Wahrend im instationdren Zustand das Paradoxon einer in-
finiten Temperaturausbreitung der Fourier-Gleichung iiber die erweiterten Formen nach
Cattaneo-Vernotte und Christov-Cattaneo aufgehoben wird, ist im stationdren Zustand
t — oo nur noch die Christov-Cattaneo-Gleichung sinnvoll anwendbar (vgl. Kapitel 2.2.1).
Unter transkritischen Bedingungen fiir May, = 1,0 zeigen die berechneten Temperatur-
profile T sowie 6 und die erweiterte Entropie sgir durch die Christov-Cattaneo-Gleichung
einen thermischen Sto. Zudem gibt die erweiterte Entropie sgrr und die Anderung Asgrr
aus Kapitel 2.3.1 Auskunft iiber den Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichtszustand in
der diskretisierten Doméne. Der Nichtgleichgewichtszustand wird iiber die Nichtgleichge-
wichtstemperatur # aus Kapitel 2.3.2 im instationdren Anfangszeitbereich deutlich gezeigt
und unterstreicht die einhergehende Tréigheit der Temperatur iiber die hyperbolischen
Wiérmetransportgleichungen. Mit Blick auf die numerische Diffusion ist die ORT-Methode
aus Kapitel 4.5.3 hilfreich, denn sie unterbindet die unphysikalischen Oszillationen vor
dem thermischen Sto. Des Weiteren sind die numerischen Einfliisse der Zeitintegratio-
nen aus Kapitel 5 beachtlich, wobei mit der ©-Methode nach Crank-Nicolson die besten
Ergebnisse erzielt werden. Zudem sind lineare Elemente stabiler als quadratische, jedoch
tendieren die quadratischen Elemente zu einem genaueren physikalischen Temperatur-
sprung in der thermischen Stofifront (vgl. Kapitel 4.3). Diese Genauigkeit kann aber tiber
ein feineres Netz in der Konvergenzstudie noch verbessert werden, allerdings zulasten von

Instabilitaten.






8 Anwendungsfalle

8.1 Einlaufvorgang in der Flugturbine

Nach Bunker [7] sind in modernen Flugturbinen bis zu einem Drittel der aerodynami-
schen Verluste auf den Bereich der Schaufelspitze zuriickzufithren. Diese Verluste entstehen
hauptséchlich durch die Spaltstrémung bzw. Leckage zwischen Schaufelspitze und Gehéu-
se. Folglich ist die Minimierung der Spaltgrofie das Ziel fiir eine effizientere Turbine. Die
Spaltentstehung ist eine Kopplung thermischer und mechanischer Ursachen, die auf transi-
ente Belastungen der Turbine wiahrend des Kaltstarts, Lastwechsels und Abschaltvorgangs
zuriickgehen [7]. In diesen Zustédnden kann es zum Reibkontakt zwischen den Turbinen-
schaufelspitzen und dem Gehduse aufgrund unterschiedlicher Ausdehnung kommen. Hin-
sichtlich des Kaltstarts dehnen sich die Schaufeln durch die Zentrifugalkraft radial aus,
wahrend das Gehduse nur langsam thermisch wéchst, was zu einem zunehmenden Kontakt
fiihren kann. Ebenfalls méglich ist ein kurzzeitiger Reibkontakt wéahrend des Lastwechsels,
bei einer abrupten Drehzahlerh6hung oder unzureichender Schaufelkiithlung. Wahrend des
Abschaltvorgangs ist die thermische Schrumpfung des Gehéuses grofler als die des Rotors,
was zu intensivem Kontakt fithren kann. Dieser Reibkontakt ist mit Materialverlusten ver-
bunden und fiihrt zur Zerstérung der Bauteile, wie in Abbildung 8.1 dargestellt. Um die
Zerstorung im instationdren und Leckagen im stationdren Zustand zu vermeiden, ist das
Angleichen von Schaufelspitzen und Gehéuse iiber ein dynamisches Einlaufsystem mog-
lich [61, Kap. 2]. Ein solches System besteht aus einer Einlaufschicht auf dem Gehéuse
und einem Schnittmaterial auf der Schaufelspitze. Beim ersten Einlaufvorgang kommt es
gewollt zum Reibkontakt, das Schaufel-Gehduse-Einlaufsystem gleicht sich an, um dann
die Reib- und Spaltverluste gegen Null gehen zu lassen. Aus thermodynamischer Sicht
wird durch die Relativbewegung im Reibkontakt ein Teil der Bewegungsenergie in Warme
umgewandelt [23]. Diese Wéarmequelle und Relativbewegung verursachen asymmetrische
Temperaturprofile im Kontaktsegment der Schaufel sowie im Gehéduse und kénnen zu ther-
mischen Spannungen oherm und folglich zur Rissbildung fithren. Die direkte proportionale
Abhéngigkeit der thermischen Spannungen e zur Temperaturdanderung AT zeigt [62,
Kap. 3.6]:

Otherm = — EQthermAT. (8.1)

Aus Gleichung (8.1) ist ersichtlich, dass Zugspannungen fiir AT < 0 und Druckspannungen
fiir AT > 0 vorliegen.

Vor dem Hintergrund eines thermisch robusten und in der Praxis zuverlassigen Einlauf-
systems werden die Temperaturfelder eines Schaufel-Gehéuse-Einlaufsystems simuliert und
ausgewertet. Die Simulationen werden mit Geometrien zu Priifstand- und Turbinenbedin-

gungen von Rolls-Royce® durchgefithrt [21] und sind in Kapitel 8.1.1 beschrieben. Darin

7
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Abbildung 8.1: Schaufel-Gehduse-Reibkontakt [15].

werden die Materialparameter, der Aufbau und die Berechnung zur Warmeflussdichte zum
Reibkontakt detailliert aufgefiihrt. Anschliefend werden in Kapitel 8.1.2 die Auswertun-
gen der berechneten Temperaturprofile T}, aus den Simulationen gezeigt und abschliefflend

die wichtigsten Erkenntnisse aus dieser Untersuchung in Kapitel 8.1.3 zusammengefasst.
8.1.1 Geometrien und Randbedingungen

Um Aufschluss iiber das 2-D-Temperaturfeld 7, wéhrend des Einlaufvorgangs zu erhal-
ten, wird ein vereinfachtes und ein reales Schaufel-Gehéuse-Einlaufsystem betrachtet. Das
vereinfachte Modellsystem ist in Abbildung 8.2 dargestellt und besteht aus einzelnen Ma-
terialschichten. Um ein moglichst genaues Temperaturfeld zu berechnen, ist ein realitéts-
getreuer Aufbau notwendig und wird daher aus dem Schliffbild in Abbildung 8.3 fiir die
Simulationen entnommen. Der Unterschied zwischen beiden Systemen liegt im Aufbau
der Schaufelspitze. Im vereinfachten Modell wird eine homogene Schicht aus dem Schnitt-
material aus kubischem Bornitrid (¢cBN) angenommen, wihrend im realen Aufbau eine
heterogene Mischzone aus der Haftvermittlerschicht Nickel-Aluminium-Tantal (NiAlTa)
und den eingebetteten cBN-Schnittpartikeln vorliegt. Die Gemeinsamkeit der Modellsys-
teme ist das Schaufelgrundmaterial aus CMSX4 und die Einlaufschicht am Gehause aus
Magnesium-Spinell (Mg-Spinell). Die zugehorigen Materialparameter sind in Tabelle 8.1
angegeben. Wahrend die Temperaturleitfihigkeiten o aus Materialdatenblattern bezogen
wurden, werden die Gréflen der Relaxationszeiten 7 und thermischen Wellengeschwindig-
keiten C' geméfl den Formeln in Kapitel 2.2.3 berechnet. Eine Analyse der Tabelle ergibt,
dass eine erste Aussage iiber die Warmetransporteigenschaft eines Materials tiber die Tem-

peraturleitfihigkeit o getroffen werden kann und weiter durch die Wellengeschwindigkeit C
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Abbildung 8.2: Vereinfachtes Schaufel-Gehduse- Abbildung 8.3: Schliftbild vom
Einlaufsystem fiir die numerischen Simulationen. Fraunhofer-IWS® [54].

Tabelle 8.1: Materialparameter zum Schaufel-Gehduse-Einlaufsystem.

Material CMSX4[2 NiAlTa 27 ¢BN [65: 200 Mg-Spinell 65 31]

a[m?s71] 4,8x107°% 20x107°% 2,7x107* 7.5 x 1077
7 [s] 1,1 x 10712 2,2x10712 4,2x 10712 8,6 x 10713
C [m s 2089 3015 8018 934

bestéatigt werden kann. Es ist der Wéarmetransport proportional zur Temperaturleitfahig-
keit a und da « der dominierende Parameter in der Berechnung der Wellengeschwindigkeit
C nach Gleichung (2.16) ist, stellt sie die richtungsweisende Eigenschaft fiir einen guten
oder schlechten Wérmetransport dar. Wird hierzu ¢BN als Beispiel herangezogen, spricht
die vergleichsweise hohe Temperaturleitfihigkeit « fiir eine gute Diffusionseigenschaft bzw.
fiir einen guten Wéarmetransport. Dies wird durch die thermische Geschwindigkeit C' von
c¢BN unterstrichen. Allerdings steht dem eine grofie Relaxationszeit 7 gegeniiber, welche
auf ein trages Warmetransportverhalten hindeutet, aber unwesentlich ins Gewicht fallt.
Mg-Spinell hingegen zeigt schlechtere Warmetransporteigenschaften mit einer moderaten
Temperaturleitfahigkeit o von emg-spineii/acpny = 0,3% und einer kleinen Relaxationszeit 7
von ™™g-spinell/7.gn = 21%. Dies spiegelt sich auch in der geringen Wellengeschwindigkeit C'

von Mg-Spinell wider.

Die Geometrie des Schaufel-Gehéduse-Einlaufsystems fiir die numerischen Untersuchun-
gen ist in Abbildung 8.4 gezeigt und angelehnt an die vereinfachte Modellvorstellung aus
Abbildung 8.2. Die schraffierten Rénder stellen adiabate von-Neumann-Randbedingungen
dar, die librigen Rénder erhalten eine konvektive Randbedingung nach Robin. Die Um-
gebungstemperatur T, die Warmeiibergangskoeffizienten ho, und die Initialtemperatur
Ty = Two der Doméne sind in Tabelle 8.2 aufgefiihrt und iiber T}, = 7/Tiax normiert, um
spater die Ergebnisse der Geometrien vergleichen zu konnen. Die Initialisierung geschieht
unter der Annahme, dass zur Anfangszeit ein thermisches Gleichgewicht im Schaufel-
Gehéuse-Einlaufsystem und zwischen diesem System und der Heifigasstromung vorliegt.

Die konvektive Heiflgasstromung zur Robin-Randbedingung kann unter Priifstandbedin-
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Abbildung 8.4: Geometrie zum Schaufel-Gehéuse-Einlaufsystem mit Randbedingungen.

Tabelle 8.2: Bedingungen zu numerischen Untersuchungen.

Bedingungen Bezeichnung v [m s MaghMes  tf [4S]  Tmax K] Tooonm Twn hoo [W m~2 K
LTSL® 200 0,21 250 1380
Priifstand 2250 0,61 0,89
Oerlikon-Metco® 410 0,44 500 2123
Turbine Fraunhofer-IWS® 200 0,21 250 2035 0,67 0,98 1380

gungen mit einem Flammenerzeuger simuliert werden [52, Kap. 1.3.4] und ist mit den
Turbinenbedingungen in diesen Simulationen identisch [21]. Unter Priifstandbedingungen
wird das vereinfachte System aus Abbildung 8.2 herangezogen und mit den Schaufelspit-
zengeschwindigkeiten v fir den Testfall bei Leonardo Testing Services Limited ® (LTSL)
an der Universitit Sheffield mit v = 200 m s~ und bei Oerlikon-Metco® mit v = 410 m s~ !
berechnet. Zu den Untersuchungen in Turbinenbedingungen wird die Schaufel nach Ab-
bildung 8.3 angepasst und eine Geschwindigkeit von v = 200 m s~! festgelegt. Ergéinzend
ist in Abbildung 8.4 der Schaufelspitzenbereich aus Abbildung 8.1 in das kartesische ge-
nédherte 2-D-Koordinatensystem projiziert, wodurch die Schaufelspitzengeschwindigkeiten
iiber diesen reduzierten Bereich als konstant angenommen werden. Da bei den numeri-
schen Untersuchungen die langrangesche Betrachtungsweise herangezogen wird und damit
die Schaufel der Bezugspunkt der mitbewegten Beobachtung ist, wird in den Simulatio-
nen dem Gehéuse die Geschwindigkeit v aufgeprigt (siehe Abbildung 8.4). Daraus folgt,
dass eine thermische Mach-Zahl beziiglich des Geh&uses und dahingehend der Mg-Spinell-
Einlaufschicht berechnet werden muss. Die thermischen Mach-Zahlen Magy vgs sind in
Tabelle 8.2 ergénzt und unterstreichen die Notwendigkeit der Anwendung der Wellenglei-
chung aufgrund der Giiltigkeitstheorie aus Kapitel 2.1.5, da Maih Mg—Spinen > 0,1 ist.

Des Weiteren ist in Abbildung 8.4 die Randbedingung der totalen Warmeflussdichte gt
im Kontaktsegment definiert und {iber Versuchsdaten nach [57] in Tabelle 8.3 berech-
net. Eine direkte Messung in der Kontaktebene ist mit der aktuellen Priifstandtechnik im
Versuch nicht moglich. Die Wéarmeflussdichte des Reibeintrags resultiert jedoch aus der ir-
reversiblen Umwandlung der kinetischen Energie in mechanische Verformungsenergie und

thermische Energie. Hierzu liegen die TBT-Messdaten aus einer Versuchsdurchfithrung
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Tabelle 8.3: Berechnete Reibwérmeflussdichte.

i pa [MPa] v [msTY Gy MW mZ B (%] ds MW m=2] G MW m~?]
200 875 44 384 491
410 1794 35 634 1160

0,47 9,38

nach Paradoy [57] vor. Mit dem gemessenen Reibungskoeffizienten #t/F, = p und dem
Normaldruck p, auf die Schaufelspitze bzw. Kontaktfliche sowie durch die Schaufelspit-
zengeschwindigkeiten v ist eine analytische Berechnung der zeitlich und 6rtlich gemittelten

Reibwéarmeflussdichte g0t moglich:

Gtot = MUPnv. (8.2)

Die analytische Warmeaufteilung in Abbildung 8.4 zwischen Schaufel ¢g und Gehéuse ¢g
ist nach Blok [50, Kap. 2.13] gegeben. Er bilanziert die totale Reibwéarmeflussdichte gyot

zu den Wéarmeflussdichten iiber:
| = ds + da- (83)
Zudem wird der intrinsische Warmeaufteilungskoeflizient 5 eingefiihrt
1

B = , 8.4
1+ 32,/T+ Peq ®4)

welcher iiber das Warmeleitungsverhéltnis Ac/xs und der quellenlédngenspezifischen Péclet-
Zahl aus Gleichung (6.3) bestimmt wird:

ULQ
Peg = —=. 8.5
Q= Too (8.5)
Damit ist der Warmefluss ¢g in die Schaufel
ds = Bppnv (8.6)
und ¢g in das Gehéuse
da = (1= B)upnv. (8.7)

Die berechneten Werte sind in Tabelle 8.3 aufgefiithrt. Des Weiteren sind der intrinsische
Aufteilungskoeffizient 8 und die Warmeflussdichten iiber die Geschwindigkeit v in Abbil-
dung 8.5 aufgetragen. Eine Analyse von Abbildung 8.5 zeigt die Abhéngigkeit der War-
meaufteilung von der Reibgeschwindigkeit v. Wahrend bei geringen Geschwindigkeiten v
der Warmeeintrag primér in die Schaufel flieit, liegt mit zunehmender Geschwindigkeit v
und nach einem Umschlagspunkt bei v = 125 m s~! mit 8125 = 50% der primére Eintrag
in das Geh#use vor. Thermodynamisch belegt werden kann das durch eine Uberlegung: In

gleicher Zeit steht bei héherer Geschwindigkeit v mehr kiihles Gehdusematerial zur Verfi-
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Abbildung 8.5: Intrinsischer Aufteilungskoeffizient 8 und Wéarmeflussdichten ¢ tiber Reib-
geschwindigkeit v zu ¢BN (Schaufel) und Mg-Spinell (Geh&use).

gung, wodurch mehr Wérme in das Gehéduse transferiert werden kann [5, Kap. 6.2.1.2.2].
Bei Untersuchungen mit v = 200 m s~! und v = 410 m s~! ergeben sich Aufteilungskoef-
fizienten von fogg = 44% und von B419 = 35%. Damit erfahrt das Gehiuse eine deutlich
hoéhere Warmeflussdichte, was den Vorteil eines erzwungenen Abtransports der Wéarme
von der Schaufelspitze mit sich bringt und damit die thermische Belastung weniger stark
zunimmt. Abschlieflend gelten die Kurven in Abbildung 8.5 nur fiir die Schaufel-Gehéuse-
Reibpaarung aus ¢cBN und Mg-Spinell und unterscheiden sich daher von anderen Materi-
alpaarungen. Dennoch ist bei einer dhnlichen Reibpaarung das exponentielle Abfallen von
B, die progressive Zunahme von ¢g und die degressive Abnahme von ¢g allgemeingiiltig.
Die Warmeflussaufteilung wird in den Ergebnissen an dem Vorgehen von Puls, Klocke &

Veselovac [60] angelehnt und in Tecplot® durchgefiihrt:

1. Die Werte von dT" werden im Kontrollvolumen der ersten Elementreihen zum Kon-
taktsegment von Schaufel und Gehéuse integriert, wobei das Integral K m~2 ergibt

und mit der Integrationsflaiche A multipliziert werden muss.

2. Dann wird ¢ = pcdT/(t—t;) in W m~2 berechnet und mit der Quellenlinge Lq bzw.

der Kontaktsegmentlange multipliziert.

Eine Priifung der berechneten Warmeflussdichte ¢iot in Tabelle 8.3 ist wichtig, um ihre
Grofenordnung zu bestitigen und die Temperaturfelder verlasslich auswerten zu kénnen.
Zur Priifung liegen keine Messdaten zum aktuellen Problemfall vor, daher ist weitere Li-
teratur heranzuziehen, wie bspw. von Munz [55] und Pychinski [61]. Letzte Referenz wird
hier verwendet, in welcher experimentell ein numerisches Modell zum Anstreifverhalten

von Labyrinthdichtungen mit Honigwabeneinlaufbeldgen fiir Turbinen entwickelt wurde.
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Darin wurde ein Schaufelblech aus V2A mit einer Rotorscheibe aus 42CrMo4 in einem
Anstreifvorgang zum Reibkontakt gebracht. Mithilfe eines 3-D-Kraftsensors wurden die
Radial- und Querdriicke wahrend des Versuchs gemessen und die Reibungskoeffizienten p
sowie Reibwirmeflussdichten g berechnet. Der Vergleich mit Pychinski [61, S. 47, Abb.
13a)] zeigt, dass die GroBenordnung in Megapascal mit dem hier verwendeten Druck tiber-
einstimmt. Weiterhin sind die Reibungskoeffizienten nach [61, S. 48, Abb. 14a)] dhnlich,
aber mit Vorsicht zu beurteilen, da eine unterschiedliche Materialpaarung vorliegt. Als
letzte Gegeniiberstellung dienen die Warmeflussdichten im Kontaktsegement. Die Abhén-
gigkeit der Warmeflussdichte von der Kontaktfliche und der Relativgeschwindigkeit v
erschwert einen direkten Vergleich. Pychinski fithrt Werte von 15 MW m~2 bis 70 MW
m~2 fiir Geschwindigkeiten von v = 55 m s~! bis v = 165 m s~! bei unterschiedlichen
Einlauftiefen S in [61, S. 48, Abb. 14c)] auf. Diese sind im Vergleich zu den berechneten
Werten aus Tabelle 8.3 um ein Vielfaches geringer, da im Versuch vermutlich mehr Reib-
arbeit in Verformungsarbeit umgesetzt wurde. Dies kénnte darauf zuriickzufithren sein,
dass im Versuch metallisches Material verwendet wurde, wahrend es sich in den numeri-
schen Untersuchungen um hartes keramikadhnliches Material handelt. Zudem erfolgte die
analytische Ndherungsrechnung von ¢t unter Ausschluss elastischer und plastischer Ver-
formung oder Bruchmechanik. Dennoch sind die Ergebnisse fiir die Warmeflussdichten ¢
durch Gleichung (8.2) und die bekannten Randbedingungen als gut befunden. Trotzdem
sollten die analytischen Werte durch eine experimentelle Untersuchung mit identischen

Randparametern tiberpriift werden.

Zusammengefasst werden drei Simulationen mit den Materialparametern aus Tabelle
8.1 aufgesetzt und nach den Randbedingungen aus Abbildung 8.4 sowie aus den Tabellen
8.2 und 8.3 durchgefiihrt:

1. Untersuchungen nach den Priifstandbedingungen bei LTSL® mit v = 200 m s~ !,

2. Untersuchung nach den Bedingungen im Oerlikon-Metco® Priifstand mit v = 410 m
s~!, worin das vereinfachte Schaufel-Gehiuse-Einlaufsystem aus Materialschichten

in Abbildung 8.2 verwendet wird.

3. Realitiitsnihere Untersuchungen unter Turbinenbedingungen bei v = 200 m s~!,
wobei die Geometrie auf das Schliffbild nach Fraunhofer-IWS® in Abbildung 8.3

angepasst wird.

Fir alle Geometrien gilt eine Reibkontaktlange bzw. Einlauflinge von 100 mm. Mit
Blick auf den Versuch und einen tatsidchlichen Kontakt in einer realen Turbine sind die
Einlauflingen vermutlich kleiner. Daher sind die nachfolgenden Ergebnisse konservativ

einzuschitzen.

Abschlielend werden die numerischen Doménen, wie in Abbildung 8.6 dargestellt, mit
einem verfeinerten Netz an der Schaufelhinterkante und einem Wachstum von g = 1,5%
(engl. grading) diskretisiert. Damit ergibt sich fiir LTSL und Oerlkin-Metco jeweils ein

Netz mit einer Elementanzahl von 41.401 und 41.664 Knoten. Fur die realitdtsnahere Si-
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Abbildung 8.6: Diskretisiertes Schaufel-Gehéduse-Einlaufsystem mit Verfeinerung an Hin-
terkante und Elementwachstum von g = 1,5% (blauer Pfeil) in x; ,- und x2 »-Richtung.

mulation ist das Fraunhofer-IWS®-Netz feiner aufgelost und umfasst 115.158 Elemente mit
115.986 Knoten. Abschlieflend wird die Wéarmetransportgleichung nach Christov-Cattaneo
in Kombination mit der Crank-Nicolson-Zeitintegration (0 = 0,5) verwendet und die Si-
mulationen mithilfe der SUPG aus Kapitel 4.5.2 stabilisiert.

8.1.2 Auswertung und Ergebnisse

Abbildung 8.7 zeigt das Temperaturfeld des Schaufel-Gehéuse-Einlaufsystems nach einer
Einlauflinge von 100 mm bzw. zum Zeitpunkt von 500 us, wie es sich in der Simulation
unter den Priifstandbedingungen bei LTSL® mit v = 200 m s~! entwickelt hat. Der Tem-
peraturverlauf Ty, ist in Abbildung 8.10 auf Seite 87 iiber das Kontaktsegment aufgetragen.
Das Temperaturfeld ist asymmetrisch und es bildet sich ein sichelférmiges Profil mit ei-
nem Temperaturanstieg von der Schaufelvorderkante zur Hinterkante aus. An dieser Stelle
wird die maximale Systemtemperatur mit 73, = 0, 82 erreicht und ist gegeniiber der Initi-
altemperatur Ty, um AT, = 0,24 erhoht. Fiir die hier angenommene Modellvorstellung
einer Streifenquelle im Kontaktsegment der Bauteiloberflachen von Schaufel und Gehause
ist das Ergebnis als physikalisch korrekt zu bewerten, da der advektive Transporteinfluss
der Relativgeschwindigkeit v das Temperaturprofil in die negative x1 ,-Richtung verzerrt.
Zudem unterstiitzt die Erkenntnis aus dem vorangegangenen Kapitel 8.1.1 diese Ausbil-
dung des Temperaturfeldes, indem an der Schaufelvorderkante kiihles Gehdusematerial
mehr Wéarme abtransportiert als an der Hinterkante, wo sich die Temperatur gleichméafi-
ger zwischen Schaufel und Gehéuse verteilt. Die Warmeaufteilung ergibt sich zu 8 = 14%
und damit ist sie deutlich geringer, als in Tabelle 8.3 mit 8 = 44% angegeben. Der Unter-
schied ergibt sich dadurch, dass diese Ergebnisse im Nichtgleichgewicht erschlossen wurden
und sich der Warmetransport iiber die erweiterten Transportgleichungen noch einstellen
muss. Ein Temperatursprung liegt beim Ubergang von der Schaufelspitze aus cBN auf die

Haftvermittlerschicht aus NiAlTa vor und ist iiber den Konturverlauf sowie der Grenz-



8  Anwendungsfille 85

linie auf Hohe von x2, = 0,18 erkennbar. Dieser Sprung ist die Konsequenz aus der
geringeren Temperaturleitfahigkeit o von NiAlTa im Vergleich zu ¢cBN. Die Haftvermitt-
lerschicht aus NiAlTa wirkt damit als eine Isolation und vermeidet einen gleichméafligen
Wirmeabtransport. Der sich einstellende Temperatursprung liegt mit einem Gradienten
von ATu/Az,,, = 3,67 zwischen z3, = 0,12 bis zg, = 0,18 und AT}, = 0,22 vor. Er fiihrt
zur Ausbildung hoher thermischer Spannungen zwischen der NiAlTa-Haftvermittlerschicht
und der ¢cBN-Schicht.
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Abbildung 8.7: Temperaturfeld T;, bei LTSL®-Priifstandbedingungen.
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Abbildung 8.8: Temperaturfeld T;, bei Oerlikon-Metco®-Priifstandbedingungen.

In Abbildung 8.8 ist das Temperaturfeld T}, nach einer Einlauflinge von 100 mm bzw.
250 ps unter den Priifbedingungen bei Oerlikon-Metco® mit v = 410 m/s dargestellt
und in Abbildung 8.10 auf Seite 87 das Temperaturprofil 7}, im Kontaktsegment gezeigt.
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Das physikalische Verhalten des asymmetrischen Temperaturfeldes ist qualitativ iden-
tisch zum LTSL®-Ergebnis in Abbildung 8.7 sowie ist 8 = 15% und damit auch ahnlich.
Der Unterschied liegt im etwa doppelt so hohen Temperaturniveau im Oerlikon-Metco®-
Simulationsfall, was mit der etwa doppelt so hohen Reibwarmeflussdichte ¢iot begriindbar
ist (siehe Tabelle 8.3). Damit liegen an der Schaufelhinterkante Temperaturdifferenzen
gegeniiber Tp , mit AT;, = 0,44 vor und die maximale Temperatur betragt an der Hinter-
kante T,, = 1,00. Der Gradient des Temperatursprungs liegt im Ubergangsbereich von cBN
und NiAlTa bei ATo/Azy, = 5,67 zwischen z2, = 0,12 bis x9, = 0,18 mit AT}, = 0, 34.

Folglich sind deutlich hohere thermische Spannungen zu erwarten.

Eine realitdtsnahe Schaufelspitzengeometrie ist durch das Schnittbild vom Fraunhofer-
IWS® in Abbildung 8.3 auf Seite 79 moglich. Das numerische Ergebnis zum Tempera-
turfeld 73, nach einer Einlauflinge von 100 mm bzw. 500 ps mit einer Geschwindigkeit
von v = 200 m/s ist in Abbildung 8.9 aufgefithrt und die Temperaturkurve im Kon-
taktsegement in Abbildung 8.10 dargestellt. Es zeigt sich, dass das Temperaturfeld zur
Schaufelhinterkante gestaucht wird und hier die héchsten Temperaturen erreicht werden.
Bei der globalen Betrachtung der gesamten Doméne werden maximale Temperaturen von
T, = 0,82 ermittelt. Jedoch deckt eine detaillierte Betrachtung des Kontaktsegments
einige Temperaturspitzen (engl. hot spots) von bis zu T3, = 1,00 auf, welche mit den ¢cBN-
Partikelpositionen iibereinstimmen (vgl. Abbildung 8.10). Das deutet darauf hin, dass
die Warme in der Kontaktebene verbleibt und erst durch die Partikel abgeleitet wird.
Der intrinsische Warmetaufteilungskoeffizient 3 stellt sich mit 56 % ein und damit liegt

die Haupttransportrichtung in die Schaufel vor. Das ist damit begriindbar, dass in der
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Abbildung 8.9: Temperaturfeld 73, nach Fraunhofer-IWS®-Turbinenbedingungen.
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Abbildung 8.10: Antisymmetrische normierte Temperaturverlaufe 7}, = 7/Tnax zu Bedin-
gungen nach Tabelle 8.2 im Kontaktsegment, mit maximalen Temperaturen Ti,,x an der
Schaufelhinterkante z1, = 0,167.

Simulation die ¢cBN-NiAlTa-Mischzone beriicksichtigt wird und in der analytischen Be-
rechnung nur ¢cBN angenommen wurde. Zudem wird das Temperaturfeld 73, durch die
NiAlTa-cBN-Mischschicht verzerrt. Der Grund ist der begiinstigte Wérmetransport durch
die bessere Temperaturleitfihigkeit a.gn im Vergleich zu anjaiTa. Die Partikel erreichen
hohere Temperaturen als die Haftvermittlerschicht, der kontinuierliche Warmeabtransport
wird unterbunden und ein Temperatursprung zwischen den Materialien, wie in den voran-
gegangenen Simulationen, liegt vor. Es wird erwartet, dass sich eine plastische Verformung
der NiAlTa-Schicht ergibt und die cBN-Partikel sich l6sen. Auch besteht durch den Tem-
peratursprung das erhohte Risiko grofier thermischer Spannungen und in Kombination mit
mechanischen Spannungen kann eine Rissbildung sowie das Ausbrechen der Partikel nicht

ausgeschlossen werden.
8.1.3 Zusammenfassung

Die Simulationsergebnisse veranschaulichen, dass sich ein asymmetrisches Temperaturpro-
fil ausbildet und die maximale Temperatur an der Schaufelhinterkante erreicht wird. Die
Griinde fur diese Effekte sind:

e An der Schaufelvorderkante liegt eine Warmesenke aufgrund des frischen Gehéause-
materials wiahrend des Reibkontakts vor. Folglich wird die Reibwéirme ¢iot an der

Vorderkante gleichméflig in die Schaufel und das Gehéuse {ibertragen.

o Die Materialschichten und das Kontaktsegment erwarmen sich hinter der Vorderkan-
te und iiber die Lénge der Schaufeldicke wahrend des Reibkontakts weiter. Durch
das vorgewarmte Material im Kontaktsegment werden entsprechend hohere Tempe-

raturen in der Schaufelspitze und Gehédusebschichtung bis zur Hinterkante erreicht.

e Aufgrund der deutlich geringeren Temperaturleitfihigkeit v und thermischen Wel-
lengeschwindigkeit C' der Mg-Spinell-Einlaufschicht ist die Warmeflussdichte ¢g in
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das Schaufel-System grofler. Deshalb sind die Temperaturen in der Schaufel hoher

und das Temperaturfeld ist dementsprechend ausgeprigter.

e Zudem erfahrt die Mg-Spinell-Einlaufschicht auf dem Gehéuse den Mechanismus des
advektiven Warmetransports. Das Ergebnis ist der Abtransport der Warme aus dem
Kontaktsegment zur Schaufelhinterkante und dariiber hinaus in die Umgebung so-
wie eine reduzierte Eindringtiefe der Temperatur in das Gehduse im Vergleich zur
Schaufel. Der primdre Wéarmetransport in der Schaufel erfolgt orthogonal zum Kon-
taktsegment, wird jedoch weiterhin von der Relativgeschwindigkeit iiber die Dauer
des Reibkontakts beeinflusst.

¢ Die analytischen und numerischen berechneten intrinsischen Aufteilungskoeffizien-
ten [ unterscheiden sich deutlich. Das ist dadurch begriindet, dass die numerische
Berechnung geometrische Randbedingungen in den Schichten und an den System-
grenzen beriicksichtigt sowie die Bilanzierung im Nichtgleichgewicht durchgefiihrt

wurde.

Wéhrend die Simulationen mit den Randbedingungen bei LTSL® und Oerlikon-Metco®
gleichméfiige Temperaturkonturen vorhersagen, zeigt sich fiir die realitdtsndhere Fraun-
hofer-IWS®-Geometrie unter Turbinenbedingungen eine ungleichméfiige Temperaturver-
teilung mit vereinzelten Temperaturspitzen. Diese Temperaturspitzen sind auf die ¢cBN-
Schnittpartikel und deren gute Temperaturleitfdhigkeit o sowie hohe thermische Geschwin-
digkeit C' zuriickzufiihren. Dies steht im Kontrast zur vergleichsweise isolierenden Eigen-
schaft der NiAlTa-Haftvermittlerschicht. Die Kombination beider Materialien in Form der
NiAlTa-cBN-Mischschicht an der Schaufelspitze ldsst hohe thermische Spannungen und
gegebenenfalls ein vorzeitiges Ausbrechen der Partikel erwarten. Infolgedessen besteht die
Gefahr eines ineffizienten Schaufel-Gehduse-Einlaufsystems. Ergénzend zeigen Turbinen-
schaufeln, die den realen Bedingungen ausgesetzt waren, dass die Keramikbeschichtungen
an der Hinterkante beschédigt oder abgebrochen sind. Aus den Simulationen kann man
die Theorie ableiten, dass die ermittelte maximale Temperatur an der Schaufelhinterkante

eine weitere Ursache fir diese Materialverluste ist.
8.1.4 Ausblick

Die hier behandelte Problematik wurde bisher nur in 2-D geltst, daher liegen keine Er-
gebnisse fiir den 3-D-Fall vor. Eine 3-D-Losung ermdéglicht eine weitaus realistischere Dar-
stellung der Warmeaufteilung sowie des Temperaturfelds und stellt somit einen néchsten
Schritt dar. Dadurch kénnen beispielsweise auch reale Schaufelgeometrien im zylindrischen

Koordinatensystem fiir einen deutlich anwendungsbezogeneren Fall berechnet werden.

Das vorliegende numerische Schaufel-Gehéduse-Einlaufmodell berticksichtigt nicht die
Thermomechanik, insbesondere nicht bei der instationdren Berechnung der Temperatur-
verteilung. Die ermittelten Reibwérmeflussdichten wurden hier als erste Anndherung tiber

Mittelwerte aus Kraftmessungen nach Versuchen von LTSL® an der Universitat Sheffield
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bestimmt. Die Messungen umfassen indirekt plastische Verformungen und Abrasionen in
der Kontaktfldche, sollten jedoch weiterhin wahrend der Simulation berticksichtigt werden,
da die Reibung proportional mit der Temperatur zunimmt [59, Kap. 10.10]. Zudem ist es
sinnvoll, die Warmetransportgleichung nach Christov-Cattaneo mit dem Taler-Quinney-
Koeffizienten, wie beispielsweise von Espinosa, Zavattieri & Emore [18], zu erweitern. Da-
durch kénnen die thermodynamischen Effekte von Temperaturerh6hungen auf die Mate-
rialien abgebildet werden, was im vorliegenden Fall fiir den Materialiibergang und die ther-
mischen Spannungen zwischen den cBN-Partikeln und der NiAlTa-Haftvermittlerschicht
bedeutend ist.

Zudem wéren zuséatzliche mikroskopische Untersuchungen zwischen den ¢cBN-Partikeln
und der NiAlTa-Haftvermittlerschicht niitzlich, um den genauen Warmetransportprozess
zu verstehen sowie einen Vergleich zwischen der Fourier- und Christov-Gleichung her-
auszustellen. Erste Simulationen hierzu zeigen, dass im transienten Bereich die Welle im
Materialiibergangs- bzw. Grenzbereich einen Sprung zeigt und es hier zu Instabilitdten
kommt bzw. eine Wellenreflexion vorliegt. Die Simulationen und Ergebnisse miissen aber

weiter optimiert und angepasst werden, um eine zuverldssige Aussage treffen zu kénnen.

8.2 Thermische Belastung der RDE-Brennkammer-Ringwand

RDEs (engl. rotating detonation engines) sind Triebwerke mit zylindrischer Brennkam-
mer, in welcher eine oder mehrere Detonationswellen umlaufen [49, Kap. 1], wodurch
die Ringwand einem periodischen inhomogenen Wérmeeintrag ausgesetzt ist. Das fithrt
zu hohen thermischen Spannungen und resultierender Rissbildung, wobei die Kombina-
tion beider Vorgéinge eine iiberproportionale Schiadigung [74] und mogliche Zerstérung
der RDEs zur Folge haben konnen. Daher ist ein belastbares Material und ausreichende
Kihlung der Brennkammer notwendig, um ein zuverléssiges und effizientes Triebwerk zu
betreiben. Die Ermittlung der Anforderungsbedingungen an das Material und die Kiih-
lung sind {iber eine thermische Spannungsanalyse in der Ringwand moglich. Nachfolgend
wird jedoch die Untersuchung auf die Temperaturprofile in der Brennkammer-Ringwand
gerichtet, da die thermische Spannung oiperm proportional zur Temperaturdnderung AT
ist (siehe Gleichung (8.1)). Die weitere Umsetzung erfolgt durch die Betrachtung der in-
stationdren Temperaturentwicklung AT}, zur Fourier- und Christov-Cattaneo-Gleichung.
Der zeitliche Rahmen wird auf die Gréflenordnung der Relaxationszeit 7 zum Material
festgelegt. In Kapitel 8.2.1 werden die Materialparameter bestimmt, dann die Brennkam-
mer auf die Dicke der 2-D-Ringwand reduziert, mit linearen Viereckelementen aus Kapitel
4.3.1 diskretisiert und die Randbedingung eines Warmeflussdichteprofils ¢ aufgepragt. Die
Auswertung der Ergebnisse erfolgt in Kapitel 8.2.2. Abschliefend wird in Kapitel 8.2.3
eine Zusammenfassung gegeben und eine Diskussion iiber die Zweckméafigkeit des gewahl-
ten Ansatzes in Form des erweiterten Wéarmetransports nach Christov-Cattaneo auf die

Brennkammer der RDEs und deren Bedeutung fiir die thermischen Spannungen gefiihrt.
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Tabelle 8.4: Mechanische und thermische Eigenschaften der Inconel-Legierung 625 [13].

E [GPa] v wvg [ms! a [m? g T [s] C [m s

208 0,278 4528 2,83 x107% 4,15 x 10713 2614

8.2.1 Geometrie und Randbedingungen

Abbildung 8.11 transformiert die zylindrische Brennkammer aus der Umfangskoordinate
¢y und Axialkoordinate ay, in eine ebene abgerollte 2-D-Darstellung. Anschlieflend wird die
Ringwanddicke b, in das normierte x1 22 ,-System iibertragen, um die Temperaturanaly-
se in die x2 ,-Richtung durchzufiihren. Das erfordert die Festlegung von Randbedingungen
und beginnt bei den Materialeigenschaften. Die Brennkammer besteht aus einer Inconel-
Legierung vom Typ 625 und ihre mechanischen sowie thermischen Eigenschaften sind in
Tabelle 8.4 aufgelistet. Sie fiihrt neben dem Elastizitdtsmodul F und der Poisson-Zahl v
die berechneten Werte zur Relaxationszeit 7 aus Kapitel 2.2.3 auf. Des Weiteren sind

numerische Randbedingungen in Abbildung 8.12 dargestellt. Diese Abbildung zeigt das

T2 n
\T/

Innenwand

bn

Abbildung 8.11: Transformation der zylindrischen Brennkammer auf eine 2-D-Ringwand.
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Abbildung 8.12: Randbedingungen der Ringwand [24].
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Abbildung 8.13: Diskretisierte Ringwand und Monitoring Punkten MP1 und MP2 [24].

Profil der resultierenden Warmeflussdichte ¢(cy, an, = 0,1) zu einer Detonationsfront mit
Mayp = 0,9 aus den Untersuchungen von Vimercati & Mundt [80]. Die Front breitet sich in
positive z1 n-Richtung aus, wobei die Ringwand im Mittelpunkt der Untersuchungen steht
und damit die numerische Analyse auf die Lagrange-Betrachtung mit v in negative 1 p-
Richtung bezogen wird. Zusétzlich sind adiabate von-Neumann-Bedingungen an den Rén-
dern zur Auflenwand definiert. Die weitere numerische Diskretisierung der Geometrie ist
in Abbildung 8.13 vorgestellt und zeigt die Verwendung von linearen Lagrange-Elementen
mit einem zusétzlichen Wachstum g,, von der Innenwand zur AuBenwand von 5%, um
die Elementanzahl zu minimieren und den Rechenaufwand zu reduzieren. In x; ,-Richtung
sind 10.000 Elemente festgelegt und in x2 ,-Richtung 84 Elemente, somit spannen 840.000
Rechteckelemente mit 850.085 Knoten die Problemdoméne auf. Dadurch ergibt sich mit
der Bedingung Lpandmax < CT [24] eine minimale Elementseitenlinge von 1 X 107" m

und durch das 5%-Wachstum fiir die maximale Seitenlinge ein Wert von 3,457 x 1075 m.
8.2.2 Auswertung und Ergebnisse

Die Ergebnisse der 2-D-Temperaturfelder AT, in der Ringwand sind nach Fourier in
Abbildung 8.14 und nach Christov-Cattaneo in 8.15 zum Zeitpunkt ¢ = 0.57 darge-
stellt. Die Ansichten sind im Nahfeld unter der Innenwandoberfliche und des Maximums
des hochsten Warmeeintrags ¢ aus Abbildung 8.12 vergréflert. Der Vergleich zeigt, dass
die Fourier-Gleichung eine fortgeschrittene Temperaturausbreitung AT;, aufweist und da-
durch einen grofleren Bereich in der Ringwand beeinflusst als die Christov-Cattaneo-
Gleichung. Wahrend nach der Fourier-Gleichung die maximale Temperatur in Abbildung
8.14 AT}, max = 0,39 betrdgt, wird nach der Christov-Cattaneo-Gleichung nur etwa die
Halfte mit AT}, max = 0,2 erreicht, da die erweiterte Warmetransportgleichung eine trage-
re Temperaturausbreitung mit sich bringt. Die Auswertung tiber die Ringwanddicke b, in
x2 n-Richtung und zu den Monitoring Punkten MP1 sowie MP2 tiber die Zeitschritte s ist
in Abbildung 8.16 aufgefiihrt. In Abbildung 8.16a) wird zunéchst bestétigt, dass die Glei-
chungen verschiedene Ergebnisse berechnen. Des Weiteren haben die blauen Kurven nach
Christov-Cattaneo linear fallende Verldufe bis nahe der x ,-Achse, wo sie dann asympto-

tisch auslaufen. Ahnliches, aber verfrithtes Kriimmungsverhalten ist mit den roten Kurven
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Abbildung 8.14: Temperaturfeld AT, im Nahfeld des hochsten Wiarmeeintrags ¢ bei
May, = 0,9 und zu t = 0,57 nach Fourier [24].
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Abbildung 8.15: Temperaturfeld AT, im Nahfeld des hdchsten Warmeeintrags ¢ bei
May, = 0,9 und zu t = 0,57 nach Christov-Cattaneo [24].

der Fourier-Gleichung sichtbar ab der Oberflichenringwand bzw. an der Stelle der Innen-
wand bei etwa x2, = 1,38 zur x3 ,-Achse hin. Zudem wird durch sie nahe der x3 ,-Achse
zu allen Zeiten t eine Temperaturdnderung AT, gemessen, was unphysikalisch ist und
durch die Christov-Cattaneo-Gleichung natiirlicher vorhergesagt wird. Erginzend ergibt
eine Extrapolation der Funktionsverldufe, dass die tangentialen Steigungen der Fourier-
Kurven an den meisten Positionen flacher sind als die der Christov-Cattaneo-Kurven und
nun hinsichtlich der ersten Ableitung der hyperbolischen Warmtransportgleichung gréfie-
re Gradienten ATn/Az, ,, vorliegen. Weiterfithrend sind diese grolen Temperaturgradienten
die Ursache von erhdhten thermischen Spannungen in der Ringwand nahe der Oberfléche
und iiber die Christov-Cattaneo-Gleichung physikalischer dargestellt. Die instationdren
Zusténde sind in 8.16b) zu den Monitoring Punkten MP1 und MP2 gezeigt. MP1 sitzt
in der Oberfliche der Ringwand und die zugehorigen Temperaturverlaufe AT, der Glei-
chungen zeigen einen parallelen Anstieg, wobei zur Losung nach Christov-Cattaneo die
Temperaturen niedriger sind. Das und die weitere Analyse von MP2 im Fernfeld fithren

auf das Ergebnis, dass ein Nichtgleichgewicht zum instationdren Anfangszeitraum vor-
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Abbildung 8.16: Temperaturverldufe AT}, nach Fourier (F) und Christov-Cattaneo (CC):
a) Kurven bei 21, = 2,34 Uber z3, und b) bei Monitoring Punkten MP1 und MP2 [24].

liegt und der hyperbolische Warmetransport iiber die Phonon-Elektron-Wechselwirkung
aus Kapitel 2.2.2 zeitlich trager ist. Dieses trage Verhalten ist als das physikalischere zu
bewerten und kontrér zur Fourier-Losung, welche zu allen Zeiten s in beiden Monitoring
Punkten einen sofortige Temperaturanstieg AT, aufgrund ihres Paradoxon einer infiniten

Temperaturausbreitung hat.
8.2.3 Zusammenfassung

Die Untersuchung der Temperaturprofile in der Ringwand der RDEs zeigen, dass die hy-
perbolische Warmetransportgleichung nach Christov-Cattaneo ein natiirlicheres Tempera-
turverhalten ermittelt. Dadurch sind die Gradienten A7/Az, nahe der Innenwand bzw. der
Ringwandoberflache deutlich grofler als sie durch die Fourier-Gleichung vorausgesagt wer-
den. Gleiches folgt hieraus fiir die thermischen Spannungen otperm, da diese nach Gleichung
(8.1) direkt proportional zur Temperaturidnderung AT sind. Zudem koppelt die hyperboli-
sche Warmetransportgleichung die mechanischen mit den thermischen Eigenschaften iiber
die Relaxationszeit 7, wodurch diese Untersuchung realitdtsndhere Vorhersagen iiber die

zu erfiillenden Bedingung an das Material und die Kiithlung geben.
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9 Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, den hyperbolischen Wéarmetransport im Nichtgleichgewicht
zu simulieren. Das ergibt sich aus der Aufgabe, den Warmetransportprozesses im Schaufel-
Gehéuse-Einlaufsystem von Flugturbinen vor dem Hintergrund der Nichtgleichgewichts-
thermodynamik (klassischen irreversiblen Thermodynamik) zu modellieren. Aufgrund von
Randbedingungen muss die erweiterte Warmetransporttheorie, welche unter anderem aus
der erweiterten irreversiblen Thermodynamik hergeleitet werden kann, herangezogen wer-
den, bei der die Temperaturausbreitung durch eine endliche thermische Wellengeschwin-
digkeit C erfolgt. Uber die Transformation der Wirmetransportgleichung in eine Finite-
Elemente-Bewegungsleichung wird das FEM-Programm HypHeat2D entwickelt. Dieses
Programm berechnet instationédre ebene 2-D-Wéarmetransportprobleme mit Relativbewe-
gung, wie bspw. im Einlaufsystem. HypHeat2D konnte erfolgreich in Untersuchungen
eingesetzt werden, um den adaptiven Warmetransportprozess und die sich einstellenden
asymmetrischen Temperaturfelder infolge der Relativgeschwindigkeit v zu analysieren.
Die Anwendung des Programms erfolgte fiir eine generische Geometrie, einen Schaufel-
Gehéuse-Einlaufvorgang in einer Flugturbine und einer Brennkammer-Ringwand von einer

RDE (engl. rotating detonation engine).

Die Theorie des erweiterten Warmetransports wird behandelt. Zu Beginn werden die
partiellen Differentialgleichung in der Lagrange-Betrachtung nach Fourier (F), Cattaneo-
Vernotte (CV) und Christov-Cattaneo (CC) aufgefithrt und miteinander verglichen. Die
CV-Gleichung korrigiert das Paradoxon einer unendlichen thermischen Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Temperatur in der Warmeleitungsgleichung nach Fourier. Dies geschieht,
indem sie iiber die Relaxationszeit 7 dem Warmetransport ein physikalischeres Verhalten
aufprédgt, das auf einer endlichen thermischen Wellenausbreitungsgeschwindigkeit C' ba-
siert. In Bezug auf die Lagrange-Betrachtung korrigiert wiederum die Christov-Cattaneo-
Gleichung die Cattaneo-Vernotte-Gleichung durch eine Anderung von der totalen auf eine
materielle Ableitung in der Wirmeleitungsgleichung. Uber das Verhéltnis der Wellenaus-
breitungsgeschwindigkeit C' zu der Relativgeschwindigkeit v eines Systems ist die thermi-
sche Mach-Zahl Mayy, definiert. Mithilfe der thermischen Mach-Zahl wird der Umschlag-
punkt zwischen der Diffusions- und Wellengleichung bestimmt und sie gibt an, dass ab
Mayy, > 0,1 die hyperbolischen CV- und CC-Gleichungen verwendet werden miissen. Zu-
sitzlich wird das Wellenphdnomen in der makroskopischen und mikroskopischen Betrach-
tung erklart, die zur Annahme fiihrt, dass bei May, = 1,0 ein thermischer Stofl vorliegt.
Die analytischen Gleichungen fiir die Berechnung der Relaxationszeit in einem Festkorper
werden angegeben. Im Rahmen der erweiterten irreversiblen Thermodynamik werden die
Gleichungen fiir die erweiterte Entropie sgir sowie die Nichtgleichgewichtstemperatur

dargelegt und fiir die FEM-Simulationen angepasst.
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Es wird die Diskretisierung der hyperbolischen Wéarmetransportgleichung nach Christov-
Cattaneo mittels der Finite-Elemente-Methode und fiir diverse numerische Zeitintegratio-
nen gezeigt. Unter Anwendung der Galerkin-FEM wird die rdumliche Transformation von
der partiellen Gleichungsform auf eine gewohnliche Differentialgleichung durchgefithrt und
ist dadurch fir verschiedene numerische Zeitintegrationen verwendbar. Aufgrund von nu-
merischen Instabilitdten durch die Diskretisierung und Wellengleichungsform treten bei
hoheren Relativgeschwindigkeiten v rdumliche Instabilitdten auf, welche mit der hier ge-
zeigten Methode der orientierten Relaxationszeit geddmpft werden kénnen. Das FEM-
Programm HypHeat2D wird in der MATLAB®-Umgebung entwickelt, in welchem insta-
tiondre ebene 2-D-Warmetransportprobleme mit Relativbewegung gelost werden kénnen.
Im Kontext des Schaufel-Gehéuse-Einlaufsystems ermoglicht es die Berechnung einer Geo-
metrie, die aus einer bewegungsfreien und einer bewegten Doméne besteht, iber ein ein-
ziges Gleichungssystem, ohne dass Kopplungsbedingungen iibergeben oder die Doméanen
sequenziell berechnet werden miissen und es stellt sich eine natiirliche Warmeaufteilung
im Kontaktsegment ein. Eine Validierung zeigt, dass HypHeat2D iibereinstimmende Er-
gebnisse mit analytischen Loésungen fiir eine Streifenquelle in einem System mit einer

Relativgeschwindigkeit v hat.

Die Anwendungen von HypHeat2D beziehen sich auf eine generische Geometrie, den Ein-
laufvorgang in einer Flugturbine und eine RDE-Brennkammer-Ringwand. Bei den numeri-
schen Untersuchungen zur generischen Geometrie werden die Fourier-, Cattaneo-Vernotte-
und die Christov-Cattaneo-Gleichungen in den stationdren unterkritischen, subkritischen
und transkritischen Diffusionszustédnden fiir eine Punktquelle verglichen. Dabei zeigen die
Loésungen in den Mach-Zahl-Regimen mit May, > 0 asymmetrische Temperaturprofile.
Diese sind vor der Warmequelle bzw. entgegen der Systemgeschwindigkeit v gestaucht, wei-
sen in der Punktquelle die maximale Temperatur auf und haben einen asymptotischen Aus-
lauf hinter der Quelle bzw. parallel zur Ausbreitungsrichtung von v. Fiir die unterkritische
Diffusion wird die Theorie bestétigt, dass bis Ma, = 0,1 die Warmetransportgleichungen
keine Unterschiede aufweisen. Erst im subkritischen Zustand und ab May, = 0, 3 zeigen die
CC-Gleichungen erkennbare Abweichungen, die an der Wellenfront mit der Zunahme der
Mach-Zahl grofier werden. Besonders im transkritischen Zustand zu Mayg, = 1,0 ist durch
die CC-Gleichung ein eindeutiges gestauchtes Temperaturprofil mit groem Gradienten an
der Wellenfront ersichtlich, was auf einen thermischen Stof} schlielen ldsst. Dagegen zeigen
die Temperaturprofile zur F- und CV-Warmetransportgleichung unnatiirliche Temperatur-
ausbreitung entgegen der Systemgeschwindigkeit v. Mit diesen Simulationsergebnissen ist
bewiesen, dass die Christov-Cattaneo-Gleichung ein natiirlicheres bzw. physikalisches Lo-
sungsverhalten fiir einen Warmetransportprozess mit Relativbewegung ergibt und somit
fiir Systeme mit Relativgeschwindigkeit v verwendet werden muss. Hinsichtlich der Simula-
tionen zum Schaufel-Gehduse-Einlaufsystem werden drei Zustédnde simuliert. Die Zusténde
entsprechen den Priifstandbedingungen nach LTSL® und Oerlikon-Metco® sowie ange-

nommenen Randbedingungen zur Turbinenumgebung. Die Geometrien fiir die Priifstand-



bedingungen werden {iber homogene Schichten (Gehéuse-/Einlaufbeschichtung aus Mg-
Spinell, Schaufelspitze aus ¢cBN-Partikeln und Haftvermittlerschicht aus NiAlTa) aufge-
baut. Die Geometrie zur Turbinenbedingung wird nach einem Schliffbild vom Fraunhofer-

IWS® (Gehéuse-/Einlaufbeschichtung aus Mg-Spinell, Schaufelspitze aus ¢cBN-NiAlTa-

1 und

Mischschicht) erstellt . Die Schaufelspitzengeschwindigkeiten werden mit 200 m s~
400 m s~ iiber eine Reibkontaktlinge von 0,1 m angenommen. Die Ergebnisse zeigen ein
asymmetrisches mehrdimensionales Temperaturprofil mit den maximalen Temperaturen
an der Schaufelhinterkante. Dadurch wird das Temperaturprofil gestaucht, ein inhomo-
gener Wérmetransport liegt vor und es sind erhéhte thermische Spannungen zu erwar-
ten, welche die Schaufelhinterkante schidigen kénnen. Ein besonders mehrdimensiona-
les inhomogenes Temperaturfeld zeigt die diskretisierte Geometrie nach dem Schliffbild
Fraunhofer-IWS® worin grofle Gradienten und Temperaturspitzen im Kontaktsegment
und zwischen den cBN-Partikeln sowie der NiAlTa-Haftvermittlerschicht aufgedeckt wer-
den. Ein weiterer Anwendungsfall wird mit einer RDE-Brennkammer-Ringwand erschlos-
sen, in welcher das transiente Temperaturprofil nach Fourier und Christov-Cattaneo or-
thogonal zur Innenwand bzw. iiber die Brennkammerwanddicke untersucht wird. Die Er-
gebnisse zeigen, dass die CC-Gleichung ein natiirlicheres Temperaturverhalten ermittelt
und die Gradienten grofier sind als die der Fourier-Gleichung. Aufgrund der direkten pro-
portionalen Abhéngigkeit der thermischen Spannung sind héhere Spannungsberechnungen

mit der CC-Gleichung zu erwarten.

10 Ausblick

Zukiinftige Arbeiten kdnnen numerisch und experimentell ausgerichtet sein. Die Weiter-
entwicklung von HypHeat2D auf komplexe 3-D-Geometrien und die Integration struktur-
oder stromungsmechanischer Modelle wiirden zu einer realitdtsnédheren Finite-Elemente-
Analyse von Bauteilen oder Warmetransportproblemen aller Art im Nichtgleichgewicht
beitragen. Auflerdem sind neben dem hier verwendeten Eingleichungsmodell auch Zwei-
gleichungsmodelle moglich, die beispielsweise je eine Relaxationszeit fiir den Warmefluss
und der Temperatur nutzen [77]. Hinsichtlich der Wérmeaufteilung sind andere Verfah-
ren zur Berechnung zu priifen, welche instationdre Aufteilungen mit Relativbewegungen
und die Relaxationszeit 7 berticksichtigen [56]. Des Weiteren sollte die Moglichkeit nicht
auBer Acht gelassen werden, kommerzielle Software wie Abaqus® zu verwenden, um zeit-
aufwindiges Programmieren zu vermeiden. Aulerdem ist eine experimentelle Validierung
von HypHeat2D erforderlich und die Messung von materialabhédngigen Relaxationszeiten
7 notig. Hierfiir kann ein bereits existierender Thermodiffusion-Versuchsaufbau am In-
stitut fiir Thermodynamik der Universitdt der Bundeswehr verwendet werden, der aber
zuséatzlich mit Temperatursensoren ausgeriistet werden muss, um den Zeitbereich der ther-

mischen Welle aufzulésen [38].
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A Netzgen

A.1 startSkript.m

Inhalte

e Parallel Computing

e Programmaufruf zur Netzgenerierung

I T T T T T T T T To T To T To To To To To to o oo oo o oo st axtStRTApt i Yoo sotosooooooioioooiooooo oo e

% Netzgen : Funktion

% Netzgen_Kontakt : Hauptprogramm

%p : Parallel Pool Aufruf "parpool", mit MATLAB Profil
% "local"

% anzahlVerfuegbarerCPU : Anzahl paralleler Threads

A
b
YA
A
b

Tl ToTototo o oo T ToToo 1o o o To ToTo o 1o o o o To ToTo o 1o oo o To ToFo o o oo o o To oo oo o o T To o oo o o To Fo o o oo o o To T o o oo o To Fo o

delete(’logFile.txt’)
diary(’logFile.txt’)

close all; clear; clc;

ver;

i Tl (e \n’)

delete(gcp(’nocreate’));

Parallel Computing

% anzahlVerfuegbarerCPU = maxNumCompThreads; % Verfuegbare CPUs
anzahlVerfuegbarerCPU = 1; I zeitlich

% anzahlVerfuegbarerCPU = str2num(getenv(’SLURM_NTASKS’)); % aus slurm.sh

if anzahlVerfuegbarerCPU > 1
p = parpool(’local’,anzahlVerfuegbarerCPU);

end

Programmaufruf zur Netzgenerierung

Netzgen = {@Netzgen};
input = {’Beispiel_Netz’,anzahlVerfuegbarerCPU};
Netzgen{1} (input{1,:1});
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A.2 Netzgen.m

Inhalt

o Materialparameter

o Ort-/Elementparameter

e Zeitparameter

e Randbedingungen

o Koordinaten der Randbpunkte zur Domaene und Randbedingungen
e Ab hier Netzerstellung - keine Aenderungen vornehmen!

o Netzerstellungsprogramm

e Quadratische Elemente

o Polygonplot

e Randbedingungen werden hier zugewiesen

o Materialbereiche

TITRITITRITITRUIT RTINS Netzgen . WM MR

% Author: Marvin C. Feike, M.Sc. %
% Institut fuer Thermodynamik %
% http://www.unibw.de/thermodynamik %
b )
% Universitaet der Bundeswehr Muenchen %
% Werner-Heisenberg-Weg 39 %
yA 85579 Neubiberg %
b )
% Letzte Bearbeitung: 29.11.2023 %
Tololo o 1o ToTo o o oo o o o o o o To o o Too oo o o o o o o o oo oo oo o o o o o o o oo oo T o o o o o o o oo oo To oo o o o o oo
% In der Netzgen.m wird ein 2D Netz als .inp-Datei generiert. %
% Hierfuer werden die Materialdaten, Eckknotenkoordinaten und %
% Materialknotenpunkte eingegeben. Es ist nur ein strukturiertes Netz %
% moeglich, aus quadratische und lineare Rechteckelementen. %
% Die Zeitingreation und Zeitparameter sowie auch numerische %
% stabilisierende Mechanismen koennen festgelegt werden. %
Voo oo 1o ToTo o oo oo o o o o o o o o oo o oo o o o o o o o o o oot o oo o o o o o o o o o oo o oo o o o o o o o oo To oo o o o o o
% - Enheiten sind, wenn nicht anders angegeben, im SI System %
% RB_Anzahl %
% elementSeitenVerhaeltins : Aspect Ratio, Seitenverhaeltnis %
% SPEZIFISCHE_WAERMEKAPAZITAET C : Spezifische Waermekapazitaet %
% dc : Discontinuity-capturing, ein := 1 oder 2, aus := O, %
% 1: Pojezierte Geschwindigkeit, 2: Orientierte Relax. Y%
% ZEIT_DT : Zeitinkrement %
% ELEMENT_TYP : Elementtyp 1 = Viereck (standart, keine anderen) %
hoo.. h
% xVektor : x Vektor fuer Polygondomaene %

% yVektor : y Vektor fuer Polygondomaene %
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y A
%[
% [0 = LzuGZerl() : Funktion fuer zeitliche/globale Element/Knoten Zuordnung %
ool oo oo To o To o To ToToTo o To oo oo oo o fo o o o o o o o o o o o o o o o o To T To T To T T o oo oo oo o oo oo o o o o o o o

grading() : Funktion fuer Wachstum b

function Netzgen(prName,ANZAHL_VERFUEGBARER_CPU)

disp(’**********************************************************’);

disp(’*x* Universitaet der Bundeswehr Muenchen *k7)
disp(’ *x* Fakultaet fuer Luft- und Raumfarttechnik *k7)
disp (7 *x* Institut fuer Thermodynamik *k?)
disp(’*x* 5599 o
disp(?*x M. C. Feike *47) 3
disp (% Stand: 29.11.2023 *7) 5
disp(’*x* *%7) 5
disp(’*x* Netzgen2D - FEM *%7)

disp(’**********************************************************7);

tic

Name = (prName);

fprintf(’1) Lese Materialdaten, Randbedingungen und Geometriedaten ein.\n’);

Materialparameter

MATERIAL_ANZAHL = 1; % Anzahl verschiedener Materialien

% Genersisches Material

TAU(1) = 1E-8; % Relaxationszeit in s

LAMBDA (1) = 10; % Leitfaehigkeit in W/m-K

RHO(1) = 1000; % Dicht in kg/m~3
SPEZIFISCHE_WAERMEKAPAZITAET_C(1) = 100; % Kapazitaet in J/kg-K

V_X(1) = 100; % Relativgeschwindigkeit x in m/s
V_Y(1) = 0; % Relativgeschwindigkeit y in m/s

Ort-/Elementparameter

ELEMENT_TYP
ELEMENT_KNOTEN_ANZAHL
ELEMENT_SEITENLAENGE_X
ELEMENT_SEITENLAENGE_Y

elementSeitenVerhaeltins

1; % Rechteckelemente

4; % Lin. Elemente := 4, quad. Element := 8
2.5E-7/2;

2.5E-7/2;
ELEMENT_SEITENLAENGE_X/ELEMENT_SEITENLAENGE_Y;

ZUFAELLIGE_NETZSEITENLAENGEN = 0; % Ungleichmaessiges Netz, aktiv := 1

QUELLE_INFINITE_STREIFENLAENGE = O; J Reibkontaktlaenge
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Zeitparameter

% Zwischenschritt adaptive Zeitrschrittberechnung nach Diffusions-Zahl

Lc = sqrt ((ELEMENT_SEITENLAENGE_X)~2 + (ELEMENT_SEITENLAENGE_Y)"2);

alpha = max(LAMBDA)/(min(RHO)*min (SPEZIFISCHE_WAERMEKAPAZITAET_C));

% globales alpha konservative Annahme -> gr. alpha, reduziert Zeitschritt.

diffZahl = 0.5; % =< 1/2, Hoffmann Num. Method for Eng. and Sc. Kap. 10.5.2

ZEIT_DT = diffZahl#Lc~2/alpha;% Diffusions-Zahl =

ZEIT_START = 0; % alpha*dt/dLc™2 -> dt = d * dx~2/alpha; 1E-9/2;
ZEIT_FINAL = 1E-7;

Randbedingungen

TEMPERATUR_INITIAL =1;

fFunk

0; % wird nicht gebraucht, nur zur Verfolstaendigung

% Bewegte Randbedingung, einlesen externe Datei

RB_BEWEGT_EIN = 0; % aktiv := 1, einlesen von RB bei HypHeat Programm
RB_BEWEGT _LAENGE
RB_BEWEGT_V = 0; % Geschwindigkeit in m/s

0; % Laenge in m ueber die RB gilt

% Randbedingung an Raendern, im Kontaktbereich usw..
RB_Anzahl = 3;

RB_ART = [1 2 2]; % 1:=Dirichlet, 2:=Neumann, 3:=Robin, 4:=Kontakt
RB_STRING = {’1.0’ ’0.0’;

’20.0° ’0.0°; % Punktquelle

’0.0° ’0.0°};

Koordinaten der Randpunkte zur Domaene und Randbedingungen

PUNKT(1,:) = [0 0];

PUNKT(2,:) = [2.0000E-05 0.0000E+00] ;
PUNKT(3,:) = [2.0000E-05 2.0000E-05] ;
PUNKT(4,:) = [0.0000E+00 2.0000E-05] ;
PUNKT(5,:) = [1.0000E-05 1.0000E-05] ;

% Raender
RAND_ANZAHL = 4;

RAND(1,:) = [1 2]; % Rand zwischen zwei Punkten
RAND(2,:) = [2 3];
RAND(3,:) = [3 4];
RAND(4,:) = [4 1];

RAND_RB(1) = 1; % Randbedingung zu Rand
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RAND_RB(2)
RAND_RB(3)
RAND_RB(4)

I ] I
= = W

% Punktquellen

PUNKTQUELLEN_ANZAHL = 1;

PUNKT_RB(1,:) = [56 2]; % 2 Strings: 1. Punkt-Nr, 2. RB-Nr
% PUNKT_RB(2,:) = [];

% Materialbereiche
MATERIAL_ANZAHL BEREICHE = 1;

MATERIAL_PUNKT(1,:) = [1 1 PUNKT(1,:)];
MATERIAL_PUNKT(2,:) = [1 1 PUNKT(2,:)];
MATERIAL _PUNKT(3,:) = [1 1 PUNKT(3,:)];
MATERIAL_PUNKT(4,:) = [1 1 PUNKT(4,:)];

% Polygonfunktion
xVektor [PUNKT(1:4,1)’ PUNKT(1,1)];
[PUNKT(1:4,2)’ PUNKT(1,2)];

yVektor

% Knotenkoordinaten

xMin = min(PUNKT(:,1));
xMax = max (PUNKT(:,1));
yMin = min(PUNKT(:,2));
yMax = max (PUNKT(:,2));

% Wachstum / Grading festlegen

% Es sind mehrere Punkte moeglich, wohin das Netz verfeinert werden soll.
% Fixpunkte duerfen nicht exakt auf Domaeneneckpunkten liegen.
WACHSTUM_FIXPUNKT_X(1)
WACHSTUM_FIXPUNKT_Y(1)

0; ’% Fixpunkt in x

0; % Fixpunkt in y

WachstumFixpunktAnzahlX
WachstumFixpunktAnzahlY

length (WACHSTUM_FIXPUNKT_X); % Anzahl der Fixpunkte
length (WACHSTUM_FIXPUNKT_Y) ;

WACHSTUM_FAKTOR_X

1.0; % Wachstumsfaktor in x von WACHSTUM_FIXPUNKT_X
% (Wachstum ab WACHSTUM_FAKTOR_X>1)

1.0; % Wachstumsfaktor in y von WACHSTUM_FIXPUNKT_Y
% (Wachstum ab WACHSTUM_FAKTOR_Y>1)

WACHSTUM_FAKTOR_Y

fprintf(’2) Erstelle Netzmetrik mit Koordinaten und pruefe Gitter.\n’);

cd Subprogramme
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Netzerstellungsprogramm

% Pruefe Koordinaten und Positionen der Randbedingunge auf Doppelbesetzung
% und Existenz

% x-Koordinaten

for i = 1 : size(PUNKT,1)

=1
i=i+ty
end

end

% y-Koordinaten
for i = 1 : size(PUNKT,1)

i=L
j=i+1L
end

end

Quadratische Elemente

Polygonplot

Randbedingungen

Materialbereiche

A.3 logFile.txt

logFile.txt

MATLAB Version: 9.12.0.1884302 (R2022a)

MATLAB License Number: 342076

Operating System: Microsoft Windows 11 Pro for Workstations Version 10.0
(Build 22631)

Java Version: Java 1.8.0_202-b08 with Oracle Corporation Java HotSpot (TM)
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64-Bit Server VM mixed mode

MATLAB Version 9.12  (R2022a)
MATLAB Coder Version 5.4 (R2022a)
MATLAB Compiler Version 8.4 (R2022a)
MATLAB Compiler SDK Version 7.0 (R2022a)
Optimization Toolbox Version 9.3 (R2022a)
Parallel Computing Toolbox Version 7.6 (R2022a)
Partial Differential Equation Toolbox Version 3.8 (R2022a)
Symbolic Math Toolbox Version 9.1 (R2022a)

>k >k >k >k 3k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k >k 5k %k %k >k >k >k 5k 5k 5k 5k 5k >k >k >k %k %k %k >k >k >k >k 5k 5k %k %k >k >k >k %k %k >k >k >k >k >k >k %k >k >k >k >k k *k *k *k

*% Universitaet der Bundeswehr Muenchen %k
*% Fakultaet fuer Luft- und Raumfarttechnik %k
*% Institut fuer Thermodynamik *ok
k% k%
*% M. C. Feike *%
*% Stand: 29.11.2023 *k
*% *k
*% Netzgen2D - FEM %k

stk ok ook sk sk ok ok sksk ok o ok sksk sk ok ok sk sk sk ok sksk sk sk ok sksk sk sk ok sksk sk sk ok sksk sk ok sksk sk sk ok ok sk ok
1) Lese Materialdaten, Randbedingungen und Geometriedaten ein.
2) Erstelle Netzmetrik mit Koordinaten und pruefe Gitter.
a) Gesamteknotenanzahl fuer temporaeres Polygon (in/out) sind 25921.
b) Knotenvektor mit Punkkoordinaten wird erstellt.
c) Pruefe, welche Knoten im Netzgebiet liegen.
d) Knoten werden Elementen zugeordnet, l-fache Parallelisierung.
e) Es werden 25600 Elemente mit 25921 Knoten erstellt.
3) Erstelle Plot zu Knoten in der Domaene.
4) Erstelle Plot zu Netz mit Knoten und Elementen.
5) Weise Randbedingungen den Knoten und Elementen zu.
a) Definiere thermodynamische Randbedingungen.
b) Definieren Stoffrandbedingungen.
6) Eine Netzdatei .inp wird erstellt. (Abbrechen mit Strg+c).
7) Netzdatei "Beispiel_Netz.inp" erfolgreich erstellt.
(Gesamte Netzerstellungsdauer: 14.394278 s)






B HypHeat2D

B.1 startSkript.m

Contents

o Waermetransportgleichungen
e Loeser nach Zeitintegrationsschema

o Programmaufruf zur 2D Waermetransportberechnung

et T T o s T T T T T o s o e T o T o o oo o o ToTo o St RTESERT AP . Yo bl totoo oo et toto oo o o T To o oo o o T T

GLEICHUNG : Geichung des Waermetransporttyps:

- 1 := Fourier

- 2 := Cattaneo-Vernotte (Tzou, 1989)

- 3 := Christov-Cattaneo (Christov, 2005)
HypHeat2D : Hauptprogramm
HypHeatPar : Funktion fuer die Parallelisierung
input : Input fuer die HypHeatPar Funktion
kM : konzentrierte Massenmatrix
LOESER : Zeitintegrationsschema

- 1 := Houbolt (Bathe, 1976)

- 2 := linear acceleration (Zhou, 2021)

- 3 := Newmark (Zhou, 2021)

- 4 := Theta (Huebner, 2001)

- 5 := Wilson-Theta (Bathe, 1976)
anzahlVerfuegbarerCPU : Anzahl paralleler CPUs
P : parallel pool MATLAB
SUPG_GAMMA : Theta Wert fuer transiente Simulation SUPG (=0.5)
ZEITINGEGRATION_THETA: Theat Wert fuer Theta Zeitintegration

-0 := Euler explizit

- 0.5 := Crank-Nicolson

- 0.75 := Galerin

-1 := Euler implizit
KONZENTRIERTE_MASSENMATRIX : Konzentrierte Massenamtrix
GALERKIN_LEAST_SQUARE : Galerkin LS nur fuer gadr. Elemente
STREAMLINE_UPWIND_PETROV_GALERKIN : SUPG Methode
DISCONTINUITY_CAPTURING : Diskontinuitaestaufloser

- 1 := projezierte Geschinwindigkeit
- 2 := Orientierte Relaxationszeit

DATENAUSSCHREIBUNG : Vorschrift zur Datenausschreibung und speicherung

.SCHRITT: Schrittweite der Datenausschreibung
- 1 := jeden Zeitschritt

b
P2
)
A
P2
b
A
b
A
A
A
P2
b
P2
b
A
PA
A
P2
b
A
)
YA
A
b
P2
b
A
b
A
A
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% - 2 := jeden zweite Zeitschritt %
% - n := jeden nte Zeitschritt %
YA .SPEICHERUNG: %
yA - 0 := speichert alle Ausschreibungsschritte %
% - 1 := speichert nur letzten Schritt %
% - 2 := speichert letzten und vorletzten Schritt 7%
% - 3 := speichert letzte 3 Schritte %
% - n := speichert letzte n Schritte %

Tl ToTototo o o T ToTo o o o o o ToTo o 1o o o o To To T o 1o oo o o To oo 1o oo o To To oo o oo o T T o o oo o o To T o oo o o To Tt o oo o o T
close all; clear; clc;

cd Subprogramme; deleteOldFiles;

delete(gcp(’nocreate’));

diary(’logFile.txt’)
ver;

D Ll (R i \n’)

% anzahlVerfuegbarerCPU = maxNumCompThreads; % Verfuegbare CPUs

anzahlVerfuegbarerCPU = 4; % manuell
% anzahlVerfuegbarerCPU = str2num(getenv(’SLURM_NTASKS’)); % aus slurm.sh

if anzahlVerfuegbarerCPU > 1
p = parpool(’local’,anzahlVerfuegbarerCPU) ;

end

Waermetransportgleichungen

% GLEICHUNG 1; % Fourier
% GLEICHUNG 2; % Cattaneo-Vernotte
GLEICHUNG = 3; % Christov-Cattaneo

Loeser nach Zeitintegrationsschema

% LOESER = 1; Houbolt

% LOESER 2; lineare Beschleunigung
% LOESER = 3; Newmark

LOESER = 4; % Theta

% LOESER ; % Wilson

% LOESER = 6; % Runge-Kutta

[
(%2}

% Zeitparameter

DATENAUSSCHREIBUNG.SCHRITT = 5; % 1 := Schrittweite 1
DATENAUSSCHREIBUNG.SPEICHER = 3; % O := behalte alle Daten
SUPG_GAMMA = 0.5;

ZEITINTEGRATION_THETA = 0.5;
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% Konzentrierte Massenamtrix: (Spur-Methode)
KONZENTRIERTE_MASSENMATRIX = 1; % aktiv := 1

% Galerkin Least-Square: (nur quadratische Elemente)
GALERKIN_LEAST_SQUARE = 0; % aktiv := 1

% Stream-Line-Upwind-Petrov-Galerkin:
STREAMLINE_UPWIND_PETROV_GALERKIN = 0; % aktiv := 1

% Discontinuity Capturing:

% Projezierte Geschwindigkeit auf Temperaturfeld: aktiv := 1 - Donea S. 184
% Orientierte Relaxationszeit: aktiv := 2

DISCONTINUITY_CAPTURING = 2;

Programmaufruf zur 2D Waermetransportberechnung

HypHeatPar = {@HypHeat2D};

input {’Beispiel_Netz’,anzahlVerfuegbarerCPU,

GLEICHUNG,LOESER,KONZENTRIERTE_MASSENMATRIX,GALERKIN_LEAST_SQUARE,
STREAMLINE_UPWIND_PETROV_GALERKIN,DISCONTINUITY_CAPTURING,
SUPG_GAMMA ,ZEITINTEGRATION_THETA ,DATENAUSSCHREIBUNG};

HypHeatPar{1} (input{1,:1});

B.2 HypHeat2D.m

TR IR IR HypHeat2D .m Wb h UM R

% Author: Marvin C. Feike, M.Sc. %
% Institut fuer Thermodynamik %
% http://www.unibw.de/thermodynamik %
/) P2
% Universitaet der Bundeswehr Muenchen %
% Werner-Heisenberg-Weg 39 %
yA 85579 Neubiberg %
h YA
% Letzte Bearbeitung: 02.01.2024 %
Tl ToTototo o oo T ToTo o o o oo T ToTo o 1o oo o To To T o 1o oo o o To oo o oo o T To o o o oo o o T o o o oo o To T o oo o o To Tt 1o oo o o T
% Programm-Info %
% Gleichungen: Y%
% - Fourier: y
% rho*cx(dT/dt+(V+nab.)T) = k*nab.dT %
h P2
% - Cattaneo-Vernotte: %

% rhoxc*(tauxd~2T/dt~2+dT/dt+tau*d(Vxnab.T)/dt+(V*nab.)T) = k*nabl.dT %
v %
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% - Christov-Cattaneo: %
%  rhoxc*(tauxd~2T/dt"2+2+tau(v*nabl.T)/dt+dT/dt+tauxd (V*nab) ~2T %
/) +(V*nab.)T) = k*nabl.dT VA
yA %
% Numerik: v
% - Raumliche Diskretisierung nach GFEM und Stabilisierung nach SUPG %
%  Methode %
% - Zeitliche Diskretisierung nach Houbolt, Newmark, Theta, lin. %
%  Beschleunigung und Wilson-Theta Methode %
% - Randbedingungen: Dirichlet, Robin and Newmark. + Kontakt und %
% eine bewegte Bedingung mit Vektor F %
% - Strukturiertes Netz mit Rechtecken %
yA %
% - Wichtigste Lektuere: P2
% : Sert // EP 508: FEA in Thermofluids, METU, 2018 %
% : Bathe, Wilson // Numerical Methods in FEA, Wilson, 1976 %
% : Huebner, Dewhirst // The FEM for Engineers, Wiley, 2001 %
% : Donea, Huerta // FEM for Flow Problems, Wiley, 2003 %
% : Huang, Usmani // FEA for Heat Transfer, Springer, 1994 %
% : Lebon, Jou, Casas-Vazques // Under. NoEq. Thd, Springer, 2008 %
% : Tzou // Macro- to microscale heat transfer, Wiley, 2015 %
h %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Nomenklatur %
% Einheiten im SI-System %
% Konstanten in GROSS_BUCH_STABEN %
% Variablen im camelCasing %
yA %
% a0, al, a2, ..., a7 : Zeitintegrationskonstanten %
% oo %
% ZEIT, .t, .s, FINAL, START: Zeitparameter %
Toto o to o To o To o To o Fo o fo o oo To o Fo o o o o o To o Fo o o s o o o To o Fo o o o o o To o Fo o oo o o o oo Fo o oo o o oo o o oo o o o oo o
% Subprogramme %
% Ber*: Berechne; Set*: Setze %
% coa %
% SetRB : Randbedingungen %

Tl ToToto o o o ToToToo o o oo To ToTo o o o o o To ToTo o fo o o o o ToFo o fo o o o o To oo fo o o o o To o o o o o JoTo oo o o o ToFo oo oo o fo Fo o

function [] = HypHeat2D(inpfile,anzahlVerfuegbarerCPU,GLEICHUNG,LOESER,
KONZENTRIERTE MASSENMATRIX,GALERKIN_LEAST_ SQUARE,
STREAMLINE_UPWIND_PETROV_GALERKIN,DISCONTINUITY_CAPTURING,
SUPG_GAMMA , ZEITINTEGRATION_THETA,DATENAUSSCHREIBUNG)

A P (2 skokokskskokekeskskskok ks sk ok ok ks sk ok ok ok ks sk ok ks skt ok ks sk sk koo seskokok 7)) 5
disp(’*x* Universitaet der Bundeswehr Muenchen %)

disp(’*x* Fakultaet fuer Luft- und Raumfarttechnik *k ) s



B HypHeat2D 121

disp(?** Institut fuer Thermodynamik *%0)
disp (7 *x* *k) s
disp(?*x M. C. Feike O
disp(*x Stand: 02.01.2024 *57) 5
disp(’*x* *%0) s
disp(’*x* HypHeat2D - FEM *k7) ;s

dlsp( 7 sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk ok ok ok ok ok ok ’) 8

tic

cd Subprogramme

% Waermtransportgleichung
fprintf(’1) Waermetransportgleichung nach: ’)
if GLEICHUNG ==
fprintf (’Fourier.\n’)
elseif GLEICHUNG ==
fprintf (’Cattaneo-Vernotte.\n’)
elseif GLEICHUNG ==
fprintf (’Christov-Cattaneo.\n’)

end

% Loeser
fprintf(’5) Zeitintegration nach ’)
if LOESER == 1 % Houbolt
fprintf (’Houbolt.\n’)
LoeserHoubolt (ZEIT,KNOTEN_ANZAHL,GEOMETRIE,RB_BEWEGT,
randbedingungen , ELEMENT _TYP,zeitlichZuGlobal ,KOORTINATEN,
ELEMENT _ANZAHL ,ELEMENT_KNOTEN_ANZAHL, GLEICHUNG,
gaussIntegrationsPunkteAnzahl ,formFunktionen,MATERIAL_ANZAHL,
gaussIntegrationsGewichtung,element,anzahlVerfuegbarerCPU,
DISCONTINUITY_CAPTURING,STREAMLINE_UPWIND_PETROV_GALERKIN,
GALERKIN_LEAST_SQUARE,KONZENTRIERTE_MASSENMATRIX,DATENAUSSCHREIBUNG) ;

end

fprintf (’\n Berechnung nach %f s beendet.\n’,toc);
cd ..

diary off
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B.3

logFile.txt

B.3 logFile.txt

logFile.txt

MATLAB Version: 9.12.0.1884302 (R2022a)
MATLAB License Number: 342076

Operating System: Microsoft Windows 11 Pro for Workstations Version 10.0

(Build 22631)

Java Version: Java 1.8.0_202-b08 with Oracle Corporation Java HotSpot (TM)

64-Bit Server VM mixed mode

MATLAB

MATLAB Coder

MATLAB Compiler

MATLAB Compiler SDK

Optimization Toolbox

Parallel Computing Toolbox

Partial Differential Equation Toolbox
Symbolic Math Toolbox

Starting parallel pool (parpool) using the ’local’ profile ...

Connected to the parallel pool (number of workers: 4).

Version
Version
Version
Version
Version
Version
Version

Version

>k >k >k >k 3k 5k 5k 5k 5k 5k 5k >k >k 5k %k %k >k >k >k 5k 5k 5k 5k %k >k >k >k %k %k >k >k >k >k >k 5k 5k >k >k >k >k >k %k %k >k >k >k >k >k >k %k >k >k >k >k >k *k *k *k

*% Universitaet der Bundeswehr Muenchen
*% Fakultaet fuer Luft- und Raumfarttechnik
*% Institut fuer Thermodynamik

k%

*% M. C. Feike

*% Stand: 02.01.2024

*%

*% HypHeat2D - FEM

X%

k%

X%

k%

X%

X%

* %k

X%

3k 3k 5k 5k >k >k %k 5k 5k >k >k >k 3k 5k 5k >k >k 5k 5k 5k >k >k >k >k >k 5k >k >k >k >k >k >k >k >k >k %k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k %k >k >* %k *k

1) Waermetransportgleichung nach: Christov-Cattaneo.
2) Aktivierte Stabilitaetsmechanismen sind:
-Konzentrierte Massenmatrix.
-Diskontinuitaetsaufloesung: Orientierte Relaxation.
3) Enlesen der Netzdatei.

-Netzdatei Beispiel_Netz.inp-File.

+Einlesen von globalen Parametern.

+Einlesen von Stoffdaten.

+Einlesen von Knotenkoordinaten und Elementen.
+Einlesen von Randbedingungen.

-Netzdatei eingelesen.

4) Ausgabe der Materialdaten und dimensionlosen Kennzahlen:

© W N © N 0 o1 ©

(R2022a)
(R2022a)
(R2022a)
(R2022a)
(R2022a)
(R2022a)
(R2022a)
(R2022a)
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Material Nr. 1

-LAMBDA = 10 [W/m-K]

~RHO = 1000 [kg/m"3]

=@ = 100 [J/kg-K]
-alpha = 1.0000e-04 [m~2/s]
-TAU = 1.0000e-08 [s]

-C = 100 [m/s]

-V_X = 100.0000 [m/s]

-V Y = 0.0000 [m/s]

Dimensionslose Kennzahlen:

-Ma_th =1.0 [-] (v = 100 [m/s])

-PecletZahl = 0.1 [-] (Lc = 1.7678e-07 [m], vMax = 100 [m/s])
-PecletElementMin = 0.1 [-] (ElementGroesseMin = 1.2500e-07 [m]

v = 100 [m/s])

-PecletElementMax = 0.1 [-] (ElementGroesseMax = 1.2500e-07 [m],

v = 100 [m/s])

-PecletQuelle = 0.0 [-] (QUELLE_INFINITE_STREIFENLAENGE = 0.0000e+00[m],

v = 100 [m/s])

-d = 0.500 [-] (Lc = 1.7678e-07 [m])
-Fo = 320.000 [-] (Lc = 1.7678e-07 [m])

-CFLLc = 0.09 [-] (Lc = 1.7678e-07 [m], vx = 100 [m/s], vy =
DT = 1.5625e-10 [s])

-CFLMax = 0.12 [-] (ELEMENT_GROESSE = 1.2500e-07 [m],

v = 100 [m/s], DT = 1.5625e-10 [s])

-CFLMin 0.12 [-] (ELEMENT_GROESSE = 1.2500e-07 [m],

v = 100 [m/s], DT = 1.5625e-10 [s])

-Cou = 0.02 [-] (Lc = 1.7678e-07 [m], C = 100 [m/s],

DT = 1.5625e-10 [s])

-CouX = 0.02 [-] (ELEMENT_GROESSE = 1.2500e-07 [m], C = 100
DT = 1.5625e-10 [s])

-CouY = 0.02 [-] (ELEMENT_GROESSE = 1.2500e-07 [m], C = 100

DT = 1.5625e-10 [s])

5) Zeitintegration nach Theta.

7) Erstelle VIU Datei mit Punktkoordinaten und Elementen.
8) Beginne mit den Loesungsschritten ("Theta" = 0.5).

a) Initialisiere Berechnung.

b) Matrizen und Vektoren werden erstellt.

0 [m/s],

[m/s],

[m/s],
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-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau) Nr. von insgesamt 4 wird erstellt!

-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau) Nr. von insgesamt 4 wird erstellt!

-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau) Nr. von insgesamt 4 wird erstellt!

W N -

-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau) Nr. von insgesamt 4 wird erstellt!
-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau,cVek) Nr. 1 von insgesamt 4 wurde
erstellt!

-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau,cVek) Nr. 2 von insgesamt 4 wurde
erstellt!

-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau,cVek) Nr. 3 von insgesamt 4 wurde
erstellt!

-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau,cVek) Nr. 4 von insgesamt 4 wurde
erstellt!

—-Zusammenbau der globalen Matrizen!

—-Globale Matrizen erstellt und abgespeichert.

-0rdne Monitoring Punkte zu.

c) Matrizen und Vektoren wurden erstellt.

d) Erstelle effektive Steifigkeitsmatrix A.

e) Vorkonditionierung der Steifigkeitsmatrix A.

f) lu - Zerlegung der Steifigkeitsmatrix A.

g) Matrix A abgespeichert und Triangularisierung abgeschlossen.

h) Beginne mit dem Loesen des Gleichungssystems.

h.1) Berechne Zeitschritt = 1

-Matrizen fuer die Diskontinuitaetsaufloesung werden erstellt.
-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau) Nr. 1 von insgesamt 4 wird erstellt!
-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau) Nr. 2 von insgesamt 4 wird erstellt!
-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau) Nr. 3 von insgesamt 4 wird erstellt!
-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau) Nr. 4 von insgesamt 4 wird erstellt!
-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau,cVek) Nr. 1 von insgesamt 4 wurde
erstellt!

-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau,cVek) Nr. 2 von insgesamt 4 wurde
erstellt!

-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau,cVek) Nr. 3 von insgesamt 4 wurde
erstellt!

-Teilmatrizengruppe (M,K,Kv,F,Mtau,Kvtau,cVek) Nr. 4 von insgesamt 4 wurde
erstellt!

-Zusammenbau der globalen Matrizen!

-Globale Matrizen erstellt und abgespeichert.

-Matrizen fuer die Diskontinuitaetsaufloesung abgespeichert.

h.1) Berechne Zeitschritt = 2

-Matrizen fuer die Diskontinuitaetsaufloesung werden erstellt.
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Berechnung nach 16431.737618 s beendet.
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