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Einleitung

Eine grofle Anzahl von Fragen aus Wissenschaft, Technik und Forschung fithren zu
dem globalen Optimierungsproblem (GOP): Finde zu einer gegebenen Funktion
f:R*" =R, f € C? einen Punkt 2* € R", so dafi gilt

fz*) < f(x) fir alle x € R™. (GOP)

Verfahren zur lokalen Optimierung, die iterativ von einem gewéhlten Startpunkt
aus das Optimum berechnen, kénnen nicht verwendet werden, da als Suchrichtun-
gen fiir gewohnlich nur Abstiegsrichtungen gewéhlt werden. Aus diesem Grund
sind die errechneten Minima im allgemeinen nur lokale Minima. Ein Algorithmus
zur Auffindung eines globalen Minimierers muf3 in der Lage sein, ein lokales Mi-
nimum wieder zu verlassen.

Eine Méglichkeit, dieses Problem zu 16sen, ist eine Reihe zufillig erzeugter Zahlen
als Startpunkte zur lokalen Optimierung zu verwenden. In der Praxis erweist sich
dieses Verfahren jedoch als zu rechenintensiv.

Kirkpatrick und Cerny (vgl. [Kirkpatrick 82],[Cerny 85]) stellten fiir das diskre-
te globale Optimierungsproblem (DGOP): Finde zu einer gegebenen Funktion
f: R — R, einen Punkt z* € R, so daB} gilt

flz™) < f(x) fir alle z € R, (DGOP)

wobei R ein endlicher Zustandsraum sei, unabhéngig voneinander ein Verfah-
ren vor, das auf einem von Metropolis (vgl. [Metropolis 53]) 1953 vorgestellten
Verfahren zur effizienten Simulation der Entwicklung eines Festkorpers im Hitze-
bad zum thermischen Gleichgewicht hin beruhte. Dieser sogenannte Metropolis-
Algorithmus setzt sich zusammen aus der zufilligen Wahl eines Punktes aus der
,Nachbarschaft“ des Startpunktes und einem nachfolgenden Test auf eine Aktzep-
tanzbedingung. Die Nachbarschaftsstruktur wird dabei seperat untersucht und
im Verfahren als gegeben vorausgesetzt. Auf diese Weise werden mit positiver
Wabhrscheinlichkeit auch Punkte akzeptiert, die eine Verschlechterung des Ziel-
funktionswertes bedeuten. Durch fortgesetzte Durchfithrung dieser Vorgehens-
weise erzeugt man nach einer ausreichend groflen Anzahl von Iterationen Zufalls-
zahlen, die geméf einer Verteilung auftreten, deren Maximum dort liegt, wo die

3



EINLEITUNG 4

Zielfunktion ihr Minimum hat. Die genaue Vorgehensweise wird in Kapitel 2.1
beschrieben.

Hierbei stellt sich allerdings das Problem zu erkennen, wann eine Verteilung mit
diesen Eigenschaften erreicht ist. Ein zu friither Abbruch des Programmdurch-
laufs birgt die Gefahr, da der globale Minimierer noch nicht erreicht wurde;
ein zu spater Abbruch bedeutet unnétigen numerischen Aufwand. Aus diesem
Grund wird in Kapitel 2.2 ein Abbruchkriterium entwickelt, das kaum zusétzli-
chen numerischen Aufwand erfordert und uns auferdem ein effektives Werkzeug
zur Erkennung einer hinreichenden Annéherung an die Grenzverteilung liefert.

Zur Losung des kontinuierlichen Problems (GOP) wird in [Schaffler 95| ein Ver-
fahren vorgestellt, das den gleichen Grundgedanken verfolgt wie die Metropolis-
Vorgehensweise: die Erzeugung von Zufallszahlen geméf einer Dichte, deren Ma-
ximum dort liegt, wo die Funktion ihr globales Minimum besitzt. Die Idee besteht
im wesentlichen darin, die stochastische Differentialgleichung

XE™(F) = o+ ¢ (Bi(F) — Bo(F)) - / Vf (X5(F)) ds 1)

zu l6sen. Die stochastische Differentialgleichung selbst und inwiefern der Losungs-
prozeB zum Ziel fiihrt, wird in Kapitel 3 noch ausfiihrlicher beschrieben.

Leider kann der Losungsprozef {X;™ : t > 0} der stochastischen Differenti-
algleichung (1) in der Praxis nicht genau ermittelt werden. Vielmehr wird in
[Schéaffler 95] zur numerischen Losung von (1) das semi-implizite Euler-Verfahren
vorgeschlagen, das nur fiir sehr kleine Schrittweiten ausreichend gut die tatsichli-
che Losung approximiert. Die Wahl kleiner Schrittweiten erfordert allerdings sehr
lange Laufzeiten des Algorithmus, wird die gewiinschte Dichte doch erst fiir ¢ ge-
gen unendlich erreicht.

Allerdings besteht fiir die Zwecke der globalen Optimierung keine Notwendigkeit
darin, den LosungsprozeB {X;™ : t > 0} beliebig genau zu berechnen. Viel-
mehr liegt die Zielsetzung darin, Zufallszahlen mit der oben beschriebenen Ver-
teilung zu erzeugen. Aus diesem Grund wird in Kapitel 4 untersucht, fiir welche
Wahl der Schrittweiten die durch das semi-implizite Euler-Verfahren entstehende
Markovkette stabil ist, in dem Sinne, daf} eine stationédre Verteilung dieser Mar-
kovkette existiert und die Verteilungen im n-ten Schritt fiir n gegen unendlich
gegen diese stationédre Verteilung konvergieren. Zu diesem Zweck wéhlen wir ei-
ne ,,Schrittweitenfunktion“ auf R", die jedem Ausgangspunkt x eine Schrittweite
o(x) zuordnet. Es zeigt sich, da§ Anforderungen an die Schrittweitenfunktion zur
Sicherstellung der Stabilitdt nur auflerhalb einer Kugel um den Nullpunkt, die
den globalen Minimierer enthélt, gestellt werden miissen. Innerhalb dieser Kugel
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miissen wir lediglich die Stetigkeit der Schrittweitenfunktion sowie die Regula-
ritéit von E,, + o(z)V2f(x) fordern.

Die Beweisfithrung in Kapitel 4 erméglicht es uns, im kontinuierlichen Verfah-
ren das gleiche Abbruchkriterium zu benutzen, wie es zuvor fiir den Metropolis-
Algorithmus entwickelt wurde. In Kapitel 5.1 werden einige Hinweise zur Imple-
mentation dieses Schrittweitensteuerungskonzepts angefiihrt und in Kapitel 5.2
der Algorithmus formuliert. Im Anschlufl daran erfolgt die Préasentation numeri-
sche Ergebnisse zu einigen Beispielfunktionen.



Kapitel 1

Grundlagen

Bevor die Theorie der Schrittweitensteuerung zur globalen Optimierung unter-
sucht werden kann, werden zunéchst einige Grundlagen bereitgestellt. Im ersten
Abschnitt dieses Kapitels fithren wir lediglich Notationen ein. Im zweiten sowie
auch im dritten und vierten Abschnitt untersuchen wir kurz die Grundlagen aus
der Stochastik, die fiir das Verstédndnis dieser Arbeit erforderlich sind. Im fiinften
Abschnitt wenden wir uns der Theorie von Markovketten zu, deren Untersuchung
einen wesentlichen Bestandteil dieser Arbeit darstellt.

1.1 Notationen

Zu Beginn betrachten wir die fiir diese Arbeit relevanten Notationen. Unter an-
derem werden in diesem Abschnitt die in dieser Arbeit verwendeten Normen de-
finiert und fiir bekannte Operatoren und Funktionen Bezeichnungen eingefiihrt.
Im gesamten Kapitel seien n, m,k € N.

Notation 1.1 (R}, R, N, Np).
Es bezeichne R} den Raum der nichtnegativen reellen Zahlen, also

Ry :={z €eR:z >0}

R sei die Menge der um {#o00} erweiterten reellen Zahlen, N die Menge der
natiirlichen Zahlen ohne die Null sowie Ny := N U {0}.

Notation 1.2 (Potenzmenge).
Fiir eine Menge A bezeichne B(A) die Potenzmenge von A, d.h. die Menge aller
Teilmengen von A.

Notation 1.3 (Matrizen, Vektoren).
Sei Ae R» und 4,7 € Nmit 1 <7 <n,1<j <m. Dann bezeichne A; die i-te
Zeile, A7 die j-te Spalte und A;; den Eintrag an der Stelle (7, 7) der Matrix A.
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Bemerkung 1.4. Wir werden die Vektoren im R" als Spaltenvektoren auffassen,
d.h. der R" wird identifiziert mit R™!.

Notation 1.5 (Normen).

i) Mit || - ||2 bezeichnen wir die euklidische Norm auf dem R"; also

Il == \fat + a3+ + a2,

ii) Mit || - ||z bezeichnen wir die Frobeniusnorm auf dem R™™ also

[Allp =

Bemerkung 1.6. Die Topologien auf dem R"™ bzw. R™™ seien die von der eukli-
dischen Norm bzw. Frobeniusnorm induzierten Topologien.

Notation 1.7 (J-Umgebung von z, € R").

Fiir 6 > 0 und zy € R™ definieren wir die §-Umgebung von xq als Us(xg) := {z €
R™ : ||z — |2 < 6}

Nachdem wir eine Topologie auf dem R"™ definiert haben, sind somit auch stetige
Funktionen auf dem R” definiert, und wir konnen Réaume stetiger Funktionen auf
dem R™ betrachten.

Notation 1.8 (Funktionenrdume).
Sei U eine Teilmenge des R*. Dann definieren wir

a) C(UR™™) :={f:U — R™: f ist stetig},
b) C(U) := C(U,R),
c) Co(U) :={f € C(U): f ist beschrankt},
d) C.(U):={f € C(U): f hat einen kompakten Triger in U}.
Ist U offen im R* beziiglich der oben genannten Topologie, so setzen wir fiir ¢ € N

e) CYU,R™™) :={f:U — R™: f ist ¢-mal stetig differenzierbar},

) CY(
g) Cy(U) :==C1U)NG(U),
) CUU) == CUU) N Co(U).
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Notation 1.9 (Ableitung, Gradient).

i) Essei U C R* offen und f € C1(U,R™™). Dann ist die Ableitung nach der
i-ten Komponente D;f(x) definiert durch

df11(x) Of1m(x)
D;f(z) = : : :
O fn1(x) O fnm ()
ox; T ox;

fir alle x € Uund i € {1,2,...,k}.
ii) Sei U C R" offen und f € C*(U,R™). Dann bezeichnet

o) | Ot
OhG) | Ofml)

den Gradient von f an der Stelle x.

1.2 Wahrscheinlichkeitstheorie

Wesentlicher Bestandteil des Verfahrens der globalen Optimierung mittels sto-
chastischer Methoden ist die Losung stochastischer Differentialgleichungen. Dazu
miissen wir zunéchst stochastische Differentialgleichungen definieren. Desweiteren
werden wir einfithren, was unter einer Losung einer stochastischen Differential-
gleichung zu verstehen ist, und wann sie existiert und eindeutig ist. Stochastische
Differentialgleichungen beruhen wiederum auf einer Vielzahl von Definitionen und
Satzen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Deshalb werden zunéchst die Grund-
lagen aus der Stochastik bereitgestellt (eine ausfiihrlichere Darstellung findet man
in [Schéffler Sturm 94], [Schaffler Sturm 95] sowie [Billingsley 85]). Anschlieflend
wird kurz das stochastische Ito-Integral vorgestellt, um dann die fiir uns wesentli-
chen Definitionen und Sétze zu stochastischen Differentialgleichungen zu nennen

(vgl. [Schéiffler 96] sowie [Dksendal 98]).

Notation 1.10.

B" bezeichne fiir n € N die Borel-o-Algebra im R"™, d.h. die von den offenen
Mengen im R" erzeugte o-Algebra, B, a,b € R mit a < b, die Borel-o-Algebra
auf dem Intervall [a, b] und A" das n-dimensionale Lebesgue-Mafi. Weiterhin bildet
die Menge B := {A € P(R) : ANR € B} eine o-Algebra iiber R.

Wir werden im folgenden nur einen speziellen Wahrscheinlichkeitsraum — den
Wiener-Raum — betrachten. Dies ist der Raum " aller stetigen Funktionen F':
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Ry — R™ mit der o-Algebra B(2"). Dabei bezeichne B(Q") die kleinste aller
o-Algebren § iiber Q" so daf die Projektionen p; : Q" — R", F — F(t),t € R,
8 — B"-meBbar sind. Um auf diesem Mefiraum ein Mafl — das Wiener-Maf§ —
definieren zu konnen, benotigen wir einige Definitionen.

Definition 1.11 (P-fast iiberall, P-fast sicher).

Es sei (Q,8, P) ein Mafiraum. Eine Figenschaft gilt P-fast tberall, falls es ei-
ne Menge A vom Maf$ 0 gibt, so daf$ die Eigenschaft auflerhalb von A gilt. Ist
(Q, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so gilt eine Eigenschaft P-fast sicher, falls
sie fiir eine Menge vom Maf$ 1 gilt.

Definition 1.12 (numerische Funktion). B
Eine auf einer nichtleeren Menge A C Q" definierte Funktion g : A — R heifst
numerische Funktion.

Definition 1.13 (n-dimensionale Zufallsvariable).
Sein € N. Fine Funktion X : Q" — R" heifst (n-dimensionale) Zufallsvariable,
falls sie B(Q™)-B"-mefbar ist.

Wird ein Zufallsexperiment ausgefiihrt, so zeigt eine Zufallsvariable den Ausgang
dieses Experiments als n-dimensionalen reellen Vektor an. Man spricht hier von
einer Realisierung der Zufallsvariablen X.

Ein zentraler Begriff dieser Arbeit ist der des stochastischen Prozesses.

Definition 1.14 (stochastischer Prozef}).
Es sei X; : Q" — R™ fiir jedes t € I eine n-dimensionale Zufallsvariable, wober
I eine Indexmenge sei. Dann heifst die Menge { X, : t € I} stochastischer Prozefs.

Durch Fixierung eines w € )" erhilt man einen Pfad des stochastischen Prozesses.

Definition 1.15 (Pfad eines stochastischen Prozesses).
Es sei {X; : t > 0} ein stochastischer Prozefs. Dann heifst die Funktion X* :
Ry — R, t — Xy(w), w € Q", Pfad des stochastischen Prozesses {X;:t > 0}.

Die Stetigkeit eines stochastischen Prozesses betrachtet man pfadweise.

Definition 1.16 (Stetigkeit eines stochastischen Prozesses).
Es sei {X;:t > 0} ein stochastischer Prozef. Dann heiffit {X; :t > 0} stetig,
falls jeder Pfad von {X;:t> 0} stetig ist.

Sind alle Informationen aus der Vergangenheit in der aktuellen o-Algebra enthal-
ten, so erhélt man eine aufsteigende Folge von o-Algebren, die man als Filtration
bezeichnet.

Definition 1.17 (Filtration).

Es sei (92,8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, U C R und {F : s € U} eine
Menge von o-Algebren auf Q2 mit F, C 8 fiir alle s € U. FEs gelte F, C F, fir alle
s,r € U mit s <r. Dann heifst {Fs: s € U} eine Filtration in 8.
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Definition 1.18 (adaptiert).

Es sei (2,8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, U C R und {X; : s € U} ein
stochastischer Prozefs und {Fs : s € U} eine Filtration in §. Dann heifit der
stochastische Prozefs { X : s € U} der Filtration {Fs : s € U} adaptiert, falls fir
jedes s € U die Zufallsvariable Xy Fs-B"-mefsbar ist.

Als kanonische Filtration eines stochastischen Prozesses { X, : s € U} bezeichnen
wir die Filtration {8; : s € U}, gegeben durch 8 := o(X; : t < s} fiir alle
s € U. Dabei bezeichne o(X; : t < s} die kleinste aller o-Algebren 8, so daf alle
Zufallsvariablen X;, t < s, 8-B"- meBbar sind.

Satz 1.19 (Integration stetiger stochastischer Prozesse).

Es sein € Nund {X;:t>0} mit X;: Q" — R", t € R}, ein stetiger stochasti-
scher ProzefS. Dann ist fir jede stetige Funktion g : R™ — R™ der stochastische
Prozeff {Y; : t > 0} mit

¢
Y;: Q" — R", FH/g(XS(F))ds, t e Ry
0

stetig.

Wir definieren nun einen wichtigen stochastischen Prozel - die Brownsche Be-
wegung. Zunéchst betrachten wir sie auf allgemeinen Rdumen, dann fithren wir
einen Satz an, der aussagt, daB es ein Mafl auf (27, B(Q2")) gibt, so dafl eine
Brownsche Bewegung existiert.

Definition 1.20 (Brownsche Bewegung auf (€2, 8, P)).

Es sei (Q, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X; : © — R™ fiir jedes t € R
8-B"-meflbar. Dann heift der stochastische Prozef {X; : t € Ry } n-dimensionale
Brownsche Bewegung auf (2, 8, P), falls gilt

i) Xo =0 P-fast sicher,

i) Fiir jedes k € N und fiir jedes Tupel (ty,ts, ..., t)T € RE mit 0 <t <ty <
- <ty sind die Zufallsvariablen Xy, Xy, — Xy, ,. .., Xy, — Xy, _, stochastisch
unabhdngig,

i) fiir alle s,t € Ry, s < t, ist die Zufallsvariable X; — X, N(0, (t — s)E,)-
normal verteilt, wobei E,, die n-dimensionale Finheitsmatriz bezeichne,

iv) alle Pfade von {X;: t € Ry} sind stetig.

Der folgende Satz sagt aus, daf es auf dem Wiener-Raum ein Mafl W™ gibt, so
daB eine Brownsche Bewegung existiert. Zum Beweis sei auf [Bauer 74] verwiesen.
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Satz und Definition 1.21 (Wiener-Maf}, Wiener-Raum).

Es sei (2", B(Q")) der Raum aller stetigen Funktionen F : Rf — R™ mit der
o-Algebra B(Q"). Dabei bezeichne B(Q") die kleinste aller o-Algebren 8 dber Q"
so daf$ die Projektionen p; : Q" — R", F — F(t), t € R}, 8§ — B(Q")-mefbar
sind. Es sei {B; : t > 0} ein stochastischer Prozeff mit By(w) = w(t) fir allet > 0
und w € Q™. Dann gibt es fir jedes n € N genau ein Maff W™ auf (2", B(Q2")),
genannt das Wiener-Mafs, mit den folgenden Figenschaften

i) By=0 W"-fast sicher,

i) fir alle to,ty, ..., tym, m € N mit 0 =ty < t; <--- <ty sind die Zufallsva-
riablen By,, By, — By,,. .., By, — By, , stochastisch unabhdingig,

iii) fir alle s,t € Nmit 0 < s <t ist die Zufallsvariable By—Bs N(0, (t—s)E,)-

normal verteilt, wobei E,, die n-dimensionale Finheitsmatriz bezeichne.
Wir bezeichnen den Wahrscheinlichkeitsraum (2™, B(Q"™), W™) als Wiener-Raum.
Somit ergibt sich zwingend die folgende Definition.

Definition 1.22 (Brownsche Bewegung auf (Q", B(Q"), W")).
Der stochastische Prozeff {B; : t > 0} mit By(w) = w(t) fir alle w € Q" und t €
RS, n € N, heifit die n-dimensionale Brownsche Bewegung auf (™, B(Q"), W™).

Nachdem wir nun den Mafiraum (2", B(2"), W™) definiert haben, kénnen wir
uns der Verteilung und dem Erwartungswert einer Zufallsvariablen auf diesem
Mafiraum zuwenden.

Definition 1.23 (Verteilung einer Zufallsvariablen).
Es sei X : Q" — R" eine Zufallsvariable. Dann heifit das Maf$ p auf dem Mefs-
raum (R™, B(R™)) mat

p(A) =W"{w e Q" : X(w) € A})
fiir alle A € B" die Verteilung von X.

Definition 1.24 (Erwartungswert einer Zufallsvariablen).
Es sei X : Q" — R"™ eine Zufallsvariable. Wenn das Integral

/ X dw"
(914

existiert, wird es Erwartungswert der Zufallsvarialen X genannt und mit E(X)
bezeichnet.

Ein weiterer zentraler Begriff der Wahrscheinlichkeitstheorie ist der der stochasti-
schen Unabhéngigkeit. Diese definieren wir zunéchst fiir Ereignisse und auf dieser
Grundlage dann auch fiir Zufallsvariablen.
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Definition 1.25 (stochastisch unabhingige Ereignisse).

Es sei (R, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, Ay, ... A, € 8, n € N.
Dann heiffen die Ereignisse Ay, As, ..., A, stochastisch unabhdngig, falls fiir alle
EeN, k<n,und firallei; c N, 1 <j <k, mitl<i3 <ip<---<ip<n gilt:

(1) - Tlrn

Aus dieser Definition leitet sich die Definition der stochastischen Unabhéngigkeit
einer Menge von Ereignissen ab.

Definition 1.26 (stochastische Unabhingigkeit einer Menge von Ereig-
nissen).

Sei (2, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {A; € 8 : i € 1}, I # 0, eine
Menge von Ereignissen. Dann heifien diese Ereignisse stochastisch unabhdngig,
falls die Ereignisse Ay, Aiy,y ..., A;, fir jedes n € N mit n < |I| und fir jede
Menge {i1,ia,...,i,} C I stochastisch unabhingig sind.

Um die stochastische Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen einfithren zu koénnen,
fehlt nun nur noch der Begriff der stochastischen Unabhéangigkeit von Mengen-
systemen.

Definition 1.27 (stochastische Unabhingigkeit von Mengensystemen).
Sei (2, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F; C 8 : i € I}, I # 0, eine
Menge von Mengensystemen tiber €2, dann heiffen diese Mengensysteme stochas-
tisch unabhdngig, falls fir jedes n € N mit n < |I| und fiir jedes {iy, i, ... i} C
I die Ereignisse A;,, Aiy, ..., A;, fiir beliebige A;, € F;,, k =1,2,...,n, stochas-
tisch unabhdngig sind.

Definition 1.28 (stochastische Unabhéingigkeit von Zufallsvariablen).
Seien (2, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (€,8') ein Mefiraum. Dann
heiffen die Zufallsvariablen X; : Q — Q' i € I, stochatisch unabhingig, falls
die Mengensysteme {o(X;);1 € I} stochastisch unabhdngig sind. Dabei bezeichne
o(X;) die kleinste unter allen o-Algebren A tiber Q derart, daff X; A-8'-mefbar
15t.

In dieser Arbeit soll ein Verfahren vorgestellt werden, das Zufallszahlen geméaf3
einer Dichte, die sich fiir die globale Optimierung als niitzlich erweist, erzeugt.
Dementsprechend mufl hier klargestellt werden, was eine Dichte ist und unter
welchen Umsténden sie existiert.

Definition 1.29 (Dichte).
Es sei (2,8) ein Mefraum und P und p 2wei Mafle auf S. Existiert eine nicht-
negative, S-B-mefibare Funktion f:Q — R mit

P(A) = /fd,u fiir alle A € 8,
A
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so wird [ Dichte des Wahrscheinlichkeitsmafles P beziiglich p genannt.

Um ein Kriterium fiir die Existenz einer solchen Dichte aufstellen zu konnen,
bendtigen wir die beiden folgenden Definitionen:

Definition 1.30 (absolute Stetigkeit von P bzgl. u).
Es sei (2,8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und p ein Maf$ auf 8. P heifst ab-
solutstetig beziiglich p, falls fir alle A € § mit u(A) =0 gilt: P(A) = 0.

Gilt die absolute Stetigkeit in beide Richtungen, so spricht man von dquivalenten
Maflen:

Definition 1.31 (Aquivalente Mafe).

Es sei (2,8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und p und v Mafle auf 8. Dann
heiffen p und v dquivalent, falls p absolutstetig beziiglich v und v absolutstetig
beziiglich i ist.

Definition 1.32 (0-endliches Ma#).
Es sei (2, 8) ein Mefiraum. Ein MafS p auf 8 heifst o-endlich, falls es eine Folge
von Mengen {A;}ien, A; € 8, gibt mit

UJAi=9 wA)<oo firalleieN.
=1

Nun kénnen wir einen wichtigen Satz nennen, der unter bestimmten Bedingungen
fiir ein Maf3 P die Existenz einer Dichte beziiglich eines Mafles u sicherstellt.

Satz 1.33 (Radon-Nikodym).

Seien (2,8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und p ein o-endliches Maf auf §.
Dann besitzt P genau dann eine Dichte beziiglich i, wenn P absolutstetig beziig-
lich p ist.

Wir werden in dieser Arbeit nur Dichten beziiglich dem n-dimensionalen Lebes-
gue-Mafl A" untersuchen. Hat die Verteilung einer Zufallsvariablen X beziiglich
dem Lebesgue-Mafl A\ die Dichte f, so sagt man verkiirzt auch X habe die Dichte

f.

Sind nun Zufallsvariablen X;, X5, ..., X,, mit Dichten fi, fo,..., f, gegeben, so
stellt sich die Frage, wie die Dichte der gemeinsamen Verteilung (X7, Xo, ..., X,,)
aussieht. Fiir unabhéngige Zufallsvariablen gibt dariiber der folgende Satz Auf-
schluf.

Satz 1.34 (Gemeinsame Verteilung unabhingiger Zufallsvariablen).
Es seien X1, Xo, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen, und X; habe die Dichte f;,
i=1,...,n, so hat X = (X1, Xs,...,X,) die Dichte f mit

flry, o, m) = f(z1) f(22) .. f(2n).
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Um spéter den Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir stochastische Differential-
gleichungen formulieren zu kénnen, benotigen wir zwei relativ technische Defini-
tionen.

Definition 1.35 (nicht vorgreifende Filtration).

Es sei (Q", B(Q™),W™) der Wiener-Raum und {B; : t € R} } die n-dimensionale
Brownsche Bewegung mit der kanonischen Filtration {F) : t € R{}. Mit A,
bezeichnen wir die von {Bs — By 1 t < s < 0o} erzeugte o-Algebra. Es sei {Fy :
s € [a,b]}, a,b € RY, a < b eine Filtration in B(Q™) mit

i) 3°C F, fiir alle s € [a, b],
ii) fir jedes s € [a,b] sind die o-Algebren As und Fy stochastisch unabhingig.
Dann heifit die Filtration {F, : s € [a,b]} nicht vorgreifend bzgl. {B; : t € R }.

Der Begriff ,nicht vorgreifend* entsteht aus der Unabhéngigkeit der o-Algebren
As und F,. Denn dies heifit ja gerade, dafl die Filtration {Fy : s € [a, b]} nicht
»in die Zukunft“ sehen kann.

Definition 1.36 (progressiv meflbar).

Es sei (", B(Q™),W") der Wiener-Raum, a,b € Ry, a < b. {B; : t € R}} sei
die n-dimensionale Brownsche Bewegung, und {Fs : s € [a,b]} sei eine nicht
vorgreifende Filtration beziiglich { By : t € R{}. Die Funktion f : [a,b] x Q" — R
sei Bpap X B(Q")-B"-mefSbar. Es gelte

fs: Q" = R" w f(s,w) ist Fs-B"-mefsbar fiir jedes s € |a, b].

Dann wird der durch die Funktion f definierte stochastische Prozefl {fs : s €
la,b]} progressiv mefibar beziiglich {F : s € [a,b]} genannt.

Definition 1.37 (Zufallszeit). B
Seit n € N. Eine numerische Funktion 7 : Q" — R heifft Zufallszeit, falls T
B(Q™)-B-mefsbar ist.

Eine wichtige spezielle Zufallszeit gibt der folgende Satz an.

Satz 1.38 (spezielle Zufallszeit).
Sein € N und {X;:t >0} ein n-dimensionaler stetiger stochastischer Prozefs.
Dann ist die Funktion g : Q" — R,

{inf(t >0:X“(t) € A) falls JEX“()}NA) £0

t>0
o0 sonst

fiir jede offene oder abgeschlossene Menge A € B"™ eine Zufallszeit.
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Anschaulich zeigt der Funktionswert g(w) von g im Punkt w die kiirzeste Zeit,
zu welcher der Pfad X“ von {X; :t > 0} auf die Borel-Menge A trifft. Einen
Beweis zu Satz 1.38 findet man in [Protter 90].

Satz 1.39.
Seien n,p € N und {ry}ren eine Folge von p-dimensionalen Zufallsvariablen auf
Q. Ferner existiere fir jedes w € Q" der Grenzwert lim r(w) in RP. Dann ist

k—o00
die Abbildung T : Q" — RP, w +— klim ri(w), B(Q")-BP-mefbar.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts soll noch eine wichtige Eigenschaft eindimensio-
naler Brownscher Bewegungen genannt werden.

Satz 1.40 (Gesetze vom iterierten Logarithmus).
Es sei {By; : t > 0} eine eindimensionale Brownsche Bewegung. Dann gilt

B
liminf ——— = —1 W' fast sicher,
t—0,t>0 /QtIH(IH(%))

B
lim sup =1 W' fast sicher.

t=0,t>0 /ot ln(ln(%))

1.3 Stochastische Integrale

In diesem Abschnitt soll ein kurzer Uberblick iiber das stochastische Ité-Integral
gegeben werden. Dabei wird nicht beabsichtigt, die Konstruktion des Integrals
in allen Einzelheiten vorzufithren. Vielmehr soll ein allgemeiner Einblick in den
Aufbau dieses stochastischen Integrals ermdglicht werden. Eine genauere Darstel-
lung findet man in [@ksendal 98] und [Protter 90].

Die Konstruktion des Ito-Integrals beruht auf der Approximation stochastischer
Prozesse durch elementare stochastische Prozesse.

Definition 1.41 (elementarer stochastischer Prozef}).

Es sei (Q, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, [a, b ein abgeschlossenes Intervall
mit a,b € R, a < b und {F,: s € [a,b]} eine Filtration in 8. Dann heifit der
stochastische Prozeff { X : s € [a,b]} elementarer stochastischer Prozef$ beziglich
{Fs: s€la,b]} auf (Q, 8, P), falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

i) {Xs:s € [a,b]} ist der Filtration {F,: s € [a,b]} adaptiert.
ii) Es existieren to, ..., tx € [a,b] mita =1ty <t; <--- <t =0b derart, daf
Xs(w) = X, (w)

fir alle s € [t tisa], 1 €{0,...,k — 1} und alle w € Q.
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i) E(X7) < oo fir allei € {0,... k}.

Elementare stochastische Prozesse sind also — bildlich gesprochen — solche sto-
chastischen Prozesse, deren Pfade Treppenfunktionen sind.

Fiir elementare stochastische Prozesse definieren wir das stochastische Integral
wie folgt:

Definition 1.42 (stochastisches Integral fiir elementare Prozesse).
Es sei (2, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, {B; : t > 0} eine eindimensionale
Brownsche Bewegung auf (2, 8, P) mit der kanonischen Filtration {C; : t > 0}
und {X; : s € [a,b]} ein elementarer stochastischer Prozef$ beziiglich {Cs : s €
[a,b]} mit a,b € RS, a < b. Es sei ferner {to,t1,...,tx} eine Zerlegung von [a, ]
derart, daf

Xs(w) = X, (w)

fir alle s € [t tiv1], 1 € {0,...,k — 1} und alle w € Q2. Dann definieren wir die
Cyp-B-mefibare Zufallsvariable Ix mait

Ix :Q—>R, w— ZXti,l(W) (Bti(w) - Btifl (w))

=1

als stochastisches Integral von {X; : s € [a,b]}. Wir bezeichnen Ix mit

b
/XS dBs;.

Das stochastische Integral fiir beliebige stochastische Prozesse {X, : s € [a,b]}
mit sup,«,«, E(||Xs]|3) < oo erhilt man durch eine Art Grenziibergang der In-
tegrale der elementaren stochastischen Prozesse, die den stochastischen Prozef
{Xs : s € [a,b]} approximieren. Diese Approximation geschieht in drei Schritten:
Zunéchst wird {X; : s € [a,b]} durch stochastische Prozesse mit gleichméBig
beschriankten Pfaden approximiert, und diese wiederum durch stetige stochasti-
sche Prozesse. Alle stochastischen Integrale verwenden diese Vorgehensweise. Der
Unterschied zwischen den verschiedenen stochastischen Integralen liegt nun im
dritten Schritt, der Approximation der stetigen stochastischen Prozesse durch
elementare stochastische Prozesse.

Bevor wir uns allerdings der Approximation bei der Ito-Integraldefinition genauer
zuwenden, nennen wir, fiir welche stochastischen Prozesse ein Integral iiberhaupt
definiert werden kann.

Definition 1.43 (Menge der approximierbaren stochastischen Prozesse).
Seien (2, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, [a,b] ein abgeschlossenes Intervall
mit a,b € Ry, a < b, und {Fy : s € [a,b]} eine Filtration in 8. Dann betrachten
wir die Menge 11 aller stochastischen Prozesse {Y; : s € [a,b]} mit folgenden
Eigenschaften:
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i) Yy Q — R st fir jedes s € [a,b] Fs-B-meflbar.
i) Die Abbildung Y : [a,b] x Q@ — R, (s,w) = Y(w) ist Biay x §-B mefbar.
i)

E /de)\(s) < 00,

a,b]

wobei / YZ2dA(s) : Q — R;r, w / Y2(w) dA(s).

[a,b] [a,b]

Die Menge 11 wird als Menge der beziiglich {Fs : s € [a,b]} approzimierbaren
stochastischen Prozesse bezeichnet.

Um nun die Approximation bei der Ito-Integraldefinition etwas genauer zu be-
trachten, unterteilen wir das Zeitintervall in n Intervalle gleicher Linge. Wir
wéahlen den elementaren stochastischen Prozefl derart, dafl dessen Pfade die Pfa-
de des stetigen stochastischen Prozesses im linken Teilintervallpunkt treffen (vgl.
Abbildung 1.1). Wir erhalten eine Folge von elementaren stochastischen Prozes-
sen als Approximation, wenn wir die Intervallinge gegen 0 gehen lassen.

Bemerkung 1.44. Im Unterschied zum Riemann-Integral, bei dem die Wahl der
Position des Aufeinandertreffens zwischen approximierender und zu approximie-
render Funktion keinerlei Auswirkungen auf das Integral hat, erhélt man hier ein
vollig anderes Integral, wenn man den elemtaren stochastischen Prozefl so wahlt,
dafl er die Pfade des stetigen stochastischen Prozesses an einer anderen Position
trifft, z.B. erhélt man fiir die Wahl des Treffens in der Mitte des Intervalls das
Stratonovich-Integral.

Xi(w)

»
|

t

Abbildung 1.1: Konstruktion des Ito-Integrals
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Das Integral fiir matrixwertige elementare stochastische Prozesse kann in dhnli-
cher Weise wie eben dargestellt definiert werden. Die Approximation matrixwer-
tiger stochastischer Prozesse durch elementare stochastische Prozesse verlauft
analog zu den oben vorgestellen Konstruktionen.

Wir bezeichnen das Ito-Integral I; mit

t
/Xs dBg := 1.

Das [to-Integral ist seinerseits wieder ein stetiger stochastischer Prozess. Es findet
Verwendung in der Definition stochastischer Differentialgleichungen, denen wir
uns im néchsten Abschnitt zuwenden.

1.4 Stochastische Differentialgleichungen

Nun haben wir geniigend Grundlagen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie be-
reitgestellt, um uns mit stochastischen Differentialgleichungen beschéftigen zu
kénnen. Bevor wir uns den Eigenschaften stochastischer Differentialgleichungen,
insbesondere der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung, zuwenden konnen,
miissen wir zunéchst definieren, was genau unter einer stochastischen Differenti-
algleichung zu verstehen ist. Wieder seien n,m € N.

Definition 1.45.

Es seien a,b € R mit a < b und U C R". Weiter sei X : Q" — R" eine Zufalls-
variable mit E(|| X||3) < oo. {B, : t € R{} sei eine m-dimensionale Brownsche
Bewegung. Die Funktion h : [a,b] x R" — R" sei B,y x B"-B"-mefbar, die
Funktion G : [a,b] x R® — R™™ sei B, ;) x B"-B"™-mefbar. Dann heifit

t t
Xt:f(+/h(s,Xs)ds+/G(s,Xs)st, t € la,b] (1.1)

a

eine Ito-stochastische Differentialgleichung.
Anstelle von (1.1) verwenden wir hiufig die Schreibweise
dX, = h(t, X;)dt + G(t, X,)dB,, t € [a,b], X, = X.

Wir nennen h(t, X;) dt den Driftkoeffizienten, G(t, X;) dB}* bezeichnen wir als den
Diftusionskoeffizienten.

Nun miissen wir definieren, was unter einer Losung von (1.1) zu verstehen ist.
Dariiber gibt die folgende Definition Aufschluf.
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Definition 1.46 (Losung der stochastischen Differentialgleichung).
FEin stochastischer Prozeff {Xs : s € |a,b]} heifst Losung von (1.1), falls

i) sup E([|X,]|3) < oo.

a<s<b

ii) Fir alle a <t <b ist (1.1) erfillt, d.h. insbesondere die Integrale auf der
rechten Seite von (1.1) existieren.

FEine Liosung heifst zuldssig, falls {Xs : s € [a,b]} stetig ist.

Fiir die stochastische Differentialgleichung nach dem It6-Kalkiil kénnen wir eine
Bedingung zur Existenz einer Losung angeben.

Satz 1.47 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz).

Es sei (2, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, a,b € Ry, a < b, k € N und {B; :
t € RJ} eine m-dimensionale Brownsche Bewegung. Sei ferner {F, : s € [a, ]}
eine micht vorgreifende Filtration in 8 beziiglich {B; : t € Ry}, X :Q— R" eine
F,-B"-messbare Zufallsvariable mit E(||X||%) < oo und h : [a,b] x R — R™ und
G : [a,b] x R" — R™™ stetige Funktionen mit folgender Eigenschaft:

Es existiert ein L > 0 mit

1A (s, 2) = h(s, y)l|r + [|G(s,2) = G(s,y)llr < Lllz =yl (1.2)

fir alle x,y € R™ und alle s € [a, b].
Dann gibt es einen stochastischen Prozefs {X; : s € |a,b]} bestehend aus Fs-B" -
mefbaren Zufallsvariablen X : Q — R™ mit folgenden Eigenschaften:

i) {Xs:s € la,b]} ist eine Losung der stochastischen Differentialgleichung

dX, = h(s, X,)ds + G(s, X,) dBs, s € [a,b], X, = X. (1.3)

ii) X @ [a,b] x Q — R™, (s,w) — X(w) ist progressiv mefbar und {Xs : s €
[a,b]} besitzt stetige Pfade.

i) sup E|X,||% < oc.
a<s<b

iv) Fir jede weitere Losung {Ys : s € [a,b]} mit den obigen Eigenschaften gilt:
P ({w € Q: sup || X,(w) - Ys(w)|% = O}) =1
a<s<b

(P-fast sichere Eindeutigkeit).

Zum Abschlufl dieses Abschnitts betrachten wir noch eine wichtige Gleichung
in der Theorie der stochastischen Differentialgleichungen — die Fokker-Planck-
Gleichung, deren Geltung die Vorwirtsgleichung von Kolmogorov sichert.
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Satz 1.48 (Vorwiirtsgleichung von Kolmogorov).

Seien (Q, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, a,b € Rj, a < b, {B; : t > 0} eine
m-dimensionale Brownsche Bewegung auf (2, 8, P) und {Fs : s € [a,b]} eine
nicht vorgreifende Filtration in 8 beziiglich { B, - t > 0}. Seien ferner X : Q — R
eine Fo-B"-mefbare Zufallsvariable mit E(||X||%) < oo, deren Verteilung durch
die Lebesgue-Dichte p, : R" — R gegeben ist. Weiter seien h : [a,b] x R" —
R™ und G : [a,b] x R" — R™™ stetige Funktionen, die der Lipschitzbedingung
(1.2) geniigen. Man betrachtet die Lisung {Xs : s € [a,b]} der stochastischen
Differentialgleichung

dX, = h(s,X,)ds + G(s, X,)dB,, s€[ab], X,=X.

Fiir jede Zufallsvariable X4, s € [a,b], sei die Verteilung von X, durch eine
Lebesgue-Dichte ps : R — R gegeben.

Setzt man die Existenz der Ableitungen %, 8%1;;1’) und 6;3;% (GG™),; - p) fiir alle
i,7=1,...,n als stetige Funktionen voraus, wobei p : (a,b] x R" — R, (t,z)
pe(x), so erfillt die Funktion p die folgende Vorwdrtsgleichung von Kolmogorov,
die auch als Fokker-Planck-Gleichung bezeichnet wird:

1+ 2 g ) 5 3230 5 (GG ) e, ) =0

i=1 j=1
(1.4)
fir alle (t,x) € (a,b] x R™ mit der Endbedingung

%imp(t, x) = pa(x)

fiir alle x € R™.

1.5 Markovketten

Da ein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit aus der Untersuchung eines be-
stimmten Markovprozesses besteht, sollen in diesem Kapitel die dafiir entschei-
denden Séatze und Definitionen aus der Theorie der Markovketten genannt wer-
den. Sie sind weitestgehend dem Buch [Meyn Tweedie 96] entnommen.

Im folgenden sei X ein beliebiger topologischer Raum und B(X) die zugehorige
Borelsche o-Algebra auf X. Zunichst ist die Definition eines Markovprozesses
mit den entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeiten zu kléren.

Definition 1.49 (Ubergangswahrscheinlichkeitskern).
Es sei P={P(z,A): x € X, Aec B(X)} gegeben mit

i) fir jedes A € B(X) ist P(-, A) eine nicht-negative mefSbare Funktion auf
X,
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ii) fir jedes x € X ist P(x,-) ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B(X).
Dann heifit P Ubergangswahrscheinlichkeitskern.

Mit Hilfe eines Ubergangswahrscheinlichkeitskerns kann nun eine Markovkette
definiert werden.

Definition 1.50 (Markovkette).

FEin stochastischer Prozefs ® := {®; : t € No} definiert auf (X,B(X)) heifst
zeitlich-homogener MarkovprozefS mit Anfangsverteilung p und Ubergangswahr-
scheinlichkeitskern P, wenn die Verteilung von ®

P(®ge€ Ay, P1 € Ay,..., D, € A))

— / . / w(dyo) P(yo, dy1) - - - P(yn—1, Ayn)
A() Anfl
fiir alle n € N erfiillt.

Es bezeichne im folgenden P,(®; € Ay,..., &, € A,) die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses {®; € Ay,..., &, € A,}, wobei als Verteilung von @, also als
Anfangsverteilung, u gewahlt wurde. Weiterhin verwenden wir im folgenden die
abkiirzende Schreibweise P, = Pj,, wobei §, das Dirac-Mafl mit Gewicht auf x
darstelle, also

b, B(X) —10,1]

1 fallsz e A
A —
0 sonst.

Analog zur Definition von P, definieren wir F, als den Erwartungswert bzgl. des
MafBles P,. Wir werden im folgenden héufig die Ausdrucksweise ,, P,-fast sicher”
verwenden. Diese Bezeichnung sagt aus, dafl eine Aussage P,-fast sicher fiir jede
beliebige Anfangsverteilung p gilt.

Durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten 18t sich sehr bequem die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit nach n Schritten, P"(z, A) := P,(®,, € A), mit den Chapman-
Kolmogorov-Gleichungen darstellen.

Satz 1.51 (Gleichungen von Chapman-Kolmogorov).
Es sei ® eine Markovkette. Dann gilt

Pz, A) :/ P (a, dy) P (y, A), z€ X, Ae B(X)
X

fiir jedes m mit 0 < m <n.

Zu einer gegebenen Markovkette betrachtet man die folgenden wichtigen Stop-
zeiten.
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Definition 1.52 (Besetzungszeit, Riickkehrzeit, Zeitpunkt des ersten
Eintreffens in einer Menge A).
Es sei @ eine Markovkette.

i) Fiir jede Menge A € B(X) bezeichne die Besetzungszeit na die Anzahl der
Besuche von ® in A. Sie ist gegeben durch

na ‘= Z 1{<I>neA}-
n=1

ii) Fiir jede Menge A € B(X) heifien die Zufallsvariablen

min{n>1:®, € A} falls{n>1:d,€ A} £
TA =
4 o0 sonst

und

o0 sonst

o {min{nZO:CI)neA} falls {n >0: P, € A} £ 10
A=

die erste Riickkehrzeit bzw. der Zeitpunkt des ersten Fintreffens in der Men-
ge A.

Als eine fiir die Belange dieser Arbeit sehr wichtige Eigenschaft von Markovketten
stellt sich die Irreduzibilitat heraus, die im wesentlichen sicherstellt, dafl alle Teile
des Zustandsraumes unabhéngig vom Startpunkt von der Markovkette erreicht
werden konnen. Dabei bezeichnen wir mit L(z, A) die Wahrscheinlichkeit einer
endlichen Riickkehrzeit zur Menge A ausgehend vom Punkt x, also

L(z, A) := P,(14 < 00),

und mit U(z, A) den Erwartungswert der Besetzungszeit der Menge A ausgehend
vom Punkt x, also

Uz, A) = Y P'(z,A)
n=1
= EJB [7]14] )
wobei die Gleichheit aus dem Satz von Beppo-Levi folgt.

Definition 1.53 (¢-Irreduzibilitét).

Wir nennen eine Markovkette ® irreduzibel, wenn ein nicht-triviales Mafs ¢ auf
B(X) ezistiert, so daf fir alle A € B(X) mit p(A) > 0 folgt L(x, A) > 0 fiir alle
x € X. In diesem Fall nennen wir die Markovkette auch p-irreduzibel.
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Sgtz 1.54.
Aquivalent zur @-Irreduzibilitit ist das folgende Kriterium: Fir alle A € B(X)
mit o(A) > 0 folgt U(x, A) >0 fir alle z € X.

Aus der Irreduzibilitdt folgt bereits die Existenz eines maximalen Irreduzibilitéts-
maBes ¢ (maximal bzgl. der Absolutstetigkeit):

Satz 1.55 (Existenz eines maximalen Irreduzibilititsmafles).
Ist ® p-irreduzibel fiir ein Maf$ @, so existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ ¥ auf
B(X), so dafs gilt:

i) ® ist Y-irreduzibel;

ii) fiir jedes andere Maf " ist die Markovkette ® ' -irreduzibel genau dann,
wenn @' absolut stetig ist bzgl. 1;

iii) aus P(A) =0 folgt v({y € X : L(y, A) > 0}) = 0;

i) das Wahrscheinlichkeitsmafl 1) ist dquivalent zu

Y'(A) rz/XsO’(dy)Ka (y, A)

1
2

fiir jedes endliche Irreduzibilitatsmafl ¢, wobei

K, (y,A) ==Y Py, A2 yeX AeB(X)  (L5)
n=0

Nl

Im folgenden bezeichne ¢ immer ein maximales Irreduzibilitdtsmaf, das die Ei-
genschaften aus Satz 1.55 erfiillt. Statt ¢-Irreduzibilitéat schreiben wir auch ab-
kiirzend Irreduzibilitdt. Desweiteren sei

BH(X) = {A € B(X): ¥(A) > 0}.

Als sehr niitzlich erweisen sich die Eigenschaften unbedeutend und klein fiir Men-
gen A € B(X), die nun vorgestellt werden sollen.

Definition 1.56 (unbedeutende Menge).
FEine Menge C € B(X) heifit unbedeutend, wenn ein'm > 0 und ein nicht-triviales
Maf$ vy, auf B(X) existieren, so dafs fir alle x € C, B € B(X) gilt

P™ (2, B) > v (B). (1.6)

Ist Ungleichung (1.6) erfillt, so nennen wir C' auch (m, vy,)-unbedeutend.
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Bevor wir uns der Definition von kleinen Mengen widmen, fiithren wir die folgende
Bezeichnung ein (vgl. auch die Definition von K,, in (1.5))
2

K, (z,A) = iP”(w,A}a(n), re X, Ae B(X),

wobei a(n) ein Wahrscheinlichkeitsma$l auf Ny und P° die Anfangsverteilung
seien.

Definition 1.57 (kleine Menge).
Wir nennen eine Menge C € B(X) klein, falls eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
a auf Ny und ein nicht-triviales Maf$ v, auf B(X) existieren, so dafs

K,(z,B) > v,(B) fir allex € C, B € B(X). (1.7)
Ist Ungleichung (1.7) erfiillt, so heifit die Menge C' auch (a,v,)-klein.

Wihlt man fiir a das Dirac-Maf d,,, mit Gewicht auf m, so sieht man sofort, dafl
jede unbedeutende Menge auch klein ist.

Fiir eine irreduzible Markovkette lassen sich immer ein m > 1 und eine Menge
C € B(X) finden, so daB3 C' v,,-unbedeutend ist.

Satz 1.58 (Existenz einer unbedeutenden Menge).

Ist ® w-irreduzibel, so existiert fiir jede Menge A € BY(X) ein m > 1, ein
nicht-triviales Maf v,, und eine (m,v,,)-unbedeutende Menge C C A, so daf
C € BT(X) und v,,(C) > 0.

Lemma 1.59.
i) Es sei C € BT(X) (n,v,)-unbedeutend und D € B(X). Fiir jedes x € D
gelte P™(x,C) > 6 > 0. Dann ist D (m+n, Vpyyp)-unbedeutend, wobei vy, 1,
ein Vielfaches von v, ist.

ii) Es sei ® wp-irreduzibel. Ist C € BT (X) eine (n,v,)-unbedeutende Menge,
so konnen wir ein M € N und ein Maf$ vy finden, so daff C (M, va)-
unbedeutend ist und vy (C) > 0.

Um die ,,Stabilitdt“ einer Markovkette bewerten zu konnen, mufl unter anderem
das zyklische Verhalten jenes Prozesses untersucht werden.

Dazu betrachten wir fiir eine beliebige Menge C' € B(X) und ein beliebiges Maf
v auf (X, B(X)) die Menge

E¢ =
{n >1: Die Menge C' ist (n, v,)-unbedeutend mit v, = ¢,v fir ein ¢, > 0}.

Wihlt man speziell eine unbedeutende Menge C' € B*(X), kann nach Lemma
1.59 ein M € N gefunden werden, so dafl vy,(C') > 0. Zur Vereinfachung schreiben
wir nur v statt vy,. Dann ist die Menge E¢ nicht leer.
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Definition 1.60 (d-Zyklizitit).
Es sei @ eine y-irreduzible Markovkette auf X. ® heifst d-zyklisch, falls disjunkte
Mengen Dy, ..., Dy € B(X) existieren mit den folgenden FEigenschaften:

i) firx € D; gilt P(x,D;41) =1, i=0,...,d—1( mod d);
ii) Die Menge N = [U%_,D;]° hat das 1-Maf 0.

Mit Hilfe der Menge Ef. kann das zyklische Verhalten der Markovkette beschrie-
ben werden.

Satz 1.61 (d-Zykel).

Es sei ® eine y-irreduzible Markovkette auf X . Desweiteren sei C € BY(X) eine
(M, v)-unbedeutende Menge mit v(C) > 0 und d der grifite gemeinsame Teiler
der Menge EY.. Dann existieren disjunkte Mengen Dy, ..., Dy € B(X), so dafs
& d-zyklisch bzgl. der Mengen Dy, ..., Dy ist. Der d-Zykel {D;} ist mazimal in
dem Sinne, daf fir jedes andere {d',D}, : k =1,...,d'}, das die Eigenschaften
(i) und (i) aus 1.60 erfillt, d" d teilt, wihrend im Falle d' = d — eventuell durch
Umordnung der Indizes — D = D; 1-fast sicher fir alle i € {1,...,d} gilt.

Nun sind wir in der Lage, periodische und aperiodische Markovketten zu definie-
ren.

Definition 1.62 (Periode, aperiodisch).
Es sei @ eine -irreduzible Markovkette. Das grofite d, fir das ein d-Zykel fiir ®
auftritt, heifst die Periode von ®. Desweiteren heifit die Kette ®

i) aperiodisch, falls d =1 gilt und

it) streng aperiodisch, falls eine (1,v1)-unbedeutende Menge A mit v1(A) > 0
existiert.

Aus der Definition der Menge E¢ und aus der Maximalitidt aus Satz 1.61 folgt,
daB die Eigenschaft der strengen Aperiodizitéit bereits die Aperiodizitit beinhal-
tet.

Bevor wir nun die Existenz eines invarianten Wahrscheinlichkeitsmafles zu der
Markovkette ® untersuchen kénnen, benotigen wir noch die Eigenschaft der Re-
kurrenz und der Harris-Rekurrenz.

Definition 1.63 (Rekurrenz).
FEine Menge A € B(X) heifit rekurrent, falls gilt

E.[nal =00 Vzx e A.

FEine Markov-Kette heifit rekurrent, falls jede Menge A € B(X) rekurrent ist.



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 26

Tatséichlich benétigen wir hier die starkere Eigenschaft der Harris-Rekurrenz.

Definition 1.64 (Harris-Rekurrenz).
Fine Menge A € B(X) heifit Harris-rekurrent, falls

Q(z,A) == P, (na=00) =1 Vzx e A.

Fine Markov-Kette ® heifst Harris-rekurrent, falls sie irreduzibel ist und jede
Menge A € BY(X) Harris-rekurrent ist.

Der entscheidende Unterschied zwischen Rekurrenz und Harris-Rekurrenz besteht
also darin, dafl bei Harris-Rekurrenz nicht nur der Erwartungswert der Anzahl
des Eintreffens der Markov-Kette in der Menge A unendlich sein soll fiir jeden
Ausgangspunkt x € A, sondern daf} tatsidchlich das Ereignis, die Menge A un-
endlich oft zu treffen, P-fast sicher eintritt.

Erinnern wir uns an die Bezeichnungen
L(x,A) := P,(ta < 0), Uz, A):= Z Pz, A) = E.(na),
n=1

so zeigt der folgende Satz eine vereinfachende Implikationen im Falle eines abzéhl-
baren Zustandraumes.

Satz 1.65 (spezielle Aquivalenz im diskreten Fall).
FEs sei X abzdhlbar. Dann gilt fir jedes x € X, daff U(z,{z}) = oo dann und nur
dann gilt, wenn L(xz,{z}) = 1.

Allgemein geniigt zur Feststellung der Harris-Rekurrenz einer Menge A € B(X),
daB L(z,A) =1 fiir z € A gilt.

Satz 1.66.
Angenommen, es existiert eine Menge A € B(X) mit L(z,A) =1, v € A. Dann
gilt Q(x, A) = L(z, A) fir alle x € X, und insbesondere ist A Harris-rekurrent.

Rekurrenz und Harris-Rekurrenz sind schwer direkt zu iiberpriifen, da die Be-
rechnung dieses Erwartungswertes bzw. dieser Wahrscheinlichkeit die Berechnung
aller Ubergangswahrscheinlichkeiten P" erfordert. Da dies eine in der Praxis nur
schwer losbare Aufgabe ist, stellen wir Rekurrenz bzw. Harris-Rekurrenz mittels
eines ,, Drift-Kriteriums® fest. Hierzu definieren wir zu einer mef3baren Funktion
V : X — R* den Drift-Operator A durch

AV (z) = /P(x, )V (y) - V(z), z¢cX.
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Definition 1.67 (unbeschrinkt auflerhalb von kleinen Mengen).
Wir nennen eine meflbare Funktion V : X — Rt wunbeschrinkt auflerhalb von
kleinen Mengen fiir ®, wenn fiir jedes n < oo die ,Sublevel-Menge“

Cy(n):={y € X :V(y) <n}
klein ist.

Das Kriterium, das wir nutzen werden, um Harris-Rekurrenz nachzuweisen, ist
das folgende:

Drift-Kriterium fiir Harris-Rekurrenz

(V1) Es existiert eine positive Funktion V' und eine Menge C' € B(X), so da8

AV(z) <0, ze€C° (1.8)
erfiillt ist.

Satz 1.68 impliziert, dafl die Giiltigkeit von (1.8) fiir eine unbedeutende Men-
ge C' und eine auflerhalb von kleinen Mengen unbeschrinkte Funktion V' auch
tatsiachlich Harris-Rekurrenz impliziert.

Satz 1.68 (Drift-Kriterium fiir Harris-Rekurrenz).

Angenommen ® ist -irreduzibel. Weiter gebe es eine kleine Menge C' C X und
eine Funktion V', welche unbeschrdnkt auflerhalb von kleinen Mengen ist, so dafs
(1.8) erfillt ist. Dann ist ® Harris-rekurrent, also insbesondere auch rekurrent.

Nun konnen wir uns der Existenz eines invarianten Wahrscheinlichkeitsmafles
zuwenden.

Definition 1.69 (invariantes Maf).
FEin o-endliches, nicht-triviales Maf m auf B(X) mit der Eigenschaft

W(A):/Xﬂ(d:c)P(x,A), AeB(X), (1.9)

heif$t invariant.

Markovketten, die ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl besitzen, werden als
positive Ketten bezeichnet.

Definition 1.70 (positiv, positiv-Harris).

Angenommen ® ist i-irreduzibel und besitzt ein invariantes Wahrscheinlichkeits-
mafS w. Dann heifit ® positive Kette. Ist & Harris-rekurrent und positiv, so heifst
D positive Harris-Kette.
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Satz 1.71. Ist die Markovkette ® positiv, so ist sie auch rekurrent.

Definition 1.72 (subinvariantes Maf).
Ist i ein o-endliches, nicht-triviales Mafl und geniigt der Bedingung

p(A) 2 [ udo)Pla, ), A€ BX)

so wird i subinvariant genannt.

Ist ein subinvariantes Maf p endlich, so ist es auch invariant, denn fiir A € B(X)
erhalten wir folgende Abschéitzung

p(A) = [ p(da) Pl A

~ [ utde)(1 = Pla, 4)
(%)= [ utdr)Pla, 47
> p(X) - (A7)
= p(A)

I
=

und daraus die Gleichheit (1.9).

Damit die Markovkette ein invariantes Mafl besitzt, geniigt die Eigenschaft der
Rekurrzenz:

Satz 1.73.
Die Markovkette ® sei rekurrent. Dann besitzt ® ein eindeutiges (bis auf skalare
Multiplikation) subinvariantes Majf$, das invariant ist.

Um sicher zu stellen, dafl dieses Mafl endlich und somit als Wahrscheinlickeitsmafl
gewihlt werden kann, bendtigen wir noch eine zusétzliche Eigenschaft.

Satz 1.74 (Existenz eines invarianten Wahrscheinlichkeitsmafles).
Angenommen ® ist -irreduzibel und p ein subinvariantes Majfs. Dann ist |
endlich und somit ® positiv und damit rekurrent, wenn fir eine kleine Menge
C € BY(X)
sup By [tc] < oo (1.10)
yeC
qilt. Die Markovkette ist positiv-Harris, wenn zusdtzlich

E.[tc] < 0, x€X,

erfillt ist.
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Die Eigenschaft (1.10) heifit auch Regularitétseigenschaft.

Definition 1.75 (regulér).
Eine Menge C € BT (X) heifit reguliir, falls ® v-irreduzibel ist und

sup E,[7] < 0o, B € B (X).
zeC

Auch fiir die Uberpriifung der Regularitiitseigenschaft kann ein Drift-Kriterium
herangezogen werden.

Zweites Drift-Kriterium

(V2) Fiir eine Menge C' € B(X), eine Konstante b < oo und eine Funktion
VX —[0,00] gilt

AV(z) < —1+ble(z), z€X. (1.11)

Satz 1.76.
FEs sei C' € B(X), und V geniige Bedingung (1.11). Dann gilt

Ex[Tc} < V(az) + blc(.r)
fiir alle x € X. Daher ist, falls C' klein und V' auf C' beschrdinkt, ® positiv-Harris.

Ist die Markovkette positiv-Harris, so konvergieren die Verteilungen im n-ten
Schritt, wie der folgende Satz aussagt.

Satz 1.77 (Konvergenz der ﬂ’bergangswahrscheinlichkeiten).
Angenommen, die Markovkette ® ist aperiodisch und Harris-rekurrent, und es
existiere ein invariantes Maf 7. Die Markovkette ® ist positiv-Harris genau dann,
wenn ein eindeutiges invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf$ m existiert, so daf fiir
jeden Startpunkt x € X gilt

sup |P"(x,A) —7(A)| — 0 firn — .
AEB(X)

Der fiir die Zwecke dieser Arbeit bedeutendste Satz - wie sich spéter herausstellen
wird - sagt aus, dafl bereits alle Informationen zum invarianten Wahrscheinlich-
keitsmafl P,-fast sicher fiir jeden Startpunkt x € X auf einem einzigen Pfad
enthalten sind.

Satz 1.78.
Fiir die Markovkette ® = {®,} mit Parameter t € N existiere ein invariantes
Wahrscheinlichkeitsmafl w. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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i) ® ist positiv-Harris.
i) Fir alle Funktionen f € Li(X,B(X), ) gilt

1

n—oo M,

i f(®y) = /f dr  P,-fast sicher
k=1

fiir jeden Anfangszustand x € X.

30



Kapitel 2

Diskrete globale Optimierung

2.1 Der Metropolis-Algorithmus

Wir betrachten nun einen Algorithmus zur Auffindung von globalen Minima auf
endlichen Mengen. Die Theorie dieser diskreten globalen Optimierung mittels
des Metropolis-Algorithmus beruht auf einem Verfahren, das Metropolis et. al.
[Metropolis 53] zur effizienten Simulation der Entwicklung eines Festkorpers im
Hitzebad zum thermischen Gleichgewicht hin vorstellten. Ca. 30 Jahre spéter
nutzen Kirkpatrick et. al. [Kirkpatrick 82] und Cerny [Cerny 85] unabhéingig von-
einander dieses Verfahren zur Minimierung der Kostenfunktion eines kombinato-
rischen Optimierungsproblems. Die Idee dieser Vorgehensweise liegt im wesentli-
chen in der Erweiterung von den reinen Abstiegsverfahren hin zu einem Verfahren,
das Abstiegsverfahren und Zufall kombiniert. Dieser Algorithmus trégt in der Li-
teratur den Namen Metropolis-Algorithmus.

Der Metropolis-Algorithmus erzeugt von einem gegebenen Startpunkt aus einen
zufilligen Punkt aus der Nachbarschaft dieses Startpunkts mittels einer Gleich-
verteilung und akzeptiert diesen als neuen Punkt, wenn der Zielfunktionswert des
neuen Punktes verglichen mit dem des Startpunkts kleiner ist. Sollte er grofier als
dieser sein, akzeptiert man den neuen Punkt mit einer positiven Wahrscheinlich-
keit, die von der Differenz der beiden Zielfunktionswerte und einem Kontrollpa-
rameter ¢ abhéngt. In dieser Arbeit nehmen wir die Nachbarschaftsstruktur als
gegeben an.

Um die Vorgehensweise genauer erldutern zu konnen, betrachten wir das kombi-
natorische Optimierungsproblem: Es sei ein endlicher Zustandsraum R mit dazu-
gehoriger Nachbarschaftsstruktur {R; : ¢ € R}, wobei R; die Menge der Nachbarn
des Punktes i fiir jedes i € R darstellt, gegeben. Das Optimierungsproblem ist
dann das folgende: Finde ein ¢* € R mit der Eigenschaft

f(*) < f(i) VieR.

31



KAPITEL 2. DISKRETE GLOBALE OPTIMIERUNG 32

Zu diesem Optimierungsproblem definieren wir zunéchst Generierungs- und Ak-
zeptanzwahrscheinlichkeiten.

Definition 2.1 (Generierungswahrscheinlichkeit).
Es sei ein beliebiger Anfangszustand i € R gegeben. Dann wird ein belieber ande-
rer Punkt 5 € R gemafl der Wahrscheinlichkeit

1 , .
Gij = ‘_R—|1R2<j) VZ,j es (21)

erzeugt. Daber bezeichne 1g, die Indikatorfunktion auf der Menge R;, also

1g,: R —{0,1}
, {1 falls j € R,
] >
0 sonst.

Die Wahrscheinlichkeit G;; bezeichnet man als Generierungswahrscheinlichkeit
des Metropolis-Algorithmus.

Wir nehmen im folgenden an, die Generierungswahrscheinlichkeiten seien sym-
metrisch, d.h. fiir alle 7, j € R gilt

Gij - Gﬂ
Fiir die Nachbarschaftsstruktur {R;};cr bedeutet dies
i€ R; & j€eR, und |R;| =|R,| fir alle 4,5 € R.

Zunichst ermittelt der Metropolis-Algorithmus geméfl der Generierungswahr-
scheinlichkeit einen neuen Punkt aus der Nachbarschaft des Startpunkts. Dieser
wird anschliefend auf die Erfiillung einer Akzeptanzbedingung gepriift:

Definition 2.2 (Akzeptanzwahrscheinlichkeit).
Ein mattels der Generierungswahrscheinlichkeit ausgehend vom Punkt v € R er-
zeugter Punkt j € R wird mit der Wahrscheinlichkeit

L falls f(j) < fGi) ‘
Ay(e) = {exp <_f(j)—f(z‘)) ;jmz , =Ty RjeER (22

als neue Losung akzeptiert, wobei ¢ € RY konstant gewdhlt sei. Die Grifie A;j(c)
wird als Akzeptanzwahrscheinlichkeit des Metropolis-Algorithmus bezeichnet.

Die Konstante ¢ bezeichnen wir als Kontrollparameter des Metropolis-Kriteriums.
Durch sie wird festgelegt, in welchem Mafle Verschlechterungen im Zielfunktions-
wert akzeptiert werden. Wahlt man ¢ zu grof, wird nahezu jeder erzeugte Punkt
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akzeptiert; wahlt man c zu klein, fithrt dies dazu, dal nahezu keine Verschlechte-
rung mehr akzeptiert wird und der Metropolisalgorithmus sich zu einem lokalen
Optimierungsverfahren hin wandelt.

Ein Schritt des Metropolis-Algorithmus besteht darin, einen Punkt mittels der
Generierungswahrscheinlichkeit zu erzeugen und anschlieBend mittels der Akzep-
tanzwahrscheinlichkeit zu akzeptieren oder zu verwerfen. Im Falle des Verwerfens
fithrt man den gesamten Metropolis-Schritt erneut vom gleichen Startpunkt aus
durch. Im Falle der Akzeptanz ersetzen wir den Startpunkt durch den neu gene-
rierten Punkt, und es erfolgt dann ein Metropolisschritt mit dem neu erzeugten
Punkt als Startpunkt. Durch sukzessive Fortsetzung dieses Verfahrens erhélt man
eine Markovkette, die — wie sich im folgenden noch herausstellen wird — fiir die
diskrete globale Optimierung fundamental wichtige Eigenschaften hat.

Durch die Anwendung von Generierungs- und Akzeptanzwahrscheinlichkeit nach-
einander erhalten wir die Ubergangswahrscheinlichkeit dieser Markovkette:

Definition 2.3 (Ubergangswahrscheinlichkeit).
Ausgehend von einem Zustand i € R wird ein neuer Punkt j € R als neue Lisung
gemdfs der folgenden Wahrscheinlichkeit

Gij Aij (C) falls ) 7é]
Pij(c) == 41— Gy Ay(c) sonst (2.3)
IR
1#i

fir allei,j € R, ¢ € R*, ausgegeben. Die Wahrscheinlichkeiten Pjj(c) bezeichnen
wir als Ubergangswahrscheinlichkeiten des Metropolis-Algorithmus.

Die durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten P;; := P,;(c) erhaltene Markovkette
bezeichnen wir mit W := {W, : k € N}.

Satz 2.4 (Irreduzibilitit und Aperiodizitit von V).
Die Markovkette U st irreduzibel und aperiodisch.

Beweis. vgl. [Laar Aarts 87|

Definition 2.5 (stationire Verteilung).
Es sei ® eine Markovkette auf einem diskreten Zustandsraum R mit den Uber-
gangswahrscheinlichkeiten P = (P;j)ucrjer)- Fir jedes i € R existiere der
Grenzwert

qi == kh_{& P(P) =i| Py = j)

unabhdngig vom Startpunkt j € R. Dann heifit die Verteilung q = (¢;)icr die
stationdre Verteilung von ®.
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Der wesentliche Satz fiir die Zielsetzung des Metropolis-Algorithmus ist der fol-
gende, denn hier wird ausgesagt, daf§ der Metropolis-Algorithmus eine Grenz-
verteilung besitzt und diese fiir die Belange der diskreten globalen Optimierung
wichtige Eigenschaften hat.

Satz 2.6 (stationdre Verteilung von V).
Es bezeichne g die Funktion

g: R —R

oo (L)

und g eine Verteilung mit den Gewichten

)
90 = =50y

JER

Desweiteren setzen wir fir die Ubergangswahrscheinlichkeiten Gij aus (2.3) vor-
aus, daf fir alle 1,7 € R ein n € N und Zustinde ly,ly,...,l, mit ly = i und
l, = j existieren, so dafs

le,lk“ >0 k=0,1,...,n—1.
Dann besitzt die Markovkette U die stationdre Verteilung g, ¢ € RT, und

lim P =g(j) Vi,j€ R, ceR".

i
n—oo J

Beweis. vgl. [Laar Aarts 87]

Diese stationére Verteilung ¢ hat fiir die Belange der diskreten globalen Optimie-
rung zwei wesentlicheF Eigenschaften:

e Sie ist unabhéngig vom Startpunkt.
e Sie ist dort maximal, wo die Funktion minimal ist.

Setzt man also die Erzeugung von Punkten durch den Metropolis-Algorithmus
ausreichend lang fort, so werden mit hoher Wahrscheinlichkeit Punkte erzeugt,
die im Funktionswert nahe dem des globalen Minimierers liegen.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts sei noch bemerkt, daf§ es zur Erzielung die-
ser Ergebnisse geniigt hétte, die Generierungswahrscheinlichkeiten lediglich als
symmetrisch anzunehmen. Die Wahl der Generierungswahrscheinlichkeiten als
Gleichverteilung wurde nur der Einfachheit halber festgesetzt.
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2.2 Ein Abbruchkriterium zum Metropolis-Al-
gorithmus

In der Praxis fallt es oft schwer zu erkennen, wann eine Verteilung, die hinrei-
chend nahe an der Grenzverteilung liegt, erreicht ist. Deshalb wird im folgenden
ein Kriterium fiir den Abbruch des Algorithmus vorgestellt.

Um aus statistischen Gesichtspunkten Informationen {iber die Verteilung im n-ten
Schritt zu erhalten, bietet sich die folgende Vorgehensweise als die Naheliegenste
an:

Fithre m-mal unabhéngig einen Metropolis-Schritt vom Startpunkt i, € R aus.
Von jedem erzeugten Punkt fiithre jeweils einen Metropolis-Schritt aus. Nach dem
starken Gesetz der grofien Zahl fiir unabhéngige Zufallsvariablen geht die relative
Héufigkeit des Auftretens des Zustandes ¢ € R in P,-fast jedem Pfad der Metro-
poliskette gegen g(i) fiir jedes i € R.

Ein Abbruchkriterium kénnte also die Beobachtung der Konvergenz der relativen
Héaufigkeiten der einzelnen Zustédnde sein. Diese Vorgehensweise fiithrt zwar zu
dem Ziel, Aussagen iiber die Verteilung treffen zu konnen, ist allerdings nume-
risch extrem aufwendig und somit unbrauchbar.

Grundidee des hier vorgestellten Abbruchkriteriums ist, dafl P,-fast alle Pfade
schon die Information {iber die Grenzverteilung enthalten und man daher nur
einen Pfad beobachten muf.

Um zu zeigen, dal die Markovkette, die durch den Metropolisalgorithmus in-
duziert wird, diese Ergodeneigenschaft hat, soll Satz 1.78 angewandt werden.
Zunéchst definieren wir den Begriff ergodisch auf einem endlichen Zustandsraum.

Definition 2.7 (ergodisch).
Es sei @ eine irreduzible Markovkette. Fin Zustand i € R heifst ergodisch, wenn
er aperiodisch, rekurrent und der Erwartungswert der Riickkehrzeit endlich ist.

Zur Verifizierung der Voraussetzungen des Satzes 1.78 verwenden wir den folgen-
den Satz.

Satz 2.8.
In einer irreduziblen Markov-Kette ® auf R mit nur ergodischen Elementen und
Ubergangsmatriz P existieren die Grenzwerte

¢ = lim P(®p=1i|®y=j) = Jim P Vi,jE€R (2.4)

7t

unabhdingig vom Anfangszustand j. Dartber hinaus ist ¢ > 0 Vi € R, und es
gelten die beiden Gleichungen
Z =1 (2.5)

i€ER
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und

JER

welche die Gleichung (1.9) im diskreten Fall reprasentieren.

Sei umgekehrt die Markovkette irreduzibel und aperiodisch, und es existieren Zah-
len ¢ > 0 Vi € R, die (2.5) und (2.6) erfillen, dann sind alle Zustinde bzw.
Punkte in R ergodisch, die q; sind durch (2.4) fir alle i € R gegeben und

1
qi = — \V/Z'ER,
Hi

wobei ; der Erwartungswert der Riickkehrzeit von v ist.
Beweis. [Feller 70]

Da die vom Metropolis-Algorithmus induzierte Markovkette ¥ irreduzibel und
aperiodisch ist und auBerdem Zahlen ¢; > 0 Vi € R mit den Eigenschaften (2.5)
und (2.6) existieren — namlich ¢(i) = ¢(i) fiir alle i« € R, sind alle Zusténde
ergodisch, also insbesondere rekurrent, d.h. E,(n,) = oco.

Um Satz 1.78 anwenden zu konnen, ist nun noch zu zeigen, dal ¥ sogar Harris-
rekurrent ist. Es stellt sich jedoch heraus, dal Harris Rekurrenz und Rekurrenz
auf abzdhlbaren Zustandsrdumen iibereinstimmen:

Fiir rekurrente Markovketten folgt
00 = Eu(ny) = > P'(x,{y}) = Uz, {y}) (2.7)
n=1

Satz 1.65 zeigt fiir abzihlbare Zustandsraume die Aquivalenz
Uz, {r}) = 00 & L(z,{}) =1,
d.h. aufgrund der Rekurrenz folgt in unserem Fall
L(z,{z}) =1 Vz € R.
Mit Satz 1.66 schlieen wir hieraus
Q(z,{z}) =1 Vz € R,
womit ¥ Harris-rekurrent ist.

Der Satz 1.78 ist also anwendbar, und somit gilt fiir jede Funktion f aus
Ll(Rvg(R)ag)
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lim — Zf (V) = /fdg = Z f(i)g(i) P.-fast sicher, (2.8)

7

wobei U, das Ergebnis des Metropolis-Algorithmus in jedem Schritt k anzeigt.

Insbesondere ist (2.8) anwendbar fiir die Funktion

4 1 falls U, =1
(W) = { ‘

0 sonst.

Es folgt

lim — Z Fi(U) = E,(f) =g(i) Vi€ R P,-fast sicher (2.9)

n—oo 1

fiir jeden Startzustand r € R.

Die Gleichung (2.9) zeigt, dafl auf einem speziellen Pfad der Markovkette ¥ die
relative Haufigkeit des Zustandes i gegen die Grenzverteilung g(i) konvergiert
fiir jeden Zustand i € R. Um also Aussagen iiber die Verteilung des Metropolis-
Algorithmus nach &k Schritten treffen zu konnen, mufl nicht die numerisch aufwen-
dige, oben aufgefiihrte Vorgehensweise angewandt werden. Gleichung 2.9 zeigt,
daB diese parallele m-malige Durchfithrung des Algorithmus nicht nétig ist, denn
die relative Haufigkeit in einem Pfad des Metropolis-Algorithmus hat schon die
gewiinschte Eigenschaft.

Um zu erkennen, ob die Grenzverteilung annéhernd erreicht ist, miifite entweder
die Haufigkeit jedes Zustandes aus dem Zustandsraum protokolliert werden, was
aufgrund der Méchtigkeit von R numerisch nur schwer bis gar nicht zu bewéltigen
ist oder die Grenzverteilung bekannt sein, was jedoch nur theoretisch, nicht aber
praktisch der Fall ist.

Um dennoch Aussagen iiber die Abweichung der derzeitigen Verteilung von der
Grenzverteilung treffen zu konnen, wahlen wir in Satz 1.78 als Funktion f eine
beliebige Funktion h aus Li(R,B(R),g) und beobachten als Abbruchkriterium
die Konvergenz der Grofle

%Zh(‘lfk). (2.10)

Dabei sollte die Funktion h so gewéhlt sein, dafl nahezu jeder Zustand i € R —
moglichst entsprechend seines Gewichts in der Zielfunktion f — einen Beitrag lei-
sten kann, also insbesondere solche Zustédnde, deren Funktionswerte von f relativ
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klein sind. Es bietet sich an, als Funktion h die Funktion g, also

h(i) = §(i) := exp (—M> , i€R,

C

zu wihlen, auch im Hinblick darauf, daf§ dann die Beobachtung der Gréfie (2.10)
gerade der numerischen Berechnung des Normierungsfaktors von g, also

yer ()

entspricht.

Wir brechen also den Lauf des Metropolis-Algorithmusses dann ab, wenn sich die

Konvergenz der Grofle
1 v
LS e (_f( k))
n c
k=1

abzeichnet. Diese Vorgehensweise wurde bereits von Catthoor in [Catthoor 88] als
Abbruchkriterium vorgeschlagen, allerdings nur im Hinblick auf die damit erfolgte
numerische Berechnung des Normierungsfaktors, nicht in der Interpretation als
Beobachtung der Konvergenz der Verteilungen.




Kapitel 3

Kontinuierliche globale
Optimierung

Da das Ziel dieser Arbeit eine Schrittweitensteuerung zur kontinuierlichen glo-
balen Optimierung ist, wird in diesem Abschnitt die Theorie zur globalen Opti-
mierung mittels stochastischer Integration laut [Schiffler 95] vorgestellt. Sie ist
im wesentlichen auch dieser Literatur entnommen; deshalb sei fiir genaueres und
Beweise auch darauf verwiesen.

Wenden wir uns der eingangs erwéhnten Problemstellung der globalen Optimie-
rung zu. Gegeben sei eine Funktion f : R® — R, f € C?%. Das globale Optimie-
rungsproblem besteht darin, einen Punkt x* € R™ zu finden, derart dafl

f(z*) < f(x) fir alle z € R™.

3.1 Voraussetzung A an die Zielfunktion

Wir betrachten im folgenden nur Zielfunktionen, die die Voraussetzung A erfiillen.

Voraussetzung A:
Es existiert ein € > 0 derart, dafl es ein r > 0 gibt mit

2
a:TVf(w) > 14 ne

max(1, |V f(z)]2)

fir alle x € R"\ {z € R" : ||z|]l2 < r}, wobei Vf(z) den Gradienten der
Zielfunktion f : R™ — R an der Stelle  bezeichne.

39
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Voraussetzung A sichert uns, daf§ die Zielfunktion auflerhalb einer Kugel mit
Radius 7 um den Ursprung entlang allen Richtungen s mit ||s||2 = 1 hinreichend
schnell steigt. Das bedeutet, dafi die Funktion f einen globalen Optimierer besitzt.
Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht (vgl. die Funktion f : R — R, z —

sin(x)).

Sollte die Zielfunktion f die Voraussetzung A nicht erfiillen, verwenden wir die
Hilfsfunktion

z fallsz >0

0 sonst.

f(z):=f(x)+P(||z|3 —¢)* ¢>0, P:R—R, v {

Diese Hilfsfunktion f besitzt die folgenden Eigenschaften
o fe(C?
o f(x) = f(z) fiir alle z € {x € R": ||z||3 < ¢},
o f(x) > f(x) fiir alle z € R™ mit ||z||2 > ¢,

e f erfiillt Voraussetzung A.

3.2 Eine spezielle Klasse stochastischer Diffe-
rentialgleichungen
Um den globalen Minimierer der Zielfunktion f : R™ — R zu finden, betrachten

wir fiir festes xp € R” und ¢ > 0 die Menge der stochastischen Differentialglei-
chungen (3.1)

B (F) = 29 + ¢ (BU(F) — Bo(F)) - / V@(F) ds  (3.1)

mit F' € Q".

Unterteilen wir (3.1) in zwei Teile, so féllt eine Interpretation leichter. Zunéchst
betrachten wir den hinteren Teil:

t
xo — /Vf (®L°(F)) ds.
0
Die Losung dieses Anfangswertproblems ist die Kurve des steilsten Abstiegs vom

Startpunkt zy aus und kann somit als Verfahren der lokalen Optimierung ange-
sehen werden.
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Der vordere Teil von (3.1)
s+ € (Bi(F) — Bo(F))

ist lediglich eine von x( ausgehende, durch e gewichtete Brownsche Bewegung
und kann daher als Zufallssuche interpetiert werden.

Insgesamt gesehen kann (3.1) also als ein Verfahren der lokalen Optimierung mit
zufélligem Startpunkt angesehen werden. Durch den Faktor € kann die Gewich-
tung der einzelnen Faktoren verdndert werden.

Damit die stochastische Differentialgleichung (3.1) uns an den globalen Mini-
mierer heranfithren kann, mufl sie eine Losung besitzen. Dies wird durch den
folgenden Satz sichergestellt.

Satz 3.1 (Existenz und Eindeutigkeit von {®;"}).
Fiir jedes xy € R™ und ein € > 0 derart, daf Voraussetzung A erfillt ist, gilt:

i) Es existiert ein eindeutiger stochastischer Prozefs {®;™°}, der (3.1) ldst,
ii) alle Pfade von {®y™°} sind stetig,
i) ®5™ = .

Nachdem die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von (3.1) sichergestellt ist,
konnen wir uns der Frage zuwenden, ob der Losungsprozef§ Eigenschaften auf-
weist, die fiir die Auffindung des globalen Minimierers hilfreich sind. Tatséchlich
lassen sich einige niitzliche Eigenschaften aufzeigen.

Fiir jedes Z € R™ und p € R* definieren wir die Zufallszeit sz , : C(Ry,R") — R,

F i { inf{t > 0 [|[®;™(F) — [z < p} falls {t > 0 |97 —z[la < p} # 0
©.¢]

sonst.

Nun kénnen fiir uns fundamental wichtige Eigenschaften von {®;"°} gezeigt wer-
den.

Satz 3.2 (Eigenschaften von {®;"}).

Betrachtet man das zu Beginn des Kapitels aufgefiihrte globale Optimierungspro-
blem mit der Zielfunktion f : R® — R, f € C?, und € > 0 derart, daff Voraus-
setzung A erfillt ist, so erhalten wir fir jeden globalen Minimierer x* von f und
fiir jedes p > 0:

W"{F € C(RF,R") : 54+ ,(F) < 00}) =1

und E(sz,) < oo fir alle xy € R™. Dabei bezeichne W™ das n-dimensionale
Wiener-Mafs.
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Ferner besitzt fiir jedes xg € R™ und t > 0 die Zufallsvariable ®;™° eine \"-Dichte
Peot - R" — R, und es gilt

2(f(w)—2f(m*))>

exp (-
pe<x> = tll)lgpe,xo,t(x) - f exp ( (]”(13)72x> dx

Rn

(3.2)

fir alle x € R™. Die Lebesque-Dichten peq, ¢, t € (0,00), sind fir jedes xy € R
durch die Fokker-Planck-Gleichung gegeben:

e,y (5, )
(‘;s 28

fiir alle (s,x) € (0,00) x R™ mit der Endbedingung

(D52 + G 3 Gapin(6,2) =0

lim pe .y (s, 1) = 6(x — o),

wobei pery : (0,00) X R" — R, (8,2) = Peay.s(z). Dabei sei & die Dirac-
Distribution auf R™.

Uberlegen wir kurz, was diese Eigenschaften fiir uns bedeuten: Betrachten wir ein
globales Optimierungsproblem mit einer Zielfunktion f : R® — R, f € C?. Fiir
einen beliebigen Startpunkt zy € R™ und ein € > 0 derart, dafl Voraussetzung A
fiir f erfiillt ist, kommt bis auf eine W"-Nullmenge jeder Pfad des Losungsprozes-
ses {®;"} von (3.1) in endlicher Zeit beliebig nahe an jeden globalen Optimierer
x* von f heran.

Die Zufallsvariablen ®;™ : C(R{,R") — R", t € Ry, konvergieren in Vertei-
lung gegen eine Zufallsvariable ®* : C'(R{,R) — R", deren A"-Dichte p. durch
(3.2) beschrieben wird. Konvergenz in Verteilung heifit dabei, da8 die Dichten
der Zufallsvariablen ®;*° punktweise gegen die Dichte der Zufallsvariablen ®*
konvergieren.

Diese Grenzdichte p. hat zwei wichtige Eigenschaften:
e Sie ist unabhéngig vom Startpunkt zy und

e sie hat ihr globales Maximum dort, wo die Funktion ihr globales Minimum
besitzt.

Das bedeutet, dafl zu jedem beliebigen Startpunkt die Zufallszahlen, die geméf
pe erzeugt werden, mit hoher Wahrscheinlichkeit in der Nidhe des globalen Mini-
mierers der Funktion f liegen werden.

Die numerische Losung von (3.1) gibt uns also ein Verfahren, das Pseudozufalls-
zahlen gemé&f einer Dichte erzeugt, die gegen die Grenzdichte p. konvergieren.
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Mit Pseudozufallszahlen bezeichnet man dabei Zahlen bzw. Zahlenfolgen, die ge-
wissen statistischen Tests geniigen, dennoch aber streng deterministisch sind. Das
Dilemma liegt darin, dafl der Computer nicht wirklich zufillig Zahlen erzeugen
kann. Wir sprechen also immer dann von Pseudozufallszahlen, wenn Algorithmen
zur Erzeugung von Zufallszahlen auf den Computer iibertragen werden.



Kapitel 4

Schrittweitensteuerungskonzept

4.1 Das semi-implizite Eulerverfahren

Wir gehen von der stochastischen Differentialgleichung (3.1)
t+o

Oiip(w) = $o+6(Bt+a(w)—Bo(w))—/Vf(q’i’“(w))dT

t+o

0
= B+ e(Burale) = Biw)) — [ V@) (4.1)
t
aus. Nehmen wir an, daf bereits eine Realisierung & von ®;™ ermittelt wurde,
gelangen wir zu einer neuen stochastischen Differentialgleichung
t+o
O, () = ¢+ (Buralw) - Bw) — [ VH©F@hdr.  (42)
t
In [Schaffler 95] wird als Losungsverfahren zur numerischen Losung der stochasti-

schen Differentialgleichung (4.2) das semi-implizite Euler-Verfahren vorgeschla-
gen, das zu gegebener Schrittweite o einen neuen Punkt @;fg(w) ermittelt durch

b, (w) = € — (B + oV f(€) oV F(€) = e(Bro(w) — Buw))).  (4.3)
Fiir kleine o stellt dies eine Ndherung der tatséchlichen Losung der stochasti-
schen Differentialgleichung (4.2) dar, denn der Integrationsfehler kann wie folgt
abgeschétzt werden:
Satz 4.1.
Fiir jedes €, das die Voraussetzung A erfillt, und fir jedest > 0, & € R™, erhalten
wir die Existenz einer Konstanten ¢ > 0 mit

105, (W) — B W)]2 _
a—0 o3In(ln(1/0))

W"-fast sicher

44
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Beweis. [Schiffler 95], Theorem 2.3.1, Seite 31.

In [Schéffler 95] wird die Schrittweitensteuerung wie folgt realisiert: Man wéht
eine Startschrittweite ¢ und bestimmt anhand dieser Schrittweite ausgehend von
¢ einen neuen Punkt ®, (). AnschlieBend tiitigt man von ¢ aus erneut einen
Eulerschritt, allerdings mit Schrittweite o/2. Von diesem neu erzeugten Punkt

®,/2(€) fithrt man noch einmal einen Eulerschritt — ebenfalls mit Schrittweite
/2 — durch und erhilt @, 5(®,5(€)). Betrigt die Differenz zwischen &, (¢) und
D, 2(Dy/a(8)) maximal ein vorgebenes d, so akzeptiert man d,(€) und behilt die
Schrittweite bei. Ubersteigt die Differenz ¢, so halbiert man die Schrittweite und
fithrt die drei angegebenen Eulerschritte erneut aus.

Diese Schrittweitensteuerung beruht auf dem Ziel, moglichst die genaue Losung
von (3.1) zu approximieren, was allerdings fiir die globale Optimierung nicht von
Noten ist und somit unnétigen numerischen Aufwand bedeutet. Wir werden daher
im folgenden untersuchen, fiir welche Wahl von o die Stabilitdt der Markovkette
@7 erhalten bleibt, soll heifien, fiir welche ¢ eine stationére Verteilung existiert
und die Ubergangswahrscheinlichkeiten im n-ten Schritt fiir n gegen unendlich
gegen diese konvergieren — unabhéingig vom Startpunkt.

4.2 Allgemeine Vorgehensweise

Das Problem der Losung der stochastischen Differentialgleichung (4.2) mit dem
semi-impliziten Eulerverfahren besteht darin, dafl nur fiir kleine o sichergestellt
sein kann, daB ®§° (w) ausreichend nahe bei ©FF, (w) liegt, so daf die Konver-
genzeigenschaften erhalten bleiben. Allerdings stellt sich die in Kapitel 3 ange-
sprochene Konvergenz der Verteilungen von @:’5 erst fiir ¢ gegen unendlich ein. Bei
der Losung der stochastischen Differentialgleichung (4.2) mit dem semi-impliziten
Eulerverfahren miissen wir uns also zwischen den beiden folgenden Alternativen
entscheiden:

e Wahl einer kleinen Schrittweite o und somit einer relativ langen Laufzeit
des Algorithmus bei einer theoretisch sichergestellten Konvergenz der Ver-
teilungen,

e Wahl einer groflen Schrittweite ¢ und somit einer relativ kurzen Laufzeit
des Algorithmus zu dem Preis, dal die Konvergenz der Verteilungen nicht
mehr sichergestellt werden kann.

Fiir die Zwecke der globalen Optimierung ist allerdings die genaue Losung @,ffa(w)
gar nicht von Interesse, sondern lediglich die Erzeugung von Zufallszahlen geméfl
einer Verteilung, bei der ein relativ grofles Gewicht auf den globalen Minimierern
der Zielfunktion f liegt.
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Aus dieser Motivation heraus untersuchen wir in diesem Kapitel, mit welcher
Wahl der Schrittweite o die Stabilitdtseigenschaften erhalten bleiben, in dem
Sinne, dafl die vom semi-implizierten Eulerverfahren induzierte Markovkette ei-
ne stationiire Verteilung 7 besitzt und die Ubergangswahrscheinlichkeiten un-
abhéngig vom Startpunkt im n-ten Schritt fiir n gegen unendlich gegen diese
stationdre Verteilung konvergieren.

Hierzu fassen wir nun die Vorgehensweise des semi-impliziten Eulerverfahrens
nicht mehr langer als numerische Losung der stochastischen Differentialgleichung
(3.1) auf, sondern als eigenes theoretisches Verfahren. Wir verwenden also eine
Schrittweitenfunktion o : R" — R, o(§) > 0 fiir alle £ € R", und erzeugen
ausgehend vom Startpunkt bzw. von der Realisierung ¢ im Schritt zuvor eine
Markovkette ®7 := {®7 : t € N} geméafl dem Bildungsgesetz

7 (w) = & — (En + () VAF(€)) (a(E)VF(E) = e(Brrote)(w) — Bi(w))). (4.4)

Unser Ziel ist es, die Funktion o : R" — R, o(§) > 0 fiir alle £ € R", abhéngig
vom Ausgangspunkt &, so zu bestimmen, daf§ die durch die Vorschrift (4.4) ent-
stehende Markovkette bereits selbst iiber die Eigenschaft verfiigt, ein invariantes
Wahrscheinlichkeitsmafl zu besitzen und in Verteilung gegen eine Zufallsvariable
zu konvergieren, die geméaf dieses invarianten WahrscheinlichkeitsmafBles verteilt
ist. Kann so eine Funktion o gefunden werden, kénnen wir eine Schrittweiten-
steuerung verwenden, die wir schon a priori festlegen und nicht aus dem Verfahren
selbst bestimmen.

Um diese Art von Stabilitdat zu zeigen, verifizieren wir in den folgenden Abschnit-
ten die Voraussetzungen der Sétze 1.78 und 1.77 fiir die Markovkette 7, um diese
Satze anwenden zu konnen. Wir werden im folgenden also die Irreduzibilitét, die
Harris-Rekurrenz, die strenge Aperiodizitit sowie die Positivitdt von ®7 zeigen.
Es stellt sich heraus, dafl wir hierzu eine weitere Voraussetzung an die Funktion
f stellen miissen, allerdings erneut nur aufferhalb einer Kugel um den Nullpunkt,
die den oder die globalen Minimierer der Zielfunktion f enthélt. Diese fithren wir
in Abschnitt 4.3 ein. Als Voriiberlegung zum Nachweis der genannten Vorausset-
zungen betrachten wir in 4.4 die Dichte der Ubergangswahrscheinlichkeiten der
mit (4.4) generierten Markovkette.

4.3 Voraussetzung B an die Zielfunktion

Zunichst stellen wir an die Zielfunktion f neben der Voraussetzung A eine wei-
tere Voraussetzung, die sicherstellt, dafl die Zielfunktion auflerhalb einer Kugel
um den Nullpunkt nicht nur ausreichend stark steigt, sondern daf§ diese Steigung
auch hinreichend gleichméfig verlauft.
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Voraussetzung B:

Es existiert ein ' € R, 7’ > 0, und eine stetige Funktion o : R" — R, o(z) > 0
fiir alle z € R", so daB fiir alle x € R™ die Matrix A, , := E, + o(2)V?f(2)
invertierbar ist und fiir alle x € R™ mit ||z||s > r’ gilt

o(2)||A;LV f(2)]|2 + | AL ]2 + =L
(z)[1 A7, ()||22 2 | g(x)gvf(x)TAglsz'

Parabelfunktionen wie f(x1,2s,...,2,) = 23 + 23 + --- + 22 erfiillen diese Vor-
aussetzung:

Durch die Berechnungen
Vf(z)=2r und V?*f(z)=_2E,

erhalt man

1
S
1+ 20(x)

Somit ist zur Verifizierung von Voraussetzung B zu zeigen, dafl ein ' € R, r’ > 0,
und eine stetige Funktion o : R” — R, o(x) > 0 fiir alle z € R"™ existieren, so daf

A, = (1420(x))E,, also A;ll, =

4|=113 1

2 n
U(I)(1+20($))2 T (1420 ())? * o(z) - 207 ————
5 = 14 20(x)

fiir alle x € R™ mit ||z||s > 7.
Diese Ungleichung folgt aus der Giiltigkeit der Ungleichung
142 2
2n 1 (L +20(2))” < 4% (1 + o(z)).
o(z)
Diese Ungleichung 148t sich leicht erfiillen, z.B. indem man die Funktion o kon-
stant auf {x € R" : ||z]|2 > '} und " ausreichend grof§ wihlt.

Fiir Punkte x € R™ mit ||z||2 < r stellt die Voraussetzung B keine weitere Ein-
schrinkung dar, da die Hessematrix V2 f(z) stetig in  und E, invertierbar ist,
so daf eine stetige Funktion o auf R"\{z € R™ : ||z||s > r} gefunden werden
kann, fiir die E,, + o(2)V?f(z) invertierbar ist.

Aus Voraussetzung A folgt, dafi der globale Minimierer in der Kugel {x € R" :
|z]|2 < 7} liegt. Sollte die Zielfunktion f die Voraussetzung B nicht erfiillen, so
andern wir f auflerhalb dieser Kugel ab, ohne dabei den globalen Minimierer zu
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verdandern, indem wir wie folgt vorgehen:

Wir wihlen eine Funktion g € C*(R) mit g(z) = 0 fiir z < r* und g(z) = 1 fiir
x > (r +§)2 Dann ersetzen wir die Funktion f durch die Funktion f, definiert
durch

f:R" — R
v = fl@)d = g(ll=]2) + ll=l2g(lz]l2)-
Diese besitzt die notwendigen Eigenschaften:
i) feC*R),

ii) f(z) = f(x) fiir alle z € R® mit ||z|]y < r, d.h. die Funktion f besitzt die
gleichen globalen Minimierer wie die Funktion f,

iii) f(x) = ||o||? fiir alle z € {x € R": ||lz|% > r 4+ §}, d.h. f erfiillt Vorausset-
zung B.

4.4 Dichte der Ubergangswahrscheinlichkeiten

Im folgenden seien » = r’ und die Schrittweitenfunktion o so gewéhlt, dafl so-
wohl Voraussetzung A als auch B erfiillt sind. Wir betrachten im folgenden den
stochastischen ProzeB ®7 := {®7 : t € N}, der durch die Vorgehensweise (4.4)
induziert wird. Offensichtlich ist @ eine Markovkette, denn der Ausgang von
®¢ hangt nur vom Ausgang von ®7 zum Zeitpunkt ¢ — 1 ab, nicht aber von
den Ausgingen zu den vorherigen Zeitpunkten 0,1,...,t — 2. Unser Ziel ist die
Anwendung des Satzes 1.78 auf die Markovkette ®7. Hierzu sind einige Voraus-
setzungen zu verifizieren.

Wir bezeichnen die Ubergangswahrscheinlichkeit der Markovkette ®7, ausgehend
von dem Punkt ¢ durch das Bildungsgesetz (4.4) mit Schrittweitenfunktion o in
eine Menge B, B € B(R"), zu gelangen, mit P(£, B) und iiberpriifen zunéchst,
ob P(&, B) eine Dichte besitzt.

Die Zuwéchse der Brownschen Bewegung By () (w) — By(w) sind N(0,0(§)E,)
normal verteilt, besitzen also die Dichte

) - 1 N B ][
N6 = Teer S e

Somit besitzt ®7 als lineare Transformation einer normalverteilten Zufallsvariab-
le eine Dichte bzgl. dem Lebesgue-Ma8.

Wir ermitteln nun die spezielle Form dieser Dichte, die wir im folgenden benotigen
werden.
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Satz 4.2 (Dichte der Ubergangswahrscheinlichkeiten von ®7).

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten P(&, B) der Markovkette ®° ausgehend vom
Punkt & durch das Bildungsgesetz (4.4) mit Schrittweitenfunktion o in eine Menge
B, B € B", zu gelangen, besitzen die Dichte kg mat

k’g R - R
~ 1
y = N(m&é(y), 0(5)) |detEA075|7

wobes
Ag e i =En+0(E)V2f(E) (4.5)
und

Meq(y) =& = AL (0 (Vf(E) — ey). (4.6)

Beweis. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten von ®¢ hiingen nur von einer nor-
malverteilten Zufallsvariable ab. Durch die abkiirzenden Schreibweisen (4.5)
und (4.6) kann das Bildungsgesetz (4.4) formuliert werden zu

Of (w) = me o (Brio(e)(w) — Bi(w)). (4.7)
Somit folgt fiir eine Menge B € B(R™) mit
Bg = m;},(B)
sofort

®7 € B unter der Bedingung ®7_ | =¢ & Bi,e)(w) — Bi(w) € Be.

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt also

P(e, B) = / Ny, 0(€)) dy

wobei die letzte Gleichheit aus der mehrdimensionalen Substitutionsformel
folgt. Das bedeutet aber, daf§ die Verteilung von ®¢ bedingt auf ®7 , = ¢,
also der Ubergangswahrscheinlichkeitskern P(€, B), die Dichte kg besitzt,
was zu zeigen war. [
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Die Funktion
k7 R"xR" — R,
&z) =k (z) (4.8)

ist stetig in beiden Variablen aufgrund der Stetigkeit von o mit der Eigenschaft
k7(¢,z) > 0 fiir alle £ € R™ und fiir alle z € R". Diese Eigenschaft werden wir
im folgenden verwenden.

4.5 Irreduzibilitat

Nun wenden wir uns der Irreduzibilitat der Markovkette ®7 zu.

Satz 4.3 (Irreduzibilitiat von ©7).
Die durch das Bildungsgesetz (4.4) entstehende Markovkette ®7 ist irreduzibel.

Beweis. Es sei C' € B" eine kompakte Menge mit A(C') > 0. Dann existiert
aufgrund der Stetigkeit von ¢ und der Kompaktheit von C' fiir alle £ € R
ein ki € R, kf > 0 mit

K (z) >k VreC.

Somit folgt fiir alle £ € X

P, B) = / K2 (y) dy

B

> k¢ (y) dy
> k\o(B), (4.9)

wobei A\ das n-dimensionale Lebesgue-Maf eingeschrénkt auf C' bezeichne.
Aus (4.9) folgt aber, daf fiir jeden Startpunkt £ € R™ gilt:

ANe(B)>0 = U, B)>0.
Somit ist ® nach Satz 1.54 \j¢-irreduzibel. O

Nach Satz 1.55 existiert ein maximales Irreduzibilitdtsmafl ). Wie bereits in
Kapitel 1 definiert, bezeichnen wir mit B*(R") die Menge der Borel-mefibaren
Mengen mit positivem maximalem Irreduzibilitdtsmafl

BH(R") = {A € B(R") : ¥(A) > 0}.

Wir werden im niichsten Abschnitt benotigen, daf eine Menge C' € BT (R") auch
positives Lebesgue-Mafl besitzt.
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Satz 4.4.
Fiir jede Menge C € B (R") gilt A\(C) > 0.

Beweis. Um die Aussage zu zeigen, bemerken wir, dafl aufgrund der w-Irre-
duzibilitidt von ® nach Satz 1.54 fiir alle z € R" ein m, € N existiert, so
daf

Pme(z,C) > 0. (4.10)

Aus der Darstellung der Ubergangswahrscheinlichkeiten nach n Schritten
P"(z,-) nach Chapman-Kolmogorov aus Satz 1.51

P'(2.C) = [ Plady)P" (.C). meN, >

X

und der Existenz einer Dichte bzgl. des Lebesgue-Mafles von P(z, - ), ergibt
sich induktiv, dafl P"(z,-) fiir alle n € N ebenfalls eine Dichte beziiglich
des Lebesgue-MafBles besitzt. Hieraus und aus (4.10) folgt

AC) >0,

was zU zeigen war. ]

4.6 Harris-Rekurrenz

Unser néchstes Ziel ist, die Rekurrenz bzw. die Harris-Rekurrenz der Markovkette
®7 zu zeigen. Hierzu verifizieren wir das Driftkriterium (1.8). Da wir hierfiir
eine nach Definition 1.57 kleine Menge C' benétigen, klédren wir zunéchst, dafl
kompakte Mengen in Bezug auf die Markovkette & immer klein sind.

Satz 4.5.
In Bezug auf die Markovkette ®° ist jede kompakte Menge aus B" unbedeutend,
also insbesondere auch klein.

Beweis. Nach Satz 1.58 existiert in Bezug auf die Markovkette ®7 eine unbe-
deutende Menge C € B (R"). Es sei D € B" eine beliebige kompakte
Menge. Diese hat nach Satz 4.4 positives Lebesgue-Mafl. Also ist P(x,C)
fiir alle x € D darstellbar als ein Integral {iber eine positive Dichte bzgl. des
Lebesgue-Mafles iiber eine Menge mit positivem Lebesgue-Maf3, ndmlich

P(e.0) = [ k() dy
c
Es gilt somit P(z,C) > 0 fiir alle x € D. Auflerdem ist P(x,C) stetig in

x fiir alle z € R™. Daher nimmt P(z,C) auf D das Minimum §* > 0 an.
Somit ist D nach Satz 1.59 (i) unbedeutend, also auch klein. O
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Satz 4.6 (Harris-Rekurrenz von 7).
Die Markovkette ®7 ist Harris-rekurrent.

Beweis. Um die Harris-Rekurrenz zu zeigen, verifizieren wir die Voraussetzun-
gen des Satzes 1.68, also das Driftkriterium (1.8). Hierzu wihlen wir die

Funktion V' als
V(z)=a"m.

Dann sind die ,,Sublevel-Mengen*
Cv(n) :={y e R": [yl < n}

kompakt, also insbesondere klein nach Satz 4.5, d.h. V' ist unbeschriankt
auBerhalb von kleinen Mengen.

Essei C:={x € R": ||z||2 < r}. Wir berechnen nun AV (¢) fiir £ € R™.
AV(S) = /yTyP(S,dy) —¢'¢
= [ YN (). () et Al dy €7

/ e () e (1) N (y, 0(6)) dy — €7¢
= 20TV
+ / 2 €T ALy — 20(6)e(A;LVF(€)T A Ly) dy

+ / (A L) (A7) R (y, 0(£)) dy
o (€A LV F(©) (ALY (). (4.11)
Fir Terme der Form

/(llyl + loys 4+ -+ lnyn)N(y, o(§)dy mitl; €R, i €{1,2,...,n},

ergibt sich aufgrund des Satzes von Fubini und aufgrund der Symmetrie
von N(y,o(€)) in jeder Komponente y;, i = 1,2,...,n,

/ LN (g, 0(€)) dy = 0

fiir alle 7 € {1,2,...n} und somit aufgrund der Linearitdt des Integrals

/(llyl +loys + -+ + Luya) N(y, 0(€)) dy = 0. (4.12)
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Fiir Terme der Form
/(llyf +lys 4+ Ly)N(y,o(€)dy mitl; €R, i€ {1,2,...,n},

ergibt sich mit dem Satz von Fubini und aufgrund der folgenden Identitét

/gﬂ exp {—2:(25) } dz = o(6)y/2ro (),

die Gleichheit

/ (L + bt + -« + L) N (y, 0(6)) dy

—Z/ /l eXP{ bt (Jy"}Sﬁ(yaa(ﬁ))dyz--dyn.

Dabei gilt
2
“( Y3 }
57 (Y Yi exXp — 5 ¢ A
/ \/ o))" { 20(¢)
falls i =1
27r0 NG
T @y falls @ # 1.
Somit ergibt sich iterativ
/(llyf +loys + -+ Lya)N ) dy = Zl o (4.13)

Mit Hilfe von (4.12) schliefen wir daher
e ALy — 20(©)e(A 1V £ Ayl dy =0

und mit Hilfe von (4.13) mit [;; e RVi e {1,...,n}, Vje{l,...,n}

[t N o@ = @33 [t Vo)

=1 =1 _
—0
+622/aﬂ PN (y,0(8)) dy
i=1 j=1

J/

—e ¥ z a2, o(€)

i=1j=1

= oA ElE
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wobei a;; die Eintrége der Matrix A;lg bezeichnen.

Insgesamt erhalten wir also

AV(€) = a(E)(A; V) [0(O AT V(&) — 2] +e2a (I A7 (7. (4.14)
Zum Nachweis der Rekurrenz ist also zu zeigen
(AZV ) [0(OATVFE) — 28] + [ AT <0

fiir alle ¢ € C° Diese Aussage ist aufgrund elementarer Umformungen
dquivalent zu

a(OIA VO3 + €| A | T
e LSV €
Diese Ungleichung folgt sofort aus der Voraussetzung B und aus o(x) > 0
fir alle z € R™. Das Driftkriterium (1.8) ist also erfiillt, und ®” ist Harris-
rekurrent. 1

Aus Satz 4.6 folgt sofort:

Satz 4.7 (Existenz eines invarianten Mafles zu ¢7).
Zu der Markovkette ®7 existiert ein subinvariantes Maj$, das invariant ist.

Beweis. Die Aussage folgt mit Satz 4.6 direkt aus Satz 1.73.

4.7 Strenge Aperiodizitit

Eine dhnliche Betrachtung der Markovkette 7 wie im Beweis zu Satz 4.3 zeigt,
dal ®° auch streng aperiodisch ist.

Satz 4.8 (Strenge Aperiodizitit von $7).
Die Markovkette ®7 ist streng aperiodisch.

Beweis. Es sei C' wieder wie in Satz 4.6 gewéhlt, also
C:={zeR": |zl <r}

Weiterhin sei A € B" eine beliebige kompakte Menge. Da die Funktion &
— definiert in (4.8) — stetig ist und k7(&,x) > 0 fiir alle (§,z) € R™ x R,
existiert ein 0* € R, §* > 0 mit k7(&, z) > ¢* fiir alle (§,x) € A x C. Somit
folgt fiir alle x € A

P(z.B) = /B K2 (y) dy
> 5*)\|C(B)7

d.h. wir kénnen v; aus Definition 1.62 als 6*\c wéhlen. Somit geniigt jede
kompakte und somit nach Satz 4.5 auch unbedeutende Menge A € B(R")
mit A\c(A) > 0 (also z.B. abgeschlossene Intervalle in C') den Anforderun-
gen der Definition 1.62, so dafl 7 streng aperiodisch ist. O
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4.8 Positivitat

Nun miissen wir noch zeigen, daf das nach Satz 4.7 existierende invariante Maf}
endlich ist, also als Wahrscheinlichkeitsmafl dargestellt werden kann. Hierzu ver-
wenden wir das Drift-Kriterium (1.11).

Satz 4.9 (Positivitit von ©7).
Die Markovkette ®7 ist positiv-Harris.

Beweis. Nach Satz 1.76 geniigt es, das Drift-Kriterium (1.11) zu zeigen. Hierzu
wahlen wir erneut
C:={zeR": |z| <}

und
V(z) := 2"z

Wie bereits in (4.14) gezeigt (denn um diese Gleichung zu zeigen, wurde
¢ € C° noch nicht verwendet), gilt

AV(§) = a(§)(AL V)" [0() AL V() — 2] + ()AL ¢l

Es ist also fiir alle ¢ € R™ die folgende Ungleichung zu zeigen
a(E)(AZ V) [0(OATVF(E) —2€] + €0( ATl F < —1+b1e(€)

fiir eine Konstante b < oco. Fiir £ € C° folgt dies wiederum aus Vorausset-
zung B. Da die Funktion

AV () = o(§)(A; V()" [0( ALV I(E) — 2] + (O AL eIl

stetig in £ und C' kompakt ist, nimmt sie ein Maximum < oo auf C' an.
Somit erhélt man fir £ € C

AV (€) <max AV(z) < oo.

zeC
Somit ist das Drift-Kriterium mit

b:=max AV (z) +1

zeC

erfiillt, und ®7 ist positiv-Harris. O

Da die Markovkette ®7 positiv-Harris ist, existiert also insbesondere ein zu ®“
invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl 7. Im folgenden Abschnitt werden wir die
Konvergenz der Verteilungen von 7 gegen dieses Wahrscheinlichkeitsmafl m un-
tersuchen.
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4.9 Konvergenz der Verteilungen

Durch die Verifikation der Voraussetzung der Sétze 1.78 und 1.77 kénnen wir uns
nun Aussagen iiber das Konvergenzverhalten der Verteilungen der Markovkette
®7 zuwenden. Eben diese machen die eingangs erwédhnte Stabilitdt des Eulerver-
fahrens mit beliebiger Schrittweitenfunktion aus.

Da die Markovkette 7 nach Satz 4.8 und 4.9 aperiodisch und positiv-Harris ist,
findet Satz 1.77 Anwendung, und es gilt fiir jeden Startpunkt z € R"

sup |P*(z,A) —7(A)| — 0 fiir k — oo.
AeB(R™)

Dariiber hinaus kann auch Satz 1.78 angewendet werden, und fiir alle Funktionen
h € Li(R", B(R"), ) gilt

k
1
lim z ZZ:; h(®7) = /hd’]‘(‘ P,-fast sicher. (4.15)

k—o00

Wihlt man insbesondere fiir eine beliebige Menge A € B" die Funktion A als
h(z) = 1a(x), so sagt (4.15) aus, daf die relative Héufigkeit, daf sich der Mar-
kovproze in der Menge A befindet, gegen die Wahrscheinlichkeit der Menge A
bzgl. 7 konvergiert fiir P,-fast jeden Pfad. Das heifit, wir konnen uns wieder auf
die Beobachtung eines einzigen Pfades beschranken und erhalten damit alle re-
levanten Informationen. Wir fassen diese wichtigen Ergebnisse in dem folgenden
Satz zusammen.

Satz 4.10 (Konvergenz der Verteilungen von ¢7).
Die Markovkette ®° besitzt ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl m, das die
folgenden Eigenschaften hat:

i) Fir jeden Startpunkt x € R™ gilt

sup |P*(x, A) — w(A)| — 0 fiir k — oo.
AeB(R")

ii) Fir alle Funktionen h € Li(R", B(R"™), 7) gilt

k
1 - :
lim % ;1 h(®7) = /h dr  P,-fast sicher.

k—oo

Die Markovkette ®7 ist also stabil in dem oben angesprochenen Sinne — ganz
egal, welche stetige Schrittweitenfunktion o gewéhlt wurde. Fiir die Belange
der globalen Optimierung reicht es daher, das semi-impliziten Eulerverfahren
mit einer belieben stetigen Schrittweitenfunktion o, derart dafl Voraussetzung
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B erfiillt ist, anzuwenden. Es ist also nicht nétig, spezielle Schrittweitenfunktio-
nen o zu wihlen, um Stabilitat zu gewéahrleisten. Einer konkreten Vorgehensweise
zur Schrittweitensteuerung wenden wir uns in der Implementation im néchsten
Kapitel zu.

Die vorausgegangene Beweisfithrung erlaubt es uns, bei Bedarf das gleiche Ab-
bruchkriterium zu verwenden, wie wir es schon beim Metropolisalgorithmus ent-
wickelt haben. Erneut liegt der Schliissel darin, dafl bereits alle Informationen
zur Verteilung in einem Pfad enthalten sind. Aus Satz 4.10 wissen wir, daf} fiir
jede Funktion h € Ly (R"™, B(R"™), ) gilt

k
1 o .
khigo z Z; h(®7) = /hdw P,-fast sicher. (4.16)
Waihlen wir also als Funktion h wie bereits in 2.2 erneut eine Funktion, die fiir
alle x € R" die Funktionswerte von f wiederspiegelt, moglichst in dem Sinne, dafl
geringe Funktionswerte ein grofieres Gewicht erhalten, so kann die Beobachtung

der Konvergenz der Grofie
k

1 g
Ezh(q)i)

i=1
als Abbruchkriterium herangezogen werden. In Anlehnung an die Grenzdichte
des Schaffler-Verfahrens wihlen wir

o) = o (1)

€

und beobachten somit die Konvergenz der Grofle



Kapitel 5

Numerische Ergebnisse

5.1 Anmerkungen zur Implementierung

In der Praxis verliert die Einschrankung der Stetigkeit an die Schrittweitensteue-
rungsfunktion o an Bedeutung, da mit Wahrscheinlichkeit 1 kein Punkt mehr als
einmal erzeugt wird und die erzeugeten Punkte diskret im R"™ liegen. Somit kann
immer eine stetige Funktion o gefunden werden, die an den erzeugten Punkten &,
t € N, mit den gewéhlten Schrittweiten o(&;), t € N, iibereinstimmt. Wir konnen
also zu jedem beliebigen Zeitpunkt eine beliebige Schrittweite wihlen.

In der hier verwendeten Implementierung, die im néchsten Abschnitt genau auf-
gefithrt wird, geben wir eine Startschrittweite oy an. Diese wird bei Bedarf ver-
kleinert, so da$ fiir den Startpunkt xy die Matrix E, +0oV?f (o) invertierbar ist.
Im folgenden werden aufeinanderfolgend Schritte des Euler-Verfahrens realisiert,
wobei wiederum bei Bedarf die Schrittweite o(¢) fir jeden erzeugten Punkt £
verkleinert wird, so daB E, + o (§)V2f(€) invertierbar ist. Dann erfolgt die weite-
re Schrittweitensteuerung durch Beobachtung der Funktionswerte im Verlauf des
Algorithmus. Sollten sich nach langerem Verlauf des FEuler-Verfahrens nur unwe-
sentliche Verdnderungen der Funktionswerte ergeben, so kann davon ausgegangen
werden, dal der Algorithmus in einem Minimierer stagniert. Leider kann nicht
sichergestellt werden, daf§ es sich hierbei um ein globales und nicht um ein loka-
les Minimum handelt. In der Praxis hat sich gezeigt, dafl eine Verkleinerung der
Schrittweite die Stagnation des Algorithmus in einem lokalen Minimierer schnel-
ler autheben kann.

Desweiteren hat es sich in der Praxis fiir die Laufzeit des Verfahrens als giinstig er-
wiesen, die Schrittweite zu erhdhen, sollte der Funktionswert des neu ermittelten
Punktes kleiner oder gleich dem Funktionswert des derzeitigen Ausgangspunktes
sein, und die Schrittweite im umgekehrten Fall zu erniedrigen.

Mit dieser Vorgehensweise wird bei den Beispielproblemen sehr schnell ein Punkt

o8
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nahe dem globalen Minimierer erreicht, so dafl ein lokales Minimierungsverfahren
mit einem solchen erzeugten Punkt zum globalen Minimierer fiihrt. Auch eine
,ochrittweitensteuerung®, bei der die Schrittweite nur insoweit angepafit wird,
als da die Matrix E, + 0qV?f(zo) regulir ist und ansonsten nicht veriindert
wird, wurde implementiert. Auch diese Vorgehensweise fiithrt nach einer lingeren
Laufzeit des Algorithmus in die Nédhe des globalen Minimierers.

Wir brechen den Algorithmus geméfl des Abbruchkriteriums 4.16 ab. Dabei ver-
gleichen wir die Groflen immer nur nach 50 Schritten, um zu vermeiden, daf3
ein kleiner erzeugter Funktionswert bei relativ groflem k£ félschlicherweise zum
Abbruch fiithrt. Nach Ablauf des Algorithmus sollte von dem Punkt mit dem
kleinsten im Durchlauf des Algorithmus erhaltenen Funktionswert ein Verfahren
der lokalen Optimierung angewandt werden.

5.2 Formulierung des Algorithmus

Im folgenden gebe ich den Algorithmus zur Bestimmung einer Realisierung der
Markovkette ¢ an.

Schritt 1: Initialisierung

Wahle einen Startpunkt ®f := x,, eine Startschrittweite oy, eine Block-
grofe [ zur Untersuchung der Variation der Funktionswerte, eine minimale
akzeptierbare Variationsgrofle 6 sowie einen Gewichtungsfaktor e.

Setze k :=1.

Setze fmax = f(PF).
Setze fuin := f(PF).
Setze o := 0.

Gehe zu Schritt 2.

Schritt 2: Bestimmung der Ableitungen

Berechne V f(®7_,) und V2f(®7 ).
Gehe zu Schritt 3.

Schritt 3: Bestimmung einer Ausgangsschrittweite
Bestimme E,, + o V2f(®7_,).

Fall 1: E, + oV2f(®7_,) ist positiv definit
Gehe zu Schritt 4.
Fall 2: E, + oV2f(®7_,) ist nicht positiv definit
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Setze 0 := %0.
Gehe zu Schritt 3.

Schritt 4: Realisierung einer normalverteilten Zufallszahl

Berechne eine Realisierung N* eines N (0, 0 E,,) Gau8-verteilten Zufallsvek-

tors.
Gehe zu Schritt 5.

Schritt 5: Berechnung von @
Berechne ®f mittels Losung des linearen Gleichungssystems
(E, + oV2f(®7 )P =0 V[f(P] ,) — e N* und

Y = 7, — ]
Gehe zu Schritt 6.
Schritt 6: Bestimmung einer neuen Schrittweite nach einem Schritt

Fall 1: f(®7) < f(®7_,)
Setze 0 := 20.
falls: f(®7) < fumin
Setze fiin == f(PF)
Gehe zu Schritt 7.
Fall 2: f(®7) > f(®7_,)
Setze 0 := %O.
falls f(®7) > fuax
Setze frmax == f(PF).
Gehe zu Schritt 7.

Schritt 7: Bestimmung einer neuen Schrittweite nach I Schritten

falls £ =0 mod!
falls: fiax — fmin <0
Setze g := 1

5
Setze fmax = f(P
Setze fumin := f(P

).
).

Q9 9

Setze k :=k + 1.
Gehe zu Schritt 2.
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5.3 Numerische Ergebnisse

Der Algorithmus wurde mit Mathematica 4.0 implementiert. Der Punkt mit dem
jeweils niedrigsten Funktionswert wurde als Startpunkt fiir ein Verfahren der lo-
kalen Optimierung gewéhlt.

Wir betrachten die numerischen Ergebnisse fiir die sechs folgenden Beispielfunk-
tionen, jeweils auf dem R"™ definiert:

Problem 1: n=50

50
f(z) == 14627 — cos(122;) + 590 Z(xl —x;1)?

=2

Dieses Problem besitzt mehrere lokale Minimierer sowie seinen eindeutigen
globalen Minimierer bei * = 0 mit Funktionswert f(z*) = 0.

Problem 2: n=50

48
f(x) = 1043025, — 5cos(12x4) + 890 > (w; + 327y, — 2iga)’
=1
+30z3, — 5 cos(12x59).

Dieses Problem hat mehrere lokale Minimierer. Der eindeutige globale Mi-
nimierer liegt bei 2* = 0 mit Funktionswert f(z*) = 0.

Problem 3: n=50

flx) = \/3 + 1922 — 2cos(192;) — 1922 cos(19x1) + 90.25x% — sin®(19x1)

50
+1000 ) (w; — (27, +1))* — 1
=2

Dieses Problem besitzt mehrere lokale Minimierer, wobei der eindeutige
globale Minimierer bei z* = 0 mit Funktionswert f(z*) = 0 liegt.

Problem 4: n=50

49
f(z) =2+ 1222, — 2 cos(12w50) + 720 Z(mz — sin(cos(wiy1) — 1))%
i=1
Dieses Problem hat mehrere lokale Minimierer. Die Funktion besitzt ihren
eindeutigen globalen Minimierer bei z* = 0 mit Funktionswert f(z*) = 0.
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Problem 5: n=50

50
f(z) = 9.52%3 — cos(19z;) + 792 2(3:6@ + sin®(z;_1))?

1=3

+\/3 + 1222 — 2 cos(12x3) — 1223 cos(12x5) + 3625 — sin®(12z).

Die Funktion besitzt mehrere lokale Minimierer mit dem eindeutigen glo-
balen Minimierer bei z* = 0 mit Funktionswert f(z*) = 0.

Problem 6: n=50

a7
f(z) = 623, — cos(12x50) + 980 2:(:6z — x7,)° + 1523,
i=1

—2.5c0s(12x49) + 18275 — 3 cos(12z45) + 6.5.

Dieses Problem hat mehrere lokale Minimierer mit eindeutigem globalen
Minimum bei z* = 0 mit Funktionswert f(z*) = 0.

Als Startpunkt fiir die globale Optimierung wurde jeweils der Punkt

Ty = (Lo, Tay, ..., Ts,)]  mit z,, = 1 fiir allei € {1,2,...,n}
gewahlt. Die Funktionen erfiillen die Voraussetzung B nicht. Aus diesem Grund
wurden die Funktionen wie in 4.3 angegeben modifiziert. Als Radius r wurde
||zs|| verwendet, als Schrittweite o(x) = 0.1 fiir alle  mit ||z|| > r. In der Dar-
stellung der Ergebnisse fiir die einzelnen Funktionen wird der Funktionswert fi.,
der durch die lokale Optimierung mit Startpunkt z, ermittelt wurde, ebenso an-
gegeben, wie auch der Parameter € und die Startschrittweite o, sowie der kleinste
durch die globale Optimierung ermittelte Funktionswert fgo, bei Zgop und der
Funktionswert fg,,, der durch die lokale Optimierung mit Startpunkt zgop er-
reicht wurde. Desweiteren wird die Anzahl an Iterationen, die benétigt wurde,
um den Punkt x4, zu erreichen, angefiihrt.
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Problem 1

e=1, o,=1

Funktionswert nach lokaler Optimierung von Startpunkt z, aus:

Jiok = 6.02054
Funktionswert nach globaler Optimierung;:

felob = 1.2908

Funktionswert nach lokaler Optimierung mit Startpunkt giop:
[hep = 3.31826 % 107°

g

Benotigte Anzahl an Iterationen: 400
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Problem 2

e=1, 0,=0.1

Funktionswert nach lokaler Optimierung von Startpunkt z, aus:

fiok = 60.205

Funktionswert nach globaler Optimierung;:

falob = 0.0976151

Funktionswert nach lokaler Optimierung mit Startpunkt giop:
fhep = 5.92687 % 107°

g

Benotigte Anzahl an Iterationen: 400
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Problem 3

e="7, g, =100

Funktionswert nach lokaler Optimierung von Startpunkt z, aus:

ok = 7.89164
Funktionswert nach globaler Optimierung;:

falob = 1.91267

Funktionswert nach lokaler Optimierung mit Startpunkt giop:
fhop = 6.10204 % 107°

g

Benotigte Anzahl an Iterationen: 100
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Problem 4

e=10, os=1

Funktionswert nach lokaler Optimierung von Startpunkt z, aus:

Jiox = 3.03193
Funktionswert nach globaler Optimierung;:

fatob = 0.995625

Funktionswert nach lokaler Optimierung mit Startpunkt giop:
fhop = 1.36474 % 1071

g

Benotigte Anzahl an Iterationen: 450
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Problem 5

e=T7, os=1

Funktionswert nach lokaler Optimierung von Startpunkt z, aus:

Jiok = 4.75655
Funktionswert nach globaler Optimierung;:

falob = 2.30714

Funktionswert nach lokaler Optimierung mit Startpunkt giop:
fhop = 3.24613 % 1078

g

Benotigte Anzahl an Iterationen: 650
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Problem 6

e="7, g, =100

Funktionswert nach lokaler Optimierung von Startpunkt z, aus:

Jiok = 39.8415
Funktionswert nach globaler Optimierung;:

falob = 0.65836

Funktionswert nach lokaler Optimierung mit Startpunkt giop:
f g*lob = 0.

Benotigte Anzahl an Iterationen: 250




Zusammenfassung

Die Grundlage dieser Arbeit sind zwei Verfahren zur stochastischen globalen Mi-
nimierung: zunéchst der Metropolis-Algorithmus zur diskreten globalen Optimie-
rung, dann das von Schiffler in [Schéffler 95] vorgeschlagene Verfahren zur glo-
balen kontinuierlichen Optimierung. Die Zielsetzung dieser Arbeit besteht darin,
beide Verfahren in der Praxis effizienter zu gestalten.

e Das Problem des Metropolis-Algorithmus in der praktischen Umsetzung
liegt darin, zu erkennen, wann eine Verteilung hinreichend nahe an der
Grenzverteilung erreicht ist. In Kapitel 2.2 wird gezeigt, daf§ als Instrument
hierzu die Beobachtung der Konvergenz der Gréfe

%Zh(\l}k).

geeignet ist, wobei W, die Ausgabe des Metropolis-Algorithmus im k-ten
Schritt angibt, sowie h eine beliebige Funktion aus Li (R, B(R), g) ist, wobei
R der endliche Zustandsraum des Minimierungsproblems und g die Grenz-
verteilung des Metropolis-Algorithmus darstellt.

e Das Problem des von Schéffler in [Schéffler 95] vorgeschlagenen Verfahrens
besteht darin, eine fiir die Praxis geeignete Schrittweitensteuerung anzuge-
ben, die weniger die genaue numerische Berechnung der Losung der stocha-
stischen Differentialgleichung,

O (F) = wo + € ((Bi(F) — Bo(F)) — /Vf (@™ (F)) ds (3.1)

als vielmehr das Bestehenbleiben der Stabilitdt der entstehenden Markov-
kette verfolgt. Das Ziel dieser Vorgehensweise liegt darin, deutlich kiirzere
Laufzeiten des Algorithmus zu erreichen. Die in [Schéffler 95] vorgeschlage-
ne Schrittweitensteuerung war ausschliefllich darauf ausgerichtet, eine nu-
merische Losung der stochastischen Differentialgleichung (3.1) zu erhalten.
Eine Konvergenz des Eulerverfahrens

O] (w) = £ (Bt (§)VAF(€)) (0 () VF(€) —e(Brroe) (w) — Biw))) (4.4)
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gegen die tatséchliche Losung und somit die Annéherung der Verteilung an
eine Dichte, die fiir die globale Optimierung wichtige Eigenschaften besitzt,
kann aber nur fiir kleine Schrittweiten o sichergestellt werden, was gleichzei-
tig eine sehr lange Laufzeit des Algorithmus voraussetzt. Aus diesem Grund
wird in Kapitel 4 untersucht, fiir welche Schrittweiten die Stabilitdt einer
durch das Eulerverfahren (4.4) erzeugten Markovkette erhalten bleibt. Um
diese Stabilitdt zu zeigen, benotigen wir neben der Voraussetzung A aus
[Schiiffler 95] an die Zielfunktion f € C?

Voraussetzung A:
Es existiert ein € > 0 derart, dafl es ein » > 0 gibt mit

1+ ne?

IV f(z) > max(1, [V f(2)2)

fir alle z € R"\ {x € R : ||z]2 < r}, wobei V f(z) den Gradienten
der Zielfunktion f : R™ — R an der Stelle z bezeichne,

eine weitere Voraussetzung an die Zielfunktion:

Voraussetzung B:

Es existiert ein ' € R, 7' > 0, und eine stetige Funktion o : R” — R,
o(z) > 0 fiir alle x € R", so da$ fiir alle z € R™ die Matrix A, , :=
E, + o(x)V?f(x) invertierbar ist und fiir alle x € R" mit |z[ly > r’
gilt

o (@) ALV (@)]5 + I AL +
2

1
o(@) < Vf(:c)TA;’IITx.

Wiéhlen wir eine die Voraussetzung B erfiillende Funktion ¢ und verwenden
als Schrittweite fiir das Fulerverfahren ausgehend von dem Punkt £ den
Funktionswert o (), so kann durch Anwendung einiger Sétze aus der Theo-
rie der Markovketten die Stabilitdt nachgewiesen werden. Die genannten
Voraussetzungen an die Funktion o lassen bei der Wahl der Schrittweite
sehr viel Freiheit.

Die Giiltigkeit der Voraussetzung B an die Zielfunktion bezieht sich aus-
schlieBlich auf das Verhalten der Zielfunktion auflerhalb der Kugel um den
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Ursprung mit Radius 7/, denn innerhalb dieser Kugel kann aufgrund der Ste-
tigkeit von V2 f und der Invertierbarkeit von E,, immer eine stetige Funktion
o gefunden werden, so dafl A, , invertierbar ist. Wir wihlen den Radius »’
so grof}, dal er den Radius r der Voraussetzung A iibersteigt. Mit dieser
Wabhl ist sichergestellt, dafl der globale Minimierer in der Kugel um den Ur-
sprung mit Radius 7’ enthalten ist. Da eine zu minimierende Funktion, die
die Voraussetzung B nicht erfiillt, so gegen eine Hilfsfunktion ausgetauscht
werden kann, dafl diese Hilfsfunktion die Voraussetzung B erfiillt und die
gleichen globalen Minimierer besitzt wie die Ausgangsfunktion, bedeutet
die Voraussetzung B keine einschneidende Einschrankung an die Zielfunk-
tion.

Die Schrittweitensteuerung wird in Kapitel 5 fiir einige Beispielfunktionen
getestet und liefert gute Ergebnisse, in dem Sinne, daf3 der globale Minimie-
rer innerhalb relativ kurzer Laufzeit erreicht wird. In diesem Zusammen-
hang stellt diese Erweiterung des Verfahrens von Schéffier eine Moglichkeit
dar, globale Minimierung mittels stochastischer Integration effizienter zu
gestalten.
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