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1 Einleitung

Der Entwurf von Regelungen flir dynamische Systeme hoher Ordnung ist schon lange ein
brisantes Forschungsthema. Der bislang iibliche Weg war es, zundchst eine vereinfachte
Beschreibung fiir den ProzeB zu finden, die die wesentlichen Eigenschaften zeigt. Das auf
diese Weise erzeugte Modell hat somit eine geringere Ordnung als das Originalsystem. Die
besagten wesentlichen Eigenschaften konnen je nach Einsatzziel variieren. Dabei ist es bei-
spielsweise von grofler Bedeutung, ob es um eine Dimensionierung geht (z.B. bei einem
Triebwerk) oder ob die Effizienz verbessert werden soll. Fiir einen zu entwerfenden Regler ist
die Dynamik mit seinen markantesten Eigenbewegungen wiederzugeben, d.h. die Reduktion

erfolgt nach physikalischen Gesichtspunkten.

Erste Ansitze gab es schon um 1950, als man aus Sprungantworten oder Frequenzgéngen drei
Kennwerte ermittelte, um anhand von sogenannten Einstellregeln einen P-, PI- oder PID-
Regler zu dimensionieren. Diese Verfahren waren sehr erfolgreich und fiihrten im allge-

meinen zu stabilen Regelkreisen.

Mit wachsenden Rechnerkapazititen konnte man es sich leisten, die Prozesse immer detail-
lierter zu beschreiben und auch komplexere Regelungen zu entwerfen. Speziell fiir die soge-
nannte Zustandsregelung, die auf der dynamischen Beschreibung im Zeitbereich aufbaut,
wurden viele Verfahren entwickelt (z.B. Regelung durch Polvorgabe oder optimale Rege-
lung). Diese theoretisch so gut funktionierenden Regelungen sind in der Praxis oft nur mit
groflen Einschrankungen realisierbar. Zum einen stehen selten geniigend MeB- und Stell-
groflen zur Verfligung. Zum anderen miissen diese Regelungen, die in Digitalrechnern seriell
bearbeitet werden, in Echtzeit ablaufen. Das bedeutet, dal der Regelalgorithmus innerhalb
eines Tastschrittes, der nur einen Bruchteil der kleinsten zu beriicksichtigenden Zeitkonstante

oder Schwingungsdauer betragen darf, abgearbeitet werden muB3.

Aus diesen Griinden ist das Problem der Modellreduktion zum Entwurf von Regelungen nied-
riger Ordnung weiterhin ein wichtiges aktuelles Forschungsthema. Bei den neueren Verfahren
der Modellreduktion stehen die physikalischen Aspekte im Hintergrund. Es handelt sich eher
um Algorithmen, die schematisch ablaufen. Nachdem Herr Dr.-Ing. H. Harrer in seiner Dis-
sertation die Modellreduktion eingehend untersucht hat [32], liegt der Schwerpunkt dieser

Arbeit im Bereich der Reglerreduktion. Bild 1.1 zeigt drei Wege, auf denen man von einem
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System hoher Ordnung zu einem Regler niedriger Ordnung gelangt: zwei indirekte und ein
direktes Verfahren. Das eine indirekte Verfahren reduziert die Ordnung des Prozesses, um
dann den Regler zu entwerfen. Dieser Weg wurde bisher am intensivsten untersucht. Im
zweiten indirekten Verfahren wird zuerst ein Regler hoher Ordnung entworfen und an-
schlieBend dessen Ordnung reduziert. Auch hierzu gibt es in der Literatur einige Vorschlége.
Selbstverstdandlich ergibt sich damit auch die Frage nach dem direkten Weg. Dazu konnte nur
ein Verfahren gefunden werden, die ,,Optimale Projektion* [6]. Im Grunde genommen ist die-
ses Verfahren eine Kombination aus Modellreduktion und Reglerentwurf. Der in [6] ent-
wickelte Algorithmus verlangt die parallele Losung von vier Matrizengleichungen: zwei
modifizierte Lyapunov-Gleichungen und zwei modifizierte, verkoppelte Riccati-Gleichungen,
und ist stark interaktiv. Wahrend bei den indirekten Verfahren Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit
und/oder Stabilitdt (Eigenwerte) in die Bewertung eingehen, wird bei der Optimalen Projek-
tion eine idempotente Projektionsmatrix variiert. Wegen seiner Komplexitit und der fehlen-

den ingenieurméfigen Einsicht wird dieses Verfahren nicht weiter verfolgt.

System Regler- Regler
hoher Ordnung . entwurf i hoher Ordnung
. Direktes .
M 0dell@dukt10n Entwurfeverfahren Reglerrevduktlon
System Regler- Regler
reduzierter Ordnung = entwurf === reduzierter Ordnung

Bild 1.1: Mdglichkeiten zum Entwurf Regler reduzierter Ordnung

Den einzelnen Teilstrecken der indirekten Wege werden in dieser Arbeit Verfahren zugeord-
net, durch deren Kombination schlielich ein Regler reduzierter Ordnung entworfen werden
kann. Einige dieser Verfahren werden mathematisch detailliert beschrieben. Herauszuheben
ist ein in dieser Arbeit vorgeschlagener, neuartiger Beobachterentwurf, welcher auf einer
Dominanzanalyse der Eigenwerte der Regelung beruht und {iber ein Verfahren zur Polvorgabe

automatisch die Beobachtermatrix geeignet festlegt. Die in Kapitel 2 vorgestellten Konzepte
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werden an einem Triebwerksmodell und dem Modell eines Rotorsystems angewendet. Dazu
werden die genannten Modelle beschrieben und deren Verhalten ohne Regelung untersucht,
ehe auf verschiedene Arten Regler reduzierter Ordnung entworfen sowie eingesetzt und die

Ergebnisse diskutiert werden.

Da sich bei der Diskussion von Ergebnissen immer die Frage nach geeigneten Bewertungs-
kriterien und deren Gewichtung aufdringt, wird in dieser Arbeit ein Losungsansatz vorge-
stellt, der auf dem Benchmark-Prinzip basiert. Nachdem die Ordnungsreduktion beim Ent-
wurf von Reglern reduzierter Ordnung zentralen Charakter besitzt, wurde fiir den Vergleich
und die Bewertung unterschiedlicher Ordnungsreduktionsverfahren eine dynamische Work-
bench erstellt. Bei der prototypischen Realisierung dieser neuartigen Anwendung wurden die
Forderungen an die Workbench direkt aus den charakteristischen Merkmalen des Bench-
marking abgeleitet. Diese Thematik wurde bereits als Beitrag in der at-Automatisierungs-
technik [28] veroftentlicht.






2 Verfahren zum Entwurf von Reglern reduzierter Ordnung

Wie in Kapitel 1 erwdhnt, geht es in dieser Arbeit vorrangig um die Reglerreduktion. Deshalb
werden im ersten Abschnitt 2.1 Reglerentwurfsverfahren vorgestellt. Der zweite Abschnitt
befalit sich mit Reduktionsverfahren. Bild 2.1 illustriert den Inhalt dieses Kapitels. Als Ent-
wurfskriterien werden ein quadratisches Funktional und die Eigenwerte eingesetzt. Ein Ziel
ist, die Zahl der notwendigen interaktiven Eingriffe gering zu halten, oder gegebenenfalls

einen automatisch ablaufenden Algorithmus zu erstellen.

Regler-
entwurf

Abschnitt 2.1

Modellreduktion Reglerreduktion
Abschnitt 2.2 Indirekte Abschnitt 2.2
v Vorgehensweisen v
Regler-
uzierter Ordnung entwurf eduzierter Ordnung
Abschnitt 2.1

Bild 2.1: Indirekte Vorgehensweisen zum Entwurf von Reglern reduzierter Ordnung

In den folgenden Abschnitten wird der Stand der Technik hinsichtlich bestehender Verfahren
dargestellt. Aufgrund der Struktur der verwendeten Modelle, liegt der Schwerpunkt dabei auf
linearen Zeitbereichsverfahren. Darauf aufbauend wird die Theorie zu ausgewéhlten Metho-
den erldutert, was Grundlage fiir die vergleichende Simulation und die Interpretation von
deren Ergebnissen in Kapitel 3 ist. Als Reglerentwurfsverfahren wurde neben einem {iiber
Polvorgabe entworfenen Zustandsregler auch auf einen vollstindigen Riccati-Zustandsregler
zuriickgegriffen, der sich fiir linearisierte Mehrgroflensysteme in Zustandsraumdarstellung
besonders gut eignet. Nicht zuletzt, weil dieser Reglerauslegung eine Optimierung zu Grunde
liegt, welche die Vergleichbarkeit der Ergebnisse hinsichtlich Vertauschung der Aneinander-
reihung von Reglerentwurf und Ordnungsreduktion gewihrleistet. Aufgrund der zentralen
Bedeutung des Riccati-Reglerentwurfs fiir diese Arbeit, ist ihm ein eigener Abschnitt (2.1.1)
gewidmet. Im Unterschied zu anderen Verfahren zeichnet sich der Entwurf eines Riccati-

Reglers durch seine dullerst geradlinige, jedoch keinesfalls triviale Vorgehensweise aus. Als
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besonders schwierig scheint fiir die praktische Anwendung die Wahl geeigneter Gewich-
tungsmatrizen zur Festlegung eines Giitefunktionals zu sein, was fiir die vergleichenden
Untersuchungen dieser Arbeit jedoch eher eine untergeordnete Rolle spielt. Nachdem bei
einem vollstdndigen Zustandsregler, alle ZustandsgroBen zuriickgefiihrt werden miissen, es
aber in der Realitit meist nicht moglich ist alle Zustinde auch zu messen, wird der Einsatz
eines Zustandsbeobachters notwendig. Dieser rekonstruiert {iber ein Modell der Strecke auch
die nichtmefBbaren Zustandsgroen und kann ebenfalls iliber die Optimierung eines quadra-
tischen Glitekriteriums, basierend auf der Theorie des Riccati-Reglers, festgelegt werden.
Zum Einsatz kommt jedoch ein neuartiger Beobachterentwurf iiber Polvorgabe mit voran-
gehender Dominanzanalyse, der in Abschnitt 2.1.2 vorgestellt wird. Die entstandene
Kombination aus Beobachter und Regler wird auch als Beobachterregler bezeichnet. Dabei
handelt es sich um ein dynamisches System, welches durch geeignete Umformungen auf die
von Regelstrecken in Zustandsraumdarstellung bekannte Struktur gebracht werden kann.
Eben diese Darstellung ermoglicht schlieBlich die Reduktion des Reglers mit den gleichen

Verfahren, wie sie auch zur Modellreduktion verwendet werden.

2.1 Reglerentwurf

Um einen Regler reduzieren zu konnen muf} dieser zuvor entworfen werden. Dabei gibt es fiir
den Reglerentwurf unzdhlige Ansédtze und Verfahren, die in Frequenz- und Zeitbereichs-
verfahren untergliedert werden konnen. Beispiele fiir Frequenzbereichsverfahren sind das
H- und das He-Verfahren (H = horizon). Bei beiden wird mit Hilfe einer Regleriiber-
tragungsfunktion versucht, dem Storfrequenzgang einen bestimmten Verlauf aufzuzwingen.
Nachdem die in Kapitel 3 hergeleiteten Modelle durch Zustandsdifferentialgleichungen
beschrieben werden, wird auch beim Reglerentwurf auf ein fiir Mehrgroflensysteme geeig-
netes Zeitbereichsverfahren zuriickgegriffen. Ein genereller Vorteil der Zustandsraum-
methodik ist der gewéhrte Einblick ins Systemverhalten. In diesem Zusammenhang ist vor
allem die Kenntnis der physikalischen Systemzustinde zu jedem beliebigen Zeitpunkt her-
vorzuheben. Anders als bei der Frequenzbereichsmethodik, wird eben nicht nur das Ein-/
Ausgangsverhalten betrachtet. Gerade bei MehrgroBensystemen hat sich die System-
beschreibung im Zustandsraum durchgesetzt, fiir die es mittlerweile eine Vielzahl von
effizienten Reglerentwurfsverfahren gibt. Als bekannte Vertreter der Zeitbereichsverfahren

sind der Reglerentwurf durch Polvorgabe und der Entwurf einer Zustandsregelung nach
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Riccati zu nennen. Beim ersteren werden die Eigenwerte des Kreises gezielt plaziert und
daraus die Riickfiihrmatrix bestimmt. Beim Riccati-Verfahren wird iiber die Vorgabe von
Gewichtungsmatrizen ein quadratisches Giitekriterium optimiert und auf diese Weise die

Riickfiihrmatrix festgelegt.

Nachdem bei der Polvorgabe die gewiinschten Eigenwerte vorgegeben werden und zudem
eine bestehende Matlab-Funktion angewendet wird, kann an dieser Stelle auf eine genauere
Beschreibung des Verfahrens verzichtet werden. Zum Einsatz kommt der fiir MIMO-Systeme
geeignete place-Algorithmus, welcher in [35] ndher beschrieben wird. Anders als bei der Pol-
vorgabe, kann beim Entwurf eines Riccati-Reglers nur indirekt, ndmlich iiber die Vorgabe
geeigneter Gewichtungsmatrizen, Einflul auf die Verschiebung der Eigenwerte genommen
werden. Um diese Zusammenhénge zu verdeutlichen, wird im folgenden Abschnitt die voll-

stindige Zustandsregelung am Beispiel des Riccati-Entwurfs ndher beschrieben.

2.1.1 Zustandsregelung nach Riccati

In diesem Kapitel wird der Entwurf einer vollstindigen Zustandsriickfithrung fiir determini-
stische Systeme beschrieben. Dariiber hinaus werden Kriterien zur geeigneten Wahl der
Gewichtungsmatrizen fiir die Optimierung des quadratischen Giitekriteriums vorgestellt, die

fiir den Reglerentwurf nach Riccati in der Praxis entscheidend sind.

Struktur einer Zustandsregelung

Fiir die Regelung im Zustandsraum wird hier von einer linearen und zeitinvarianten Strecke

ausgegangen. Die Strecke ist gegeben durch:

-
I

Ax + Bu, 2.1

y = Cx (2.2)

mit der Systemmatrix A (n, n), der Eingangsmatrix B (n, p), der Ausgangsmatrix bzw. MeB3-
matrix C (g, n) und mit n als der Ordnung des Systems. Ein direkter Einfluf} des Steuervektors
u auf den Ausgang y wird an dieser Stelle nicht beriicksichtigt, da er bei realen Systemen

nicht auftritt. Dies gilt ebenso fiir die in Kapitel 3 hergeleiteten Modelle.
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Bild 2.2 zeigt das Strukturbild einer Regelstrecke in Zustandsraum- bzw. Zustandsdarstellung
mit den Gleichungen (2.1) und (2.2).

X0

——>» B > _[...dt » C —H—»

A ———

Bild 2.2: Strecke (System, Prozef3) in Zustandsdarstellung

Die von auBlen wirkende Anfangsstorung x(ty) = x¢ ist beliebig. Ziel einer zu entwerfenden
Regelung konnte es sein, die Wirkung dieser Anfangsstorung zu beseitigen. Dies erfolgt bei
der Zustandsregelung iiber die Riickfithrung des Zustandsvektors x(t). Der allgemeine Ansatz
fiir die Riickfiihrung lautet:

u = —k(x(t),t) (2.3)

Die Vektorfunktion k ist dabei beliebig. Wahlt man ein lineares Riickfiihrungsgesetzt, so wird
aus Gleichung (2.3)

u(t) = —K(t)x(t). (2.4)
Wird dariiber hinaus Zeitinvarianz gefordert, so gilt:
u(t) = —Kx(t). (2.5)

Die K-Matrix (p, n) ist dabei konstant. Das negative Vorzeichen in den Riickfiihrungs-
gleichungen (2.3) bis (2.5) wurde von der klassischen Regelschleife {ibernommen. Die
Zustandsriickfithrung (2.5) wird auch als vollstdndiger Zustandsregler oder nur als Regler

bezeichnet.
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Die Gleichungen (2.1) und (2.5) werden zusammengefallt und man erhélt:
x = (A-BK)x (2.6)

Die Differentialgleichung der Zustandsregelung wird in Bild 2.3 dargestellt.

X0

-K —

Bild 2.3: Blockschaltbild zur Zustandsregelung

Die charakteristischen Merkmale der entworfenen Reglerstruktur sind:

Bei der Zustandregelung werden alle ZustandsgréBen zurtickfiihrt.

Bei der Zustandsregelung wird iiber die Riickfiihrmatrix K das dynamische Verhalten des
Regelkreises gezielt beeinfluBt und die Stabilitdt gewihrleistet. Dabei ist der Stellvektor

u=-Kx.

Da es meistens nicht moglich ist, alle Zustandsvariablen meBtechnisch zu erfassen, ist es not-
wendig, aus den MeBgroBBen des Systems den Zustandsvektor ndherungsweise mit einem
Luenberger-Beobachter zu rekonstruieren. Auf den Luenberger-Beobachter wird im Abschnitt

2.1.2 eingegangen.

Im folgenden wird die Reglermatrix K iiber die Minimierung eines quadratischen Giitemaf3es

bestimmt.
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Bestimmung der Reglermatrix K iiber ein quadratisches Giitekriterium

Gegeben sei das in Gleichung (2.1) beschriebene System. Der allgemeine Ansatz fiir die
Riickfithrung wurde in den Gleichungen (2.3) bis (2.5) formuliert. Das riickgekoppelte
System wird durch die Gleichung (2.6) beschrieben.

Die Komponenten der Matrix K charakterisieren den auszulegenden Regler. Im folgenden
wird ein optimaler Reglerentwurf vorgestellt. Dazu wird ein Giiterkriterium benétigt, das
angibt, was unter ,,optimal“ zu verstehen ist und daher auch als Kosten-, Straf- bzw. Ziel-

Funktion bezeichnet wird. Es lautet, Zeitinvarianz vorausgesetzt:

te
J() = G(x(te)) + [ L(x(1), u(®)dt (2.7)

to

In [9] findet sich ein Uberblick iiber hiufig verwendete Giitekriterien. Beim Entwurf eines
Riccati-Reglers kommt das quadratische Giitekriterium zum Einsatz, mit den positiven Funk-

tionen

G(x(te)) = 2x"(te)Sx(te) und
2.8)

L@, u®) = —(x"®Qx® + v O R u ().

N | —

Die Wahl der Gewichtungsmatrizen spielt bei diesem Reglerentwurf die entscheidende Rolle
und ist stark problemspezifisch. Die symmetrischen Matrizen S und Q miissen positiv semi-
definit und R symmetrisch und positiv definit sein. Der Steuervektor u und der Zustands-
vektor x werden als unbeschrinkt angenommen. Das Optimierungsziel mufl innerhalb der

Zeitdauer t. - to erreicht sein.

Die Berechnung des optimalen Reglers kann auf unterschiedliche Weisen erfolgen. In den
meisten Fillen wird jedoch die Variationsrechnung tliber die Hamilton-Gleichung angewen-

det:

(2.9)
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Die Elemente von ' sind zeitvariante Lagrange’sche Multiplikatoren. y wird auch als Co-

Zustandsvektor bezeichnet.

Aus der Hamilton-Gleichung folgt die Steuerbedingung
— =0, (2.10)
die adjungierte Gleichung

= 2.11)

und die sogenannte Transversalititsbedingung

0
ox(te )

X (t)Sx (o)) = ~vte). (2.12)
Uber die partiellen Ableitungen erhilt man aus der Steuerbedingung (2.10)

ugpt (1) = RTIBTy(1). (2.13)
Da R positiv definit gewéhlt wurde, existiert auch die Inverse von R.

Aus der adjungierten Gleichung (2.11) folgt

v =0x - ATy, (2.14)

Nach Ableitung von (2.12) lautet die Transversalitdtsbedingung

v(te ) = —Sx(te) (2.15)

Wird nun (2.13) in die Systemgleichung (2.1) eingesetzt, so ergibt sich mit (2.14) das kano-

nische Differentialgleichungssystem:

(2.16)
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Mit

vy = —P(t)x, (2.17)
wobei P eine noch unbekannte zeitabhingige (n, n)-Matrix ist, folgt aus (2.16)

x = Ax - BR7!BTPx und (2.18)
¥ = Qx + ATPx. (2.19)

Durch Gleichsetzten von (2.19) und der Ableitung von (2.17) mit § = —(Px + Px)erhilt

man
Px + Px + Qx + ATPx = 0. (2.20)

Multipliziert man die Gleichung (2.18) mit P von links und subtrahiert das Ergebnis von
(2.20), so ergibt dies nach Umstellung:

(P+Q+ATP+PA—PBR_1BTP)X = 0. (2.21)

Wird P nun so gewdhlt, dal der in der Klammer stehende Ausdruck zur Nullmatrix wird,

dann ist (2.21) fiir jedes beliebige x giiltig. Demnach gilt folgende Differentialgleichung:
~P=Q+PA+ATP-PBR'BTP (2.22)
mit der Randbedingung fiir t = t. gemil (2.15)

P(te) = S. (2.23)
Dies ist die sogenannte Riccati-Differentialgleichung.

Durch Riickwirtsintegration der Gleichung (2.22), mit dem Startwert P(t.) = S, 148t sich P(t)

bestimmen.

Daraus ergibt sich fiir

(2.24)
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eine zeitvariante Riickfiihrung. Fiir t. 00 mul} die stationdre Lésung x(t.) = 0 werden und

damit P = 0.
Aus (2.22) erhélt man die Riccati-Gleichung
PBR'BTP-PA-ATP =Q (2.25)

zur Bestimmung der konstanten Matrix P bzw. der konstanten Riickfiihrung K = R'B'P

(Riccati-Regler). Dadurch vereinfacht sich das quadratische Giitemal} auf die Form

0

J = |:XT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)}dt. (2.26)

1

2 f
Die Minimierung des GiitemaRes liefert immer dann einen optimalen Regler (konstante Riick-
flihrmatrix K), wenn der Giiteindex bei beliebigem Anfangszustand x (tp = 0) = x¢ trotz

unendlich langer Problemdauer, also fiir das Zeitintervall [0, t.] mit te = oo, einen endlichen

Wert annehmen kann [27].

Nun stellt sich die Frage nach einer geeigneten Wahl der Gewichtungsmatrizen Q und R.

Kriterien zur Wahl der Gewichtungsmatrizen werden im folgenden Abschnitt vorgestellt.

Kriterien zur Wahl der Gewichtungsmatrizen

Die Wahl der Gewichtungsmatrizen ist sehr schwierig, weil es dafiir keinen allgemeingiiltigen
Ansatz gibt. Es gibt lediglich Ansétze, die auf Erfahrungswerten von Simulationen beruhen.
Deshalb sind solche Ansétze oft sehr spezifisch und nicht allgemein giiltig. Nachfolgend wer-
den einige qualitative Eigenschaften aufgelistet, die helfen sollen, diese wichtigen Entwurfs-

parameter zu wihlen.

Im allgemeinen werden die Gewichtungsmatrizen als Diagonalmatrizen gewéhlt entweder als
Einheitsmatrizen bzw. deren Vielfache oder man besetzt die Diagonalelemente mit dem rezi-
proken Quadrat des maximal zuldssigen Wertes der entsprechenden Zustands- bzw. Stell-
grofle. Letzteres stellt auch den Ausgangspunkt fiir eine liberschldgige Vorgehensweise nach
[12] zur verbesserten Festlegung der Gewichtungsmatrizen dar. Die folgenden Schritte wur-

den aus [47] ibernommen:
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(1) Die Systemmatrizen A, B und die Problemspezifikationen beziiglich Ein-
schwingzeiten, Uberschwinger, Stell- und ZustandsgroBenbeschrinkungen u.i.

werden festgehalten.

(i) Eine anfangliche Wahl der Gewichtungsmatrizen wird wie folgt getroffen

, R = diag 1 ,
&2 i?

Q = diag

wobei X;, 0 geeignet normierte (z.B. maximal zuldssige) Werte darstellen.

(i) Die zugehorigen Werte der Riccati-Matrix P und der Riickfilhrmatrix K werden
berechnet. Sodann wird das Regelkreisverhalten mittels Simulation anhand der
graphischen Verldufe der Steuervariablen u(t) und der Zustandsvariablen x(t)

visualisiert.

(iv) Einem unbefriedigenden Verhalten bestimmter Systemvariablen wird durch
gezielte Verdnderung der entsprechenden Gewichtungsfaktoren und erneute

Durchfiihrung von (iii) entgegengewirkt.

(v)  Die Schritte (ii1) und (iv) werden so oft durchlaufen, bis befriedigendes Verhal-

ten im Sinne der Spezifikationen von (i) erzielt wird.

Weitere Hinweise zur Wahl der Gewichtungsmatrizen gibt [2]. Dazu wird die Matrixnorm

IX]| = \/ Amax (XT X) mit Amax als dem groBten Eigenwert des Matrizenprodukts X' X einge-
flihrt:

Uber Q werden die ZustandsgroBen, d.h. die Abweichungen von der optimalen Trajektorie,
gewichtet. Je groBer |Q| im Vergleich zu |R| ist, desto grofer werden die Elemente der

Riickfithrmatrix K und damit die StellgroBen. Folglich wird das System schneller.

Je groBer im Vergleich zu ist, desto kleiner werden die Elemente der Riickfiihrmatrix

K und um so langsamer wird das System, weil weniger Stellenergie aufgewendet wird.

Der Zustandsvektor enthilt oft Variablen und deren zeitliche Ableitungen. Um die Uber-
schwingungen zu reduzieren, kdnnen diese Ableitungen bestraft werden, indem man Q ent-

sprechend wéhlt.
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Im Hinblick auf den Entwurf von Reglern reduzierter Ordnung und die vergleichende Simu-
lation, wird R als Einheitsmatrix der Ordnung p festgelegt. Zudem wird Q iiber die Aus-
gangsgleichung der dem Reglerentwurf zugrunde liegenden Strecke definiert. Dabei wird
Zeitinvarianz und die vollstindige Beobachtbarkeit der Strecke vorausgesetzt, was fiir die
Beispiele in Kapitel 3 zutrifft. Unter diesen Voraussetzungen kann jede symmetrische, posi-
tiv-semidefinite Matrix Q als Produkt einer Matrix C e RP*™ (p>Rang(Q)), in unserem Fall
ist C die Ausgangsmatrix des mit dem Reglerentwurf verkniipften Systems, und ihrer Trans-
ponierten C' geschrieben werden, Q = C' C [43]. Um weitere Variationen beim Reglerent-

wurf zu ermdglichen, wird zusitzlich der Faktor q eingefiihrt. Daraus ergibt sich Q=q C' C .

2.1.2  Zustandsbeobachter (Luenberger-Beobachter)

In den vorherigen Abschnitten wurde beschrieben, wie man den Regler berechnen kann. Um
einen vollstindigen Zustandsregler zu realisieren, mufl ihm der gesamte Zustandsvektor x(t)
zugefiihrt werden. Da meist nicht alle Zustandsvariablen meBbar sind, ist aus den MeBgrof3en
der gesamte Zustandsvektor ndherungsweise zu rekonstruieren. Fiir den Fall, da3 aus den
MeBgroBen wirklich alle Zustandsgrof3en berechnet werden, spricht man von einem vollstin-
digen Zustandsbeobachter, dem sogenannten Luenberger-Beobachter [44]. Voraussetzung ist,
daB die Systemgleichungen (2.1) und (2.2) bekannt sind. Zur Regelung wird der geschitzte

Zustandsvektor dem Modell entnommen, vgl. hierzu Bild 2.4.

Bild 2.4: Ansatz zur Rekonstruktion des Zustandsvektors
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Wird der Steuervektor u(t) der Strecke und dem Streckenmodell zugefiihrt, dann liefert dies
den gewiinschten Zustandsvektor X (t). Der Zustandsvektor x(t) wird aber nicht nur vom
Eingangsvektor u(t) bestimmt, sondern hingt noch vom Anfangszustand x(to) = X¢ ab. Der
Anfangszustand ist jedoch meist nicht bekannt, weshalb es unmoglich ist, am Streckenmodell
den Anfangszustand x, einzustellen. Dies ist neben der Modellunsicherheit auch der Grund,
warum der geschitzte Zustand X (t) des Streckenmodells vom wahren Zustand x(t) der
Strecke verschieden sein wird. Um diesen Millstand zu beheben, wird zunichst aus dem
Schitzvektor x der zugehdrige Ausgangsvektor § = Cx gebildet. Danach wird dieser mit
dem MeBvektor y verglichen und die entstehende Differenz y — ¥ iiber den Matrixfaktor L
zurilickgefiihrt. Die Matrix L muf3 noch geeignet gewdhlt werden. So entsteht zundchst die

Struktur von Bild 2.5.

¢x0 , unbekannt

u .
——» Xx=Ax+Bu —X> C y >

Luenberger-Beobachter

X=AX+Bu —>» C —y—>Q

Bild 2.5: Struktur des Luenberger-Beobachters

Dem Bild 2.5 kénnen die Gleichungen fiir den Beobachter entnommen werden.
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Falit man diese Gleichungen zusammen, so erhilt man:
X =(A-LC)% + Bu + Ly. (2.27)

Nun soll die Matrix L so gewéhlt werden, da3 der Schitzfehler X = x — X gegen Null strebt.
Aus diesem Grund wird die Differentialgleichung fiir den Schitzfehler gebildet:

X=%-%=Ax+Bu-(AX-LCx+Bu+Ly),
mit y = Cx folgt:

X = Ax — AR - LC(x-%),

bzw.

X =(A-LCO)X. (2.28)

Hierbei handelt es sich um eine homogene Differentialgleichung. X (t) strebt aus einem be-
liebigen Anfangszustand X (ty ) gegen Null, wenn die Eigenwerte B, ...,n der Dynamik-
matrix F = A —L C des Beobachters links der j-Achse liegen. Dabei muf3 L so gewihlt wer-
den, dal} diese Bedingung erfiillt wird und die Eigenwerte von F links von denen des Regel-
kreises, d.h. fiir A —BK aus Gleichung (2.6), liegen. Denn F bestimmt das Abklingen des
Beobachterfehlervektors, und der soll schneller abklingen als die Eigenbewegung des Regel-

kreises.

Zusammenfassend kann man nach [24] schreiben:

Fiir das System

Xx = Ax + Bu, y = Cx,

lautet die Zustandsdifferentialgleichung des Luenberger-Beobachters:

(2.29)
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Die Beobachtermatrix L ist hier so zu wihlen, dal3 der Schatzfehler fiir t — + oo
X(t) = x(t)—-x(t) > 0.

Dazu miissen die Eigenwerte der Matrix F = A — L C links von denen des Regelkreises, d.h.
fir A—-BK aus Gleichung (2.6), (bei Beobachtung einer Strecke ohne Regelung links von
denen der Matrix A) plaziert werden. Dies fiihrt hdufig zum Einsatz von Verfahren zur Pol-
vorgabe, die jedoch eine manuelle Strukturvorgabe erfordern. Zur automatisierbaren Be-
stimmung der Beobachtermatrix L. kann auch auf die Vorgehensweise zur Auslegung des
Riccati-Reglers verwiesen werden. Der Vollstindigkeit halber wird im folgenden der genaue

Ablauf kurz dargestellt, weil er den in Kapitel 3 beschriebenen Simulationen zugrunde liegt.

Bestimmung der Beobachtermatrix L iiber ein Quadratisches Giitekriterium

Nach [24] lassen sich die Beobachterparameter iiber ein quadratisches Giitekriterium folgen-
dermaBlen bestimmen. Dabei ist es moglich, den Beobachterentwurf auf den Entwurf des
Zustandsreglers zurlickzufiihren, indem man die Dynamikmatrix des Beobachters bzw. der
Fehlerdifferentialgleichung transponiert und dann als Dynamikmatrix einer Zustandsregelung
interpretiert. Das Transponieren der Matrizen ist notwendig, weil beim Beobachter die

Anordnung der Matrizen im Vergleich zur normalen Zustandsregelung vertauscht ist.

Gehen wir daher von der Dynamikmatrix der Fehlerdifferentialgleichung zu ihrer Trans-

ponierten {iber, so erhalten wir die Gleichung
Xp = (AT T T ) Xf (2.30)

die das gleiche Stabilitdtsverhalten und die gleiche Dynamik besitzt wie die urspriingliche
Fehlerdifferentialgleichung. Die neue Differentialgleichung aber 148t sich sofort als Beschrei-

bung einer Zustandsregelung deuten, wie in Bild 2.6 dargestellt.
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—» Xf =AT Xf +CT Ut

us Xf

LT e—

Bild 2.6: Regelung zur Fehlerdifferentialgleichung
Aus Bild 2.6 erhilt man die Formeln
¢ = ATxs + CTup und (2.31)
up = —LTx¢ (2.32)
woraus die Beziehung (2.30) resultiert.

In Analogie zur Nomenklatur der Zustandsreglung nach Gleichung (2.6) mit der System-
matrix A" (anstelle von A), der Eingangsmatrix C" (anstelle von B) und der Reglermatrix L"
(anstelle von K). Die Beobachtermatrix L kann damit wie ein Zustandsregler nach Riccati mit

der entsprechenden Problematik des Giitekriteriums bestimmt werden.

Bestimmung der Beobachtermatrix L iiber Dominanzanalyse und Polvorgabe

Neben dem Beobachterentwurf durch Optimierung eines quadratischen Giitekriteriums
existiert auch die Moglichkeit, einen Beobachter iiber Polvorgabe zu entwerfen. Aufgrund des
Separationstheorems ist es moglich, die Eigenwerte des Beobachters unabhédngig von denen
der Regelung festzulegen. Dabei ist darauf zu achten, daB3 die Eigenwerte von F = A - LC
(Beobachter) links von denen der Regelung, d.h. fiir A - BK aus Gleichung (2.6) liegen. Diese
Forderung kann jedoch unter bestimmten Voraussetzungen abgeschwicht werden. Fiir den
Fall, daB} einige Eigenwerte des Regelkreises einen sehr groflen negativen Realteil haben und
somit nur geringen Einfluf auf das Systemverhalten, ist es moglich, diese bei der Festlegung
der Beobachtereigenwerte aufler acht zu lassen. Verallgemeinert bedeutet dies, dal beim
Beobachterentwurf nur die ,,dominanten* Eigenwerte [26] des Regelkreises zu beriicksich-

tigen sind.



20 2. Verfahren zum Entwurf von Reglern reduzierter Ordnung

Neben der Realteilbetrachtung sind aus dem Bereich der Modellreduktion auch andere Domi-
nanzanalyseverfahren bekannt, vgl. Abschnitt 2.2.1 ,,Dominanzuntersuchung nach Litz*, die
jedem Eigenwert einen Dominanzwert zuordnen. Bei der modalen Ordnungsreduktion dienen
die Dominanzwerte zur Festlegung der Ordnung, auf die sinnvoll reduziert werden kann.
Anhand dieser Werte erfolgt eine Neuordnung des modal transformierten Systems in ein
dominantes und ein als nichtdominant eingestuftes Teilsystem, ehe nach Davison das nicht-
dominante Teilsystem einfach abgeschnitten wird (vgl. Abschnitt 2.2.1). Die Vorgehensweise
ein System anhand einer Dominanzanalyse in zwei Teilsysteme zu zerlegen, von denen eines
die dominanten Eigenwerte enthélt, scheint ebensogut fiir den Beobachterentwurf anwendbar
zu sein. Dieser Gedankentransfer ermdglicht eine objektive Reihung der Eigenwerte der
Regelung entsprechend ihrer Dominanz und ist die Basis fiir einen neuartigen Beobachter-

entwurfsalgorithmus.

Folgende Schritte sind zur Bestimmung der Beobachtermatrix L, unter der Voraussetzung,

daB die Eigenwerte der Regelung bekannt sind und negative Realteile haben, notwendig:

Bestimmung der Dominanz der Eigenwerte des geschlossenen Kreises, Gleichung (2.6),
wahlweise iiber die Ermittlung der Kennwerte My bzw. My fiir Struktur- bzw. Uber-
tragungsdominanz nach Litz oder den Betrag des Realteils des jeweiligen Eigenwertes

A = ok + j Px. Bei letzterem wird auf den Dominanzwert 1/| oy | zuriickgegriffen.

Absteigende Sortierung der Eigenwerte der Regelung entsprechend dem zugehdrigen Domi-
nanzwert. Daraus folgen die neu geordneten Eigenwerte A4, ..., A, , wobei der Eigenwert A; der

mit dem groBten Dominanzwert ist.

Es folgt eine Schleife mit dem Laufparameter k, unter Zugrundelegung der Annahme, da3 im
ersten Durchlauf (k = 1) nur der Eigenwert mit dem groBten Dominanzwert (Ax = A;) domi-
nant ist. Alle anderen werden als nicht dominant eingestuft. Handelt es sich bei A4 um einen
Eigenwert eines konjugiert komplexen Polpaares, so wird auch der zugehorige Eigenwert

Ak+1 = A2 (hat immer den gleichen Dominanzwert) beriicksichtigt und k = 2 gesetzt.

Uber den letzten als dominant eingestuften Eigenwert Ay erfolgt die Vorgabe der Beobachter-
pole. Hierfiir wird auf die Matlab-Funktion place [35] zuriickgegriffen, welche iiber die Vor-

gabe von A", C" und p die transponierte Beobachtermatrix L' ermittelt, wobei p der Vektor
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mit den gewiinschten Beobachtereigenwerten ist. Die Festlegung von p erfolgt durch Sub-
traktion eines Verschiebungswertes v vom Realteil jedes Eigenwertes des Regelkreises
Al, ..., Ay . Die Ermittlung des Verschiebungswertes v erfolgt durch Subtraktion des
betragsmédfig kleinsten Realteils des Eigenwerts aus der Gruppe der Eigenwerte Ay, ..., A, vom
Betrag des Realteils des Eigenwerts mit dem betragsméBig grofSten Realteil aus der Gruppe
der als dominant eingestuften Eigenwerte A, ..., A.. Nachdem der place-Algorithmus eine
Fehlertoleranz von zehn Prozent beziiglich der tatsdchlichen Plazierung der vorgegebenen
Eigenwerte zuldft, ist dies bei der Festlegung von p entsprechend zu beriicksichtigen

(Faktor 1,1 in Gleichung (2.33)). Der Vektor p wird folgendermafen bestimmt:

pI (a1 =v)-1,1  + jp
p=|1|= : : (2.33)
Pn (an _V)'lal + jBn

(*) Ausfithrung der place-Funktion.

Uberpriifung, ob die Dynamikmatrix A - BK - LC des Beobachterreglers, Gleichung (2.34),
stabil ist:

a) Bei Instabilitit wird der Eigenwert mit dem groBten Dominanzwert aus der Gruppe der
nichtdominanten Eigenwerte der Gruppe der bisher als dominant angenommenen Eigen-
werte hinzugefiigt und k um eins erhoht (Sollte vor der Erhohung bereits k = n sein, so
endet die Routine hier und es erscheint eine Fehlermeldung). Der Verschiebungswert v

wird neu berechnet und damit die Beobachterpole neu festgelegt. Sprung zu (*).

b) Bei Stabilitit liegt ein erster Vorschlag fiir die anschlieBende Simulation vor. Jetzt erfolgt
noch die Uberpriifung, ob die 10%-Fehlertoleranzgrenze iiberschritten wurde. Ist dies der
Fall, so ist in Analogie zu ,,a) Bei Instabilitdt™ zu verfahren, d.h. Sprung zu a). Wurde die
Fehlertoleranzgrenze nicht {iberschritten, so wird gepriift, ob der geschlossene Regelkreis
bestehend aus Zustandsraummodell und Beobachterregler stabil ist. Ist dies der Fall so
endet die Routine mit einem erfolgreichen Ergebnis. Ist dies nicht der Fall, so erfolgt ein

Sprung zu a).
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Der Routine sind als Eingangsparameter das Zustandsraummodell (ss-Object) der Strecke und
die Reglermatrix K zu libergeben sowie die Vorgabe des gewlinschten Verfahrens zur Domi-
nanzanalyse. Ausgegeben werden die Beobachtermatrix L, das Zustandsraummodell des
Beobachterreglers und die Anzahl der beriicksichtigten Eigenwerte. Die zu beachtenden
Eigenwerte werden grundsétzlich automatisch ermittelt. Es ist aber auch moglich, der Routine
einen Startwert fiir die Anzahl der zu beriicksichtigenden Eigenwerte vorzugeben. Auf diese
Weise konnen auch Beobachter entworfen werden, die mehr als die zwingend erforderlichen

Eigenwerte beriicksichtigen.

2.1.3  Beobachterregler

Setzt man nun den Zustandsbeobachter und den Zustandsregler zusammen, so ergibt diese
Kombination ein dynamisches Regelungssystem, welches auch als Beobachterregler
bezeichnet wird. Der Beobachterregler rekonstruiert aus den Mef3igroBBen der Strecke deren
ZustandsgroBen und nutzt diese fiir eine vollstindige Zustandsregelung [38]. Bild 2.7 zeigt

die Einordnung dieses Reglers ins Gesamtkonzept.

Regler
hoher Ordnung

System

Regler-
hoher Ordnung = .

entwurf

b

Kombination aus Zustandsregler und vollstindigem Zustandsbeobachter. Der Entwurf
des Zustandsreglers erfolgt iiber Polvorgabe bzw. Optimierung eines quadradratischen
Giitekriteriums. Fiir den Beobachterentwurf wird ein neuartiges Verfahren
(automatisierte Polvorgabe mit vorangehender Dominanzanalyse) vorgestellt und
angewendet.

Regler
reduzierter Ordnung

System
reduzierter Ordnung

Regler-
entwurf

Bild 2.7: Beobachterregler im Gesamtkonzept

Durch geeignete Umformungen ist es moglich, den Beobachterregler auf die bekannte Struk-
tur einer Regelstrecke in Zustandsraumdarstellung zuriickzufithren [50]. Diese Vorgehens-

weise erweist sich als duBerst sinnvoll, weil zur Reglerreduktion auf bekannte Modellreduk-
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tionsverfahren zuriickgegriffen werden kann. Auf diese Weise wird zudem, wie bereits
erwihnt, die Vergleichbarkeit der Ergebnisse hinsichtlich der beiden indirekten Wege zum
Entwurf von Reglern reduzierter Ordnung sichergestellt. Denn der Beobachterregler kann
sowohl am Modell hoher als auch am Modell reduzierter Ordnung entworfen werden, und es
konnen sowohl zur Modellreduktion als auch zur Reglerreduktion die selben Verfahren ver-

wendet werden.

Im folgenden werden die notwendigen Schritte zur Umformung auf die gewiinschte Form
anhand von Blockschaltbildern erldutert, Bild 2.8. Dargestellt sind die Strecke sowie der Reg-
ler, bestehend aus vollstdndigem Zustandsbeobachter und vollstaindigem Zustandsregler. Die

Strecke selbst bleibt von den Umformungen unberiihrt.
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——» B > j...dt C >

Strecke

Regler

Bild 2.8: Wirkungsplan des geschlossenen Kreises

Nachdem fiir den Beobachterregler der MeBBvektor y(t) das Eingangssignal sein soll und der
Strecke u(t) als Eingangssignal zur Verfiigung zu stellen ist, was dem Ausgangssignal des

Beobachterreglers entspricht, wird der Wirkungsplan wie folgt umgezeichnet.
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u X
—» B S >
A jl—
Strecke
Regler
-K [..dt 4—?4—
_A
C L
K B

Bild 2.9: Umgezeichneter Wirkungsplan des geschlossenen Kreises

Die Riickfithrung zum Integrator des Regelungssystems aus Bild 2.9 kann noch weiter verein-

facht werden. Mit der Beziehung

Ac =A-LC-BK

(2.34)

ist es moglich, den dynamischen Beobachterregler, bestehend aus Zustandsbeobachter und

Zustandsregler, auf die bekannte Struktur einer Regelstrecke in Zustandsraumdarstellung zu

bringen. Das Ergebnis dieses Schrittes ist in Bild 2.10 dargestellt.
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u X y
——>» B > j...dt C >
A <E———
Strecke
Regler
X
K |« j...dt L |e——

Bild 2.10: Wirkungsplan des geschlossenen Regelkreises mit Beobachterregler

Dabei ist L die Eingangsmatrix, Ac die Systemmatrix und K die Ausgangsmatrix des
Beobachterreglers. Der grof3e Vorteil des in diese Form gebrachten Reglers ist es, da3 er mit
Hilfe gingiger Ordnungsreduktionsverfahren, wie sie auch zur Modellreduktion verwendet

werden, reduziert werden kann.

2.2 Modell- und Reglerreduktion

Zur Ordnungsreduktion von linearen Systemen gibt es viele verschiedene Verfahren, die man
in Zeit- und Frequenzbereichsverfahren gliedern kann. Nachdem in Kapitel 3 die Modelle in
Zustandsraumdarstellung vorliegen, werden flir die Anwendung nur Ordnungsreduktions-
verfahren aus dem Zeitbereich ausgewihlt. Die lassen sich wiederum in physikalisch und
mathematisch orientierte Verfahren unterteilen. Aus jeder dieser Gruppen wurde ein Verfah-
ren ausgewdhlt, welches in den folgenden Abschnitten niher beschrieben und im Kapitel 2.1
angewendet wird. Das modale Ordnungsreduktionsverfahren von Davison wird der physika-
lischen Gruppe zugeordnet. Bei ihm stehen Eigenwertbetrachtungen im Vordergrund. Den
Bereich der mathematisch ausgerichteten Verfahren reprisentiert ein auf dem bekannten
Moore-Algorithmus basierendes balanciertes Ordnungsreduktionsverfahren. Eine umfassende

Ubersicht iiber weitere Ordnungsreduktionsverfahren findet sich in [33].
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Die Reglerreduktion kann grundsétzlich mit den selben Verfahren durchgefiihrt werden, wie
sie auch zur Modellreduktion herangezogen werden. Dies wird durch die bereits gezeigte
Strukturdquivalenz von Regelstrecke und Beobachterregler ermoglicht. Anstelle der Begriffe
»Regler- bzw. Modellreduktionsverfahren wird daher im folgenden allgemein von
,Ordnungsreduktionsverfahren® gesprochen. Nachfolgend werden die Grundziige der moda-
len und balancierten Ordnungsreduktion behandelt und die dort iibliche Nomenklatur ver-
wendet. Dabei steht B fiir die Eingangsmatrix, A fiir die Systemmatrix und C fiir die Aus-
gangsmatrix des linearen zeitinvarianten dynamischen Systems (Strecke bzw. Beobachter-

regler).

Bei den Literaturrecherchen zu diesem Thema zeigte sich, dal nicht alle Autoren unter dem
Begriff ,,Reglerreduktion® (engl.: ,,Controller Reduction) auch dasselbe verstehen. So zéhlen
einige den Weg tiber die Modellreduktion zum Regler reduzierter Ordnung auch unter die
Rubrik Reglerreduktion. Dies widerspricht jedoch dem Verstindnis dieser Arbeit, denn hier
wird nur die Reduktion eines bereits entworfenen Reglers hoher Ordnung als Reglerreduktion

bezeichnet.

2.2.1 Modale Ordnungsreduktion

Die Transformation der Zustandsdifferentialgleichung (2.1) auf Modalform (2.36) ist die
Basis aller modalen Ordnungsreduktionsverfahren. So wird durch die Transformation {iber die

Modalmatrix V mit
X =Vz (2.35)
aus der Zustandsdifferentialgleichung (2.1)
z=A"z+Bu (2.36)
und aus der Ausgangsgleichung (2.2)

(2.37)

Die Spalten der Modalmatrix V sind mit den Eigenvektoren von A besetzt.
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Hierbei gibt sich fiir das auf Jordansche Normalform transformierte System:

A" =vilav (2.38)
B '=VvIB (2.39)
c"=cCcv (2.40)

Fiir den Fall, daB ein System nur einfache Eigenwerte besitzt - diese Eigenschaft weisen die in
Kapitel 3 beschriebenen Systeme auf -, ist A eine Diagonalmatrix, deren Hauptdiagonale mit

den Figenwerten des Systems besetzt ist.

In einem nédchsten Schritt stellt sich die Frage, welche Eigenwerte des Ausgangssystems ver-
nachldssigt werden konnen, ohne dabei die Systemeigenschaften gravierend zu verdndern. An
dieser Stelle kommt die Dominanzanalyse ins Spiel, welche den Einflu eines Eigenwertes
auf das Gesamtsystemverhalten bewertet. Hierzu wird im folgenden ein Ansatz von Litz vor-
gestellt, der auch den Simulationen in Kapitel 3 zugrunde liegt. Natiirlich gibt es auch andere
Losungsmethoden [17]; [41]; [42], iiber die es moglich ist, die Gleichung (2.36) in einen

dominanten und einen nichtdominanten Teil zu zerlegen.

Dominanzuntersuchung nach Litz

Erste Arbeiten von Davison und Chidambara [13]; [14]; [15]; [17]; [18] verstanden unter dem
Begriff Dominanz die Entfernung eines stabilen Eigenwertes von der imaginidren Achse
(|Re(k)| ). Nachdem nahe an der Imaginédrachse liegende Eigenwerte das Systemverhalten
starker beeinflussen als weiter von ihr entfernte, wurde in einem ersten Ansatz das Domi-
nanzmal} einzig iiber dieses Kriterium festgelegt. Darauf basierende Reduktionen auf die
Systemordnung r lieferten jedoch nicht immer akzeptable Resultate, was weitere Arbeiten auf
dem Gebiet der Dominanzanalyse zur Folge hatte. In diesem Zusammenhang fiihrte Litz ein
DominanzmaB} g (2.41) ein, das die Ein- / Ausgangsmatrizen des Systems mitberiicksichtigt

und damit die Steuer- und Beobachtbarkeit:

(2.41)
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Dieser Quotient beziffert den EinfluB eines Eigenwertes Ay auf den jeweiligen Ubertragungs-
pfad. Der i,j-te Ubertragungspfad ist dabei derjenige, der vom j-ten Eingang zum i-ten Aus-
gang fiihrt, vgl. Bild 2.11.

j-te Spalte i-te Zeile
der Matrix B* der Matrix C*
1 il
—p b: . > > cf
J S—M i1
| 1I Zr |
—»{ b*. > » c’
rj S—Ar ir

N/

A
Zr 1
b* > 1 > cF
r+1j S— 7¥r+1 ir+1
1 1I Zn 1
——» b* . > > c
nj S — }\’n In

BTN T, .

Bild 2.11: Signaliibertragungsstruktur des modal transformierten Systems

Der Betrag von qij aus (2.41) wird um so kleiner, je weiter der jeweilige Eigenwert Ay links
von der imagindren Achse liegt. Diese Tendenz entspricht der urspriinglichen Dominanz-
definition von Davison und Chidambara [13]; [14]; [15]; [17]; [18] wurde jedoch um den Ein-

fluBl der Ein- / Ausgangsmatrizen erweitert.

Die Werte bkj* und cik* stellen fiir sich alleine keine Mal3zahl fiir Steuer- bzw. Beobachtbarkeit
dar. Erst die Multiplikation von C* mit B* (2.42) eliminiert den Einflu Transformations-

matrix V.
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C'B* =cvVviB=CB (2.42)

Das Produkt von C* und B* ist somit von V unabhéngig und daher als MaB fiir die Steuer-
und Beobachtbarkeit des jeweiligen Ubertragungspfades interpretierbar. Im weiteren wird qi
normiert (2.44), wobei ; aus (2.43) als Normierungsfaktor dient und uj max der maximale Wert
der Anregung ist. Der Endwert der Ubergangsfunktion des i,j-ten Ubertragungspfades wird
dabei als yijj.. bezeichnet.
Wi = max | Yijeo Ujmax |

i=l.p (2.43)
Daraus ergibt sich folgende Definition fiir die Dominanz eines Eigenwertes Ax bezogen auf
einen Ubertragungspfad i,j:

|qikj Ujmax |
dij = ———— (2.44)
Hi

Bildet man nun das Maximum iber alle Pfade, so erhdlt man das Dominanzmafl My fiir den

jeweiligen Eigenwert,

My = max[max dikj} k=1,..,n. (2.45)
i=1,r\ j=1,p

Fiir die Summe aller Dominanzwerte dj; Uber alle Pfade i, j ergibt sich

roop
Sk = 2 Xdij, k=1,.,n. (2.46)
-1 =1

Die dominanten Eigenwerte bedingen grofle Werte fiir My und Sk, was filir gute Steuer- bzw.
Beobachtbarkeit spricht. Deshalb bezeichnet man diese Dominanzmafe auch als Struktur-

dominanz.

GroBBe Werte flir My und Sk bedeuten nicht zwangsldufig auch eine starke Beeinflussung des
Ubertragungsverhaltens durch den jeweiligen Eigenwert. Aus diesem Grund wird ein neuer
Dominanzwert eingefiihrt. Mit dessen Hilfe werden auch Pol-Nullstellen-Kompensa-
tionen berticksichtigt, was zur eigentlich wichtigen GroBe fiir das Ubertragungsverhalten

macht.
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A

dij = dikjAjj (A ) (2.47)

Ajj(M) ist der normierte Amplitudengang der Ubertragungsfunktion Gj; des i,j-ten Uber-
tragungspfades an der Stelle j| Ak |.

|Gij (J1 2k 1)
Aij (M) = —|JG(ij(Ol;|)

(2.48)
Eigenwerte, die durch naheliegende Nullstellen kompensiert werden, haben keinen, oder nur
einen kleinen EinfluB auf das Ubertragungsverhalten, weshalb Ajj(A) in solchen Fillen sehr

klein oder gar Null ist.

Bildet man auch hier das Maximum und die Summe iiber alle Pfade, so erhilt man die Domi-

nanzmaBe fiir die Ubertragungsdominanz

Mk = max(max &ikjj, k=1,..,n (2.49)
i=l,r\ j=L,p

und

A r p,

Sk =D, Zdikj , k=1,..,n. (2.50)

i=1 j=1

Auch hier gilt, je groBBer Mk und ék desto dominanter ist der jeweilige Eigenwert beziiglich

des Ubertragungsverhaltens.

Mit Hilfe der Struktur- und Ubertragungsdominanz von Litz ist es mdglich, die Dominanz der
Eigenwerte hinsichtlich ihrer Steuer- und Beobachtbarkeit und ihres Ubertragungsverhaltens
zu ermitteln. Anhand dieser Kriterien kann eine Aussage dariliber getroffen werden, auf wel-
che Ordnung r man das Originalsystem sinnvoll reduzieren kann, und welche Zustéinde unbe-
dingt ins reduzierte System zu iibernehmen sind. Hierfiir wird das modaltransformierte
System (2.36) in einen dominanten und einen nichtdominanten Teil zerlegt, wodurch das

neugeordnete Differentialgleichungssystem
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(2 Al 0 [[z Bl
. = « + . U
|22 0 A5 |22 B,

ﬂ =[c <
LY2

(2.51)

durch Transformation mit

X] Vit Viz2 || z1
X2 Vo Va2 |22
entsteht. Nach Davison [17] wird nur der dominante Teil (Index 1) in das reduzierte Modell

tibernommen [24]; der andere Teil (Index 2) wird einfach abgeschnitten.

Hieraus ergibt sich fiir das durch einfaches Abschneiden modal reduzierte System

. * k

71 = Al 71 + Bju (2.53)
51 = Ciz. 2:54)

Das reduzierte Modell weicht sowohl dynamisch als auch stationdr vom Originalsystem ab.
Zur Beseitigung des stationdren Fehlers gibt es diverse Verfahren, von denen im folgenden
das Verfahren von Guth vorgestellt wird. Es beruht auf einer Modifikation der Ein- und Aus-
gangsmatrix des durch Abschneiden reduzierten Systems und ist sowohl fiir die modale als
auch die balancierte Ordnungsreduktion einsetzbar. Eine Zusammenstellung weiterer Verfah-

ren findet sich in [32].

Stationdr genaue Ordnungsreduktion nach Guth

Urspriinglich wurde das Verfahren von Guth zur stationédr genauen Ordnungsreduktion balan-
cierter Zustandsraummodelle vorgeschlagen [29]. Es kann jedoch auch zur Verbesserung der
vorgestellten modalen Ordnungsreduktion angewendet werden. Durch Transformation auf
Modalform bzw. balancierte Zustandsraumdarstellung und anschlieender Eliminierung der
fiir die Systemdynamik vernachlédssigbaren transformierten Zustinde, gehen Informationen
iiber die stationdren Endwerte der Zustands- und AusgangsgroBBen des Originalsystems ver-

loren. Dies hat ein stationdr ungenaues reduziertes System zur Folge. An dieser Stelle setzt
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das Verfahren von Guth an. Uber eine Modifikation der Ein- und Ausgangsmatrix des durch
Abschneiden reduzierten Systems werden die in den eliminierten Zustinden steckenden
Informationen hinsichtlich der stationidren Endwerte in das reduzierte System iiberfiihrt. Das
Verfahren von Guth stoBt an seine Grenzen, wenn die Anzahl der Systemeingidnge grofer ist,
als die Ordnung des reduzierten Systems [22]. Im folgenden wird die schrittweise Vorgehens-
weise zur Anpassung der Ein- und Ausgangsmatrix des reduzierten Systems anhand der

Nomenklatur der modalen Ordnungsreduktion vorgestellt.

Zunichst ist ausgehend vom transformierten System, Gl. (2.36), die Erweiterungsmatrix L zu
berechnen, welche die Informationen der stationdren Endwerte aller transformierten

ZustandsgroBen enthilt,
Ly -1
= { } = -A" B (2.55)

Dabei hat L die Ordnung n, L; die Ordnung r (auf die reduziert werden soll) und L, die Ord-

nungn - r.
Die Systemmatrizen des nach Guth reduzierten Systems ergeben sich zu:

Ag = A]

Bg = —A] -L; (2.56)
Cg=Cl+Cy-Ly-Ly!

Die Berechnung der modifizierten Ausgangsmatrix Cg erfolgt mit der Pseudoinversen Ll_1 .

Der Index G steht fiir das nach Guth stationdr genau reduzierte System. Die Matrizen AT , CT

und C; stehen fiir die jeweiligen Untersysteme aus Gleichung (2.51).

2.2.2  Balancierte Ordnungsreduktion

Die balancierte Ordnungsreduktion geht auf Moore [45] zuriick und verwendet eine balan-
cierte Zustandsraumdarstellung. Diese liegt vor, wenn eine Diagonalmatrix ¥ = P = Q
existiert, welche folgende Lyapunov-Gleichungen beziiglich Steuer- und Beobachtbarkeit

gleichzeitig erfiillt:
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AP+PAT = _BBT (2.57)
ATQ+QA =-CTcC (2.58)

Nach Moore gibt es immer dann eine Losung, wenn die Systemmatrix A stabil und das

System minimal realisiert ist.

Die Matrix £ wird auch als Gramsche des Systems bezeichnet und enthédlt auf der Haupt-
diagonalen die Singuldrwerte (Mafizahlen fiir die Steuer- und Beobachtbarkeit des Systems).
Fiir den Fall, dal eine Matrix £ gefunden wird, die sowohl Gleichung (2.57) als auch (2.58)
gentiigt, ist jeder einzelne Zustand im System gleich gut steuer- wie beobachtbar. Die Dia-
gonalelemente von X dienen als Mallzahlen zur Festlegung der Ordnung, auf die reduziert
werden soll. Dabei stehen niedrige Mal3zahlen fiir schlecht steuer- und beobachtbare Zustdnde

und konnen bei der Reduktion wegfallen.

Nach [1] stellt die Bedingung der minimalen Realisation keine Einschrinkung dar, weil man
jedes System generell in vier Untersysteme zerlegen kann, von denen eines auf jeden Fall

minimal realisiert ist. Die Unterteilung geschieht nach folgenden Systemeigenschaften:
1. Das System ist beobachtbar und steuerbar.
2. Das System ist beobachtbar aber nicht steuerbar.
3. Das System ist steuerbar aber nicht beobachtbar.
4. Das System ist weder steuerbar noch beobachtbar.

Ist ein System vollstindig steuerbar und vollstindig beobachtbar, so spricht man von einem

minimal realisierten System. Das bedeutet, da3 die Ordnung des Systems minimal ist.

Die Begriffe der vollstindigen Steuerbarkeit und vollstindigen Beobachtbarkeit lassen sich

wie folgt definieren:

Unter vollstandig steuerbar versteht man, dafl der Vektor der ZustandsgroBBen x(t) mit Hilfe

einer geeigneten Eingangsfunktion u(t) in endlicher Zeit, von seinem Anfangszustand x(to)
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ausgehend, in einen beliebigen Zustand x(t;), wobei t; > to, liberfiihrt werden kann. Dann gilt

fiir die Steuerbarkeitsmatrix P: Rang (P) =n.

Ein System ist vollstindig beobachtbar, wenn man iiber die Messung des Ausgangsvektors

y(t) den Anfangszustand x(tp) bestimmen kann. Dann gilt fiir die Beobachtbarkeitsmatrix Q:
Rang (Q) =n.

Ein Spezialfall der minimalen Realisierung ist die balancierte Zustandsraumdarstellung, bei
der jeder Zustand des balancierten Systems gleich gut steuer- wie beobachtbar ist. Auf die

balancierte Zustandsraumdarstellung kommt man iiber eine Ahnlichkeitstransformation mit
x = TX. (2.59)

Der Algorithmus von Moore [45] fiihrt erst iiber ein transformiertes Zwischensystem zur end-
giiltigen Transformationsmatrix T, mit der man das Originalsystem in eine balancierte

Zustandsdarstellung iiberfiihrt. [32] beschreibt diese Vorgehensweise wie folgt:
Uber die Ahnlichkeitstransformation
x(t) = TX(t)

ergibt sich das balancierte System zu:

X(t) = AX(t) + Bu(t)
_ (2.60)
y(t) = CX(t)
mit den modifizierten System-, Eingangs- und Ausgangsmatrizen
Zur Bestimmung der Transformationsmatrix wird zuerst die Steuerbarkeitsmatrix

P herangezogen. Sie 146t sich aus der Lyapunovgleichung (2.57) bestimmen. Aus der Trans-
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formation von P auf reelle Diagonalform ihrer Singuldrwerte (P = V¢ 2 UE) erhélt man

die notwendigen Matrizen zur Bildung der Transformationsmatrix T;.
Allgemeingiiltiger Einschub nach [11] Seite 266:

Als Singuldrwerte einer reellen Matrix A vom Typ (m, n) mit dem Rang r bezeichnet man die
positiven Wurzeln d,, = \/K (v = 1,2,...,r) aus den Eigenwerten A, der Matrix ATA.
Die zugehorigen Eigenvektoren u,, von ATA heiBen Rechtssinguldrvektoren von A, die
zugehorigen vy, von AAT Linkssingularvektoren. Dabei besitzt die Matrix AT A dieselben r

von Null verschiedenen Eigenwerte A,, wie die Matrix AAT.

Es gilt: Die Matrix A besitzt r positive Singuldrwerte. Darliber hinaus existieren zum Singu-
larwert Null n - r orthonormierte Rechtssingulirvektoren u, (v = r+1,...,n) und m - r
orthonormierte Linkssingulirvektoren v, (v = r+1,...,m). Die Vektoren u, und v, kon-

nen zu den orthogonalen Matrizen U = (uy,...,u;) und V = (vy,...,viy) zusammengetalit werden.

Die Darstellung A = V A UT mit

d 0 0 0 0
0 dp 0 0
: r Zeilen
0
0 d; 0
A = 0 0 0
0
. m-—r Zeilen
0 0 0 0 0
r Spalten n—r Spalten
heiBt Singuldrwertzerlegung der Matrix . Die Matrix ist wie die Matrix ~ vom Typ

(m, n) mit dem Rang r und enthédlt bis auf die ersten r Diagonalelemente

nur Nullen.

Durch die Transformation , mit der Matrix erhilt man das

transformierte, aber noch nicht balancierte Zwischensystem
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R(t) = AR(t) + Bu(t)
. (2.61)
y(t) = CX(t)

Yc ist die Matrix der singuldren Werte und V¢ die Eigenvektormatrix. Der Index C steht fiir
»controllable. Bei diesem Zwischensystem ist die Steuerbarkeitsmatrix P gleich der
Einheitsmatrix. Nach Bestimmung der Beobachtermatrix Q und deren Zerlegung iiber
Q = V2 UT stehen die bendtigten Matrizen zur Erzeugung einer weiteren Transformations-

matrix T, = V sV zur Verfligung. Die Transformation iiber
x(t) = T X(t) (2.62)

liefert das balancierte System (2.60).

Die Matrizen des balancierten Systems sind:

A=1'17'AT T
B=1"1"'B (2.63)
C=CTh

Die Transformationsmatrix ergibt sich demnach zu:
T=TT = Ve veV4 (2.64)

Wie gezeigt fithrt der Algorithmus von Moore erst iiber ein Zwischensystem zur Losung. Aus
Griinden der Vereinfachung wird daher gerne auf das verbesserte Verfahren von Laub
zuriickgegriffen, welches direkt zum Ziel fiihrt. Nach Laub [39]; [40] kann die Transforma-

tionsmatrix T wie folgt bestimmt werden:

= Bestimme P aus Gleichung (2.57).

= Zerlege P,sodaB gilt P =L LCT (Cholesky).

= Bestimme Q aus Gleichung (2.58).

= Bestimme U iiber eine Singulirwertzerlegung von U" (L¢' Q L) U = ¥

* Erzeuge Tiber T=Lc U 12
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Nach der Transformation auf die balancierte Zustandsraumdarstellung folgt die Reduktion
durch einfaches Abschneiden. Bei der Ordnungsreduktion versucht man, wie schon erwéhnt,
die schlecht steuer- und beobachtbaren Zustinde abzuschneiden, davon ausgehend, da3 diese

nur geringfiligig Einflufl auf das Ein-/ Ausgangsverhalten des Systems haben.

Yousuff und Skelton prédsentieren in [58] einen Algorithmus zur Reduktion der
Systemordnung, der auf dem von Moore basiert. Der schrittweise Ablauf dieser Reduktion
wird im folgenden dargestellt und ist unter dem Namen BCRA (Balanced Controller
Reduction Algorithm) bekannt. Er eliminiert die nicht steuer- und beobachtbaren Zustdnde
des Beobachterreglers hoher Ordnung (wenn solche existieren) und fithrt nach der unten
angegebenen Vorgehensweise eine Reduktion auf die gewlinschte Systemordnung durch,
indem er die vergleichsweise schlecht steuer- und beobachtbaren Zustinde abschneidet. In der
vorliegenden Form kénnen mit dem BCRA sowohl stabile Regelstrecken als auch fiir stabile
Regelstrecken entworfene Beobachterregler reduziert werden. Bei der Beschreibung werden
Hinweise auf gingige Matlab-Befehle gegeben, welche die Implementierung in eine Matlab-

funktion erleichtern.

1. Schritt;

Die Eigenwerte der Systemmatrix A (beim Beobachterregler: Ac) des zu reduzieren-

den Systems miissen folgende Bedingungen erfiillen:

a) Die Summe der Eigenwerte muf3 ungleich Null sein

b) Die steuer- und beobachtbaren Eigenwerte sind asymptotisch stabil und fiihren zu

einer Losung der Lyapunov Gleichungen hinsichtlich Steuer- und Beobachtbarkeit

(2.65)

mit den Matrizen P (Steuerbarkeitsmatrix) und Q (Beobachtbarkeitsmatrix).

Dabei ist B die Eingangsmatrix (beim Beobachterregler: L) und C die Ausgangs-
matrix (beim Beobachterregler: K) des Systems hoher Ordnung.
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2. Schritt:

Jetzt werden die einzelnen Werte der Steuerbarkeitsmatrix iiber die sogenannte ,,sin-

gular value decomposition (SVD) ermittelt.

Dabei wird die Steuerbarkeitsmatrix P durch folgende Formel beschrieben:

T
)} 0} Up

P=[U U
[Ut 12][0 o) | o, (2.66)

Uber die ,,SVD*“-Funktion in Matlab erhilt man die zur Berechnung des reduzierten

Systems (3. Schritt) bendtigten Untermatrizen, fiir die gilt:

% = diag{o11,612 ..., 01y |}
2.67)
Ull = ERI’IXI‘I

Uber Bildung einer neuen Steuerbarkeitsmatrix P und erneuter Anwendung des SVD-

Verfahrens

T
) 0]|U
2 } 21 (2.68)

P=3x/2U/,QU1 %% =[Uy  Uxn]
0 0 ng

erhélt man die fiir den 3. Schritt noch fehlenden Untermatrizen, wobei folgendes gilt:

¥y = diag{cy1,022,...,00p} mit 63 ; > 63 i1
(2.69)
U21 = ier xr¥

3. Schritt:

Die Matrizen des reduzierten Systems (bzw. Beobachterreglers) der Ordnung r in der

Form

(2.70)
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werden tber die Gleichungen (2.71) berechnet. Die im Anhang abgedruckte Matlab-
Funktion bestimmt {iber Vorgabe der Matrizen A, B und C des Systems hoher Ord-
nung und der Ordnung r, auf die reduziert werden soll, die Matrizen des reduzierten

Systems

-1/2 -1/4
Ay =34 uf 7 Ul AU R UL 3

1/4 (T «—1/2 ¢+T
B, =2/ U; 21 U11 B (2.71)
C, = CUpg 2}/2 U, Zr_1/4
wobei

¥, = diag{o21,022,...,02;} mit r<r*<p

_ . 2.72)
Uy =[Ur Ur], Uy e RO

Weitere Einzelheiten sowie Beweise und Einschrinkungen sind der Originalliteratur zu ent-
nehmen. Die Vorstellung des Reduktionsalgorithmus an dieser Stelle dient in erster Linie zum
Verstindnis der in Kapitel 3 folgenden Anwendung der Konzepte. Der Vollsténdigkeit halber
sei an dieser Stelle noch darauf verwiesen, dal3 der vorgestellte Algorithmus iiber eine Modi-
fikation auch einen fiir instabile Regelstrecken entworfenen Beobachterregler reduzieren

kann. Die notwendigen Schritte hierfiir sind ebenfalls in [58] beschrieben.



3 Anwendung der Konzepte

Die Anwendung der Konzepte erfolgt an zwei unterschiedlichen Modellen. Dabei handelt es
sich um ein Einwellen-Einstrom-Strahltriebwerk und ein Rotorsystem. Uber die physikalische
Beschreibung der nichtlinearen Zusammenhédnge mit anschlieBender Linearisierung, gelangt
man zu den linearisierten zeitinvarianten Zustandsraummodellen beider Systeme, welche den

Ausgangspunkt fiir die weiteren Untersuchungen hinsichtlich der Systemdynamik darstellen.

An die Streckenuntersuchungen schlieft sich der Entwurf reduzierter Beobachterregler an.
Die Theorie fiir die unterschiedlichen Vorgehensweisen, wurde bereits in Kapitel 2 ausfiihr-
lich behandelt. Jedem Entwurf folgt eine Simulation mit Diskussion der Ergebnisse. Dabei

wird sich zeigen, welcher Weg fiir die konkrete Anwendung am besten geeignet ist.

3.1 Simulationen am Triebwerksmodell

Zunichst werden die Entwicklungsgeschichte und der Stand der Technik des Strahlantriebs
dargestellt. Dem schlief3t sich die Modellbeschreibung eines Einwellen-Einstrom-Strahltrieb-
werks an, die in einem linearisierten zeitinvarianten Zustandsraummodell 13. Ordnung miin-
det. Dabei wird das zugrundeliegende Modell um weitere Eingangsgroflen erweitert und die
MeBgroBlen der Praxis angeglichen. Darauf aufbauend folgen Simulation und Analyse des

Streckenverhaltens, ehe die Reglerkonzepte am praktischen Beispiel angewendet werden.

3.1.1 Entwicklungsgeschichte des Strahlantriebes und Stand der Technik

Die Geschichte des Strahlantriebes [10] beginnt Ende des 19. Jahrhunderts. Gemil3 [21]
griindeten Charles E. L. Brown und Walter Boveri am 2. Oktober 1891 die BBC-Companie in
Baden (Schweiz). Sie konstruierten den ersten High Speed AC Generator. Dabei handelte es
sich um eine Weiterentwicklung des bereits 1866 von Werner von Siemens erfundenen
Dynamos. In den Folgejahren galt das Augenmerk der Schweizer der Konzeption von Kiih-
lern mit neuartigen Luftrddern. Dies hatte grole Auswirkungen auf die Entwicklung von Ver-
dichtern und somit wesentlichen Einflul auf die Geschichte der Strahlantriebe. Parallel zu
den Schweizern patentierte der franzdsische Ingenieur René Lorin im Jahr 1908 ein Strahl-
triebwerk basierend auf einer Kolbenmaschine. Fiinf Jahre spéter lieB er sich weitergehende

Entwicklungen zum Strahlantrieb, den man heute eher als Staustrahlantrieb bezeichnen
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wirde, patentieren. Bei der Verbrennung entsteht Heiflgas, welches sich auf Grund der
Wairmezufuhr um das vier- bis fiinffache ausdehnt. Durch die Begrenzung des Verbrennungs-
raumes flihrt die Volumenzunahme des Gases zu einer axialen Beschleunigung, welche das
Gas nach hinten durch eine Diise ausstromen ld6t. Um zu verhindern, da3 das Heif3gas auf
dem Gaspfad nicht nach vorn entweicht, muf3 eine permanente Luftzufuhr mit ausreichend
kinetischer Energie sichergestellt werden. Ein solches Triebwerk konnte zur damaligen Zeit
allerdings nicht gefertigt werden, weil die dazu notwendigen wirmebestindigen Materialien

nicht verfligbar waren.

In den Folgejahren bis 1935 lag die Prioritdt auf der Weiterentwicklung der Verdichter, was
zu den ersten axialen Verdichterkonzepten fiihrte. Anfang der 20er Jahre hatten die Strahl-
antriebe ein Gesamtdruckverhiltnis m = 4, einen Gesamtwirkungsgrad n = 6% und hielten

einer Turbinentemperatur von T = 1000 K stand.

Wiéhrend die Schweizer im Jahre 1926 bereits einen vierstufigen Axialverdichter entwickel-
ten, war der Wissensstand iiber Strahlantriebe in den anderen europdischen Nationen nicht
sehr hoch. In England war es zundchst nur A. A. Griffith, der sich in einem Aufsatz mit dem
Thema Gasturbinen in Luftfahrzeugen beschiftigte. 1929 entwickelten die Engldnder einen
Axialverdichter mit einem Durchmesser d = 10 cm, einem Wirkungsgrad ny = 88,3 % und

einem Druckverhéltnis my = 1,16.

Am 16. Januar 1930 war es dann der Brite Frank Whittle, dem das Patent, eine Gasturbine zur
Erzeugung eines energiereichen Antriebstrahls zu nutzen, zugesprochen wurde. Der Entwurf
sah einen zweistufigen Axialverdichter mit einem nachfolgenden einstufigen Radialverdichter
vor, die von einer zweistufigen Axialturbine angetrieben wurden. Whittle stellte dieses Kon-
zept einem Experten-Kommite¢ vor. Das Kommiteé¢ entgegnete dem Briten, dafl dieses
Triebwerkskonzept fiir Langstreckenfliige ungeeignet sei. In den Folgejahren war Frank
Whittle mit seinem nachgeschalteten Radialkonzept Einzelkdmpfer auf diesem Gebiet. Thm

fehlten jedoch die finanziellen Mittel, um seine Entwicklung schnell voran zutreiben.

Den néchsten Meilenstein in der Entwicklung der Strahlantriebe setzen wiederum die
Schweizer. In den Jahren 1931/32 konstruierten sie eine Turbogruppe, die dem Antrieb vor-
geschaltet war. Durch den Turbo wird die Luft unter Druck in die Brennkammer geleitet, was

zu einem hoheren Wairmelibergang fiihrt. Die Funktion der Turbogruppe erforderte einen
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Startermotor. Die Schweizer Entwickler erkannten in ihm Generatoreigenschaften. Das

Gesamtkonzept hatte dadurch sehr viel Ahnlichkeit mit einer Gasturbine.

In Deutschland gelang es erstmals dem damaligen Physikstudenten Hans-Joachim Pabst von
Ohain zusammen mit dem Kraftfahrzeugmechaniker Max Hahn 1935 in Géttingen ein ein-
faches Modell einer Gasturbine zu bauen. Das Patent hierzu wurde 1935 beantragt und 1937
unter dem Titel ,,Verfahren und Apparat zur Herstellung von Luftstromungen zum Antrieb
von Flugzeugen® erteilt. Aufgrund intensiver Forderung und Unterstiitzung durch die
Heinkel-Flugzeugwerke konnte eine weiterentwickelte Gasturbine des Typs He S-3 (Bild 3.1)

bereits 1937 als funktionierendes Triebwerk einen erfolgreichen Testlauf verbuchen.

Bild 3.1: Die Gasturbine He S-3 (Hans-Joachim Pabst von Ohain, 1937)

Bereits zwei Jahre spéter hatte das von der Firma Heinkel konzipierte erste Strahlflugzeug der

Welt, die He 178 (Bild 3.2), am 27. August 1939 in Rostock seinen Erstflug [46].
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Bild 3.2: Die He 178, das erste Strahlflugzeug der Welt

Wiederum zwei Jahre spéter war das Whittle-Patent von 1930 so weit ausgereift, dal es am
15. Mai 1941 zum Erstflug eines Strahlflugzeuges mit Whittle-Triebwerk kam. Dem Ent-
wickler selbst wurde jedoch schnell klar, da3 er ein Triebwerk mit verbessertem Vortriebs-
wirkungsgrad konzipieren miisse. Er setzte dem bisherigen Turbojet einfach im hinteren
Bereich einen Fan auf und entwickelte somit einen Antrieb, den man heute als Turbofan
bezeichnet. Mit dieser Neuerung erreichte er, dall ein groBBerer Luftanteil um das Kerntrieb-
werk herumgefiihrt wird. Trotz kleiner Austrittsgeschwindigkeiten aus dem Kerntriebwerk
wird dennoch ein grofer Schub erzeugt und somit ein besserer Vortriebswirkungsgrad
erreicht. Zu diesem BypaBtriebwerkspatent erarbeitete der Brite sich noch weitere Strahl-
triecbwerkspatente, unter anderem im Jahr 1947 das fiir einen Turbopropantrieb. Whittle

gehort damit zu den Personen, die die Geschichte der Strahlantriebe wesentlich préigten.

Die Entwicklungsgeschichte der Triebwerke erfuhr in der Folgezeit einen groBlen Auf-
schwung. Dabei wurde die Weiterentwicklung vor allem durch die permanente Forderung der
Militars nach leistungsfahigeren Triebwerken vorangetrieben. Heute gibt es eine Vielzahl

diverser Triebwerkstypen, die sich nach [10] in zwei Kategorien unterteilen lassen:

- Turbostrahltriebwerke

- Wellenleistungstriebwerke

Turbostrahltriebwerke erzeugen ihren Schub ausschlielich durch die aero-thermodynamische
Beschleunigung des sie durchstromenden Gases. Im Gegensatz dazu 146t sich der Schub bei
Wellenleistungstriebwerken nicht genau ermitteln, weil er z.B. von der Wahl des Propellers
abhédngt. Die an die Welle abgegebene Leistung ist jedoch spezifizierbar. Wellenleistungs-
triebwerke werden hauptsiachlich zur Energiegewinnung, als Propellerturbinentriebwerke und

Hubschraubertriebwerke eingesetzt.
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Beide Triebwerksgruppen lassen sich des weiteren anhand ihrer Wellenanzahl kategorisieren:
- Einwellentriebwerke
- Mehrwellentriebwerke (Zwei- oder Dreiwellentriebwerke)

Eine Welle ist dadurch gekennzeichnet, daf3 sie sowohl eine Verdichter- als auch eine Tur-
binenbeschaufelung triagt [30]. Die ein- und mehrwelligen Turbostrahltriebwerke kénnen zu-

dem in
- Einstromtriebwerke und
- Zweistromtriecbwerke

unterschieden werden.

Einstromtriebwerke nennt man auch Einkreis- oder Turbojettriebwerke. Dabei wird die ange-
saugte Luft auf einem Weg durch das Kerntriebwerk geleitet. Zweistromtriebwerke werden
auch als Zweikreis-, Bléser-, Bypass- oder Turbofantriebwerke bezeichnet. Bei diesem
Triebwerkstyp wird der Fan von einer hinter dem Kerntriebwerk liegenden mehrstufigen
Niederdruckturbine angetrieben. Ein groBer Teil der vom Triebwerk angesaugten Luftmasse

wird am Kerntriebwerk vorbei beschleunigt.

Die vom Militdr geforderten Leistungsdaten werden erst durch den Einsatz von Nachbrennern
erreicht. Sie bewirken eine Schubsteigerung von bis zu 70%. Aufgrund des stark erhohten
Brennstoffverbrauchs kann der Einsatz nur in zeitlich begrenzten Extremsituationen, wie z.B.
beim Beschleunigen auf Uberschall, erfolgen. Der Nachbrenner ist deshalb in der zivilen Nut-

zung nicht erforderlich. Er wird primédr bei Kampfflugzeugen eingesetzt.

Eines der derzeit aktuellsten Triebwerke ist das EJ200 des Eurofighters, welches in Bild 3.3
nach [60] schematisch darstellt ist.

Das EJ200 ist ein Mehrwellenturbofantriebwerk mit Nachbrenner. Dieses Zweiwellentrieb-
werk besitzt 3 Verdichterstufen und 5 Kompressorstufen sowie je eine Turbinenstufe mit
Monokristallschaufeln pro Welle und einen Verdampfer-Brenner. Geregelt werden die

Abldufe in den Triebwerken iiber volldigitale mit der Flugsteuerung gekoppelte Triebwerks-
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Bild 3.3: Schemazeichnung des EJ200

regler (FADEC = full authority digital engine control). Als Stellgro8en werden hierbei Brenn-
stoffmassenstrome (Brennkammer und Nachbrenner), Diisenverstellung, Handling Bleed und
Leitschaufelverstellung genutzt [36]. Die Schubkraft des Triebwerks betrdgt ohne
Nachverbrennung (trocken) 6.118 kg (60 kN), mit Nachbrenner werden Werte bis 9.178 kg
(90 kN) erreicht. Der Treibstoffverbrauch liegt mit Trockenschub bei maximal
166 Liter/Minute, mit Nachbrennereinsatz bei maximal 530 Liter/Minute. Weitere technische

Daten sind in Tabelle 3.1 aufgefiihrt [52].

max. Standschub/Nachbrenner 90 kN

max. Standschub trocken 60 kN

Masse 990 kg

Linge 4,00 m

Durchmesser 0,74 m
Luftdurchsatz 75-77 kg/s

Nebenstromverhéltnis 0.4
Konfiguration (Verdichter/Turbinenstufen) 3+5/1+1+Nachbrenner

Eingebaut in Eurofighter

Tabelle 3.1: Technische Daten des EJ200
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3.1.2  Modellbeschreibung und Streckenuntersuchung

In diesem Abschnitt werden die allgemeinen physikalischen Grundlagen des idealen und rea-
len Gasturbinenprozesses erldutert und darauf aufbauend das Funktionsprinzip der einzelnen
Triebwerkskomponenten erkldrt. Die Modellbildung fiir das ausgewédhlte Einwellen-
Einstrom-Strahltriebwerk basiert auf dem Energie-, Impuls- und Kontinuititssatz. Ausgehend
von den Systemgleichungen, welche in [32] ndher beschrieben sind, und der Linearisierung an
einem Arbeitspunkt erhdlt man ein linearisiertes Zustandsraummodell 13. Ordnung (System-
matrizen siche Anhang). Dieses beschreibt mit je einer Gleichung fiir Druck, Temperatur und
Massenstrom, den Gasaufstau in den einzelnen Komponenten (Verdichter, Brennkammer,
Turbine und Schubdiise). Neben den besagten 12 Gleichungen existiert noch eine weitere
Gleichung fiir die Drehzahl. Zum besseren Verstindnis wird die Wirkungsweise der einzelnen
Triebwerkskomponenten erklirt. Bild 3.4 zeigt den schematischen Aufbau eines Strahltrieb-
werks. Die Ebenenangaben entsprechen dabei den Indizes der im Anhang abgedruckten

Zustandsgrofen und stehen fiir die entsprechende Stelle im Triebwerk.
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Bild 3.4: Schematischer Aufbau eines Triebwerks [32]

In [32] wurde als einzige EingangsgroBe der Massenbrennstoffstrom berticksichtigt, was fiir
die Untersuchungen verschiedener Modellreduktionsverfahren ausreichend war. Nachdem in
dieser Arbeit Regelungen untersucht werden sollen, erscheint es sinnvoll, das System um eine
weitere Stellgroe und eine Stérgrofe zu erweitern. Bei neueren Triebwerken wird haufig
neben dem Brennstoffmassenstrom auch die Diisenaustrittsfliche als zusétzliche Stellgrof3e
verwendet [4]; [54]; [56]. Die entsprechende Erweiterung des Modells wird bei der
Beschreibung der Schubdiise vorgestellt. Beziiglich der Storgrofle wird der Einflu3 von plétz-

lich aus dem Verdichter austretender Leckluft modelliert und simuliert. Der Simulation liegt
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die Annahme zu Grunde, dal} sich der stationdre Wert des Bleedluft-Massenstroms, welcher
beispielsweise fiir zellenseitige Zwecke oder zur Schaufelkiihlung verwendet wird, schlag-
artig um zehn Prozent erhoht. Zu solch einem Verhalten kann es beispielsweise durch ein
Leck im Luftkanal kommen. Regelgrofle des Modells ist die Drehzahl. Diese wird bei allen
gingigen Triebwerken gemessen und wird daher auch flir den Reglerentwurf als vorhandene
Mefgrofle angenommen. Als weitere MeB3grofen stehen der Druck am Verdichteraustritt und
die Temperatur am Turbinenaustritt zur Verfligung. Die Auswahl der MeB3grofen stiitzt sich
auf [19]; [30]; [54]; [56] und dndert die Ausgangsmatrix C des linearisierten Zustandsraum-

modells von [32] entsprechend.

Physikalische Grundlagen

Ausgehend vom thermodynamischen Kreisprozef3 einer Gasturbine werden die zur Modell-

bildung notwendigen Grundgleichungen hergeleitet.
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Bild 3.5: Druck-Volumen-Diagramm p(v) und Enthalpie-Entropie-Diagramm h(s) eines idea-
len Gasturbinenprozesses [20]

In Bild 3.5 ist ein idealer Kreisprozef3 einer Gasturbine dargestellt. Das Arbeitsmedium wird
im ersten Schritt ( 1-2 ) adiabatisch verdichtet, d.h. sein Volumen V nimmt unter gleichzei-
tiger Druckzunahme p ab. Die Entropie s bleibt bei diesem Vorgang konstant, d.h. es findet

ein reversibler Prozef3 statt. Im zweiten Schritt ( 2-3 ) findet eine isobare Warmezufuhr (qzy)
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statt. Darauf folgt in Schritt drei ( 3-4 ) die isentrope Entspannung des erhitzten Arbeits-
mediums, ehe im letzten Schritt durch isobare Wérmeabfuhr (qa.,) wieder der Ausgangs-

zustand erreicht wird.

\

Bild 3.6: Druck-Volumen-Diagramm p(v) und Entropie-Enthalpie-Diagramm h(s)
eines realen Gasturbinenprozesses

Im realen Gasturbinenproze (Bild 3.6) sind gegeniiber dem idealen Prozel Verluste zu
erkennen. Im ersten ProzeBschritt werden diese vor allem durch Verwirbelungen und Undich-
tigkeiten (Druckverlust) hervorgerufen. Die Zustandsdnderung ( 1-2 ) verlduft daher nicht
mehr isentrop. Im zweiten ProzeBschritt ( 2-3 ) wird deutlich, daBB im Gegensatz zum idealen
Prozef3 ein Druckverlust auftritt und die Warmezufuhr somit nicht mehr isobar erfolgt. Auch
die Expansion ( 3-4 ) erfolgt nicht verlustfrei. Hier treten, &dhnlich wie beim Verdichten vor
allem Undichtigkeits- und Wirbelverluste auf. Im letzten Schritt ( 4-1 ) wird das Arbeits-
medium noch weiter entspannt und wieder auf Umgebungsbedingung gebracht. Zu den bisher
genannten Verlusten kommen in allen ProzeBschritten noch Verluste bedingt durch Wiarme-

ibergénge an den Triebwerksteilen hinzu.

Im Unterschied zum Kolbenmotor laufen die einzelnen ProzeBschritte bei der Gasturbine
nicht nacheinander, sondern gleichzeitig ab, wodurch sich ein kontinuierlicher Energieumsatz
ergibt. Gasturbinen zeichnen sich gegeniiber anderen Verbrennungskraftmaschinen durch

einen vibrationsdrmeren Lauf und ein hoheres Nutzleistungs-/Eigengewichtsverhéltnis aus.
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Die allgemeine Herleitung der Systemgleichungen fiir das Triebwerk erfolgt unter Annahme

einer eindimensionalen Betrachtungsweise iiber

XA 2
Energiesatz J' A%{p[CVTS +W7de = Cp [mE (Tg)g —mha (Ty), ], (3.1)

XE
Impulssatz I —dx = [(Pt )g —(Pr) A ] und (3.2)

XA a
Kontinuititssatz j 8_de = Mg —Mmy. (3.3)

XE

Dabei ist A die Fliche, m der Massenstrom, p die Dichte, w die Stromungsgeschwindigkeit,
T die Temperatur, P der Druck, c, die Wéarmekapazitit bei konstantem Volumen und c, die
Wirmekapazitit bei konstantem Druck. Die Indizes E und A kennzeichnen die Ein- bzw.

Austrittsebene. Ein Verzeichnis aller verwendeten Symbole befindet sich im Anhang.

Aus Energie-, Impuls-, und Kontinuititssatz wird in [32] ein Satz von Grundgleichungen fiir
den Gasaufstau in den einzelnen Triebwerkskomponenten entwickelt, welcher Ausgangspunkt
bei der Herleitung der Gleichungen fiir das System war. Fiir jedes Teilsystem wird je eine
Gleichung fiir den Massenstrom m (3.4), den Totaldruck P; (3.5) und die Totaltemperatur T;
(3.6) sowie eine Gleichung fiir Drehzahl (Energiespeicherung im Rotor) (3.7) aufgestellt.
Somit entsteht ein Differentialgleichungssystem 13. Ordnung.

i AK
Massenstrom: dm _ 3 (nPt g —Pra) 3.4)
dt Ax
dP; RK, . .
Druck: — = (mEcp’ETt,E —mAcp’ATt’A + Pw ) (3.5)
dt Vey
Temperatur: (3.6)

Rotordrehzahl: 3.7
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In Gleichung (3.4) fiir den Massenstrom steht fiir die Linge der betrachteten Komponente
Ax = xa - xg . Der Vorfaktor K3 ist im wesentlichen eine Funktion der Machzahl Ma. Die

exakte Beziehung lautet:

- K

k-1 _ k(2x -1
K3 = (1+TMa2jK b 1 - gMa2 + %Ma4 -t (3-8)

Fir kleine Fluggeschwindigkeiten (Ma <0,5) kann die Reihenentwicklung nach dem
quadratischen Term abgebrochen werden. Bei der Modellbildung in [32] wurde die
Fluggeschwindigkeit nicht als EingangsgroBe vorgesehen und somit am Arbeitspunkt

K3 =1 gesetzt.

Die Beziehung fiir den Vorfaktor K, in der Gleichung (3.5) fiir den Druck P; lautet:

_1 I
(145" Ma2)<-!
K, = 2 3.9)

%Maﬂc(lc—l) +1

Im Unterschallbereich und somit auch im Standfall (Arbeitspunkt) kann fiir K, in guter

Néherung immer der Wert 1 gesetzt werden.

Die Formel fiir K; aus Gleichung (3.6) lautet

K, = [H‘%Maz }1 (3.10)

wobei fiir K; im vorliegenden Fall ebenfalls 1 gesetzt werden kann.

Im folgenden werden die einzelnen Triebwerkskomponenten erldutert. Die zugehdrigen
Systemgleichungen und Weiterfithrendes zur Modellbildung kann [32] entnommen werden.
Die Erweiterung des Modells hinsichtlich Bleed- und Leckluft wird beim Verdichter behan-
delt. Die physikalische Beschreibung fiir die variable Diisenaustrittsfliche findet sich bei den
Ausfiihrungen zur Schubdiise. Die daraus resultierenden, im Vergleich zum Ursprungsmodell

verdnderten Matrizen des linearisierten Zustandsraummodells, befinden sich im Anhang
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dieser Arbeit. Auf ihnen basieren die Streckenuntersuchungen hinsichtlich der System-

dynamik.

Triebwerkseinlauf

Der Triebwerkseinlauf versorgt den Verdichter mit dem zur Aufrechterhaltung des thermo-
dynamischen Kreisprozesses notwendigen Luftmassenstrom. Er soll unabhédngig von der
Fluggeschwindigkeit eine mdglichst gleichbleibende Anstromgeschwindigkeit fiir den Ver-
dichter liefern. Dazu muB} er je nach Betriebsfall in der Lage sein, den einstromenden Luft-
massenstrom zu verzogern oder zu beschleunigen. In ithm selbst findet zwar kein Energie-
umsatz statt, er ist aber trotzdem fiir den Wirkungsgrad des Gesamttriebwerkes ein wichtiger
EinfluBfaktor, der bei der Konstruktion des Triebwerkes selbst, wie auch des Gesamtsystems
Flugzeug beriicksichtigt werden muf}. Bei dem vorliegenden Modell wurden die Einlauf-
komponente als verlustlos angenommen, d.h. die Eintrittsbedingungen in den Verdichter

entsprechen den Umgebungsbedingungen.

Verdichter

Im Verdichter wird die einstromende Luft mit Hilfe von ein- oder mehrstufigen Axial- oder
Radialverdichterstufen annidhernd adiabatisch komprimiert, d.h. das Luftvolumen reduziert
und die Dichte erhoht. Dabei findet die gewlinschte Druckerh6hung unter Zunahme der Tem-
peratur des durchstromenden Arbeitsmediums statt. Die einstromende Luft wird durch die
sich mit hoher Geschwindigkeit drehenden Luftschaufeln stark beschleunigt und die kineti-
sche Energie der Luft anschlieBend in potentielle Energie umgewandelt. Das Verdichter-
druckverhiltnis my = P;3 /Py kennzeichnet den Grad der Komprimierung, den die ein-
stromende Luft erfahrt . Typische Werte sind z.B. 3 bis 8 fiir einstufige Radialverdichter und
1,2 bis 1,6 fiir einstufige Axialverdichterstufen. Aufgrund des geringen erreichbaren Druck-
verhéltnisses fiir eine einzelne Verdichterstufe werden Axialverdichter in aller Regel mehr-
stufig ausgefithrt. Wéhrend sich Radialverdichter fiir Triebwerke mit einem Luftdurchsatz bis
etwa 60 kg/s eignen, konnen mehrstufige Axialverdichter fiir weitaus hohere Luftmassen-
strome konzipiert werden. Der Verdichterwirkungsgrad eines Axialverdichters ist auBBerdem

bei hoheren Luftdurchsitzen grofer als der eines Radialverdichters.
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Um den EinfluB der Bleed- bzw. Leckluft physikalisch zu fassen, miissen die aus [32]
bekannten Gleichungen fiir den Verdichterdruck und die —temperatur beziiglich des Bleed-

luftmassenstroms my, wie folgt angepalit werden:

iP3 - X (mycpr Ty —m3cp3Ts +—L i, A, -ty cp3 T3 ) (3.11)
dt Vy ¢y Ny
d T3 | d KiRT3 . . .
—T; = —|—P3 — my; —msz —m 3.12
e P3{dt3 v, (my —rm3 —mp ) (3.12)

Durch die Verdichterluftentnahme wird dem Prozel3 Energie entzogen, was letztendlich einen
Abfall der Drehzahl zur Folge hat. Dieser Effekt kann z.B. durch pl6tzlich austretende Leck-

luft hervorgerufen werden und dient als Storgrofe fiir die spétere Regelung.

Die zur Verdichtung des Arbeitsmediums notwendige Arbeit mufl von der Turbine aufge-
bracht werden. Da die vom Verdichter aufgezehrte Turbinenenergie nicht als Nutzarbeit zur
Verfligung steht, wird bei der Konstruktion Wert auf einen moglichst hohen Verdichter-
wirkungsgrad gelegt.

Brennkammer

In der Brennkammer wird das Arbeitsmedium anndhernd isobar erwidrmt, indem in die durch-
stromende Luft ein meist fliissiger Brennstoff eingespritzt und entziindet wird. Dabei nimmt
der Wirkungsgrad des Gesamtsystems mit steigender Brennkammertemperatur zu. Allerdings
sind durch Materialeigenschaften hier Grenzen gesetzt. Je nach Bauart unterscheidet man
zwischen Einzel- und Ringbrennkammer. Eine weitere kennzeichnende Grofe fiir das
Betriebsverhalten einer Brennkammer ist der Ausbrandgrad. Er beschreibt, welche Menge des
eingespritzten Treibstoffes auch tatsichlich wihrend der Verweildauer des ziindfdhigen

Gemisches in der Brennkammer umgesetzt wird.

Eine StellgroBe des Modells ist der Brennstoffmassenstrom , dessen Einfluf3 in [32]

beschrieben wird.
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Turbine

In der Turbine werden die heilen Verbrennungsgase adiabatisch entspannt. Dem Arbeits-
medium wird hier die zum Antrieb des Rotors notwendige Arbeit entzogen. Die restliche
Energie, die nicht zum Antrieb von Verdichter und Hilfsaggregaten sowie zur Deckung von
Verlusten bendtigt wird, dient zur Erzeugung eines Nutzmomentes oder des Schubes. Das
durchstromende Gas kiihlt dabei ab und verliert an Druck, wéhrend sein Volumen sich gleich-
zeitig vergroflert. Im Prinzip funktioniert die Turbine in umgekehrter Weise zum Verdichter.
Die im Arbeitsmedium gespeicherte Energie wird in ihr wieder in kinetische Energie umge-
wandelt. Grundsétzlich ist die Turbine daher auch als axiale und radiale Ausfiihrung denkbar,
jedoch bleibt in der Praxis der Einsatz von Turbinen mit radialer Durchstromung auf kleine

Nutzleistungen beschrinkt.

Schubdiise

In der Schubdiise wird der austretende Gasstrahl weiter entspannt und auf annédhernd Um-
gebungsbedingungen gebracht. Das von der Turbine zur Verfligung stehende Gasvolumen
wird hier in eine Austrittsgeschwindigkeit und damit in Vortrieb umgewandelt. Im Verlauf
der Durchstromung der Schubdiise nimmt der Druck des Arbeitsmediums stetig ab, wihrend

seine Geschwindigkeit ansteigt.

Als weitere Stellgrofle des Triebwerks steht die Schubdiisenaustrittsfliche A7 zur Verfiigung.

Eine Anderung dieser GroBe wirkt sich auf den Massenstrom 7 nach [3] wie folgt aus:

. c7Ps7 Ay
mr = ——>"""7 1
’ RT, 7 (3.13)

Dies muB bei der Linearisierung der Gleichungen entsprechend beriicksichtigt werden.

Linearisiertes Zustandsraummodell

Aus den erweiterten linearisierten Gleichungen und den bekannten Arbeitspunktdaten (siehe
Anhang) von [32] ergeben sich die im Anhang abgedruckten Matrizen A, B, C und D des

linearisierten zeitinvarianten Zustandsraummodells 13. Ordnung
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e
Il

Ax + Bu, (3.14)

y = Cx (3.15)

mit den Stellgrofen Massenbrennstoffstrom u; = myp, und Schubdiisenaustrittsfliche
upy = A7 sowie der Storgrofe Bleedluft / Leckluft us = my;. Als MeBgroBBen stehen zur
Verfiigung der Druck am Verdichteraustritt y; = P3, die Temperatur am Turbinenaustritt
y2 = Ts und die Drehzahl y3 = n. Die Definition der ZustandsgroBen befindet sich im
Anhang.

Streckenuntersuchung

Fiir die Streckenuntersuchung werden Analysemethoden aus dem Zeitbereich eingesetzt.
Anhand der in Tabelle 3.2 abgedruckten Eigenwerte des am Arbeitspunkt linearisierten
Zustandsraummodells und dessen Struktur (vgl. Systemmatrizen im Anhang) zeigt sich, daf3

es sich beim Triebwerk um ein steifes System handelt.

Realteil Imaginérteil
-0,2090 0
-119,0056 -10,3347
-119,0056 10,3347
-333,0593 0
-359,3387 -1537,0026
-359,3387 1537,0026
-572,0159 -2488,6793
-572,0159 2488,6793
-698,4012 0
-1297,7964 -231,2353
-1297,7964 231,2353
-1334,7808 0
-134814,32 0

Tabelle 3.2: Eigenwerte der Strecke (A)

Die Untersuchungen hinsichtlich des Steuer- und Storverhaltens erfolgen anhand von Sprung-
antworten ausgehend vom Arbeitspunkt. Dabei werden jeweils die Auswirkungen auf die

Ausgangsgrofien bei Erhohung der jeweiligen Eingangsgrof3e um 10 Prozent aufgenommen.
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Bild 3.7: Sprungantworten bei der Erhohung des Massenbrennstoffstroms um 10%

Bild 3.7 zeigt die Auswirkungen auf die Mef3groen Verdichteraustrittsdruck Ps, Turbinen-
austrittstemperatur Ts und Drehzahl n bei einer Erh6hung des Massenbrennstoffstromes um
10 Prozent. Wie zu erwarten, steigt die Drehzahl an, was auch der Sinn einer erhéhten Brenn-
stoffzufuhr ist. Dies hat jedoch eine Erhdhung von Verdichteraustrittsdruck und Turbinen-
austrittstemperatur zur Folge. Mit Hilfe der Turbinenaustrittstemperatur kann man unter der
Annahme, dal3 die Temperaturdifferenz der in der Turbine umgesetzten Energie entspricht,
die auf einem hoheren Temperaturniveau liegende und fiir den Betrieb dulerst wichtige Tur-
bineneintrittstemperatur berechnen [30]. Die Turbineneintrittstemperatur darf aufgrund der
begrenzten Turbinenmaterialfestigkeit nicht zu hoch werden [10]. Uberhohte Temperaturen
filhren zur Zerstdrung der Turbinenbeschaufelung. Um dem entgegenzuwirken, werden bei
neueren Triebwerken die Schaufeln gekiihlt. Ein weiterer interessanter Aspekt ist die Aus-
wirkung der Turbineneintrittstemperatur auf die Wartungskosten. Nach [5] liegen die War-
tungsmaterialkosten fiir ein modernes ausgereiftes Turbofantriebwerk bei einer Turbinen-
eintrittstemperatur von 1600 K und einer Flugzykluslinge von 1,2 Stunden pro Flug bei 70

US Dollar pro Flugstunde. Fiir eine Flugzykluslinge von 3 Stunden miifiten dagegen nur
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38 US Dollar veranschlagt werden. Wird die Turbineneintrittstemperatur nun um 100 K

erhoht, so steigen die materialbedingten Wartungskosten des Triebwerks um 28 Prozent.

In Bild 3.8 sind die Systemantworten bei einer VergroBBerung der Diisenaustrittsfliche um 10

Prozent dargestellt.
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Bild 3.8: Sprungantworten bei der Vergroferung der Diisenaustrittsfliche um 10%

Die VergroBerung der Diisenaustrittsfliche fiihrt zu einem Anwachsen des Entspannungs-
grades in der Turbine [25], was bei konstantem Massenbrennstoffstrom eine Verringerung der
Turbinenaustrittstemperatur und einen Anstieg der Drehzahl zur Folge hat. Bei diesem Vor-

gang steigt auch der Verdichteraustrittsdruck.
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In Bild 3.9 sind die Auswirkungen eines Storsprunges auf die MeBgroBen festgehalten.
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Bild 3.9: Sprungantworten bei einer Erh6hung der Bleed- bzw. Leckluft um 10%

Die plotzliche Erhohung der Bleed- bzw. Leckluft um 10 Prozent hat einen Abfall des Ver-
dichteraustrittsdrucks zur Folge. Des weiteren sind ein Anstieg der Turbinenaustrittstempera-

tur und ein Abfall der Drehzahl zu erkennen.

Bei allen Diagrammen féllt auf, dal es im System eine &uBerst dominante Zeitkonstante
(=1/Adom = —1/-0,21=4,76) gibt. Diese Erkenntnis wird auch durch die Ergebnisse der
durchgefiihrten Dominanzanalyse in Abschnitt 3.1.3 untermauert und ist fiir die Ordnungs-

reduktion von entscheidender Bedeutung.
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3.1.3  Simulationen unterschiedlicher Regelungen

Nachfolgend sollen Verfahren und Wege zum Entwurf von Beobachterreglern reduzierter
Ordnung angewendet und die Simulationsergebnisse analysiert werden. Dazu wird basierend
auf dem mathematischen Modell des MIMO-Systems Triebwerk iiber Polvorgabe eine Rege-
lung entworfen und mit dem in Abschnitt 2.1.2 beschriebenen neuartigen Verfahren die Beob-
achtermatrix festgelegt. Im Anschluf8 daran wird mittels Ordnungsreduktion der Beobachter-
regler reduzierter Ordnung erzeugt und auf das Originalsystem angewendet. Zundchst werden
Eigenwerte und Impulsantworten unterschiedlicher Beobachterregler miteinander verglichen.
Im Anschlul daran werden in gleicher Weise die resultierenden Gesamtsysteme, bestehend
aus dem Originalsystem (Regelstrecke) und Beobachterregler verschiedener Ordnungen in der
Riickfiihrung, gegeniibergestellt. In den folgenden Abschnitten werden die beiden indirekten
Wege getrennt voneinander behandelt. Dabei werden jeweils die iiber verschiedene Verfahren
eines Weges gewonnenen Simulationsergebnisse miteinander verglichen. Dem schlieft sich

ein Vergleich der beiden Wege an.

Uber Reglerreduktion zum Regler reduzierter Ordnung (Weg 1)

Der Weg 1 vom System hoher Ordnung fiihrt {iber den Beobachterregler hoher Ordnung, der
fiir weitere Untersuchungen auf Weg 1 als Referenz dient und der anschliefenden Regler-

reduktion zum Beobachterregler reduzierter Ordnung.

Fiir das Verhalten im Zeitbereich sind die Eigenwerte mit kleinem Realteil ausschlaggebend.
Daher wird sowohl beim Regler- und Beobachterentwurf als auch bei der modalen Regler-
reduktion der Realteil als Dominanzkriterium ausgewihlt. Mit Hilfe der Polvorgabe wird am
Originalsystem eine Zustandsregelung entworfen, die den dominanten Pol der Regelstrecke
von -0,2 auf -0,4, -0,6, -0,8 oder -1,0 verschiebt. Die Tabelle 3.3 ist eine Zusammenfassung
der Tabelle 3.4 und der Tabelle 3.5. Sie gibt Auskunft dariiber, wie viele Regler reduzierter
Ordnung iiber ein bestimmtes Verfahren entworfen werden konnen, die ein stabiles Gesamt-
system liefern. So gibt es beim Triebwerksmodell 13. Ordnung fiir jedes Reduktionsverfahren
in Verbindung mit einer gewiinschten Eigenwertverschiebung maximal 12 mogliche Regler
reduzierter Ordnung. Der Tabelle 3.4 ist zu entnehmen, daB3 fiir die gewiinschte Eigenwert-

verschiebung des dominanten Eigenwerts der Strecke nach -0,8 {iber die balancierte Regler-
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reduktion nach Guth, bis auf den Regler 1. Ordnung, alle zu einem stabilen geschlossenen
Regelkreis fiihren. So gibt es fiir die angesprochene Kombination 11 von 12 Ldsungen, also

91,6 Prozent, die ein stabiles Gesamtsystem liefern.

Die beste Vergleichsmoglichkeit hinsichtlich der Reglerreduktion bietet eine Verschiebung
des dominanten Pols der Strecke nach -0,8. Sie ist zudem als regelungstechnisch sinnvoll zu
bewerten, weil das Systemverhalten mit Regelung ca. vier mal so schnell wie das ohne Rege-
lung ist und somit die Eigenbewegung schneller abklingt. Alle Ergebnisse der Simulationen

hinsichtlich ihrer Stabilitét sind in Tabelle 3.4 und Tabelle 3.5 abgedruckt.

Reduktionsart Neue Eigenwerte des Regelkreises
-0,4 -0,6 -0,8 -1,0

balancierte Ordnungsreduktion 50,0% 41,6% 83,3% 58,3%
durch Abschneiden

balancierte Ordnungsreduktion 66,6% 66,6% 91,6% 83,3%
nach Guth

modale Ordnungsreduktion 8,3% 8,3% 25,0% 16,6%
durch Abschneiden

modale Ordnungsreduktion 66,6% 58,3% 66,6% 50,0%
nach Guth

Tabelle 3.3: Anzahl der stabilen Gesamtsysteme bei vorgegebenen neuen Eigenwerten und
verschiedenen Reduktionsarten in Prozent
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Reduktionsart Ordnung Neue Eigenwerte

-0,4 -0,6 -0,8 -1

balancierte Ordnungsreduktion 12 s s s s
durch Abschneiden 11 S S S S
10 s s S s

9 s kl ] ]

8 1 1 S ]

7 1 1 s 1

6 kl s ] ]

5 1 1 ] ]

4 s i s i

3 1 i i i

2 1 S s 1

1 s i i i

balancierte Ordnungsreduktion 12 S S ] ]
nach Guth 1 s s s s
10 s s s ]

9 s s s ]

8 s S s ]

7 S S S s

6 s s s S

5 s s s s

4 1 1 s s

3 1 1 ] ]

2 i i s i

1 i i i i

Legende: s=stabil i=instabil kk =konj.-komplexe Eigenwerte
kl = Eigenwerte kleiner als die der Strecke

Tabelle 3.4: Mogliche Reduktionsgrade bei den verschiedenen Reduktionsverfahren der
balancierten Ordnungsreduktion
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Reduktionsart Ordnung Neue Eigenwerte
-0,4 -0,6 -0,8 -1
modale Ordnungsreduktion 12 S S s s
durch Abschneiden 11 i i i Kk
10 kk kk kk i
9 i i kl kk
8 i i k1 ]
7 i i kl i
6 i i kk kk
5 kk kk ] i
4 i i ] i
3 1 1 i kk
2 kk kk kk k1
1 i i i kk
modale Ordnungsreduktion 12 s s s ]
nach Guth 1 s ; s Kk
10 kk kk kk ]
9 s s ] kk
8 s s ] ]
7 S S s s
6 s s kk kk
5 kk kk s s
4 S S s s
3 s s ] kk
2 kk kk kk i
1 i i i kk

Legende: s=stabil i=instabil kk =konj.-komplexe Eigenwerte
kl = Eigenwerte kleiner als die der Strecke

Tabelle 3.5: Mogliche Reduktionsgrade bei den verschiedenen Reduktionsverfahren der
modalen Ordnungsreduktion

Alle anderen Pole der Strecke werden beim Reglerentwurf nicht verschoben. Fiir die ge-
troffenen Annahmen ergeben sich die in Tabelle 3.6 aufgelisteten Eigenwerte der Strecke (A)
links und des Regelkreises (A-BK) rechts.



3.1. Simulationen am Triebwerksmodell

63

Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil

-0,2090 0 -0,8 0
-119,0056 -10,3347 -119,0056 -10,3347
-119,0056 10,3347 -119,0056 10,3347
-333,0593 0 -333,0593 0
-359,3387 -1537,0026 -359,3387 -1537,0026
-359,3387 1537,0026 -359,3387 1537,0026
-572,0159 -2488,6793 -572,0159 -2488,6793
-572,0159 2488,6793 -572,0159 2488,6793
-698,4012 0 -698,4012 0
-1297,7964 -231,2353 -1297,7964 -231,2353
-1297,7964 231,2353 -1297,7964 231,2353
-1334,7808 0 -1334,7808 0
-134814,32 0 -134814,32 0

Tabelle 3.6: Eigenwerte des Strecke (A) und der Regelung (A-BK)

Der in Abschnitt 2.1.2 beschriebene neuartige Beobachterentwurf plaziert die Eigenwerte des

Beobachters (A-LC) (siehe Tabelle 3.7) links von den dominanten Eigenwerten der Regelung.

Realteil Imaginirteil
-768,2413 0
-898,2676 -10,3347
-898,2676 10,3347

-1133,7267 0
-1162,6339 -1537,0026
-1162,6339 1537,0026
-1396,5789 -2488,6793
-1396,5789 2488,6793
-1535,6027 0
-2194,9375 -231,2353
-2194,9375 231,2353
-2235,6202 0
-149063,11 0

Tabelle 3.7: Eigenwerte des Beobachters (A-LC)
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Die beiden nach dem Separationstheorem unabhdngig voneinander entworfenen Systeme,
Regler und Beobachter, werden nun zum Beobachterregler zusammengefiigt. Dieses System
hat die in Tabelle 3.8 abgedruckten Eigenwerte (A-BK-LC).

Realteil Imaginérteil
-366,0230 0
-416,8798 -1508,1118
-416,8798 1508,1118
-918,2343 0

-1171,0287 0
-1477,419 -2706,0663
-1477,419 2706,0663

-1603,9145 0

-1882,8297 0

-1950,7125 -1319,8504

-1950,7125 1319,8504

-3344,6588 0

-149065,02 0

Tabelle 3.8: Eigenwerte des Beobachterreglers (A-BK-LC)

Auf Weg 1 stellt der jetzt vorliegende Beobachterregler hoher Ordnung das System dar, wel-
ches reduziert werden soll. Fiir die Festlegung des Reduktionsgrades sind die Dominanzkenn-
zahlen bei der modalen und die Singuldrwerte bei der balancierten Ordnungsreduktion aus-
schlaggebend (sieche Tabelle 3.9). Anhand dieser kann festgelegt werden, auf welche Ordnung

theoretisch sinnvoll reduziert werden kann.
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Dominanzkennzahlen des Singuldrwerte des
Beobachterreglers Beobachterreglers
0,002732069 0,04112871
0,002398773 0,037522413
0,002398773 0,006549101
0,001089047 0,001936998

0,00085395 0,001233894
0,000676856 0,000459804
0,000676856 0,000126197
0,000623475 5,60026*107
0,000531115 1,43665*10°
0,000512633 8,13913*10°°
0,000512633 3,94873*10°
0,000298984 2,42066*107
6,70848*10°° 1,63288*107

Tabelle 3.9: Kennzahlen zur Festlegung des Reduktionsgrades

Die Kennzahlen geben jedoch keine Auskunft dariiber, ob der auf die festgelegte Ordnung
reduzierte Beobachterregler ein stabiles Gesamtsystem liefert. Diese Information kann fiir das
Triebwerk und die unterschiedlichen Reduktionsgrade iiber verschiedene Verfahren der

Tabelle 3.4 und der Tabelle 3.5 entnommen werden.

Balancierte Ordnungsreduktion

Bei der Analyse der Singuldrwerte aus Tabelle 3.9, wird nach groflen Spriingen zwischen den
einzelnen Werten gesucht, um den Reduktionsgrad festlegen zu konnen. Die betragsméBig
grofften Kennzahlen stehen fiir die wichtigen Systemanteile. Aus Tabelle 3.9 geht fiir die
balancierte Reglerreduktion hervor, daf} es sinnvoll ist, auf 2., 5. oder 7. Ordnung zu reduzie-
ren. Tabelle 3.4 und Tabelle 3.5 kann entnommen werden, dal3 nicht alle der iiber die
verschiedenen Reduktionsverfahren auf 7. bzw. 2. Ordnung reduzierten Beobachterregler ein
stabiles Gesamtsystem, bestehend aus Strecke und Beobachterregler reduzierter Ordnung in
der Riickfithrung, erzeugen. Sie kommen fiir eine Regelung daher nicht in Frage. Eine
Reduktion auf 5. Ordnung bietet sich an, da auch dort ein Sprung bei den Singulidrwerten
erkennbar ist und die Mehrheit der erzeugten Beobachterregler reduzierter Ordnung ein

stabiles Gesamtsystem liefern. Sie werden daher im Folgenden néher untersucht.
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Bei einem Vergleich der Eigenwerte in Tabelle 3.10 dient der Beobachterregler hoher Ord-
nung als Referenz. An ihm messen sich die iiber balancierte Reduktion durch einfaches

Abschneiden oder nach Guth reduzierten Beobachterregler 5. Ordnung.

EIGENWERTE BEOBACHTERREGLER
13. Ordnung 5.0rdnung iiber balancierte Ordnungsreduktion
(Referenz) durch Abschneiden nach Guth
Realteil Imaginarteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-366,0230 0 -260,1582 0 -260,1582 0
-416,8798 -1508,1118 -407,3779 -1503,5986 -407,3779 -1503,5986
-416,8798 1508,1118 -407,3779 1503,5986 -407,3779 1503,5986
-918,2343 0 -2559,7943 -2067,7511 -2559,7943 -2067,7511
-1171,0287 0 -2559,7943 2067,7511 -2559,7943 2067,7511
-1477,419 -2706,0663
-1477,419 2706,0663
-1603,9145 0
-1882,8297 0
-1950,7125 -1319,8504
-1950,7125 1319,8504
-3344,6588 0
-149065,02 0

Tabelle 3.10: Eigenwerte des Referenzbeobachterregler hoher Ordnung und der auf
5.0rdnung reduzierten Beobachterregler {liber balancierte Reglerreduktion
durch Abschneiden oder nach Guth

Im Gegensatz zur modalen Ordnungsreduktion werden bei der balancierten Ordnungs-
reduktion die dominanten Eigenwerte nicht direkt ins reduzierte System {iberfiihrt. Es kommt
zu einer Verschiebung der Eigenwerte, wobei die Eigenwerte des durch Abschneiden und des
iiber Guth korrigierten Systems gleich sind. Dies ist verstindlich, da durch die Korrektur des
stationdren Fehlers nach Guth nur die Ein- und Ausgangsmatrix des Systems verdndert
werden. Die Systemmatrix, welche die Informationen beziiglich der Eigenwerte enthélt, bleibt

gleich.

Bei nédherer Betrachtung der Sprungantworten (vgl. Bild 3.10) der drei Systeme zeigt sich,
dal die Unterschiede, die durch die Reduktion von 13. Ordnung auf 5. Ordnung auftreten
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minimal sind. Lediglich der {iber den stationdren Ausgleich nach Guth reduzierte Beobachter-
regler (rot) schwingt etwas mehr, als die Referenz. Das beruht auf der Tatsache, dal3 bei
diesem reduzierten Beobachterregler die stationdre Genauigkeit auf Kosten der Dynamik
erzwungen wird. Vergleicht man die Sprungantworten der verschiedenen Beobachterregler
miteinander, erkennt man, da3 der nach Guth reduzierte Beobachterregler den gleichen End-
wert erreicht, wie die Referenz. Nachdem die EingangsgroB3en des Beobachterreglers die Aus-
gangsgroflen der Strecke sind, erklért sich die Anregung des Beobachterreglers iiber die Dreh-
zahl (vgl. Bild 3.10). Da die Strecke drei Ausgénge hat, besitzt der Beobachterregler demzu-
folge drei Einginge. Fiir weitere Untersuchungen wird die Drehzahl als entscheidende Aus-
gangsgrofe niher betrachtet. Die zwei Ausginge des Beobachterreglers sind die Eingidnge der

Strecke. Dies sind Massenbrennstoffstrom und Diisenaustrittsfldache.
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Bild 3.10: Sprungantworten der Beobachterregler bei einem Sprung auf die Drehzahl
(blau = Referenz, griin = durch Abschneiden, rot = nach Guth)

In welchem Ausmal} die Regelung das Systemverhalten verbessert, erkennt man an den
Eigenwerten des Gesamtsystems (sieche Tabelle 3.11). Vorgabe ist, dal3 der Regler den klein-
sten Eigenwert der Strecke von -0,209 nach -0,8 verschieben soll. Der Beobachter liefert dem
Regler hierfiir lediglich die dafiir benétigten Zustidnde. Es fillt auf, daB der betragsmiBig

kleinste Eigenwert des Gesamtsystems, mit dem balanciert durch Abschneiden reduzierten
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Beobachterregler in der Riickfiihrung, nicht wie gewiinscht bei -0,8 sondern bei ca. -0,65
liegt. Ursache dafiir ist, dal das durch einfaches Abschneiden balanciert reduzierte System
stationdr ungenau ist. Durch das Abschneiden geht die in der Ein- (L) und Ausgangsmatrix
(K) abgelegten Informationen beziiglich des stationdren Endwertes verloren. Die nach Guth
korrigierten Matrizen K und L beseitigen den stationdren Fehler und erméglichen die Ver-
schiebung der Eigenwert an die vorgegebene Stelle. Erst bei den betragsméfig groflen Eigen-
werten tritt auch beim Verfahren nach Guth eine geringfiigige Verschiebung der Eigenwerte
durch die Reglerreduktion auf. Auch die Reduktion auf sehr kleine Ordnungen fiihrt zu Pro-
blemen, da z.B. bei einer Reduktion des Beobachterregler von 13. auf 2. Ordnung der Algo-
rithmus von Guth nicht mehr bei allen Ein-Ausgangs-Kombinationen den stationdren Fehler
beseitigen kann. Grund dafiir ist, daB die Anzahl der Eingénge des Systems die Ordnung, auf

die reduziert werden soll, libersteigt.
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EIGENWERTE GESAMTSYSTEM MIT BEOBACHTERREGLER
13. Ordnung 5. Ordnung iiber balancierte Ordnungsreduktion
(Referenzsystem) durch Abschneiden nach Guth
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-0,8 0 -0,6272924 0 -0,7998555 0
-119,00567 -10,334781 -126,91359 -8,3042085 -119,62941 -10,657397
-119,00567 10,3347813 -126,91359 8,30420846 -119,62941 10,6573972
-333,05938 0 -207,79952 -525,7006 -267,15518 0
-359,33871 -1537,0026 -207,79952 525,700598 -411,4116 0
-359,33871 1537,00265 -263,20937 0 -450,80293 -1640,0893
-572,0159 -2488,6793 -327,43267 -1463,7488 -450,80293 1640,08926
-572,0159 2488,67928 -327,43267 1463,7488 -539,79384 -2433,8393
-698,40124 0 -485,30074 -2476,0914 -539,79384 2433,83928
-768,24137 0 -485,30074 2476,09142 -557,21847 -1324,5974
-898,26761 -10,334781 -649,24822 0 -557,21847 1324,59735
-898,26761 10,3347814 -731,33959 -1695,4468 -627,39102 -172,46975
-1133,7267 0 -731,33959 1695,44675 -627,39102 172,469745
-1162,6339 -1537,0026 -1332,9749 0 -1333,5811 0
-1162,6339 1537,00265 -1716,3385 0 -1696,7051 0
-1297,7964 -231,23532 -2769,6405 -2137,976 -2479,3446 -2087,8561
-1297,7964 231,235321 -2769,6405 2137,97603 -2479,3446 2087,85615
-1334,7808 0 -134812,33 0 -134813,57 0
-1396,5789 -2488,6793
-1396,5789 2488,67928
-1535,6027 0
-2194,9375 -231,23532
-2194,9375 231,235321
-2235,6202 0
-134814,32 0
-149063,11 0

Tabelle 3.11: Eigenwerte des Gesamtsystems bestehen aus der Originalsystem im
Vorwirtszweig und dem jeweiligen Beobachterregler in der Riickfithrung
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Anhand der Impulsantworten der Drehzahl aus Bild 3.11 bei denen der Verlauf bei einer An-
regung einzelnen Gesamtsysteme durch einen Impuls auf den Massenbrennstoffstrom auf-
getragen ist, wird ersichtlich, wie die verschiedenen Beobachterregler zu einem schnelleren
Abklingen der Eigenbewegung im Vergleich zur Strecke beitragen. Diesen Sachverhalt zeigt
eine Anregung durch einen Impuls auf die Diisenaustrittsflache (siehe Bild 3.12). Die Impuls-
antworten des Referenzgesamtsystems stimmen mit den Impulsantworten des Gesamtsystems,
bestehend aus der Strecke und dem {iiber balancierte Ordnungsreduktion nach Guth reduzier-
ten Beobachterregler, iiberein. Dies wird auch anhand der Eigenwerte der beiden Gesamt-
systeme deutlich. So sind die Pole, die hinsichtlich der Eigenbewegung dieser Systeme domi-
nant sind, gleich. Das Gesamtsystem mit dem durch Abschneiden reduzierten Beobachter-
regler weicht dynamisch von den anderen ab, was wie bereits angesprochen aus den Eigen-

werten des Gesamtsystems abgeleitet werden kann.
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Bild 3.11: Impulsantworten der Gesamtsysteme (Ausgangsgrofe ist die Drehzahl) im
Vergleich mit der entsprechenden Impulsantwort der Strecke bei einer
Anregung durch den Massenbrennstoffstrom (blau = Referenz,
griin = durch Abschneiden, rot = nach Guth, hellblau = Strecke)
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Drehzahl in 1/Sekunde

10 20
Zeit in Sekunden

Bild 3.12: Impulsantworten der Gesamtsysteme im Vergleich mit der Strecke anhand der
Drehzahl bei einer Anregung durch die Diisenaustrittsfliche (blau = Referenz,
griin = durch Abschneiden, rot = nach Guth, hellblau = Strecke)

Modale Ordnungsreduktion

Bei der Reduktion des Beobachterreglers hoher Ordnung iiber Verfahren der modalen
Ordnungsreduktion, wird der Reduktionsgrad in erster Linie anhand der Spriinge zwischen
den Dominanzkennzahlen festgelegt (vgl. Tabelle 3.9). Aus den Dominanzkennzahlen ergibt
sich, dal eine Reduktion auf 3., 5. bzw. 11. Ordnung sinnvoll erscheint. Aus Tabelle 3.4 und
der Tabelle 3.5 geht allerdings hervor, daf3 eine Reduktion auf 2. bzw. 11. Ordnung in einigen
Féllen nicht moglich ist. Daher werden die weiteren Untersuchungen mit dem reduzierten
Beobachterregler 5. Ordnung durchgefiihrt. Weil fiir die Reglerreduktion auf die Realteil-
dominanz zuriickgegriffen wird, werden die Eigenwerte mit dem betragsméBig kleinsten

Realteil direkt ins reduzierte System tibernommen (vgl. Tabelle 3.12).
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EIGENWERTE BEOBACHTERREGLER
13. Ordnung 5. Ordnung tiber modale Ordnungsreduktion
(Referenz) durch Abschneiden nach Guth
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-366,023 0 -366,023 0 -366,023 0
-416,8798 -1508,112 -416,8798 -1508,112 -416,8798 -1508,112
-416,8798 1508,112 -416,8798 1508,112 -416,8798 1508,112
-918,2344 0 -918,2344 0 -918,2344 0
-1171,029 0 -1171,029 0 -1171,029 0
-1477,419 -2706,066
-1477,419 2706,066
-1603,915 0
-1882,83 0
-1950,713 -1319,85
-1950,713 1319,85
-3344,659 0
-149065 0

Tabelle 3.12: Eigenwerte des Referenzbeobachterregler hoher Ordnung und der auf
5.0rdnung reduzierten Beobachterregler iber modale Reglerreduktion
durch Abschneiden bzw. nach Guth

Die Eigenwerte des durch einfaches Abschneiden und des nach Guth reduzierten Beobachter-
reglers sind identisch, da wie bei der balancierten Ordnungsreduktion der stationdre Ausgleich
durch eine Anderung der Ein- und Ausgangsmatrix erreicht wird. Wie in Bild 3.13 zu
erkennen ist, geht die stationdre Genauigkeit jedoch zu Lasten der Dynamik. Die eigentliche
Aufgabe des Reglers ist es, das Systemverhalten der Strecke zu verbessern, d.h. im vorliegen-
den Fall das Gesamtsystem schneller zu machen, damit die Eigenbewegung schneller
abklingt. Vergleicht man nun die Eigenwerte des Referenzgesamtsystems mit den Gesamt-
systemen reduzierter Ordnung (siehe Tabelle 3.13), so fillt erneut auf, daB3 der Beobachter-
regler, der durch einfaches Abschneiden modal reduziert wurde nicht in der Lage ist den
dominanten Eigenwert der Strecke nach -0,8 zu verschieben. Das Referenzgesamtsystem
besteht dabei aus der Strecke und dem Beobachterregler hoher Ordnung in der Riickfiihrung.
Bei den Gesamtsystemen reduzierter Ordnung werden die modal reduzierten Beobachterregler
anstelle des Referenzbeobachterreglers eingesetzt. Fiir die Anwendung am Triebwerksmodell

liefert eine Reduktion durch einfaches Abschneiden auf Weg 1 keine zufriedenstellenden
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Ergebnisse. Daher wird beim spéteren Vergleich der zwei Wege auf den Beobachterregler,

der durch einfaches Abschneiden reduziert wurde, nicht ndher eingegangen.
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Bild 3.13: Sprungantworten der Beobachterregler bei einem Sprung auf die Drehzahl
(blau = Referenz, griin = durch Abschneiden, rot = nach Guth)
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EIGENWERTE GESAMTSYSTEM MIT BEOBACHTERREGLER
13. Ordnung 5. Ordnung tiber modale Ordnungsreduktion
(Referenz) durch Abschneiden nach Guth
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-0,8 0 -0,2899 0 -0,8023 0
-119,0056 -10,3347 -121,0024 -38,5712 -117,0054 -9,0846
-119,0056 10,3347 -121,0024 38,5712 -117,0054 9,0846
-333,0593 0 -124,6197 0 -164,6891 -1703,5784
-359,3387 -1537,0026 -211,3006 -1609,7604 -164,6891 1703,5784
-359,3387 1537,0026 -211,3006 1609,7604 -202,2957 -105,7401
-572,0159 -2488,6793 -331,2227 0 -202,2957 105,7401
-572,0159 2488,6793 -591,1679 -2492,1792 -439,5236 -1581,4998
-698,4012 0 -591,1679 2492,1792 -439,5236 1581,4998
-768,2413 0 -649,0026 -1493,1915 -722,3045 -2427,9159
-898,2676 -10,3347 -649,0026 1493,1915 -722,3045 2427,9159
-898,2676 10,3347 -727,7582 0 -756,6924 0
-1133,7267 0 -965,2570 0 -1084,520 0
-1162,6339 -1537,0026 -1065,7246 0 -1126,911 0
-1162,6339 1537,0026 -1169,366 0 -1172,8464 0
-1297,7964 -231,2353 -1327,3957 0 -1326,471 0
-1297,7964 231,2353 -1495,4626 0 -1592,096 0
-1334,7808 0 -134814,08 0 -134814,15 0
-1396,5789 -2488,6793
-1396,5789 2488,6793
-1535,6027 0
-2194,9375 -231,2353
-2194,9375 231,2353
-2235,6202 0
-134814,32 0
-149063,11 0

Tabelle 3.13: Eigenwerte des Gesamtsystems bestehend aus dem Originalsystem im
Vorwirtszweig und dem jeweiligen Beobachterregler in der Riickfiihrung
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Bei ndherer Betrachtung der Impulsantworten der Gesamtsysteme (siehe Bild 3.14 und
Bild 3.15) erkennt man, dal das Gesamtsystem mit dem Beobachterregler reduzierter
Ordnung, der iiber einfaches Abschneiden reduziert wurde, wie bereits erldutert nicht
wesentlich schneller ist, als die Strecke ohne Regelung. Der dominante Pol der Strecke wurde

lediglich nach -0,29 verschoben, was aus besagtem Grund kein akzeptables Ergebnis ist.
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Bild 3.14: Impulsantworten der Gesamtsysteme im Vergleich mit der Strecke anhand der
Drehzahl bei einer Anregung durch den Massenbrennstoffstrom (blau = Referenz,
griin = durch Abschneiden, rot = nach Guth, hellblau = Strecke)

Bei einer Anregung iiber den Massenbrennstoffstrom (Bild 3.14) bzw. iiber die Diisenaus-
trittsflache (Bild 3.15) ist der Verlauf der Drehzahl des Gesamtsystems mit dem nach Guth
reduzierten Beobachterregler in der Riickfithrung deckungsgleich mit dem des Referenz-
gesamtsystems. Diese Ergebnisse unterstreichen die Leistungsfahigkeit des auf diese Weise

entworfenen Reglers reduzierter Ordnung.
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Bild 3.15: Impulsantworten der Gesamtsysteme im Vergleich mit der Strecke anhand der
Drehzahl bei einer Anregung durch die Diisenaustrittsfliche (blau = Referenz,
griin = durch Abschneiden, rot = nach Guth, hellblau = Strecke)

Ein Vergleich des Gesamtsystemverhaltens mit dem auf Weg 1 balanciert reduzierten
Beobachterreglern (vgl. Bild 3.16) zeigt, dal der nach Guth balanciert reduzierte Regler
genau so gut ist wie der nach Guth und modal reduzierte Regler. Der tiber die balancierte
Reglerreduktion durch Abschneiden erzeugte Beobachterregler ist deutlich besser, als der
iiber modale Reduktion durch Abschneiden generierte, kommt aber verglichen mit dem

Referenzbeobachterregler nicht an die nach Guth reduzierten Regler heran.
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Bild 3.16: Impulsantworten der verschiedenen Gesamtsysteme mit den Beobachterreglern
5. Ordnung bei einer Anregung durch die Diisenaustrittsfliche (blau = balanciert
Abschneiden, griin = balanciert Guth, rot = modal Abschneiden,
hellblau = modal Guth)

Uber Modellreduktion zum Regler reduzierter Ordnung (Weg 2)

In diesem Abschnitt wird Weg 2 ndher untersucht. Er fithrt vom System hoher Ordnung iiber
Modellreduktion und anschlieendem Regler- und Beobachterentwurf zum Beobachterregler
reduzierter Ordnung. Wie bei Weg 1 wird der Realteil als Dominanzkriterium fiir die modale
Ordnungsreduktion sowie den Regler- und Beobachterentwurf eingesetzt. Der durch Polvor-
gabe entworfene Regler soll den dominanten Pol der Strecke wie zuvor nach -0,8 verschieben,
da dort gemal} Tabelle 3.14 die meisten stabilen Losungen fiir das Gesamtsystem zu erzielen
sind. Alle Kombinationen, die auf Weg 2 ein stabiles Gesamtsystem liefern, sind in Tabelle
3.16 und Tabelle 3.17 abgedruckt. Ausschlaggebend fiir die Festlegung des Reduktionsgrades
bei der Modellreduktion auf Weg 2 sind die Dominanz- und Singuldrwerte der Strecke (sieche

Tabelle 3.15).
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Reduktionsart Neue Eigenwerte des Regelkreises
-0,4 -0,6 -0,8 -1,0

balancierte Ordnungsreduktion 50,0% 50,0% 58,3% 58,3%
durch Abschneiden

balancierte Ordnungsreduktion 66,6% 75,0% 83,3% 75,0%
nach Guth

modale Ordnungsreduktion 41,6% 33,3% 50,0% 41,6%
durch Abschneiden

modale Ordnungsreduktion 33,3% 33,3% 41,6% 41,6%

nach Guth

Tabelle 3.14: Anzahl der stabilen Gesamtsysteme bei Verschiebung des dominanten
Eigenwerten und unterschiedlichen Reduktionsverfahren

Dominanzkennzahlen Singularwerte
4,783858575 2050361,397
0,008402961 109947,2452
0,008402961 47605,63108
0,003002468 25620,2953

0,00278289 12136,73014

0,00278289 1140,278861
0,001748203 809,3037136
0,001748203 543,2823187
0,001431842 89,5202657
0,000770537 41,73282418
0,000770537 8,594959948
0,000749187 0,304161371
7,41761%10° 0,061903777

Tabelle 3.15: Kennzahlen fiir die Festlegung des Reduktionsgrades
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Die Spriinge zwischen den Singuldrwerten sprechen fiir eine Reduktion auf 1., 2., 5. oder 7.

Ordnung. Wie aus Tabelle 3.16 und Tabelle 3.17 hervorgeht, ist eine Reduktion auf 5. Ord-

nung nicht immer mdoglich, weshalb die Strecke balanciert auf 7. Ordnung reduziert wird.

Reduktionsart Ordnung Neue Eigenwerte
-0,4 -0,6 -0,8
balancierte Ordnungsreduktion 12 s s S
durch Abschneiden 11 S S S
10 kl s ]
9 s kl ]
8 i i i
7 s s s
6 i i i
5 i i i
4 i i i
3 i i i
2 s S S
1 s s S
balancierte Ordnungsreduktion 12 s S ]
nach Guth 1 s s s
10 s s s
9 s s s
8 kl s ]
7 S S S
6 s s s
5 kl i ]
4 i i i
3 i i i
2 s s S
1 S S s

Legende: s=stabil i=instabil kk =konj.-komplexe Eigenwerte
kl = Eigenwerte kleiner als die der Strecke

Tabelle 3.16: Mogliche Reduktionsgrade bei den verschiedenen Reduktionsverfahren der

balancierten Ordnungsreduktion
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Reduktionsart Ordnung Neue Eigenwerte
-0,4 -0,6 -0,8 -1
modale Ordnungsreduktion 12 s s s s
nach Guth 11 S S S S
10 kk kk kk kk
9 s S s ]
8 i i ] ]
7 kk kk kk kk
6 i i i i
5 kk kk kk kk
4 s i s i
3 i i i i
2 kk kk kk kk
1 s s s S
modale Ordnungsreduktion 12 s s s ]
nach Guth 1 s s s s
10 kk kk kk kk
9 i kl kl ]
8 i kl ] kl
7 kk kk kk kk
6 i i i i
5 kk kk kk kk
4 i i i kl
3 s S S ]
2 kk kk kk kk
1 S S s s

Legende: s=stabil i=instabil kk =konj.-komplexe Eigenwerte
kl = Eigenwerte kleiner als die der Strecke

Tabelle 3.17: Mogliche Reduktionsgrade bei den verschiedenen Reduktionsverfahren der
modalen Ordnungsreduktion

Eine Reduktion auf 1. Ordnung ist zwar prinzipiell moglich, allerdings stoB3t dabei der Algo-
rithmus von Guth an seine Grenzen. Zudem gehen bei einer Reduktion auf 1. Ordnung, wie
auch bei einer Reduktion auf 2. Ordnung, zu viele Informationen iiber das Systemverhalten

verloren. Sie scheiden daher fiir die weitere Betrachtung aus. Der am reduzierten Modell 7.
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Ordnung entworfene Beobachterregler kann nicht einfach mit dem Referenzbeobachterregler
von Weg 1| verglichen werden. Grund dafiir ist die dem Beobachterreglerentwurf vorran-
gehende Transformation auf balancierte Zustandsraumdarstellung. Der Beobachterentwurf
liefert namlich fiir verschiedenartige Systeme unterschiedliche Ergebnisse, was wiederum an

dem implementierten Algorithmus liegt.

So werden beim Beobachterentwurf fiir das balanciert transformierte System die Eigenwerte

weiter links plaziert, als bei dem modal transformierten System (siehe Tabelle 3.18).

EIGENWERTE REFERENZBEOBACHTERREGLER
Referenzbeobachterregler Referenzbeobachterregler
fiir balancierte Ordnungsreduktion fiir modale Ordnungsreduktion
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-122,5350 0 -1,1645 0
-204,3559 -186,9429 -89,0095 0
-204,3559 186,9429 -111,4719 0
-531,3970 -1577,651 -372,1536 -1520,555
-531,3970 1577,6510 -372,1536 1520,555
-708,5584 0 -457,9644 0
-760,9337 -2438,2756 -658,8094 -2525,5719
-760,9337 2438,2755 -658,8094 2525,5719
-921,0248 0 -725,0456 0
-1373,1732 -378,8327 -1200,8601 0
-1373,1732 378,8327 -1389,492 0
-1838,7563 0 -1733,4191 0
-148425,78 0 -148295,68 0

Tabelle 3.18: Eigenwerte der Referenzsysteme fiir balanciert oder modal
reduzierte Beobachterregler

Diese Unterschiede sind auf den neuartigen Beobachterentwurf zuriickzufiihren, bei dem die
neuen Eigenwerte des Beobachters stets weiter nach links verschoben werden, bis der Beob-
achterregler selbst und das Gesamtsystem, bestehend aus Strecke im Vorwirtszweig und
Beobachterregler in der Riickfiihrung, stabil sind. Aufgrund der Transformation ist die Anzahl
der benétigten Iterationsschritte verschieden, was vor allem durch den place-Algorithmus

hervorgerufen wird. Fiir die Gesamtsysteme mit den iiber balancierte Modellreduktion
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entworfenen reduzierten Beobachterreglern 7. Ordnung ergeben sich die in Tabelle 3.19

abgedruckten Eigenwerte.

EIGENWERTE GESAMTSYSTEM MIT BEOBACHTERREGLER
13. Ordnung 7. Ordnung tiber balancierte Ordnungsreduktion
(Referenz) durch Abschneiden nach Guth
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-0,8 0 -0,7177 0 -0,7891 0
-119,0056 -10,3347 -119,9839 0 -112,3203 -12,8670
-119,0056 10,3347 -137,9358 -8,7540 -112,3203 12,8670
-130,9062 0 -137,9358 8,7540 -200,7247 0
-260,9324 -10,3347 -297,5453 0 -304,7142 -48,4703
-260,9324 10,3347 -319,2505 -1521,6332 -304,7142 48,4703
-333,0593 0 -319,2505 1521,6332 -383,1506 -1494,2616
-359,3387 -1537,0026 -340,9904 0 -383,1506 1494,2616
-359,3387 1537,0026 -519,0281 -2407,3461 -522,8179 -1681,7101
-496,3915 0 -519,0281 2407,3461 -522,8179 1681,7101
-525,2988 -1537,0026 -613,6848 -211,7883 -612,3501 -2488,1083
-525,2988 1537,0026 -613,6848 211,7883 -612,3501 2488,1083
-572,0159 -2488,6793 -738,6204 -1455,1982 -627,7605 -48,3289
-572,0159 2488,6793 -738,6204 1455,1982 -627,7605 48,3289
-698,4012 0 -1100,3318 -1678,2639 -1043,7425 -1340,5012
-759,2437 -2488,6793 -1100,3318 1678,2639 -1043,7425 1340,5012
-759,2437 2488,6793 -1212,0148 -262,2026 -1313,7839 -223,8661
-898,2676 0 -1212,0148 262,2026 -1313,7839 223,8661
-1297,7964 -231,2353 -1336,7155 0 -1334,8918 0
-1297,7964 231,2353 -134814,32 0 -134814,32 0
-1334,7808 0
-1557,6023 -231,2353
-1557,6023 231,2353
-1598,2851 0
-134814,32 0
-148425,77 0

Tabelle 3.19: Gesamtsysteme bestehend aus Strecke und dem jeweiligen tiber balancierte

Modellreduktion erzeugten Beobachterregler in der Riickfiihrung




3.1. Simulationen am Triebwerksmodell 83

Anhand der Eigenwerte ist erkennbar, daB3 der nach Guth verbesserte Beobachterregler redu-
zierter Ordnung nahezu die gleichen dominanten Gesamtsystemeigenwerte liefert, wie der
Referenzbeobachterregler. Demzufolge werden sich dhnliche Impulsantworten ergeben (sieche
Bild 3.17). Aber auch der durch einfaches Abschneiden reduzierte Beobachterregler erzeugt

eine vergleichbare Dynamik hinsichtlich des Gesamtsystemverhaltens.
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Bild 3.17: Impulsantworten der Gesamtsysteme im Vergleich mit der Strecke anhand der
Drehzahl bei einer Anregung durch die Diisenaustrittsfliche (blau = Referenz,
griin = durch Abschneiden, rot = nach Guth, hellblau = Strecke)

Bei dem iiber modale Modellreduktion entworfenen Beobachterregler reduzierter Ordnung
wiirden sich die Ordnungszahlen 1, 3 und 9 anbieten (vgl. Tabelle 3.15). Diese sind aber auf
Grund zu weniger stabiler Losungen nicht geeignet (vgl. Tabelle 3.16 und Tabelle 3.17).
Daher wird auf 8. Ordnung reduziert. Fiir die Gesamtsysteme mit Beobachterregler 8. Ord-

nung ergeben sich die in Tabelle 3.20 abgedruckten Eigenwerte.
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EIGENWERTE GESAMTSYSTEM MIT BEOBACHTERREGLER
13. Ordnung 8. Ordnung liber modale Ordnungsreduktion
(Referenz) durch Abschneiden nach Guth
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-0,8 0 -0,3241 0 -0,2752 0
-0,88 0 -13,9657 0 -2,5514 0
-119,0056 -10,3347 -118,8369 -9,9976 -118,6855 0
-119,0056 10,3347 -118,8369 9,9976 -119,3165 -10,3134
-130,9062 -10,3347 -136,5569 -17,2764 -119,3165 10,3134
-130,9062 10,3347 -136,5569 17,2764 -141,7804 0
-333,0593 0 -330,6816 0 -354,7247 -22,3340
-359,3387 -1537,0026 -346,9206 0 -354,7247 22,3340
-359,3387 1537,0026 -359,2316 -1537,3567 -358,6009 -1539,0634
-366,3653 0 -359,2316 1537,3567 -358,6009 1539,0634
-395,2725 -1537,0026 -400,5256 -1539,3897 -389,5132 -1528,3511
-395,2725 1537,0026 -400,5256 1539,3897 -389,5132 1528,3511
-572,0159 -2488,6793 -571,9930 -2488,6773 -572,0189 -2488,6838
-572,0159 2488,6793 -571,9930 2488,6773 -572,0189 2488,6838
-629,2174 -2488,6793 -625,5583 -2502,0276 -639,6418 -2508,3942
-629,2174 2488,6793 -625,5583 2502,0276 -639,6418 2508,3942
-698,4012 0 -699,4989 0 -695,2106 0
-768,2413 0 -1294,933 -233,4705 -1290,1755 -217,0398
-1297,7964 -231,2353 -1294,933 233,4705 -1290,1755 217,0398
-1297,7964 231,2353 -1334,7578 0 -1334,9572 0
-1334,7808 0 -134814,29 0 -134814,27 0
-1427,5761 -231,2353
-1427,5761 231,2353
-1468,2589 0
-134814,32 0
-148295,75 0

Tabelle 3.20: Gesamtsysteme bestehend aus Strecke und dem jeweiligen iiber
Modellreduktion erzeugten Beobachterregler in der Riickfithrung

Das Ziel, durch den Beobachterregler reduzierter Ordnung, den dominanten Eigenwert nach
-0,8 zu verschieben, wurde mittels des Beobachterreglerentwurfs mit vorangehender modaler

Modellreduktion nicht erreicht.
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Vergleich von Weg 1 mit Weg 2

Um eine Aussage iiber die verschiedenen Wege treffen zu konnen, werden nachfolgend
exemplarisch einzelne Beobachterregler reduzierter Ordnung und die daraus resultierenden
Gesamtsysteme miteinander verglichen. Den Vergleichssystemen liegen unterschiedliche
Wege, aber gleiche Reduktionsverfahren zu Grunde. Da die Referenzsysteme der einzelnen
Wege verschieden sind, werden die Gesamtsysteme einander gegeniibergestellt. Dazu werden
lediglich Beobachterregler reduzierter Ordnung herangezogen, die iiber das Verfahren nach
Guth verbessert wurden. Fiir die balancierten Verfahren wird der Vergleich anhand der auf 5.
und 3. Ordnung reduzierten Beobachterregler durchgefiihrt. Die Eigenwerte der {iber die ver-
schiedenen Wege entworfenen Beobachterregler weichen wesentlich voneinander ab (siche
Tabelle 3.21). Dies ist unter anderem auf die Transformation zuriickzufiihren, die bei Weg 2
vor der Reduktion durchgefiihrt wird. Die Anzahl der Iterationsschritte beim Beobachterent-

wurf ist daher verschieden.

EIGENWERTE BEOBACHTERREGLER
5. Ordnung iiber balancierte Ordnungsreduktion | 5. Ordnung iiber balancierte Ordnungsreduktion
iiber Weg 1 iiber Weg 2
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-260,1582 0 -214,9162 -113,0976
-407,3779 -1503,5986 -214,9162 113,0976
-407,3779 1503,5985 -563,1076 0
-2559,7943 -2067,7511 -634,1347 -1521,286
-2559,7943 2067,7511 -634,1347 1521,286

Tabelle 3.21: Beobachterregler 5.0rdnung iiber Weg 1 und Weg 2 entworfen

Die Unterschiede hinsichtlich der dominanten Eigenwerte spiegeln sich auch in den Sprung-

antworten (siehe Bild 3.18) wider.
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Bild 3.18: Sprungantwort des Massenbrennstoffstrom der Beobachterregler 5. Ordnung,
erzeugt auf Weg 1 (blau) und Weg 2 (griin), bei einer Anregung durch die Drehzahl
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Der dominante Eigenwert der entsprechenden Gesamtsysteme ist nahezu gleich (siehe

Tabelle 3.22).
EIGENWERTE GESAMTSYSTEM MIT BEOBACHTERREGLER
5. Ordnung iiber balancierte Ordnungsreduktion | 5. Ordnung iiber balancierte Ordnungsreduktion
iiber Weg 1 iiber Weg 2
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil

-0,7998 0 -0,7967 0
-119,6294 -10,6573 -105,5250 -80,3483
-119,6294 10,6573 -105,5250 80,3483
-267,1551 0 -118,5548 0
-411,4116 0 -243,3882 -1627,3023
-450,8029 -1640,0893 -243,3882 1627,3023
-450,8029 1640,0893 -292,2694 0
-539,7938 -2433,8393 -387,9944 -1572,7939
-539,7938 2433,8393 -387,9944 1572,7939
-557,2184 -1324,5974 -411,5292 0
-557,2184 1324,5974 -505,5206 0
-627,3910 -172,4697 -736,5870 0
-627,3910 172,4697 -751,7292 -2503,6975
-1333,5811 0 -751,7292 2503,6975
-1696,7051 0 -1305,2032 0
-2479,3446 -2087,8561 -1330,4241 0
-2479,3446 2087,8561 -1645,8041 0
-134813,57 0 -134814,33 0

Tabelle 3.22: Eigenwerte der Gesamtsysteme mit den {iber verschiedene Wege entworfenen
Beobachterreglern 5. Ordnung

Daher werden sich die Impulsantworten dieser Systeme (siche Bild 3.19) kaum unterscheiden.

Die Vorgabe den dominanten Pol nach -0,8 zu verschieben wurde auf beiden Wegen erfiillt.
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Bild 3.19: Impulsantworten der unterschiedlichen Gesamtsysteme, bestehend aus
den verschiedenen Beobachterreglern (blau = Weg 1, griin = Weg 2) und der
Strecke (hellblau), bei einer Anregung tiber die Diisenaustrittsflache

Nachfolgend sollen die reduzierten Beobachterregler 3. Ordnung und deren Gesamtsysteme
(siehe Tabelle 3.23) miteinander verglichen werden. Dabei handelt es sich um die Beobach-
terregler, die iiber Weg 1 und Weg 2 durch modale Ordnungsreduktion nach Guth erzeugt
wurden sowie den ebenfalls nach Guth, aber iiber balancierte Ordnungsreduktion auf Weg 1
entworfenen. Uber Weg 2 liefert der Beobachterregler 3. Ordnung, dem die balancierte
Modellreduktion nach Guth vorausgeht, kein stabiles Gesamtsystem. Er scheidet daher fiir die

weiteren Untersuchungen aus.
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EIGENWERTE GESAMTSYSTEM MIT BEOBACHTERREGLER 3. ORDNUNG
tiber modale Ordnungsreduktion {iber iber balancierte
Weg 1 Weg 2 Ordnungsreduktion iiber Weg 1
Realteil Imaginarteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil

-0,8003 0 -0,8003 0 -0,8041 0
-119,6436 -31,7759 -0,8798 0 -121,6351 -11,4292
-119,6436 31,7759 -100,2091 0 -121,6351 11,4292
-122,0202 0 -119,0104 -10,3375 -190,6046 0
-148,2753 -2101,9624 -119,0104 10,3375 -326,4853 -1681,767
-148,2753 2101,9624 -171,2916 0 -326,4853 1681,767
-316,1076 -1552,0862 -339,5760 0 -390,6975 -1161,5493
-316,1076 1552,0862 -359,0957 -1535,2384 -390,6975 1161,5493
-387,8122 0 -359,0957 1535,2384 -505,5293 -2530,2477
-687,0123 0 -571,8246 -2486,9491 -505,5293 2530,2477
-910,5993 -2104,7214 -571,8246 2486,9491 -707,5123 0
-910,5993 2104,7214 -698,8869 0 -1328,7547 0
-1332,992 0 -1289,8021 -229,5037 -1359,8723 0
-1371,2481 -338,5919 -1289,8021 229,5037 -1858,3454 0
-1371,2481 338,5919 -1334,9411 0 -3224,8156 0
-134814,48 0 -134814,31 0 -134814,27 0

Tabelle 3.23: Eigenwerte der Gesamtsysteme mit den Beobachterreglern 3. Ordnung

Alle drei Beobachterregler 3. Ordnung erfiillen die Vorgabe, den dominanten Eigenwert nach

-0,8 zu verschieben.

Der Vergleich der Gesamtsysteme mit den Beobachterreglern 3. Ordnung ergibt, da3 die in

der Tabelle 3.23 an zweiter und dritter Stelle stehenden Eigenwerte der verschiedenen

Systeme unterschiedlich sind. Dies ist wiederum auf den Beobachterentwurf und den darin

implementierten place-Algorithmus sowie die unterschiedliche Anzahl der durchlaufenen

Schleifen (vgl. Seite 20) zuriickzufiihren. Auf Weg 2 wird lediglich ein Schritt benétigt, damit

der Beobachterregler die geforderten Stabilitdtskriterien erfiillt. Auf Weg 1 miissen mehrere

Durchldufe erfolgen, was zu weiter links liegenden Eigenwerten fiihrt.

Vergleicht man nun die Impulsantworten der auf verschiedenen Wegen generierten Gesamt-

systeme, so erkennt man am Beispiel der durch modale Ordnungsreduktion auf 3. Ordnung
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reduzierten Beobachterregler, daB deren Impulsantworten unterschiedlich sind (siche
Bild 3.20, Bild 3.21). Bei einem Impuls auf die Diisenaustrittsfliche klingt die Eigenbewe-
gung des Gesamtsystems mit dem Beobachterregler, der iiber Weg 1 erzeugt wurde, schneller
ab, als das Gesamtsystem mit dem Beobachterregler, der iiber Weg 2 entworfen wurde. Bei
einer impulsformigen Anregung durch den Massenbrennstoffstrom ist hingegen das Gesamt-

system mit dem Beobachterregler , der liber Weg 2 entworfen wurde, schneller.
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Bild 3.20: Impulsantwort der Gesamtsysteme mit Beobachterregler (blau = balanciert liber
Weg 1, griin = modal iiber Weg 1, rot = modal {iber Weg 2, hellblau = Strecke)
bei einer Anregung iiber die Diisenaustrittsfliche

Die Impulsantworten der Gesamtsysteme, mit den auf Weg 1 iiber modale Reglerreduktion
und balancierte Reglerreduktion entworfenen Beobachterreglern sind deckungsgleich. Dies ist
auch aus den dominanten Eigenwerten ersichtlich (vgl. Tabelle 3.23). Sie sind nahezu gleich.
So fithrt Weg 1 zu einer verbesserten Dynamik hinsichtlich der Drehzahl bei einem Impuls

auf die Diisenaustrittsfliche (siehe Bild 3.20), wohingegen der iiber Weg 2 entworfene
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Beobachterregler die Eigenbewegung des Gesamtsystems beziiglich der Drehzahl bei einer
impulsformigen Anregung des Massenbrennstoffstrom schneller abklingen 148t (siehe
Bild 3.21).
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Bild 3.21: Impulsantwort der Gesamtsysteme mit Beobachterregler (blau = balanciert iiber
Weg 1, griin = modal iiber Weg 1, rot = modal {iber Weg 2, hellblau = Strecke)
bei einer Anregung liber den Massenbrennstoffstrom

Generell kann fiir die am Triebwerksmodell durchgefiihrten Untersuchungen festgestellt
werden, daB3 die Vorgabe einer bestimmten Ordnung meist unmittelbar den Weg festlegt. So
liefert Weg 1 fiir einige reduzierte Beobachterregler instabile Losungen des Gesamtsystems
(siehe Tabelle 3.4 und der Tabelle 3.5), wohingegen Weg 2 bei gleicher Ordnung eine stabile
Losung liefert (siehe Tabelle 3.15). Dies ist zum einen vom System und zum anderen vom
angewendeten Reduktionsverfahren abhédngig. Wie aus dem Vergleich der Gesamtsysteme
mit den auf 3. Ordnung reduzierten Beobachterreglern hervorgeht, kann fiir die gleiche Aus-
gangsgrofle, bei Anregung iiber verschiedene Eingénge, einmal Weg 1 und das andere Mal

Weg 2 besser geeignet sein. Daher ist keine pauschale Aussage dariiber moglich, welcher
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Weg bessere Ergebnisse liefert. Es fdllt allerdings auf, daB die nach Guth reduzierten
Beobachterregler sehr haufig die Entwurfsvorgaben erfiillen, die Verfahren durch einfaches
Abschneiden hingegen nicht die gewiinschten Resultate erzielen. Daher bietet es sich an, fiir
das Triebwerk, wenn moglich das Verfahren nach Guth anzuwenden. Aufer bei Reduktion
auf sehr kleine Ordnungen, ist der Beobachterregler reduzierter Ordnung infolge dessen fast
immer in der Lage, den dominanten Eigenwert der Strecke durch die Regelung an die
gewiinschte Position zu verschieben. Damit ist der Einsatz eines Beobachterreglers redu-

zierter Ordnung gerechtfertigt und als sinnvoll anzusehen.

3.2 Simulationen am Rotormodell

Zunichst werden die Entwicklungsgeschichte und der Stand der Technik von Hubschraubern
dargestellt. Dem schliefit sich die Modellbildung eines vereinfachten Hubschrauberlabor-
modells an, die in einem nichtlinearen mathematischen Modell miindet. Durch Linearisierung
an drei unterschiedlichen Arbeitspunkten werden die entsprechenden Systemmatrizen des
linearisierten zeitinvarianten Zustandsraummodells 8. Ordnung bestimmt. Anhand der
Systemmatrizen eines Arbeitspunktes werden die Konzepte zum Entwurf von Reglern redu-
zierter Ordnung umgesetzt und die Simulationsergebnisse miteinander verglichen. Exem-
plarisch wird fiir einen am linearisierten Modell entworfenen Regler reduzierter Ordnung

dessen Anwendbarkeit am nichtlinearen Modell gezeigt.

3.2.1 Entwicklungsgeschichte des Hubschraubers und Stand der Technik

Die Geschichte des Hubschraubers [7]; [16] reicht vom Jahre 2000 v. Chr. bis zum Beginn
des 20. Jahrhunderts. Bis heute ist es nicht moglich, eine genaue Aussage dariiber zu treffen,
zu welcher Zeit und an welchem Ort der Hubschrauber erfunden wurde. Der erste Hinweis auf
die grundlegende Idee stammt von einem Chinesen, der vor etwa 2500 Jahren den ersten
»Spielzeug-Hubschrauber” erdachte. Dieser bestand aus einem runden Stock mit Hiihner-
federn an den Enden. Diese Erfindung wurde durch die Handfldchen oder mittels einer Schnur

zum Rotieren und somit zum Fliegen gebracht.
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Der griechische Mathematiker und Physiker Archimedes (287-212 v. Chr.) stellte die
Behauptung auf, dass jeder in Fliissigkeit oder Gas getauchte Korper entsprechend seines
spezifischen Gewichts einen Auftrieb erfdahrt. Das ,,Universalgenie Leonardo da Vinci, der
sich lange Zeit seines Lebens mit dem Vogelflug beschéftigte, kombinierte ungefdhr 1700
Jahre spéter das Prinzip der archimedischen Schraube mit dem Gesetz vom Auftrieb. Ange-
lehnt an die damalige Technik zur Wasserbeforderung in hochgelegene Orte entwickelte er
ein innovatives Konzept. Der Entwurf der sogenannten Leonardo-da-Vinci-Spirale (Bild 3.22)
wurde nie gebaut. Zur Beschreibung seiner Konstruktion gebrauchte er erstmals den Wort-
stamm des heutigen Begriffs ,,Helikopter”. Dieser hat seinen Ursprung im Griechischen und

kommt von ,.helix” = spiralférmig und ,,pteron” = Fliigel.
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Bild 3.22: Die Leonardo-da-Vinci-Spirale

Der Franzose Jean Pascal Paucton entwarf ca. 250 Jahre nach dem Spiralschraubenmodell
von Leonardo da Vinci ein ,,Muskelkraft-Flugzeug®, bei dem je eine Luftschraube fiir den
Auftrieb und fiir den Vorwirtsflug vorgesehen war. Zur gleichen Zeit baute der Russe Michail
Lomonossow den ersten funktionstiichtigen, von Federwerken angetriebenen Hubschrauber.
Sein Hubschrauber mit koaxialem Rotorkonzept diente zum Transport von meteorologischen
Instrumenten in verschiedene Hohen. Um die Tragfihigkeit seiner Konstruktion zu iiber-

priifen, fertigte er eine Art Flaschenzuganlage mit Gewichten an.

Im Jahr 1784 fiihrten die Franzosen Launoy und Bienvenu ein Hubschraubermodell vor,
welches erstmalig die Drehmomentkompensation beriicksichtigte. Dieser Drehfliigler wurde
in Anlehnung an die ersten Modelle der Chinesen gebaut. Im Unterschied zu seinen Vor-
gingermodellen wurde er mit zwei gegenldufigen Rotoren betrieben und diente als Denk-
anstofl fiir den Wissenschaftler George Cayley (Bild 3.23). Nach einigen Experimenten
konstruierte Cayley ein flir den Schwebeflug geeignetes Koaxial-Hubschrauber-Modell und

legte damit den Grundstein fiir die spétere Senkrechtstarttechnik.
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Bild 3.23: Koaxialhubschrauber-Modell aus Korken und Hiithnerfedern von George Cayley

In der Folgezeit wurden diese Luftfahrtzeuge durch mehrere Ingenieure weiterentwickelt. Der
Forschungsschwerpunkt lag zur damaligen Zeit in der Antriebstechnik. So wurden die ersten
Modelle zundchst mit menschlicher Muskelkraft und spéter mit der von Pferden betrieben.
Beide Ansitze waren nicht erfolgreich. Ein weiterer Versuch einen Hubschrauber abheben zu
lassen, wurde mit einem Uhrwerk unternommen. Die Auftriebskraft war dabei jedoch so
gering, dass keine Flugh6hen von mehr als sechs Metern erreicht werden konnten. Erst im
Jahr 1842 versuchte der Englander W. H. Phillips, zugleich Erfinder des Feuerloschers, eine
Flugmaschine durch eine Dampfmaschine mit Kraftstoff-Luftgemisch anzutreiben. Das
Modell ,,Rasensprenger” mit Blattspitzenantrieb war zwar flugfahig, zerschellte aber aufgrund
der Nichtsteuerbarkeit am Boden. Der Gedanke, ein Fluggerdt mit Dampfkraft anzutreiben,
war der Ansporn fiir viele Erfinder. Es galt diese Antriebsart zu perfektionieren. Das Problem
war jedoch, einen Motor zu entwickeln, der im Verhéltnis zu seinem Gewicht die erforder-
liche Leistung erbringen wiirde. In der Folgezeit wurde versucht, den gewlinschten Auftrieb
mit Elektromotoren sicherzustellen, was aber nicht den erhofften Erfolg brachte. Kurz nach
der Jahrhundertwende entwickelten die Franzosen Louis und Jacques Bréguet 1908 den mit
zwei 55-PS-Renault-Benzinmotoren tatsidchlich flugfahigen Drehfliigler ,,Gyroplane Nr. 2”.
Er hatte zwei kippbare Rotoren von je 7,85 m Durchmesser sowie starre Fliigel mit einer

Gesamtfliche von iiber 50 m*, welche die Rotoren im Vorwirtsflug entlasten sollten.

Bis zum Anfang des 2. Weltkrieges arbeiteten viele Erfinder an der Weiterentwicklung der
Fluggerite hinsichtlich der Leistungssteigerung der Motoren und der Verbesserung der
Rotoren. Weitere Entwicklungsschwerpunkte lagen im Bereich der Steuerung, der
Flugstabilitit und des Drehmomentausgleichs. In diesem Zusammenhang sind neben den
Bréguet-Briidern die Russen Igor Sikorsky und Boris N. Juriew zu nennen, welche den ersten
Hubschrauber mit Haupt- und Heckrotor konstruierten. Wéhrend des Krieges stagnierten die

Entwicklungen, um dann in den frilhen flinfziger Jahren einen rasanten Aufschwung zu
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erfahren. Die erste in Lizenzfertigung gebaute Hubschraubergeneration wurde von den bei der
Firma Sikorsky Aircraft Corporation aufgelegten Hubschrauberserien mit Haupt- und

Heckrotor gepragt.

Der néchste Meilenstein in der Hubschraubergeschichte war die Konstruktion von Dreh-
fliiglern mit Turbinenantrieb. Der Vorteil von Turbinen-Triebwerken gegeniiber Kolben-
motoren ist bei Hubschraubern in erster Linie in der Gewichtsersparnis zu sehen. Aufgrund
des sehr giinstigen Leistungsverhéltnisses in Kilogramm pro Pferdestirke (kg/PS), des ge-
ringeren Raumbedarfs und des Wegfalls der bei Kolbenmotoren erforderlichen Motorkiihlung
ist ein Hubschrauber mit Turbinen wesentlich leichter als einer mit Kolbenmotor. 1961 ging
mit der ,,Alouette II"” der erste Turbinenhubschrauber in Serienfertigung. Diese Technik moti-
vierte andere Herstellerfirmen, ihre Modelle weiterzuentwickeln. Unterstiitzt wurde diese
Entwicklung durch zahlreiche Fertigungsanfragen von militérischer und ziviler Seite. Hervor-
zuheben sind hier die Bell UH-1 D, die unter anderem von der U.S. Army im Vietnam-Krieg
geflogen wurde, sowie die Sikorsky CH-53 G und die MBB BO 105 (Bild 3.24). Die CH-53
wird beispielsweise bei den deutschen Heeresfliegern als Transporthubschrauber eingesetzt.

Die BO 105 dient bei der Bundeswehr als Panzerabwehr- und Verbindungshubschrauber.
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Bild 3.24: Sikorsky CH-53 G (0.), MMB BO 105 (u. l.) und Bell UH-1 D (u. r.) [59]

Die modernen Hubschrauber haben inzwischen eine derart hohe Perfektion erreicht, daf3 sie
fiir spezielle Aufgabengebiete nicht mehr wegzudenken sind und gegeniiber Tragfliiglern

klare Vorteile aufweisen.

3.2.2 Modellbeschreibung und Streckenuntersuchung

Basierend auf grundlegenden mechanischen Gesetzen und den daraus resultierenden
Differentialgleichungen, kann ein Helikopter als nichtlineares dynamisches Mehrgrof3en-
system beschrieben werden. Das in Bild 3.25 dargestellte Twin-Rotor-MIMO-System ist ein
vereinfachtes Hubschraubermodell. Ziel der Modellbildung ist es, das auf physikalischen
Effekten beruhende Systemverhalten der Anlage moglichst genau in ein mathematisches
Modell zu iiberfiihren. Dabei konnen schon bei der Modellbildung gewisse Einfliisse ver-
nachlédssigt werden. Man spricht in diesem Zusammenhang von physikalischen Verein-
fachungen, die eine Reduktion der Modellordnung zur Folge haben. Bei der Modellbildung in
dieser Arbeit wurde darauf geachtet, ein mdglichst detailliertes Modell zu erzeugen, auf das

im weiteren verschiedene Ordnungsreduktionsverfahren angewendet werden konnen.
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Bild 3.25: Twin-Rotor-MIMO-System (Hubschraubersystem) [23]

Die Modellbeschreibung beginnt zunichst mit der Erlduterung der physikalischen Grundlagen
des Systems [16]. Es werden Unterschiede und Gemeinsamkeiten zwischen einem realen
Helikopter und dem vorliegenden Laborsystem (Bild 3.25) aufgezeigt. Dabei bietet es sich an,
die zwei Teilsysteme Hauptrotor (Index m = mainrotor bzw. v = vertikale Rotationsebene)
und Heckrotor (Index t = tailrotor bzw. h = horizontale Rotationsebene) vorerst getrennt von
einander zu betrachten. Diese Zerlegung erleichtert das Verstindnis fiir die spétere Be-

trachtung des verkoppelten Gesamtsystems.

Das Laborsystem 148t sich wie folgt charakterisieren:

An den beiden Enden eines Metallstabs, im weiteren Verlauf als Schwenkarm bezeichnet,
sind zwei Rotoren angebracht. Diese werden jeweils durch Gleichstrommotoren angetrieben.
Eine Authéngung gestattet es der Anordnung, Rotationsbewegungen in allen Raumrichtungen
auszufithren. Mit einem am Aufhdngungspunkt des Schwenkarmes angebrachten Gegen-
gewicht ist es moglich, einen Gleichgewichtszustand des Rotorsystems festzulegen. Das
System ist so ausbalanciert, dal der Hauptrotor bei abgeschalteten Motoren um ca. 40° nach

unten geneigt ist.
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Bei einem realen Helikopter wird der aerodynamische Vor- bzw. Auftrieb durch die Variation
des Rotoranstellwinkels bzw. des Anstellwinkels der Rotorblitter beeinflult. Das Labor-
system ist so konstruiert, dal der Anstellwinkel nicht verdndert werden kann. Dieser Punkt
stellt daher den wesentlichen Unterschied zu einem realen Helikopter dar. Die aero-
dynamische Kraft wird beim betrachteten Modell ausschlieBlich durch Verdnderung der
Rotorgeschwindigkeit beeinflufit. Demzufolge dienen die Motorspannungen als einzige Stell-
groflen. Eine Spannungsidnderung am Gleichstrommotor bewirkt eine Verédnderung der Rotor-
geschwindigkeit, welche dann eine Positionséinderung des Schwenkarmes zur Folge hat.
Hierbei ist auBerdem zu beachten, da3 die Kraft-Spannungs-Kennlinien beider Rotoren streng
genommen nicht punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung verlaufen. Einer Vorzeichen-
anderung der Spannung an einem der Rotoren entspricht daher keine zahlenméBig gleiche

Kraftwirkung in entgegengesetzter Richtung.

Bei der Laboranordnung sind der vertikale und der horizontale Positionswinkel Zustands-
grolen des Systems. Sie geben die Position des Schwenkarmes im Raum an. Weitere zur
Systembeschreibung herangezogene ZustandsgroBen sind die Winkelgeschwindigkeiten um
die horizontale und vertikale Achse des Aufhidngungspunktes, die Rotordrehzahlen des

Haupt- und des Heckrotors sowie die speisenden Strome der beiden Gleichstrommotoren.

Bei der Entwicklung des mathematischen Modells werden gewisse Vereinfachungen voraus-
gesetzt: Zundchst wird angenommen, dafl sich die Dynamik der Rotorteilsysteme mit
Differentialgleichungen erster Ordnung beschreiben 148t. Die aus der Stromungstheorie be-
kannten Vereinfachungen fiir die Rotoren werden bei der Modellbildung verwendet, wobei
die zu beriicksichtigende Reibung des Systems dem zéhfliissigen Typ zugeordnet wird. Beide
Betrachtungsweisen sind flir die Untersuchungen dieser Arbeit ausreichend realitdtsnah.
Dariiber hinaus wird die zuvor genannte Asymmetrie der Kraft-Spannungs-Kennlinien beider
Rotoren nicht beriicksichtigt und die konstruktionstechnisch bedingten mechanischen An-
schlagen vernachlédssigt. Die Einfliisse der Zuleitungs- und MeBkabel wurden durch einen
linearen Ansatz beriicksichtigt. Alle Annahmen sind insofern angemessen, weil das ent-
worfene Modell nach der Linearisierung in der Umgebung von Arbeitspunkten untersucht
wird und eine detaillierte Beschreibung keine erwdhnenswerte Verbesserung bewirkt.
Bild 3.26 veranschaulicht die Vorgehensweise bei Modellbildung und Ermittlung der

physikalischen Parameter.
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Bild 3.26: Gewdhlte Vorgehensweise zur Modellbildung

Von der linearisierten Zustandsraumdarstellung des Modells ausgehend, erfolgt in Ab-

schnitt 3.2.3 die Anwendung der in Kapitel 2 beschriebenen Konzepte.
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Physikalische Grundlagen

Im folgenden werden die physikalischen Effekte der einzelnen Komponenten des Rotor-

systems mathematisch beschrieben.

Gleichstrommotoren

Die Rotoren des Labormodells werden durch zwei Gleichstrommotoren identischer Bauart
angetrieben. Ein solcher Gleichstrommotor kann durch ein einfaches Gleichstromersatz-
schaltbild beschrieben werden. Fiir den Stromkreis dieser Ersatzschaltung, bestehend aus der
speisenden Spannung u, dem Strom im Ankerkreis i, der Ankerinduktivitit L, dem Anker-
widerstand R und der Ankerriickwirkungsspannung ug, liefert die Maschengleichung nach

Kirchhoff

Ri + L% fug = u. (3.16)

Die Ankerriickwirkungsspannung uq ist proportional der Winkelgeschwindigkeit o der
Motorwelle und somit auch proportional der Winkelgeschwindigkeit des Rotors, da er starr an
die Welle gekoppelt ist. Man setzt fiir uy = kmo, wobei kg, eine charakteristische Motor-
konstante fiir die magnetischen Kenngré3en des Motors ist. Sie ist gemeinsam mit dem Strom
1 fiir die Bildung des Drehmoments My gemill (3.17) verantwortlich. Sattigungs- und

Hystereseeffekte werden vernachléssigt.

MMm/t = Kmim/t (3.17)

Die Umformung von Gleichung (3.16) ergibt folgende Differentialgleichung fiir den Strom im
Ankerkreis:

(3.18)

Die Indizes m/t bzw. v/h stehen fiir main/tail (Haupt-/Heckrotor) bzw. fiir vertikal/horizontal.
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Elektromechanische Kopplung

Gemdll dem dritten Newtonschen Axiom besitzt jede Kraft F eine gleich groBe aber ent-
gegengesetzt gerichtete Gegenkraft F . Da die Gleichstrommotoren wie im vorhergehenden
Abschnitt beschrieben durch den Ankerstrom ein treibendes Moment My, entwickeln, wirken
auf den drehbar gelagerten Schwenkarm die entsprechenden Gegenmomente Myg: und

Muiem. Sie lauten nach dem oben geschilderten Prinzip actio = reactio

Mmgt = —Kkmit (3.19)
und
MMGm = kmim cosOy (3.20)

Fiir die Bewegungen um die horizontale und die vertikale Achse ist beim Moment MyiGm
allerdings zu beachten, daf} dieses zusitzlich noch eine Abhingigkeit vom Winkel ®, auf-

weist (3.20), da es nach Bild 3.27 stets senkrecht zur Rotationsebene des Hauptrotors steht.
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Y a

Heckrotor

horizontale
Achse

Hauptrotor

Bild 3.27: Aufteilung des Reaktionsmoments des Hauptrotors aufgrund
elektromechanischer Kopplung

Gewichtskriifte

Unter der Gewichtskraft eines Korpers versteht man die auf ihn wirkende Schwerkraft als
Folge der Gravitation. Da diese Kraft stets senkrecht zur Erdoberfldche wirkt, erzeugt das aus
ihr resultierende Moment ausschlieBlich Drehungen um die horizontale Achse; es beeinfluf3t
also nur den Winkel ®,. Die Massen der Rotoren von Aufthingung und Pendel inklusive
Gegengewicht konnen zur Vereinfachung als Punktmasse im jeweiligen Schwerpunkt nach

Bild 3.28 zusammengefalit werden.
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Bild 3.28: Vereinfachte Darstellung der wirksamen Gewichtsmomente

Die durch die Masse mp des Pendels und die Masse des Schwenkarmes mya hervorgerufenen

Momente Mg,p und Mgya berechnen sich gemal3 Bild 3.28 zu
MGy = Mgw + Mgva = —g(mpdgp sin®y +ma dga cosOy ) (3.21)

wobei g die Erdbeschleunigung und dsa bzw. dsp den Schwerpunktsabstand des Schwenk-

armes bzw. des Pendels zur Drehachse bezeichnen.

Aerodynamischer Auftrieb

Im Gegensatz zu Flugzeugen entsteht der aerodynamische Auftrieb bei Hubschraubern nicht
durch eine translatorische, sondern durch eine rotatorische Erzeugung einer Druckdifferenz an
den Rotorblittern. Zu diesem Effekt addiert sich der Einflul durch das dritte Newtonsche
Axiom. Da der Luftstrom abgelenkt wird, erzeugt er einen entgegengesetzten Bewegungs-
impuls am ablenkenden Objekt. Beides zusammen ergibt den Gesamtauftrieb. Die Rotor-

fliche, die Dichte des umgebenden Mediums und die Rotationsgeschwindigkeit des Rotors
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sind die entscheidenden EinfluBgréfen, die zur Bildung der Auftriebskraft beitragen. Die
urspriinglich asymmetrische Kraft-Drehzahl-Kennlinie beider Rotoren 1d6t sich vereinfacht

durch folgende Beziehungen anndhern:

Fav/h = kav/h sgn(om/¢ o2 (3.22)

Diese Anndherung liefert zufriedenstellende Ergebnisse, da die Dichtednderungen der um-
gebenden Luft und der Bodeneffekt eine genauere physikalische Modellierung unnétig
machen. Bei bekanntem Gewichtsmoment miissen die Rotoren zur Einhaltung einer
stationdren Lage ausschlieBlich das Gesamtgegenmoment Mg, der Schwerkraft nach
Bild 3.28 kompensieren. Die Auftriebskonstanten kan und ka, werden durch die Aufnahme

einer stationiren Kennlinie ermittelt.

Als Resultat dieser Uberlegungen ergeben sich fiir die Bewegungen um die beiden Dreh-

achsen die Momente My, und My,. Es gilt

Man = Fanli = kap sign (o) o?l; cos®, (3.23)
bzw

May = Faylm = kay sign(om ) opIm_ (3.24)
Trigheitsmomente

Das Triigheitsmoment I ist ein MaB fiir den Widerstand, den ein Korper einer Anderung

seiner Drehbewegung gemil
2
= 2mig (3.25)
1

entgegensetzt, wobei m; die Teilmassen und r; ihre Abstinde zum Referenzpunkt sind. Das
Tragheitsmoment hdngt von der Massenverteilung des Korpers relativ zu seiner Drehachse ab.
Fiir den Fall eines Korpers mit kontinuierlicher Massenverteilung kann die Summe in der
Gleichung (3.25) fiir das Tragheitsmoment durch ein Integral ersetzt werden. Die Beziehung

lautet dann
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I=[r’dm, (3.26)

wobei r hier der Abstand des infinitesimalen Massenelementes dm von der Drehachse ist.
Unter der Annahme symmetrischer Korper konnen die bekannten vereinfachten Formeln
(siehe z.B. [37] oder [55]) zur Berechnung der Trigheitsmomente homogener Korper ver-

wendet werden.

Zusitzlich wird bei der Modellbildung der Satz von Steiner bendtigt. Er stellt die Beziehung
zwischen einem Triagheitsmoment beziiglich der Achse durch den Massenschwerpunkt und
einer dazu im Abstand h parallelen Achse her. Bei bekanntem Trigheitsmoment Is der
Drehung um den Massenschwerpunkt lautet die Gleichung fiir das Tragheitsmoment I fiir die

Rotation um die parallel verschobene Achse
=1 +mge -h?, (3.27)

wobel myg fir die Gesamtmasse des Korpers steht.

Reibung

Die im System auftretenden Reibungseffekte lassen sich in Lager- und Luftreibung unter-
teilen. Die Reibung, die in den Lagern der Authidngung des Systems entsteht, wird als viskose
Reibung angenommen. Die GroBle des durch sie verursachten Moments Mg ist also pro-

portional zur Winkelgeschwindigkeit Q.
MRry/h = —ky/hQy/n (3.28)

Ebenso wie die zuvor beschriebene Reibung im Authingungspunkt wird die Lagerreibung in
den Gleichstrommotoren als viskos angesetzt. Die Reibmomente Mgy, und Mg, lauten in

Analogie zu (3.28) wie folgt:
(3.29)

Das Moment der Luftreibung My wird bei aerodynamischen Vorgédngen iiblicherweise als
quadratische Abhingigkeit von der Rotorgeschwindigkeit ® angenommen. Die an der Rotor-

fliche vorbeistromende Luft erzeugt ein zur Strémungsrichtung paralleles Drehmoment in
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entgegengesetzter Richtung. Dieses Gegenmoment ist abhéngig von der Rotorfldche, der Art

des Rotors und der Dichte des Mediums. Am jeweiligen Rotor wirkt demnach das Moment

Mim/t = —Kim/tsgn(om/i )h, - (3.30)

Propeller

Durch das Anlegen einer Gleichspannung an die Klemmen des Gleichstrommotors bildet
dieser in Abhéngigkeit vom Ankerstrom ein Drehmoment aus. Hierdurch wird der Propeller
eines Systems in Rotation versetzt. Die Drehbewegung eines Propellers 146t sich durch eine
nichtlineare Differentialgleichung erster Ordnung beschreiben. Die einzelnen Summanden,
die zusammen das Beschleunigungsmoment ergeben, stammen aus der Lagerreibung Mg, der

Luftreibung My, und dem Motorantriebsmoment My (3.17).

dop /¢ .
Im/tr dt = MRm/t *+ MLm/t * MMm/t = —KRm/tOm/t + Kmim/t

(3.31)

2
—kpm/t sgn(om/¢ o

Dabei ergeben sich die Trigheitsmomente I, und I (3.32) aus der Summe der Trigheits-

momente des Propellers Ip und des Motorankers Iy, da beide Bauteile starr gekoppelt sind.

Im/tr = IPm/t ¥ IMAm/t (3.32)

Die massive Erhohung des Triagheitsmoments durch die Kopplung des Motors mit dem Pro-
peller und der nichtlineare EinfluB der Luftreibung &ndern das P-T;-Glied des Motors in
Bezug auf die VergroBerung der Zeitkonstante und den wesentlich geringeren Endwert der
Winkelgeschwindigkeit. Haupt- und Heckrotor verhalten sich in dieser Hinsicht trotz iden-

tischer Gleichstrommotoren unterschiedlich, da die Propeller nicht baugleich sind.

Torsion

Ein sehr schwer zu erfassender Effekt des Modells ist die Torsion der Energie- und MeB-
leitungen. Durch mechanische Eingriffe konnte dieser Einflul minimiert werden. Dennoch ist
ein wirksames Moment My, vorhanden, das mit dem Winkel ®;, und der Torsionskonstante kr

durch die lineare Beziehung
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M, = — k1O (3.33)

nachgebildet wird. Auch wenn der Torsionseffekt nicht vollstdndig durch eine lineare Be-
ziehung beschrieben werden kann, ist das Ergebnis zumindest stationdr hinreichend genau.
Eine weitergehende Modellierung ist vor allem deswegen nicht moglich, weil durch un-

gewollte und unbewuBlte dullere Eingriffe dieser Einfluf} stark verdndert werden kann.

Trigheitskrdfte

Da es sich bei den betrachteten Bewegungen um Drehungen handelt, sind neben der
Newtonschen Trigheitskraft noch die Tragheitskrifte der Rotation zu beachten. Wesentliche
Einfliisse auf das Twin-Rotor-MIMO-System haben dabei die Zentrifugal- und die Coriolis-
Kraft.

Die zur Zentripetalkraft (Trigheitskraft) gehorende Gegenkraft wird als Zentrifugalkraft Fz
(Fliehkraft) bezeichnet. Bei der Bewegung auf einer Kreisbahn wirkt die Zentrifugalkraft stets
zusitzlich zur Gewichtskraft des Korpers radial nach auflen. Sie berechnet sich fiir einen mit
der Winkelgeschwindigkeit @ auf einer Kreisbahn mit dem Radius r rotierenden Massenpunkt

der Masse m zu
F;, = mo?r. (3.34)

Im betrachteten System wird daraus die Gleichung fiir das resultierende Moment Mz, um die
horizontale Achse

My, = lel (cos@vdéPmp —sin@vdéAmA ) (3.35)

abgeleitet, wobei die Bedeutung der Parameter dsp und dga in Bild 3.28 abgebildet sind.

Bewegt sich in einem rotierenden Bezugssystem ein Korper radial nach innen oder auf3en, so
andert sich seine Bahngeschwindigkeit. Er erfihrt somit eine Tangentialbeschleunigung,
deren Ursache die Coriolis-Kraft Fc¢ ist. Eine Beriicksichtigung dieser Scheinkraft, deren
GroBe durch (3.36) mit der Masse m des Kdorpers und der Radialgeschwindigkeit v bestimmt
ist , bleibt daher unerldBlich. o stellt die Winkelgeschwindigkeit des betrachteten rotierenden

Systems dar.
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Fec = 2mvo (3.36)

Ubertragen auf das Hubschraubermodell bedeutet dies ein weiteres Moment Mc um die

horizontale Achse. Es gilt

Mc = 20pQ, cos®, sin®, (dg, ma —dZ,mp ). (3.37)

Drehimpulsinderung der Rotoren

Unter dem Drehimpuls j eines rotierenden Korpers versteht man das Produkt aus seinem
Trigheitsmoment I und seiner Winkelgeschwindigkeit . Eine Anderung des Drehimpulses
kann bei konstantem Tridgheitsmoment nur durch eine Winkelgeschwindigkeitsdnderung er-

folgen und hat ein Drehmoments Mp, zur Folge. Aus
j=1lo (3.38)
1aBt sich somit unmittelbar

i d(le)
Codt dt

Mp (3.39)
herleiten. Eine Drehimpulsinderung des Hauptrotors ergibt somit zwei wirksame Dreh-
momentkomponenten Mpy, und Mpp, (3.40) jeweils um die horizontale und vertikale
Drehachse des Modells.

Mpy/hm = —Imr ©m Qy/h sSInOy (3.40)

Vertikales Teilsystem (Hauptrotorteilsystem)

Das vertikale Teilsystem des Hubschraubermodells kann durch vier Zustandsgrofen be-
schrieben werden. Neben der Winkelgeschwindigkeit €3, (v = vertikal) und dem Positions-
winkel ®, des Schwenkarmes, sind dies die Rotordrehzahl des Hauptrotors w,, und der
speisende Motorstrom iy,. In diesem Abschnitt werden die Zustandsdifferentialgleichungen
des vertikalen Teilsystems hergeleitet bzw. die bereits in fritheren Abschnitten aufgefiihrten
Gleichungen in einen globalen Zusammenhang gestellt. Hierbei ist zu beachten, dafl nur die

physikalischen Effekte beriicksichtigt werden, die ausschlieBlich im vertikalen Teilsystem
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von Bedeutung sind. Die mathematischen Ausdriicke, welche die Verkopplung zum anderen

Teilsystem beschreiben, bleiben zunichst unberiicksichtigt.

Bei der Analyse der Rotation des Schwenkarmes in der vertikalen Ebene, also bei einer Dreh-
bewegung um die horizontale Achse des Systems, kann die Rotation mit einer Pendelbewe-
gung verglichen werden. Dabei ist das Auftriebsmoment durch den Hauptrotor zu beriick-

sichtigen.

Die Drehbewegung gehorcht dem zweiten Newtonschen Axiom fiir Drehbewegungen gemél

dQ d’e
M, = I, dtV =1, dzv.
t

(3.41)

M, steht fiir das Gesamtdrehmoment als Produkt von Triagheitsmoment (Iy) und Winkel-
beschleunigung und ist jeweils die Summe der Einzeltrigheitsmomente bzw. -drehmomente

in Bezug auf die vertikale Rotationsebene.

Das Gesamtdrehmoment M, setzt sich aus drei Teilkomponenten zusammen. Eine Kom-
ponente ist das Moment Mg, gemal (3.21), welches die Momente beschreibt, die aufgrund
der Gravitationskréifte auf den Schwenkarm wirken. Weiterhin kommen das Drehmoment
Mayy (3.24) fir den aerodynamischen Auftrieb und Mgy (3.28) fiir die zu beriicksichtigende
Lagerreibung hinzu. Fafit man diese Komponenten in der allgemeinen Gleichung (3.41) zu-
sammen, ergibt sich

dQ
IV Y = MGV + MAV + MRV

dt (3.42)
—g(ma dgp cosOy + mpdgp sin®y ) + Fay (0y )1y —kyQy .

Dabei ist O, die Winkelgeschwindigkeit des Schwenkarmes um die vertikale Achse:

(3.43)

Die Beschreibung des vertikalen Teilsystems wird durch die Gleichungen (3.44) bzw. (3.45)

vervollstandigt.
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d
Imr & :MRm + MLm + MMm
dt (3.44)
= ~kRm®m + Kmim — KLmsign (on )oF,
di 1 .
d—ft“ = f(—Rlm —Km Om +uy ) (3.45)

Die Differentialgleichung (3.44) beschreibt die Bewegung des Propellers. Sie wurde bereits
im Abschnitt Propeller hergeleitet. Formel (3.45) entspricht Gleichung (3.18) und gilt fiir das

Verhalten des Ankerstroms im Motor.

Horizontales Teilsystem (Heckrotorteilsystem)

Analog zu den Bewegungen des Helikoptermodells in der vertikalen Ebene kann die Rotation
in der horizontalen Ebene beschrieben werden. Zur Illustration ist das System in Bild 3.29
schematisch dargestellt. Die Dynamik des Heckrotorteilsystems wird auch hier durch die
Verkniipfung der vier ZustandsgroBBen ©, (2, ® und i ausgedriickt. Wie im vorangegangenen
Abschnitt sind sie durch vier Differentialgleichungen festgelegt. Die Winkelgeschwindig-
keit Q2 und der Positionswinkel ® des Schwenkarmes sind durch den Index h fiir horizontales
Teilsystem, die Rotordrehzahl ® und der speisende Strom i des Gleichstrommotors mit dem
Index t gekennzeichnet. Die Vorgehensweise zur Aufstellung der vier Differentialgleichung
ist identisch zu der im vorangegangenen Abschnitt. Es wird an dieser Stelle deshalb auf eine

erneute ausfiihrliche Beschreibung verzichtet.
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Bild 3.29: Schematische Darstellung der horizontalen Rotationsebene (Draufsicht)

Die existierenden Drehmomente lassen sich gemédfl Newton fiir die Drehbewegung um die

vertikale Achse herleiten.

doy, d?ey
My =1 — =1; (3.46)
dt?
Setzt man die entsprechenden Teildrehmomente in diese Gleichung ein, erhdlt man:
(3.47)

Das Formelzeichen I, steht hier fiir die Summe der Trigheitsmomente der horizontalen

Rotationsebene.
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Die horizontale Winkelgeschwindigkeit ist

dOy
Qp = ——. 3.48
h " (3.48)
Das Differentialgleichungssystem des Heckrotors wird vervollstindigt durch die Propeller-

gleichung (3.31) und die Maschengleichung (3.18) des Ankerstromkreises.
dO)t
o Mgt + MLt + Mm
(3.49)

. . 2
= _th(Dt + kmlt — kLtSlgn((Dt )('Ot

Lir

.
% _ %(— Rig — ko + ¢ ) (3.50)

Verkoppeltes nichtlineares System

Auf den vorangehenden Seiten werden die Teilsysteme vollig entkoppelt voneinander
betrachtet. Bei der Modellbeschreibung des Gesamtsystems, sind die existierenden Verkopp-
lungen zwischen der Rotation um die horizontale und die vertikale Achse zu berticksichtigen.
Die zuvor fiir die Teilsysteme hergeleiteten Differentialgleichungen behalten ihre Giiltigkeit,
sie miissen allerdings, durch zusétzliche Momente der Zentrifugal- und Coriolis-Kraft sowie
dem Moment aus der Impulserhaltung erweitert werden. Somit ergibt sich fiir das Gesamt-

system folgender Satz von Differentialgleichungen:

dQ
Ihd—th = Map + MpGm + Mpym + Mc + Mt + Mgp
= —sign (o )oatzkAt cosO®y i + kiiy cos®y — L 0 Qy sin By, (3.51)
+2Q4,Qy cosO, sin@, (d3, mp —dgpmp ) — kpO — ky Qp
(3.52)

(3.53)
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dQ
Iy = = May + MuGt + Mpy + Mzy + Mgy + MRy
= sign (om ) oh kamIm — Kmit = Imr O Qp sin Oy (3.54)
_9121 cos®y sin®, (déAmA —déPmp )
—g(dgamp cos®y +dgpmp sin®y, ) — ki Qy
dO,
=Q 3.55
" v (3.55)
doy _ - - 2
Lir o MRrm + MLm + MMm = —kRm ®Om + Kmim — Kpmsign(on ) of, (3.56)
dit 1 .
— = —(—Ri{ —kyof +u 3.57
dt L( t m Wt h) ( )
di 1 )
S L Rig Kk om +uy) (3.58)

Somit ergeben sich folgende ZustandgroBen fiir das System 8. Ordnung: x; = Q (Winkel-
geschwindigkeit in der horizontalen Rotationsebene), x, = @y, (Azimutwinkel), x3 = o, (Dreh-
zahl des Heckrotors), x4 = € (Winkelgeschwindigkeit in der vertikalen Rotationsebene),
x5 = O, (Nickwinkel), x¢ = o, (Drehzahl des Hauptrotors), x; = i; (Ankerstrom im Gleich-
strommotor des Heckrotors) und xg = i, (Ankerstrom im Gleichstrommotor des Hauptrotors).
Von diesen acht Zustandsgroflen sind die beiden Positionswinkel @, und ®, sowie die Rotor-
drehzahlen o und ®,, meBbar und stehen als Ausgangsgroflen y; bis y4 zur Verfiigung. Die
StellgroBen sind u; = uy (Spannung des Gleichstrommotors am Heckrotor) und u; = u, (Span-

nung des Gleichstrommotors am Hauptrotor).

Modellvalidierung

Um die Giiltigkeit der aufgestellten Differentialgleichungen fiir das Labormodell (Anlage)
nachzuweisen, werden charakteristische Eigenschaften des Systems in verschiedenen Ver-
suchen tiiberpriift. Dazu werden zundchst wiederum die Teilsysteme und am Ende dieses

Abschnitts das Gesamtsystem betrachtet.



114 3. Anwendung der Konzepte

Wie in Abschnitt Vertikales Teilsystem (Hauptrotorteilsystem) bereits erwdhnt kann das
vertikale Teilsystem fiir sich betrachtet mit dem dynamischen Verhalten eines physikalischen
Pendels verglichen werden. Dies 148t als SchluBBfolgerung zu, da3 es sinnvoll ist, zunichst
einen Ausschwingversuch durchzufiihren. Bei Auslenkung des Systems aus der Ruhelage, die
bei Oy = -0,63 = -36° liegt, fiihrt das System nach dem Loslassen eine freie, exponentiell
gediampfte Schwingung aus. Bild 3.30 zeigt die exzellente Ubereinstimmung der Simulations-

ergebnisse mit denen des Versuchs.
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Zeit in Sekunden

Bild 3.30: Ausschwingversuch des vertikalen Teilsystems

Nach der Simulation des Ausschwingverhaltens wird das Systemverhalten auf eine Anregung
untersucht. Hierzu wird auf den Hauptrotor ein Spannungssprung von u, = 20 V gegeben und
die Rotordrehzahl aufgenommen. Die vergleichende Messung in Bild 3.31 zeigt, da3 das

Verhalten des Rotors gut nachgebildet wird.
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Bild 3.31: Vergleich der Hauptrotorsprungantworten des realen Systems und der Simulation
fiir einen Steuersprung von u,=0 V aufu, =20V

Die Auswirkungen auf den Nickwinkel ®, fiir einen Hauptrotorsteuersprung sind in Bild 3.32

festgehalten.
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Bild 3.32: Steuersprungantwort des vertikalen Systems von u,=0 V aufu, = 14,6 V

Die Sprungantworten in Bild 3.32 zeigen leichte Abweichungen vor allem fiir Zeiten t < 10
Sekunden. Der wesentliche Unterschied ist beim Aufschwingen festzustellen und kann zum
Teil auf die in Bild 3.31 ersichtliche Abweichung der Rotordrehzahl im gleichen zeitlichen
Bereich zuriickgefiihrt werden, da das reale P-T,-Propellerverhalten durch ein P-T;-Verhalten
angendhert wurde. Zusammenfassend 148t sich jedoch sagen, dafl das dynamische Verhalten
des vertikalen Teilsystems in der Simulation zufriedenstellend dem des realen Modells ent-

spricht. Zudem ist das entkoppelte vertikale Simulationsmodell stationir genau.

Zur Validierung des horizontalen Teilsystems werden bis auf den Ausschwingversuch die
gleichen Untersuchungen durchgefiihrt. Der Ausschwingversuch entfidllt, weil sich das Heck-
rotorteilsystem nicht wie ein Pendel verhilt. Die Reaktion der Rotorgeschwindigkeit auf eine
sprungformige Anregung des Heckrotors ist in Bild 3.33 zu sehen. Der Vergleich der Sprung-

antworten zeigt eine gute Ubereinstimmung.
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Bild 3.33: Vergleich der Heckrotorsprungantworten des realen Systems und der Simulation
vonu,=0Vaufu,=13V

Wie in den vorhergehenden Abschnitten beziiglich des Torsionseffekts der Zuleitungen
bereits erwihnt, kann dieses Phinomen durch den gewihlten Ansatz nicht im gesamten Aus-
lenkungsbereich des Winkels @, exakt beschrieben werden. In einem Bereich, der fiir die
Linearisierung des Systems an den gewdhlten Arbeitspunkten als sinnvoll erachtet werden
kann, wird die in Bild 3.34 dargestellte Ubereinstimmung des Azimutwinkels ®, von Labor-

und Simulationsmodell erreicht.
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Bild 3.34: Sprungantwort des horizontalen Systems von u, =0 V auf u,=2,25 V

Nachdem die mathematische Beschreibung der beiden entkoppelten Teilsysteme realititsnahe
Ergebnisse liefert, folgt nun die Uberpriifung des verkoppelten Gesamtsystems. In Bild 3.35
und Bild 3.36 sind die Reaktionen der beiden Zustandsgroflen ®, und ®; auf einen Sprung
des Hauptrotors von 0 auf 3 V in Simulation und Realitét dargestellt. Aus den Verldufen der
beiden ZustandgroBen sind wieder die bereits beschriebenen leichten Abweichungen der
Simulation vom tatsdchlichen Verlauf erkennbar. Als Erklarung fiir die Abweichungen sei
hier nochmals auf die Problematik hinsichtlich Torsion, Berechnung der Trigheitsmomente
tiber symmetrische Korper und die Vereinfachung der Auftriebs-Drehzahl-Kennlinie ver-
wiesen. Die kleinen Auslenkungen des Winkels ®, und die grobe Auflésung des
Winkelsensors fiihren zu einen treppenférmigen Verlauf (Bild 3.35). Die Sprunghdhe wird so

niedrig gehalten, damit die linearen Zusammenhénge Giiltigkeit besitzen.
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Bild 3.35: Verlauf der Drehung in der vertikalen Rotationsebene (®,) des verkoppelten
Systems fiir einen Sprung auf den Hauptrotor von u,=0 V aufu, =3V
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Bild 3.36: Verlauf der Drehung in der horizontalen Rotationsebene (®y) des verkoppelten
Systems fiir einen Sprung auf den Hauptrotor von u,=0 V aufu, =3V

Damit ist die Validierung des nichtlinearen verkoppelten Gesamtsystems erfolgreich abge-

schlossen, d.h. das mathematische Modell beschreibt das Rotorsystem hinreichend genau.

Fiir die Untersuchungen der in Kapitel 2 beschriebenen Konzepte ist die Uberfiihrung des

nichtlinearen mathematischen Modells in ein linearisiertes Zustandsraummodell notwendig.

Linearisiertes Zustandsraummodell

Ein nichtlineares, zeitinvariantes System n-ter Ordnung wird durch folgende zwei Vektor-

gleichungen vollstdndig beschrieben:

(3.59)

(3.60)
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Demnach lassen sich auch die Gleichungen (3.51) bis (3.58) als Vektordifferentialgleichung
in der Form (3.59) darstellen. Gleichung (3.60) gibt an, welche Zustandsgrof3en als Ausgangs-
groflen zur Verfiigung stehen. Um die in Kapitel 2 beschriebenen Verfahren auf das TRMS-
Hubschraubermodell anwenden zu kdnnen, ist es notwendig, ausgehend von der nichtlinearen
Darstellung ein linearisiertes Zustandsraummodell herzuleiten. Dazu wird das nichtlineare
System unter der Voraussetzung, daB} f(x, u) und g(x) stetig differenzierbar sind, um einen

Arbeitspunkt (xap, uap) linearisiert.

Durch partielle Ableitung der nichtlinearen Gleichungen (3.59) und (3.60) erhélt man die

lineare Zustandsraumdarstellung:

A% = AAX + BAu (3.61)
Ay = CAx, (3.62)
mit
of,  ofy of; |
5X1 8X2 aXn
of : . ,
A = — = : : v : 3.63
OXIx p ,uap (3.63)
of,  of, of,,
0X1 O0X» OXp | XAp UAP
fofy  ofy of] |
oug ouy oup
of ) . .
B = — = : : e : 3.64
8[1 XAP LUAP ( )
of,  of, of,,
i ouy ouy OXyp Nrp unp

und
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[0z g og1 |
0xq 0x7 0xp
og . . .
C=—= = : : : (3.65)
ox XAP
0gq 0gq 08q
| 0x) 0x7 OXp | ‘ap

Die Ordnungen der Jacobi-Matrizen A, B und C sind fiir das System 8. Ordnung mit n = 8§,
p = 2 und q = 8 festgelegt. Die sich aus der Linearisierung ergebenden Systemmatrizen fiir

ausgewdhlte Arbeitspunkte sind im Anhang abgedruckt.

Streckenuntersuchung

Das vorliegende mathematische Modell 8. Ordnung kann durch Vernachldssigung der
elektrischen Zeitkonstante der Motoren physikalisch auf 6. Ordnung reduziert werden. Diese
hiufig praktizierte Vorgehensweise ist moglich, weil die elektrische Motorzeitkonstante

wesentlich kleiner als die mechanische Motorzeitkonstante ist.

Die folgende Systemanalyse beinhaltet drei Aspekte: den Vergleich zwischen nichtlinearem
und linearem Modell, den Vergleich zwischen dem linearisierten Modell 8. Ordnung und dem
physikalisch vereinfachten linearisierten Modell 6. Ordnung sowie die Untersuchung des

linearisierten Modells 8. Ordnung an drei verschiedenen Arbeitspunkten.
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a) Vergleich zwischen nichtlinearem und linearem Modell

In Bild 3.37 ist das Einschwingverhalten des nichtlinearen Systems 8. Ordnung aus der Ruhe-

lage (®, =-0,6256, ®, = 0) auf einen markanten Arbeitspunkt zu sehen.

1.2 ,
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Bild 3.37: Einschwingen des nichtlinearen Modells aus der Ruhelage auf den Arbeitspunkt
beiuy,=14,6 Vundu, =7V

Als Arbeitspunkt wird die vertikale Nullage gewihlt, das heif3t, dal beide Positionswinkel den
Wert Null annehmen. Dieser Arbeitspunkt wurde gewéhlt, weil sich hier zum einen der
Torsionseffekt nicht stark auswirkt und zum anderen diese Lage am Labormodell optisch gut
erkennbar ist. Die Endwerte der Positionswinkel liegen allerdings nicht exakt bei Null
(®, =-0,0201, ®, =-0,0166), da die Bestimmung der Motorspannungen zur Erlangung dieser
Position durch Iteration erfolgte. Auf eine prédzisere Ermittlung wurde aufgrund des hohen
Aufwands verzichtet. Sie wiirde keine wesentliche Veranderung des Einschwing- und

Systemverhaltens hervorrufen.

In den folgenden Bildern (Bild 3.38 bis Bild 3.42) sind Sprungantworten des Systems bei

unterschiedlichen Sprunghdhen zu sehen. Die Spriinge erfolgen ausgehend vom oben
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definierten Arbeitspunkt. Man sieht deutlich, dafl die Linearisierung des Systems bei den
Spriingen in Bild 3.38 und Bild 3.39 das Verhalten des nichtlinearen Systems sehr gut
nachbildet. Mit zunehmender Sprunghéhe wird die Abweichung von nichtlinearem und

linearem System grofer.
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Bild 3.38: Vergleich zwischen nichtlinearem und linearisiertem Modell bei einem
Sprung von u, = 14,6 V aufu, =15,6 V

Anhand Bild 3.38 und Bild 3.39 konnen die zu erwartenden Werte der Positionswinkel des
linearen Modells bestimmt werden. Beide Winkel weichen stationdr um weniger als finf

Prozent bezogen auf den Endwert voneinander ab.
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Bild 3.39: Vergleich zwischen nichtlinearem und linearisiertem Modell bei einem
Sprung vonu, =7 V aufu, =8V

Bei Verdopplung der Sprunghdhe in Bild 3.40 wird mehr als die doppelte Zunahme des
Winkels Oy, erzielt. Betrdgt die Abweichung dieses Winkels bei einer Sprunghdhe von zwei
Volt nur ungefidhr zehn Prozent, so wéchst sie bei einer Sprunghéhe von fiinf Volt auf ca.
19 Prozent an (vgl. Bild 3.41). Diese Tatsache ist auch beim Winkel ®, zu beobachten, jedoch

ist hier die Zunahme des Winkels im linearisierten System grofBer als im nichtlinearen.



126 3. Anwendung der Konzepte

— theta, bei Sprung des Hauptrotors
theta, bei Sprung des Hauptrotors

—— theta, bei Sprung des Heckrotors

—— theta_bei Sprung des Heckrotors |7

Winkel in rad

0 10 20 30 40 50 60 70 80 a0 100
Zeit in Sekunden

Bild 3.40: Sprungantworten des nichtlinearen Modells bei einem Sprung von
jeweils 2 V auf einen der Rotoren
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Bild 3.41: Sprungantworten des nichtlinearen Modells bei einem Sprung von jeweils 5 V auf

einen der Rotoren

Vermindert man die Motorspannung beispielsweise um zwei Volt, so wirkt sich die

Nichtlinearitidt des Systems auf die gleiche Weise aus. Dieses Verhalten ist in Bild 3.42

abgebildet.



128 3. Anwendung der Konzepte

theta bei Sprung des Hauptrotors
—— theta bei Sprung des Heckrotors
—— theta bei Sprung des Heckrotors

Winkel in rad

1.5 i i i i i i i \ i
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zeit in Sekunden

Bild 3.42: Sprungantworten des nichtlinearen Modells bei einem Sprung von
jeweils -2 V auf einen der Rotoren

Als Fazit dieser Untersuchungsreihe bleibt festzuhalten, daB3 die Linearisierung als hinrei-

chend genau angesehen werden kann.

b) Vergleich zwischen dem linearisierten Modell 8. Ordnung und dem physikalisch

vereinfachten linearisierten Modell 6. Ordnung

In diesem Abschnitt wird das linearisierte Modell 8. Ordnung mit dem durch Vernachléssi-
gung der elektrischen Zeitkonstanten physikalisch reduzierten linearisierten Modell 6. Ord-
nung am Arbeitspunkt AP1 aus Abschnitt a) verglichen. Wihrend die Eigenwerte A, sowie
As und A¢ fiir beide Systeme iibereinstimmen, weicht der Realteil von A3 4 um den Faktor 2 ab
(vgl. Tabelle 3.24). Der Doppelpol 75 des Systems 8. Ordnung ist der negative Kehrwert der
elektrischen Zeitkonstanten. Er hat keinen sichtbaren Einflu3 auf die Systemdynamik, was die

Vernachldssigung dieses physikalischen Effekts rechtfertigt.
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Modell 6. Ordnung

Modell 8. Ordnung

A =-1,6997%10"+j1,8592*10™

A =-1,6997*10"+j1,8592*10™"

Ao =-1,6997%10"-j1,8592*10™"

Ao =-1,6997*%10"-j1,8592*10™"

A3 = -3,7864%107+j2,1096

Az =-1,8924*%107+j2,1099

hs = -3,7864*107-j2,1096

As =-1,8924%107-2,1099

As=-2,2735

As=-2,2770

e =-1,1888

e =-1,1891

A =-1,0179%10°

A =-1,0192%10°

Tabelle 3.24: Eigenwerte der linearisierten Modelle 6. und 8. Ordnung am AP1

Als Fazit bleibt somit festzuhalten, da3 die Systeme stationér iibereinstimmen, Bild 3.43. In

der Dynamik tritt aufgrund der unterschiedlichen Realteile der Pole A3 und A4 eine sichtbare

Differenz in der Amplitude und Dauer der Schwingung des Nickwinkels ®, auf. Dieser Effekt

ist auf ist auf den Dampfungsgrad d des konjugiert komplexen Polpaares A3 4 zurlickzufiihren.
Dieser betriagt 0,009 fiir das Modell 8. Ordnung und 0,017 fiir das 6. Ordnung. Die Frequenz

beider Systeme ist identisch, da die Imaginirteile von A; und A4 gleich sind. Der Verlauf des

Azimutwinkels Oy, ist bei beiden Systemen gleich.
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Bild 3.43: Vergleich der Modelle 6. Ordnung (griin) und 8. Ordnung (blau)

¢) Untersuchung des linearisierten Modells an drei verschiedenen Arbeitspunkten

Im folgenden wird das Systemverhalten an drei ausgewéhlten Arbeitspunkten untersucht, um
charakteristische Unterschiede zu ermitteln. Die Arbeitspunkte sind in Tabelle 3.25 aufge-
filhrt. Die sich ergebenden Matrizen A, B und C befinden sich im Anhang. Aufler dem
Arbeitpunkt AP1 wurden zwei Arbeitspunkte AP2 und AP3 untersucht, die stirker im nicht-

linearen Bereich liegen, d.h. in einem Bereich in dem sich die Torsion der Messkabel stirker

auswirkt.
Arbeitspunkt AP1 Arbeitspunkt AP2 Arbeitspunkt AP3
®,=-0,0166 rad O, =-0,0065 rad ®, =0,6093 rad
0, =-0,0201 rad 0, =-0,3548 rad ®, =-0,2594 rad

Tabelle 3.25: Positionswinkel der Arbeitspunkte AP1, AP2 und AP3
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In Bild 3.44 sind die Pole fiir diese drei Arbeitspunkte abgebildet. Ihre Zahlenwerte sind zu-

satzlich in Tabelle 3.26 aufgefiihrt. Zur besseren Visualisierung werden die vernachlissig-

baren Pole der Gleichstrommotoren ausgeblendet.
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Bild 3.44: Polstellendiagramm zum Vergleich der Arbeitspunkte
AP1 (blau), AP2 (griin) und AP3 (rot)
Arbeitspunkt AP1 Arbeitspunkt AP2 Arbeitspunkt AP3

M = (-1,6997+1,8592)*10"

M = (-1,8895+1,8662)*10"

A= (-1,7993+j1.8678)*10™!

A2 = (-1,699-j1,8592)*10™"

Ao = (-1,8895-j1,8662)*10™

Ao =(-1,7993-j1,8678)*10™

A3 =-1,8924%107+j2,1110

A3 =-1,6717%107+j2,2710

A3 =-1,7678%107+j2,2392

Ag =-1,8924%107-j2,1110

Ay =-1,6717%107-j2,2710

hg =-1,7678%107-j2,2392

hs =-2,2770

As =-2,1026

As=-2,1281

Ae=-1,1891

As=-9,0143*10"'

A =-9,9765%10"

A =-1,0179%10°

A =-1,0179%10°

A =-1,0179%10°

As=-1,0192%10°

A =-1,0192%10°

A =-1,0192%10°

Tabelle 3.26: Eigenwerte des Systems an den Arbeitspunkten AP1, AP2 und AP3
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Die Sprungantworten, Bild 3.45, entsprechen dynamisch den berechneten Eigenwerten. Die

stationidren Abweichungen bestétigen die Nichlinearitdt des Originalsystems.

Sprung von u_h Sprung von u_v

=
o

o=

o=
=
o

1
-

Winkel theta_hin rad

=
=
=9

Winkel theta_v in rad
[
=4

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Zeit in Sekunden

Bild 3.45: Vergleich der Sprungantworten an den Arbeitspunkten AP1 (blau), AP2 (griin)
und AP3 (rot) bei einer Sprunghdhe von Au, =1V bzw. Au, =1V

3.2.3  Simulationen unterschiedlicher Regelungen

In diesem Abschnitt werden die zuvor beschriebenen Verfahren und Wege zum Entwurf eines
Beobachterreglers reduzierter Ordnung am linearen Modell des Twin-Rotor-MIMO-Systems
angewendet und miteinander verglichen. Der Reglerentwurf erfolgt iiber die Optimierung
eines quadratischen Glitekriteriums (vgl. Abschnitt 2.1.1) und beinhaltet als einzigen freien
Entwurfsparameter den Faktor q, der das Verhéltnis der Gewichtungsmatrizen Q zu R fest-
legt. Den so entworfenen Riccati-Zustandsregler, kombiniert mit dem {iber das automatisierte
Beobachterentwurfsverfahren bestimmten Zustandsbeobachter, bezeichnet man als Beobach-
terregler. Gemeinsames Ziel der auf unterschiedliche Arten generierten Beobachterregler

reduzierter Ordnung ist es, dal das Gesamtsystem schneller ist als die Strecke (Original-
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system). Der Begriff Gesamtsystem steht im folgenden fiir den geschlossenen Regelkreis,
bestehend aus Originalsystem 8. Ordnung im Vorwértszweig und einem Beobachterregler
r-ter Ordnung in der Riickfiihrung. Bei den nachfolgenden Versuchsreihen steht vor allem die
Dynamik im Vordergrund, weshalb die Untersuchungen hauptsdchlich auf Eigenwert-

betrachtungen beruhen.

Fiir die Prédsentation und Auswertung der Ergebnisse werden die beiden indirekten Wege

zundchst getrennt voneinander behandelt.

Uber Reglerreduktion zum Regler reduzierter Ordnung (Weg 1)

Weg 1 vom System hoher Ordnung zum Beobachterregler reduzierter Ordnung fiihrt {iber den
Entwurf eines Beobachterreglers hoher Ordnung und anschlieBender Reglerreduktion zum
Regler reduzierter Ordnung. Der Beobachterregler hoher Ordnung ist fiir die Untersuchungen

hinsichtlich Reglerreduktion das Referenzsystem.

Fiir das Systemverhalten im Zeitbereich sind hauptsdchlich die Eigenwerte mit kleinem
Realteil ausschlaggebend. Um die Dynamik zu verbessern, miissen die dominanten Eigen-
werte der Strecke durch den Riccati-Zustandsregler (Riickfiihrmatrix K) nach links ver-
schoben werden. Uber den Faktor ¢, der die Gewichtungsmatrizen Q und R beim
Reglerentwurf in Beziehung setzt, kann dabei EinfluB auf die Lage der Eigenwerte der
Regelung (A-BK) genommen werden. Eine Erhohung von q wirkt sich verschirfend auf die
Bestrafung von Abweichungen hinsichtlich der ZustandsgroB3en aus. Dies geht jedoch mit
einem erhohten Stellaufwand einher, weshalb der in unserem Fall einzige Entwurfsparameter
mit Bedacht zu wihlen ist. Zur Festlegung auf einen geeigneten Wert, werden zunéchst
Simulationen mit verschiedenen Faktoren (q = 1, 10, 100 und 1000) zur Bestimmung und
Analyse der Eigenwerte der Regelung durchgefiihrt. Tabelle 3.27 zeigt die Eigenwerte der
Strecke und die Eigenwerte der Regelung fiir die Faktoren ¢ =1 und q = 10.
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Eigenwerte der Strecke (A) Eigenwerte der Regelung (A-BK)
q=1 q=10
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-0,0189 -2,1099 -0,0395 -2,1105 -0,1105 -2,1164
-0,0189 2,1099 -0,0395 2,1105 -0,1105 2,1164
-0,1700 -0,1859 -0,2552 -0,2680 -0,4314 -0,4491
-0,1700 0,1859 -0,2552 0,2680 -0,4314 0,4491
-1,1891 0 -1,1903 0 -1,2005 0
-2,2770 0 -2,2775 0 -2,2822 0
-1017,8642 0 -1017,8642 0 -1017,8642 0
-1019,1839 0 -1019,1839 0 -1019,1839 0

Tabelle 3.27: Eigenwerte der Strecke (A) und der Regelung (A-BK)
firq=1undq=10

Betrachtet man den am néchsten an der Imagindrachse liegenden Eigenwerte der Strecke und
mit dem der beiden Regelungen, so bleibt festzuhalten, dal die Regelung iiber q = 1 den
Realteil des Eigenwertes der Strecke anndhernd verdoppelt. Bei der iiber q = 10 entworfenen
Regelung erfolgt sogar eine Versechsfachung. Diese Verschiebung fordert jedoch einen ver-
gleichsweise groflen Stellaufwand. Deshalb wird nur der Fall q = 1 weiter verfolgt. Dies gilt
aus Griinden der Vergleichbarkeit fiir Weg 1 und Weg 2. Die Ergebnisse fiir die Faktoren
q = 100 und q = 1000 in den entsprechenden Tabellen dienen lediglich theoretischen Uber-

legungen.

Ein weiterer Entwurfsparameter auf dem Weg zum Regler reduzierter Ordnung ist die
Dominanzart, auf dem der Beobachterentwurf und die modale Ordnungsreduktion basieren.
Den folgenden Untersuchungen am Rotorsystem wird die Ubertragungsdominanz zugrunde
gelegt, da sie hauptsédchlich auf das Ein-/ Ausgangsverhalten von Systemen abzielt und bereits

die Untersuchungen am Triebwerk anhand der Realteildominanz durchgefiihrt wurden.

Unter Beriicksichtigung dieser Vorgaben plaziert der automatisierte Beobachterentwurf die
Eigenwerte des Beobachters (siche Tabelle 3.28) links von den dominanten Eigenwerten der

Regelung und liefert ein stabiles Gesamtsystem.
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Realteil Imaginérteil
-0,0434 -2,1105
-0,0434 2,1105
-0,2807 -0,2680
-0,2807 0,2680
-1,3093 0
-2,5052 0

-1119,6506 0
-1121,1023 0

Tabelle 3.28: Eigenwerte des Beobachters hoher Ordnung (A-LC)

Die beiden nach dem Separationstheorem unabhingig voneinander entworfenen Systeme
Regelung und Beobachter werden jetzt zum Beobachterregler zusammengefiihrt. Tabelle 3.29

zeigt die Eigenwerte des daraus resultierenden Beobachterreglers hoher Ordnung (A-BK-LC).

Realteil Imaginirteil
-0,0874 -2,1284
-0,0874 2,1284
-0,3306 -0,2482
-0,3306 0,2482
-1,3383 0
-2,5016 0

-1119,6506 0
-1121,1023 0

Tabelle 3.29: Eigenwerte des Beobachterreglers hoher Ordnung (A-BK-LC)

Der vorliegende Beobachterregler 8. Ordnung wird auf Weg 1 iiber verschiedene Ordnungs-
reduktionsverfahren reduziert. Fiir die Festlegung des Reduktionsgrades sind bei der balan-
cierten Ordnungsreduktion die Singuldrwerte und bei der modalen Ordnungsreduktion die
Kennzahlen beziiglich Ubertragungsdominanz ausschlaggebend. Anhand dieser Werte kann
festgelegt werden, auf welche Ordnung sinnvoll reduziert werden kann. Tabelle 3.30 zeigt die

Singuldrwerte des Beobachterreglers sowie die angesprochenen Dominanzkennzahlen.
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3,161560624
1,296080696
0,019521947
0,012233439
9,20934*10”
6,83008%10°

Singularwerte Dominanzkennzahlen
7,607840786 22,45987712
7,382607946 22,45987712

1,166492626
1,166492626
0,362516284
0,021277089
1,47418*10°°
1,58088+*10°

Tabelle 3.30: Kennzahlen zur Festlegung des Reduktionsgrades
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Reduktionsart Ordnung Faktor q =
1 10 100 1000
balancierte Ordnungsreduktion 7 s S S S
durch Abschneiden 6 ] s ] s
5 S s s s
4 s s s S
3 i s ] s
2 i i ] s
1 i i i i
balancierte Ordnungsreduktion 7 ¥ S S S
nach Guth 6 ] s ] s
5 s s s s
4 s s s S
3 i i s s
2 i i ] i
1 ] i ] i
modale Ordnungsreduktion 7 ¥ S S S
durch Abschneiden 6 ] s s S
5 ] s kk i
4 ] s i i
3 kk kk kk kk
2 ] s i i
1 kk kk kk kk
modale Ordnungsreduktion 7 s S S S
nach Guth 6 ] s s s
5 ] s kk s
4 s s s S
3 kk kk kk kk
2 i i ] i
1 kk kk kk kk

Legende: s=stabil i=instabil kk = konj.-komplexe Eigenwerte

Tabelle 3.31: Mogliche Reduktionsgrade bei verschiedenen Reduktionsverfahren
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Balancierte Ordnungsreduktion

Bei der Analyse der Kennzahlen aus Tabelle 3.30 wird nach groBeren Liicken zwischen den
einzelnen Singuldrwerten gesucht. BetragsmiBig groBe Kennzahlen stehen fiir wichtige
Systemteile und sind ins reduzierte System zu tlberfiihren. Aus Tabelle 3.30 geht fiir die
balancierte Ordnungsreduktion hervor, daf eine Reduktion auf 2., 4. oder 6. Ordnung sinnvoll
ist. Tabelle 3.31 zeigt aber auch, daf eine Reduktion auf zweite Ordnung trotz Liicke bei den
Singuldrwerten nicht sinnvoll ist, da der reduzierte Beobachterregler zu einem instabilen

Gesamtsystem fithren wiirde.

Anhand der Tabelle 3.31 kann gepriift werden, welche Kombinationen iiberhaupt zu einem
stabilen Gesamtsystem fiihren. Eine Aussage dariiber, wie gut das Ergebnis beim Einsatz
eines das Gesamtsystem stabilisierenden Beobachterreglers reduzierter Ordnung ist, kann
dieser Tabelle nicht entnommen werden. Eine prozentuale Auswertung bzgl. der ein stabiles

Gesamtsystem liefernden Kombinationen zeigt Tabelle 3.32.

Reduktionsart Faktor q =
1 10 100 1000
balancierte Ordnungsreduktion ST.1% 71,4% 85,7% 85,7%
durch Abschneiden
0 0 0 0
balancierte Ordnungsreduktion 71,4% >7.1% 100% 71,4%
nach Guth
0 0 0 0
modale Ordnungsreduktion durch T1,4% 71,4% 28,6% 28,6%
Abschneiden
57,1% 57,1% 57,1% 57,1%

modale Ordnungsreduktion nach
Guth

Tabelle 3.32: Anzahl der stabilen Losungen in Prozent des geschlossenen Kreises
bei Ubertragungsdominanz

Eine Reduktion auf vierte Ordnung ist einer Reduktion auf sechste Ordnung vorzuziehen, da
natiirlich immer versucht werden muf3, die Ordnung soweit als moglich zu reduzieren. Auch

hinsichtlich der angestrebten Vergleiche der balancierten mit der modalen Ordnungsreduktion
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1aBt die Reduktion auf vierte Ordnung sinnvoll erscheinen. Dies stiitzt sich auf die in der
Tabelle 3.30 gezeigten Dominanzkennzahlen, anhand derer der Reduktionsgrad bei der moda-

len Ordnungsreduktion festgelegt wird.

EIGENWERTE BEOBACHTERREGLER
8. Ordnung 4. Ordnung tiber balancierte Ordnungsreduktion
(Referenz) durch Abschneiden nach Guth
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-0,0874 -2,1284 -0,0877 -2,1286 -0,0877 -2,1286
-0,0874 2,1284 -0,0877 2,1286 -0,0877 2,1286
-0,3306 -0,2482 -0,3572 -0,2385 -0,3572 -0,2385
-0,3306 0,2482 -0,3572 0,2385 -0,3572 0,2385
-1,3383 0
-2,5016 0
-1119,6506 0
-1121,1023 0

Tabelle 3.33: Eigenwerte des Beobachterreglers hoher Ordnung (Referenz) und
der auf 4. Ordnung reduzierten Beobachterregler iiber balancierte
Ordnungsreduktion durch Abschneiden oder nach Guth

Tabelle 3.33 zeigt einen Vergleich der Eigenwerte des Beobachterreglers hoher Ordnung
(Referenzsystem) mit den balanciert reduzierten Beobachterreglern 4. Ordnung. Die Reduk-
tion der Beobachterregler erfolgte einmal durch einfaches Abschneiden des nichtdominanten
Systemanteils und zum anderen iiber das Verfahren von Guth, welches ein stationir genaues
reduziertes System liefert. Die Eigenwerte der iiber die beiden Verfahren reduzierten
Beobachterregler sind identisch. Dies leuchtet ein, weil das Verfahren von Guth im Vergleich
zur Reduktion durch einfaches Abschneiden lediglich die Ein- und Ausgangsmatrix verdndert.
Die Verschiebung der Eigenwerte der balanciert reduzierten Beobachterregler im Vergleich
zum Referenzsystem liegt darin begriindet, da3 bei der balancierten Ordnungsreduktion die

dominanten Eigenwerte nicht direkt reduzierte System iibernommen werden.
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Bild 3.46: Sprungantworten der Beobachterregler (Referenz (blau), durch Abschneiden
(griin), iiber Guth (rot)) bei einem Sprung auf den Winkel ©,

Bild 3.46 zeigt, daB3 bei einer Reduktion von 8. auf 4. Ordnung kaum Unterschiede zu erken-
nen sind. Lediglich der tiber Abschneiden auf 4. Ordnung reduzierte Beobachterregler (griin)

weicht stationdr um etwa zwei Prozent vom Referenzsystem ab.
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EIGENWERTE GESAMTSYSTEM MIT BEOBACHTERREGLER
8. Ordnung 4. Ordnung tiber balancierte Ordnungsreduktion
(Referenzsystem) durch Abschneiden nach Guth
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil

-0,0395 -2,1105 -0,0356 -2,1157 -0,0356 -2,1079
-0,0395 2,1105 -0,0356 2,1157 -0,0356 2,1079
-0,0434 -2,1105 -0,0474 -2,1053 -0,0478 -2,1127
-0,0434 2,1105 -0,0474 2,1053 -0,0478 2,1127
-0,2552 -0,2680 -0,2400 -0,3082 -0,2325 -0,2830
-0,2552 0,2680 -0,2400 0,3082 -0,2325 0,2830
-0,2807 -0,2680 -0,3295 -0,1873 -0,3352 -0,2359
-0,2807 0,2680 -0,3295 0,1873 -0,3352 0,2359
-1,1903 0 -1,1487 0 -1,1514 0
-1,3093 0 -2,2799 0 -2,2802 0
-2,2775 0 -1017,8642 0 -1017,8642 0
-2,5052 0 -1019,1839 0 -1019,1839 0

-1017,8642 0

-1019,1839 0

-1119,6506 0

-1121,1023 0

Tabelle 3.34: Eigenwerte des Gesamtsystems, bestehend aus dem Originalsystem im
Vorwirtszweig und dem jeweiligen Beobachterregler in der Riickfithrung

Die Tabelle 3.34 zeigt, inwiefern die unterschiedlichen Beobachterregler die Lage der Eigen-

werte des Gesamtsystem beeinflussen. Man sieht, dal die Eigenwerte des Gesamtsystems mit

Beobachterregler hoher Ordnung sich von den Eigenwerten der Gesamtsysteme mit den iiber

die verschiedenen Verfahren balanciert reduzierten Beobachterreglern 4. Ordnung unter-

scheiden. Dies liegt darin begriindet, da3 wie schon erwdhnt bei der balancierten Ordnungs-

reduktion eine Verschiebung der Eigenwerte stattfindet.

Das Bild 3.47 zeigt die Impulsantworten des Winkels @ der beschriebenen Gesamtsysteme

und der Regelstrecke bei einer Anregung durch die Spannung u,. Es wird deutlich, daf} auf

eine impulsformige Anregung, alle Beobachterregler das Gesamtsystem zu einem schnellerem

Abklingen im Vergleich zur Strecke bewegen.
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Bild 3.47: Impulsantworten der Gesamtsysteme (Referenz (blau), nach Abschneiden (griin),
nach Guth (rot)) mit der Strecke (hellblau) anhand des Winkels ®y
bei einer Anregung durch die Spannung uy

Die dominante Zeitkonstante der in Bild 3.47 dargestellten Gesamtsysteme mit Beobachter-
regler ist ca. ein Drittel kleiner als die dominante Zeitkonstante der Strecke. Anfangsampli-

tude und Einschwingzeit sind gegeniiber der Regelstrecke auf ca. 75 Prozent reduziert.

Modale Ordnungsreduktion

Bei der modalen Ordnungsreduktion wird ein sinnvoller Reduktionsgrad ebenfalls iiber
Kennwerte aus Tabelle 3.30 bestimmt. Dazu wird bei den Dominanzkennzahlen wie bei den
Singuldrwerten nach groferen Liicken zwischen den einzelnen Werten gesucht. Aus den
Kennzahlen fiir die Ubertragungsdominanz ergibt sich, daB auch fiir die modale Regler-
reduktion eine Reduktion auf 2., 4. und 6. Ordnung sinnvoll ist. Die Reduktion auf 2. Ord-
nung scheidet fiir die folgenden Vergleiche aus, da der nach Guth modal auf 2. Ordnung
reduzierte Beobachterregler das Gesamtsystem instabil werden 146t (vgl. hierzu Tabelle 3.31).
Eine Reduktion auf 4. Ordnung fiihrt sowohl durch einfaches Abschneiden, als auch iiber das

Verfahren nach Guth zu einem das Gesamtsystem stabilisierenden Beobachterregler.
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Ein wesentlicher Unterschied zwischen der modalen und der balancierten Ordnungsreduktion
ist, daB3 bei der modalen Ordnungsreduktion die dominanten Eigenwerte direkt ins reduzierte
System {ibernommen werden. Es kommt daher bei der Reduktion zu keiner Eigenwert-

verschiebung, vgl. Tabelle 3.35.

EIGENWERTE BEOBACHTERREGLER
8. Ordnung 4.0rdnung iiber modale Ordnungsreduktion
(Referenz) durch Abschneiden nach Guth
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-0,0874 -2,1284 -0,0874 -2,1284 -0,0874 -2,1284
-0,0874 2,1284 -0,0874 2,1284 -0,0874 2,1284
-0,3306 -0,2482 -0,3306 -0,2482 -0,3306 -0,2482
-0,3306 0,2482 -0,3306 0,2482 -0,3306 0,2482
-1,3383 0
-2,5016 0
-1119,6506 0
-1121,1023 0

Tabelle 3.35: Eigenwerte des Beobachterreglers hoher Ordnung (Referenz) und der auf
4. Ordnung reduzierten Beobachterregler iiber modale Ordnungsreduktion
durch Abschneiden oder nach Guth

Die Eigenwerte der beiden modal reduzierten Beobachterregler sind wieder identisch, da wie
bei der balancierten Ordnungsreduktion der stationdre Ausgleich nach Guth nur durch eine
Anderung der Ein- und Ausgangsmatrix erreicht wird. Die fiir die Eigenwerte maBgebliche

Systemmatrix ist bei beiden Verfahren gleich.

Bild 3.48 zeigt, daf die nach Guth erzwungene stationidre Genauigkeit des Beobachterreglers
zu Lasten der dynamischen Nachbildung im Anfangsverhalten geht. Der {iber einfaches

Abschneiden modal reduzierte Beobachterregler ist wie erwartet stationdr ungenau.
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Spannung u_h in Volt
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Bild 3.48: Sprungantworten der Beobachterregler (Referenz (blau), durch Abschneiden
(grilin), iiber Guth (rot)) bei einem Sprung auf den Winkel ©,

Die Auswirkungen der iiber die unterschiedlichen Verfahren modal reduzierten Beobachter-
regler fiir das Gesamtsystemverhalten kann anhand der Tabelle 3.36 diskutiert werden. Sie
zeigt die Eigenwerte der zugehorigen Gesamtsysteme. Es fillt auf, da3 die Eigenwerte des
Gesamtsystems mit dem durch einfaches Abschneiden modal reduzierten Beobachterreglers
etwas ndher an den Eigenwerten des Referenzsystems liegen als die des Gesamtsystems mit
dem tiber Guth reduzierten Beobachterregler in der Riickfithrung. Welche Auswirkungen

diese Abweichungen auf das Ubertragungsverhalten haben, zeigen die Impulsantworten in
Bild 3.49.
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EIGENWERTE GESAMTSYSTEM MIT BEOBACHTERREGLER

8. Ordnung 4. Ordnung iiber modale Ordnungsreduktion
(Referenzsystem) durch Abschneiden nach Guth
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-0,0395 -2,1105 -0,0391 -2,1204 -0,0378 -2,1197
-0,0395 2,1105 -0,0391 2,1204 -0,0378 2,1197
-0,0434 -2,1105 -0,0452 -2,0996 -0,0462 -2,0999
-0,0434 2,1105 -0,0452 2,0996 -0,0462 2,0999
-0,2552 -0,2680 -0,2610 -0,2935 -0,2571 -0,2780
-0,2552 0,2680 -0,2610 0,2935 -0,2571 0,2780
-0,2807 -0,2680 -0,2780 -0,2303 -0,2815 -0,2568
-0,2807 0,2680 -0,2780 0,2303 -0,2815 0,2568
-1,1903 0 -1,1553 0 -1,1559 0
-1,3093 0 -2,2780 0 -2,2788 0
-2,2775 0 -1017,8642 0 -1017,8642 0
-2,5052 0 -1019,1839 0 -1019,1839 0
-1017,8642 0
-1019,1839 0
-1119,6506 0
-1121,1023 0

Tabelle 3.36: Eigenwerte des Gesamtsystems, bestehend aus dem Originalsystem im
Vorwirtszweig und dem jeweiligen Beobachterregler in der Riickfiihrung

Bei den Impulsantworten der Gesamtsysteme, mit den iiber die modalen Verfahren reduzier-
ten Beobachterreglern in der Riickfiihrung, kdnnen kaum Unterschiede zum Referenzsystem
festgestellt werden. Auch im Vergleich zu Bild 3.47 ergeben sich nur geringe Abweichungen

beziiglich der modalen bzw. balancierten Reglerreduktion.
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Bild 3.49: Impulsantworten der Gesamtsysteme (Referenz (blau), nach Abschneiden (griin),
nach Guth (rot)) mit der Strecke (hellblau) anhand des Winkels ®y,
bei einer Anregung durch die Spannung uy

An dieser Stelle kann festgestellt werden, dal3 die iiber Weg 1 erzeugten Beobachterregler

4. Ordnung die Systemdynamik wie gewiinscht verbessern.

Uber Modellreduktion zum Regler reduzierter Ordnung (Weg 2)

Auf Weg 2 wird im Gegensatz zu Weg 1 zundchst die Strecke reduziert, um vom System
hoher Ordnung zum Beobachterregler reduzierter Ordnung zu gelangen. Fiir jedes der iiber
verschiedene Verfahren reduzierten Systeme wird ein Beobachterregler entworfen. Wie bei
Weg 1 wird fiir die Regelung der Faktor q = 1 und als Dominanzkriterium fiir die modale
Modellreduktion sowie den Beobachterentwurf die Ubertragungsdominanz ausgewihlt. Die
Tabelle 3.37 zeigt die prozentuale Anzahl der stabilen Losungen des geschlossenen Kreises
(Gesamtsystem), d.h. Regelstrecke im Vorwirtszweig und reduzierter Beobachterregler in der

Riickfithrung, fiir verschiedene Faktoren q und Reduktionsverfahren.



3.2. Simulationen am Rotormodell 147

Reduktionsart Faktor q =
1 10 100 1000
100% 100% 85,7% 57,1%

balancierte Ordnungsreduktion
durch Abschneiden

0 0 0 0
balancierte Ordnungsreduktion 85,7% 100% ST1% ST.1%
nach Guth

0 0 0 0
modale Ordnungsreduktion durch 714% 714% ST1% ST.1%
Abschneiden

57,1% 42,9% 57,1% 42,9%

modale Ordnungsreduktion nach
Guth

Tabelle 3.37: Anzahl der stabilen Losungen in Prozent des geschlossenen Kreises
bei Ubertragungsdominanz

Aus der Tabelle 3.37 wird ersichtlich, dall die Wahl des Faktors q = 1 sinnvoll ist, da bei allen
anderen Faktoren ein nicht so hoher Prozentsatz an stabilen Losungen existiert und zudem

weitaus groBere Stellsignale notwendig wéren.

Im Gegensatz zu Weg 1 sind bei Weg 2 die Singuldrwerte und die Dominanzkennzahlen der
Strecke ausschlaggebend fiir die Wahl des Reduktionsgrades. Dies beruht auf der Tatsache,
daB auf Weg 2 zunidchst die Strecke reduziert wird (Modellreduktion) und dann der Beobach-

terregler entworfen wird.

Singularwerte Dominanzkennzahlen

1,365630915 9,345580512

0,92286315 9,345580512
0,914778414 0,97580902
0,416322379 0,797054896
0,023918017 0,537130304
0,006925737 0,537130304
2,87479%10° 8,8027*107"
2,28505%10° 1,28611*107™"

Tabelle 3.38: Kennzahlen zur Festlegung des Reduktionsgrades
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Anhand der in Tabelle 3.38 gezeigten Kennzahlen, konnte auf unterschiedliche Ordnungen
reduziert werden. Die Reduktion auf 4. Ordnung ist jedoch sowohl fiir die balancierte als auch
die modale Ordnungsreduktion sinnvoll und wird aus Griinden der Vergleichbarkeit der
Reduktion auf eine andere Systemordnung vorgezogen. Der Tabelle 3.39 kann entnommen
werden, dal bis auf die modale Ordnungsreduktion nach Guth alle Verfahren ein stabiles
Gesamtsystem liefern. Die modale Ordnungsreduktion nach Guth scheidet daher fiir weitere

Vergleiche aus.
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Reduktionsart Ordnung Faktor q =
1 10 100 1000
balancierte Ordnungsreduktion 7 S S S S
durch Abschneiden 6 s ] ] s
5 s s s s
4 S s s S
3 s s ] 1
2 s ] i i
1 S s ] 1
balancierte Ordnungsreduktion 7 S S S S
nach Guth 6 s S ] S
5 s s s s
4 S s s S
3 1 s 1 1
2 s s 1 1
1 s s 1 1
modale Ordnungsreduktion 7 S S S S
durch Abschneiden 6 S s ] S
5 s s s s
4 S s s S
3 kk kk kk kk
2 s s 1 1
1 kk kk kk kk
modale Ordnungsreduktion 7 S S s S
nach Guth 6 S s s S
5 s s S s
4 1 1 s 1
3 kk kk kk kk
2 s i i i
1 kk kk kk kk

Legende: s =stabil i=instabil kk = konj.-komplexe Eigenwerte

Tabelle 3.39: Mogliche Reduktionsgrade bei verschiedenen Reduktionsverfahren
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Da auf Weg 2 die Reduktion der Strecke eine balancierte bzw. modale Transformation
voraussetzt, ist es sinnvoll, zundchst die Eigenwerte der Referenzbeobachterregler hoher Ord-
nung fiir das balanciert bzw. modal transformierte System miteinander zu vergleichen. In den
Vergleich eingeschlossen werden sollte der Referenzbeobachterregler von Weg 1, dessen
Eigenwerte der Tabelle 3.33 entnommen werden konnen und dem keine Transformation
vorausgeht. Man erkennt, daf3 sich alle drei Referenzbeobachterregler in ihren Eigenwerten
geringfligig unterscheiden. Die Differenzen entstehen durch die balancierte bzw. modale

Transformation und den anschlieBenden Einsatz des place-Algorithmus beim Beobachter-

entwurf.
REFERENZBEOBACHTERREGLER
fiir balanciert reduzierte Systeme fiir modal reduzierte Systeme
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-0,0641 -2,1115 -0,0595 -2,1120
-0,0641 2,1115 -0,0595 2,1120
-0,3643 -0,3666 -0,3762 -0,3558
-0,3643 0,3666 -0,3762 0,3558
-1,3102 0 -1,2914 0
-2,5090 0 -2,5132 0
-1119,6506 0 -1119,6506 0
-1121,1023 0 -1121,1023 0

Tabelle 3.40: Eigenwerte der Referenzbeobachterregler fiir balanciert oder
modal reduzierte Beobachterregler

Vergleicht man nun die Eigenwerte der beiden Referenzgesamtsysteme von Weg 2 (Tabelle
3.41), mit den Eigenwerten des Referenzgesamtsystems von Weg 1 (siche Tabelle 3.34), so
wird ersichtlich, dafl die Eigenwerte der Gesamtsysteme nahezu gleich sind. Unterschiede
zwischen den Eigenwerten konnen erst in der siebten Nachkommastelle (107) festgestellt

werden.
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EIGENWERTE REFERENZSYSTEM, D. H. MIT BEOBACHTERREGLER 8. ORDNUNG
balanciert modal
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil
-0,0395 -2,1105 -0,0395 -2,1105
-0,0395 2,1105 -0,0395 2,1105
-0,0434 -2,1105 -0,0434 -2,1105
-0,0434 2,1105 -0,0434 2,1105
-0,2552 -0,2680 -0,2552 -0,2680
-0,2552 0,2680 -0,2552 0,2680
-0,2807 -0,2680 -0,2807 -0,2680
-0,2807 0,2680 -0,2807 0,2680
-1,1903 0 -1,1903 0
-1,3093 0 -1,3093 0
-2,2775 0 -2,2775 0
-2,5052 0 -2,5052 0
-1017,8642 0 -1017,8642 0
-1019,1839 0 -1019,1839 0
-1119,6506 0 -1119,6506 0
-1121,1023 0 -1121,1023 0

Tabelle 3.41: Eigenwerte der Referenzgesamtsysteme fiir Weg 2

Die Tabelle 3.42 zeigt die Eigenwerte der drei stabilen Gesamtsysteme von Weg 2 mit den
unterschiedlichen Beobachterreglern 4. Ordnung in der Riickfiihrung. Die modale Ordnungs-
reduktion liefert nur mit dem Verfahren durch einfaches Abschneiden eine stabile Losung des
geschlossenen Kreises, weshalb ein Vergleich zwischen den beiden modalen Verfahren ent-
fallt. Betrachtet man die Eigenwerte der Gesamtsysteme (Tabelle 3.42) mit den iiber balan-
cierte bzw. modale Modellreduktion erzeugten Beobachterreglern in der Riickfiihrung, so
stellt man fest, da3 die iiber modale Reduktion erhaltenen Eigenwerte den Eigenwerten der
Referenzgesamtsysteme (Tabelle 3.41) sehr dhnlich sind. Die Eigenwerte der balancierten
Verfahren sind ihnen gegeniiber leicht verschoben. Die grofite Verschiebung tritt bei den
Eigenwerten des Gesamtsystems auf, denen die balancierte Modellreduktion nach Guth
zugrunde liegt. Grund dafiir ist, da3 bei der Modellreduktion iiber das Verfahren nach Guth
die stationdre Genauigkeit liber eine Anpassung der Ein- und Ausgangsmatrix erreicht wird,
was beim anschlieBenden Beobachterreglerentwurf Veranderungen gegeniiber dem durch

Abschneiden balanciert reduzierten System hervorruft.
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EIGENWERTE GESAMTSYSTEM MIT BEOBACHTERREGLER 4. ORDNUNG
iiber balancierte Ordnungsreduktion iiber modale
Ordnungsreduktion
durch Abschneiden nach Guth durch Abschneiden
Realteil Imaginérteil Realteil Imaginérteil Realteil Imaginarteil

-0,0360 -2,1132 -0,0308 -2,1275 -0,0386 -2,1099
-0,0360 2,1132 -0,0308 2,1275 -0,0386 2,1099
-0,0472 -2,1054 -0,1595 -0,2602 -0,0443 -2,1101
-0,0472 2,1054 -0,1595 0,2602 -0,0443 2,1101
-0,2451 -0,3018 -0,2834 -2,1019 -0,2638 -0,2391
-0,2451 0,3018 -0,2834 2,1019 -0,2638 0,2391
-0,2767 -0,2244 -0,5437 -0,3301 -0,2660 -0,2936
-0,2767 0,2244 -0,5437 0,3301 -0,2660 0,2936
-1,2059 0 -1,3050 0 -1,2156 0
-2,2695 0 -2,3055 0 -2,2694 0
-1017,8642 0 -1017,8642 0 -1017,8642 0
-1019,1839 0 -1019,1839 0 -1019,1839 0

Tabelle 3.42: Eigenwerte des Gesamtsystems, bestehend aus dem Originalsystem im
Vorwirtszweig und dem jeweiligen Beobachterregler in der Riickfiihrung

Vergleich von Weg 1 mit Weg 2

Vergleicht man nun die Eigenwerte der Gesamtsysteme mit den {iber balancierte Ordnungs-
reduktion durch einfaches Abschneiden auf Weg 1 und Weg 2 erzeugten Beobachterreglern
4. Ordnung (Tabelle 3.34 und Tabelle 3.42) in der Riickfiihrung, siecht man, dafl beide Wege
fast gleiche Ergebnisse liefern. Damit stimmen auch die Eigenwerte des Gesamtsystems mit
dem {iber balancierte Reglerreduktion nach Guth auf Weg 1 entworfenen Beobachterregler
4. Ordnung tberein. Die Eigenwerte des entsprechenden Pendants von Weg 2 weichen von
den bisher verglichenen ab. Dabei kann auf den bereits geschilderten Sachverhalt beziiglich
Unterschiede beim Beobachterentwurf verwiesen werden. Bei der Betrachtung der Gesamt-
systemeigenwerte, welche aus der Anwendung des modalen Verfahrens durch Abschneiden
auf beiden Wegen resultieren (Tabelle 3.34 und Tabelle 3.42), ist keine nennenswerte Abwei-
chung erkennbar. Eine Gegeniiberstellung der Eigenwerte der modalen Ordnungsreduktion

durch einfaches Abschneiden scheidet aufgrund der instabilen Losung von Weg 2 aus.
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Aus den vorangegangenen Uberlegungen kann nicht abgeleitet werden, daB der eine Weg
generell besser als der andere ist. Vielmehr wird die gewiinschte Systemordnung des redu-
zierten Beobachterreglers die Wahl des entsprechenden Entwurfsweges vorgeben. Dabei kann
fiir das Rotorsystem auf die in Tabelle 3.31 und Tabelle 3.39 abgedruckten Moglichkeiten
verwiesen werden. Existieren fiir die gewihlte Systemordnung mehrere stabile Losungen bei
unterschiedlichen Vorgehensweisen, so ist an dieser Stelle zu priifen, welche Strategie im
Hinblick auf die Entwurfsziele zu favorisieren ist. Ein detaillierterer Vergleich von Weg 1 mit
Weg 2 ist aufgrund der bereits angesprochenen Problematik beim Beobachterentwurf auf
Weg 2 an dieser Stelle nicht sinnvoll. Dies ist jedoch keinesfalls negativ zu bewerten, da beim
Entwurf von Reglern reduzierter Ordnung nicht der Vergleich, sondern das Resultat und der
betriebene Aufwand (Interaktivitit) beim Entwurf im Vordergrund stehen. Wird dagegen ein
durchgingiger Vergleich angestrebt, so konnte dies ein iiber die Optimierung eines quadra-
tischen Giitefunktionals entworfener Beobachter ermdglichen. Dabei ist eine hinsichtlich
Vergleichbarkeit geeignete Wahl der Gewichtungsmatrizen unabdingbare Voraussetzung. Des
weiteren ist darauf zu achten, dal3 bei sdmtlichen Transformationen bzw. Reduktionen die

Gewichtungsmatrizen entsprechend anzupassen sind.

Der Nachweis, daf3 die entworfenen Regler reduzierter Ordnung auch praktisch eingesetzt
werden konnen, erfolgt iber deren Anwendung am nichtlinearen mathematischen Modell des
Rotorsystems. Hierzu wird exemplarisch der auf Weg 1 {iber balancierte Ordnungsreduktion
entworfene, auf 4. Ordnung reduzierte Beobachterregler ausgewidhlt und die Simulations-

ergebnisse mit denen der Anwendung am linearen System verglichen (Bild 3.50).
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Bild 3.50: Einsatz des entworfenen reduzierten Reglers am linearen und nichtlinearen
Modell, hier Vergleich der Sprungantworten der Winkel ®;, (nichtlinear (blau),
linear (hellblau)) und ®, (nichtlinear (rot), linear (schwarz)) bei einem
Spannungssprung von u, = 14,6V auf u, = 15,6V

Hinsichtlich der Dynamik zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung bei Anwendung des
reduzierten Reglers am linearen bzw. nichtlinearen Modell. Die stationdre Abweichung
beziiglich des Winkels ®;, war zu erwarten und resultiert aus den bereits bei der Strecken-
untersuchung des Rotorsystems festgestellten unterschiedlichen Endwerten von linearem und
nichtlinearem Modell. Ziel der Zustandsregelung ist es, die Dynamik im Vergleich zur
Strecke ohne Regelung zu verbessern. Wie gezeigt gelingt dies durch den Einsatz der unter-

schiedlichen Regler reduzierter Ordnung sehr gut.

Die Auswertung der Simulationsergebnisse erfolgte bislang vor allem qualitativ. Erste
Ansitze quantitativer Bewertungen erfolgten anhand der Eigenwertbetrachtungen. Fiihrt man
diesen Gedanken konsequent weiter, so wiinscht man sich quantitative Beurteilungsmdglich-
keiten hinsichtlich der Leistungsfihigkeit der eingesetzten Verfahren. Nachdem die Ord-
nungsreduktion zentraler Bestandteil dieser Arbeit ist, wird daran ein neuartiger Ansatz vor-
gestellt, der das Gedankengut des Benchmarking durchgéingig auf die systemtechnische
Problemlosung iibertrdgt. Ergebnis dieser Vorgehensweise ist eine prototypisch realisierte

dynamische Workbench zum Vergleich von Ordnungsreduktionsverfahren.
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Dieses Kapitel behandelt den Einsatz von Benchmarking in der Regelungstechnik [28].
Anhand der Ordnungsreduktion eines linearen zeitinvarianten Zustandsraummodells, werden
Kriterien definiert und diskutiert, die eine quantitative Bewertung der Reduktionsgiite ermog-
lichen. Die Analyse, Auswertung und Datenarchivierung der gewonnenen Ergebnisse erfolgt
iiber eine dynamische Matlab-Workbench, die liber das World-Wide-Web der Allgemeinheit
zur Verfligung steht. Ausgehend von dieser Idee und der prototypisch realisierten Matlab-
Workbench werden Perspektiven entwickelt, die verschiedene Mdglichkeiten fiir einen effi-

zienten Einsatz des Benchmarking in der modernen Wissenschaft aufzeigen.

4.1 Zielsetzung

Benchmarking wird verwendet, um verschiedene Prozesse, hier Losungsmoglichkeiten (Ver-
fahren), miteinander zu vergleichen und deren Ergebnisse quantitativ bewerten zu konnen.
Dafiir sind ein Referenzsystem und geeignete Bewertungskriterien zu definieren. Die Ent-
wicklung von Wissenschaft und Wirtschaft hat von der menschlichen Neugier und dem
staindigen Streben nach Besserem profitiert. Diese menschlichen Eigenschaften liegen auch
dem Benchmarking zugrunde. Mit dem Benchmarking sind die Begriffe ,,Informations-
sammlung und —verarbeitung®, ,,Verdnderung“, ,, Kommunikation® sowie der ,,MeB-, Ver-
gleichs-, Positionierungs- und Lernaspekt* untrennbar verbunden [48]. Viel zu oft wird der
Begriff ,,Benchmarking* jedoch auf den reinen ,,Vergleichsaspekt™ reduziert. Bei der spiteren
Anwendung soll gezielt der in den anderen Punkten steckende Mehrwert freigesetzt werden.
Dazu wird herausgearbeitet, welche Forderungen sich aus diesen Aspekten fiir die praktische
Umsetzung des Benchmarking ableiten lassen und wie diese bei der prototypischen Reali-

sierung der Matlab-Workbench berticksichtigt wurden.

Nachdem bei der Ordnungsreduktion versucht wird, die Ordnung des Systems unter Beibe-
haltung der charakteristischen Eigenschaften zu reduzieren, ist das Originalsystem gleich-
zeitig das Referenzsystem. An ihm werden die iiber verschiedene Verfahren auf unterschied-
liche Ordnung reduzierten Modelle gemessen. Zur Beurteilung der Reduktionsgiite sind
geeignete Bewertungskriterien zu definieren, welche die Abweichungen zum Referenzsystem

quantifizieren.
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4.2 Bewertungskriterien

Ausgehend vom bereits beschriebenen Ziel der Ordnungsreduktion werden in diesem
Abschnitt Kriterien definiert, die eine quantitative Bewertung der Reduktionsgiite ermog-
lichen. Dabei gibt es sicherlich unterschiedliche Ansichten dariiber, welche Kriterien zur
Beurteilung der Reduktionsgiite zu verwenden sind. Die im folgenden vorgeschlagenen sollen
als Diskussionsgrundlage verstanden werden und dienen in erster Linie zu Demonstrations-
zwecken. Allen Bewertungskriterien gemein ist das Prinzip, eine Abweichung des reduzierten
Systems vom Referenzsystem (Ausgangssystem) hinsichtlich einer bestimmten Eigenschaft
zu erfassen und mit einer Maf3zahl zu versehen. Die Auswertung kann sowohl iiber Matlab-
Befehle als auch iiber ein Blockschaltbild in Simulink erfolgen. Bei den untenstehenden
Kriterien wurde von beiden Moglichkeiten Gebrauch gemacht. In Summe ergeben sie, zu
einer Matlab-Funktion zusammengefal3t, den in der Workbench abgelegten ,,Standard-

Benchmark®.

Es versteht sich von selbst, dafl es dem Nutzer der Workbench freisteht, im Hinblick auf seine
Problemstellung eigene Kriterien zu definieren, diese evtl. mit bereits bestehenden zu einem
neuen Benchmark zusammenzufiihren und der Allgemeinheit zur Verfiigung zu stellen. Dabei

sind gewisse Konventionen zu beachten, die in der Workbench néher beschrieben sind.

4.2.1 Bewertungskriterien im Zeitbereich

Bei den Bewertungskriterien im Zeitbereich werden sowohl das Referenzsystem als auch das
Vergleichssystem mit dem selben Eingangssignal (z.B. Sprung, Rampe, Impuls) angeregt und
die jeweiligen Systemantworten miteinander verglichen und ausgewertet. Die zugrunde

liegende Simulationsdauer ist dabei abhidngig vom Referenzsystem.

Fehlerintegrale

In Anlehnung an die aus der Regelungstheorie bekannten Fehlerintegrale, werden iiber eine
vom Referenzsystem abhingige Integrationsdauer, Abweichungen der Systemantwort des

reduzierten Systems zum Referenzsystem fiir unterschiedliche Eingangssignale ausgewertet.
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Aus [8] kann entnommen werden, dal3 verschiedene Funktionen f;[.] mit den zugehdrigen

Integralen als sogenannte Regelfldchen [; = Igo fi (eq (t))dt vorgeschlagen werden.

Sie basieren auf der um den stationdren Endwert bereinigten Regeldifferenz eq4(t), so dal3

eq(t > ) = 0 ist. Den exemplarischen Verlauf einer Regeldifferenz zeigt Bild 4.1.

e(t)

.. AN,

Ut

Bild 4.1: Zeitlicher Verlauf einer Regeldifferenz

Im folgenden werden die im iibertragenen Sinne der Workbench zugrunde liegenden Regel-

flachen fiir e4(t) definiert:

a) Die quadratische Regelfliche 1, fir f|[eq (t)] = edz(t)

oder ISE-Kriterium (Integral of Squared Error)

b)  Die Betragsfliche 1, fiir [eq(t)] = | eq(t) |

oder IAE-Kriterium (Integral of Absolute Error)

c) Die zeitgewichtete Betragsfliiche 15 fiir f3[ey(t)] =t | eq(t) |

oder ITAE-Kriterium (Integral of Time-weighted Absolute Error)

Analog zu den sogenannten Regelflichen werden, wie bereits erwihnt, Integrale liber die
Abweichung der Systemantworten von Original- und reduziertem System gebildet. Zum bes-
seren Verstindnis, werden diese Kriterien in Simulink abgebildet. Das hierfiir erzeugte
Blockschaltbild ist in Bild 4.2 zu sehen.
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Bild 4.2: Blockschaltbild zu den Fehlerintegralen

Dieses Simulink-Modell besitzt einen Eingang und drei Ausginge. Uber den Eingang wird
die gewiinschte Anregung (hier Sprung) sowohl auf das Referenzsystem als auch auf das
reduzierte System gegeben. Danach erfolgt der Vergleich beider Ausgangssignale und die
Auswertung iiber die drei Fehlerintegrale, deren Ergebnisse iiber die drei Ausginge des
Simulink-Modells ausgegeben werden. Eine Modellebene hoher werden diese Ergebnisse zur

Weiterverarbeitung im Matlab-Workspace abgelegt.

Punktuelle Abweichungen

Neben den eben beschriebenen Fehlerintegralen werden auch punktuelle Abweichungen
betrachtet. Diese werden direkt auf der Matlab-Befehlsebene untersucht. Hierbei wird zu jeder
Anregung die Abweichung der Anfangs- und Endwerte sowie die maximale und durch-

schnittliche Abweichung der Ausgangsgrof3en beider Systeme berechnet.

4.2.2  Bewertungskriterien im Frequenzbereich

Fiir Untersuchungen im Frequenzbereich bieten sich beispielsweise das Bodediagramm und
das Pol-Nullstellen-Diagramm an. Nachdem in dieser Arbeit ausschlieBlich im Zeitbereich

gearbeitet wird, werden die Bewertungskriterien im Frequenzbereich nur angerissen.
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Fehlerintegrale und punktuelle Abweichungen

Bei der Auswertung des Bodediagramms kann auf die Bewertungskriterien im Zeitbereich
verwiesen werden. Ubertrigt man deren Grundgedanken, so konnen in einem vorher am
Referenzsystem festgelegten Frequenzbereich Abweichungen des Vergleichs- vom Referenz-

system hinsichtlich Amplituden- und Phasengang festgestellt werden.

Absolute und relative Stabilititsreserve

Aus dem Pol-Nullstellendiagramm koénnen iiber die Lage der Pole die absolute und relative
Stabilitdtsreseve eines Systems bestimmt werden. Durch die Ordnungsreduktion kommt es
hiufig zu Verdnderungen dieser GroBen. Abweichungen dieser Parameter, nach oben wie
auch nach unten, fiihren im Vergleich zum Referenzsystem zu einer verfilschten System-

dynamik und gehen in die Bewertung ein.

4.3 Forderungen an die Workbench

Wie bereits erwéhnt, versteht man unter dem Begriff ,,Benchmarking® mehr als nur ,,Ver-
gleichen. Aus den in Abschnitt 4.1 genannten Aspekten lassen sich Forderungen fiir die

prototypische Realisierung der Workbench herleiten.

4.3.1 Benchmarking ist Informationssammlung und —verarbeitung

Benchmarking lebt von den Informationen, welche im Laufe der Zeit in den Benchmark-
prozeB einflieBen oder durch ihn generiert werden. Beispiele fiir einflieBende Informationen,
bezogen auf die in diesem Kapitel beschriebene Anwendung, sind neue Modelle, Ordnungs-
reduktionsverfahren und Bewertungskriterien. Nachdem solche Informationen zur Verfiigung
gestellt sind, ist es Aufgabe der Workbench, diese in geeigneter Form zu sammeln und zu
verarbeiten. Das Sammeln erfolgt {iber eine strukturierte Archivierung der Daten, vergleich-
bar mit einer Datenbank. Wenn Daten in der Workbench abgelegt wurden, stehen sie zur
Verarbeitung bereit. So kann beispielsweise ein neues Verfahren zur Ordnungsreduktion an
einem Modell getestet werden, welches schon vor ldngerer Zeit in die Workbench eingestellt

wurde. Die Auswertung erfolgt liber eine Auswahl von Bewertungskriterien, die in der Work-
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bench zur Verfiigung stehen. Die so gewonnenen Ergebnisse werden ebenfalls archiviert und

zur Weiterverarbeitung, z.B. fiir Vergleichs- bzw. Dokumentationszwecke, bereitgestellt.

Alle in der Workbench abgelegten Informationen werden mit einem Zeitstempel versehen.
Werden von einem Anwender Daten ins System eingestellt, so wird diesen Datensétzen
zusitzlich eine Nutzerkennung (z.B. Email-Adresse) hinterlegt. Dariiber hinaus gibt es eine
Protokolldatei, die sogenannte History. In ihr werden alle relevanten Vorgédnge iiber die

gesamte Nutzungsdauer der Workbench gespeichert.

4.3.2 Benchmarking ist Veranderung

Der Forderung nach Verdnderung wird durch die Konzeption einer ,,dynamischen” Work-
bench Rechnung getragen. Stellt ein Anwender der Workbench neue Informationen zur
Verfligung, so wird die Oberfliche online aktualisiert, d.h. die betroffenen Meniis werden
sofort angepalt. Die Session muf} also nicht erst beendet werden, bevor auf die neuen Daten
zugegriffen werden kann. Zudem ist es moglich, nach Auswertung des gewlinschten
Kriterienkatalogs (Benchmark), eine anwendungsorientierte Gewichtung der einzelnen
Kriterien vorzunehmen. Auf diese Weise kann ein bestehender Benchmark an eine spezielle
Aufgabenstellungen angepalt werden. Verzichtet man darauf, so wird standardméBig jedes
Kriterium mit einer Maximalpunktzahl von zehn Punkten versehen. Die einem Kriterium zu-
geschriebenen Punkte, werden iiber eine Punktekarte vergeben. Diese ist fiir jede Modell-
Benchmark-Kombination vorher zu definieren. Uber die Punktekarte erfolgt die Projektion
der Ergebnisse der einzelnen Bewertungskriterien auf einen Wert zwischen null und zehn.
Zehn Punkte entsprechen der Bestnote. Die Punktekarte wird iiber die Vorgabe des Ergeb-

nisses jedes Kriteriums fiir die Wertung ,,neun Punkte* definiert.

4.3.3 Benchmarking ist Kommunikation

,Benchmarking ist Kommunikation* und somit Informationsaustausch. Dies rechtfertigt die
Workbench auf unterschiedliche Arten. Zum einen findet eine indirekte Kommunikation tliber
das Internet statt, indem beispielsweise liber die Workbench eigene Verfahren mit anderen
verglichen werden konnen. Allein die Tatsache, da3 es sich um eine netzwerkfiahige Anwen-

dung handelt, verdeutlicht den kommunikativen Ansatz, der bei der Konzeption verfolgt



4.4. Aufbau der dynamischen Matlab-Workbench 161

wurde. Zum anderen ist anzunehmen, dal3 die Anwender der Workbench auch zu einem
personlichen Kontakt angeregt werden, was ein Beispiel fiir die direkte Kommunikation wire.
An dieser Stelle konnte man iiber die Einrichtung einer themenbezogenen Newsgroup oder

eines Chatrooms nachdenken, wodurch die Kommunikation weiter geférdert wiirde.

4.3.4 MebB-, Vergleichs- und Positionierungsaspekt

Beim ,,MeB-, Vergleichs- und Positionierungsaspekt™ handelt es sich um das Grundprinzip
des Benchmarking. Die Workbench kann in diesem Zusammenhang als ideale Plattform
angesehen werden, um sich mit anderen zu messen, eigene Verfahren mit bestehenden zu ver-
gleichen und sich hinsichtlich der Ergebnisse einordnen zu koénnen. Die Ergebnisse konnen
sowohl grafisch angezeigt als auch iiber eine geeignete Schnittstelle (wk/-Format) aus-
gegeben und weiterverarbeitet werden. An dieser Stelle wird auf die spétere Prisentation der
Ergebnisse flir das bereits beschriebene Anwendungsbeispiel verwiesen. Diese veranschau-

lichen die Uberlegungen zu den oben genannten Forderungen.

4.3.5 Lernaspekt

Wesentliches Ziel des Bencharking ist es, von anderen zu lernen und von deren Erfahrungs-
schatz zu profitieren. Aus diesem Grund liegen alle Quelltexte offen. Hierdurch wird
beispielsweise ermdglicht, dal durch eine geeignete Kombination verschiedener Teile unter-
schiedlicher Verfahren, ein neuer leistungsfahiger Algorithmus entsteht. Erleichtert wird dies
durch eine ausfiihrliche Kommentierung des Quelltextes und die Angabe von Literatur-

hinweisen in den Matlab-Skripten.

4.4 Aufbau der dynamischen Matlab-Workbench

Die Workbench ist in einer Matlab-Figure realisiert. Uber die Meniileiste am oberen
Bildschirmrand konnen unterschiedliche Funktionen angesprochen werden. Diese Funktionen
sind Matlab-Routinen, die iiber Callbacks aufgerufen und ausgefiihrt werden. Die einzelnen

Aufrufe werden nacheinander im Mittelteil der Figure protokolliert.

Sédmtliche Matlab-Files sind in einer hierarchischen Verzeichnisstruktur abgelegt und auf dem

,Datei-Server* fiir autorisierte Nutzer freigegeben. Uber ein FTP-Programm, das in der Lage
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ist, diese Verzeichnisse iliber einen Laufwerksbuchstaben in das Betriebssystem einzubinden,
erfolgt der Datentransfer zwischen Client und Server. Vor dem Start der Workbench sind die
Eigenschaften der Windows-Matlab-Verkniipfung anzupassen. Um nicht die Original-
Verkniipfung verdndern zu miissen, empfiehlt es sich, eine Kopie dieser Verkniipfung zu
erstellen und dort das Arbeitsverzeichnis mit dem oben angesprochenen
Laufwerksbuchstaben zu definieren. Im Anschlufl daran startet die Workbench bei Aufruf der

angepalten Verkniipfung automatisch.

Die Bedienung der Workbench erfolgt iiber eine Meniileiste und Dialogboxen. Bereits in die
Workbench eingestellte Modelle, Reduktionsverfahren und Benchmarks konnen iiber die
ersten drei Menilipunkte ausgewidhlt werden. Das in Bild 4.3 abgebildete FluBdiagramm

veranschaulicht mogliche Abldufe innerhalb der Workbench.
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Modell ) /~ Neues Modell

auswahlen \ hinzufiigen
J L

Reduktionsverfahren Neues Reduktions-

auswahlen verfahren hinzufligen

J L

Benchmark Neuen Benchmark
auswahlen hinzufligen

Neue Punktekarte
Punkte- < definieren

zuordnung

~~

NN

)\

v y History 'y v ]
Modelle Reduktions-| g anes| | Punkte-
verfahren karten
[ —

A 4

> Ergebnisse History der Workbench
anzeigen

Anzeige der Benchmarkergebnisse Export der Benchmarkergebnisse
(Standardwichtung o. dynamische Wichtung) (Standardwichtung o. dynamische Wichtung)

Bild 4.3: Ablaufdiagramm zur Workbench

Die Benchmarkergebnisse werden {iber die entsprechende Punktekarte ausgewertet, in der
,Datenbank® abgespeichert und zur Anzeige gebracht. Bereits abgespeicherte Ergebnisse
konnen tliber das Menii ,,Ergebnisausgabe‘ geladen und angezeigt werden. Dariiber hinaus ist
es moglich, beliebig viele Ergebnisdatensétze auszuwéhlen und zur weiteren Verarbeitung in
eine wkl-Datei zu exportieren. Dieses Format kann von allen géingigen Tabellen-

kalkulationsprogrammen gelesen werden.

Uber den Meniipunkt ,,Workbench erweitern® konnen der Allgemeinheit neue Modelle,
Ordnungsreduktionsverfahren und Benchmarks zur Verfligung gestellt werden. Dabei ist zu
beachten, daB3 fiir jede Modell-Benchmark-Kombination eine Punktekarte existieren muf.
Wird ein neues Modell oder ein neuer Benchmark eingestellt, so sind auch die entsprechenden
Punktekarten zu definieren, welche den Ergebnissen der Bewertungskriterien die gewiinsch-

ten Punkte zuordnet. Um sicherzustellen, daf} sich neue Modelle, Verfahren und Benchmarks
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problemlos ins Gesamtkonzept einfiigen, wurden fiir alle Objekte Konventionen (Richtlinien)
definiert und Vorlagen erstellt. Erweiterungen der Workbench werden zusammen mit den
Nutzerdaten in einer History-Datei protokolliert. Die von den Erweiterungen betroffenen

Meniis werden dynamisch aktualisiert.

Der Befehl ,,Clear Workbench® ermoglicht es dem Nutzer, wéhrend einer Session den
Matlab-Workspace zu loschen, um nach Fehleingaben ohne Neustart weiterarbeiten zu
konnen. An dieser Stelle wird nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, dal} es sich um eine
prototypisch realisierte Workbench handelt, bei der nicht alle denkbaren Fehler abgefangen
werden. Weitere Bedienhinweise und Erkldrungen konnen iiber den Mentipunkt Hilfe
aufgerufen werden. Dort ist ein HTML-Dokument hinterlegt, das mit einem auf dem Client

installierten Browser gedffnet werden kann.

Systemvoraussetzungen

Um mit der Workbench arbeiten zu konnen, ist die lokale Installation von Matlab/Simulink
5.3 mit der Control System Toolbox erforderlich. Der Datentransfer erfolgt tiber das FTP-
Protokoll. Hierzu ist ein entsprechendes Programm zu installieren, welches in der Lage ist,
FTP-Server-Resourcen iiber einen Laufwerksbuchstaben ins Betriebssystem zu integrieren. In
diesem Zusammenhang wird auf das Shareware-Programm ,,FTP-Netdrive 4.0° verwiesen,
welches zu Testzwecken auf Windows-Rechnern eingesetzt wurde. Zum Anzeigen der
HTML-Hilfe wird ein handelsiiblicher Browser benétigt. In diesem Zusammenhang wurden
der Netscape Navigator 4.7 und der Microsoft Internet Explorer 5 getestet. Die zur Nutzung
der Workbench notwendigen Zugangsdaten (Benutzername und Passwort), konnen tber

www.publiziert.de kostenlos beantragt werden.
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4.5 Prasentation der Ergebnisse fiir ein einfaches Anwendungsbeispiel

Fiir diesen Abschnitt wurde die Ordnungsreduktion eines linearen zeitinvarianten Zustands-
raummodells vierter Ordnung als Anwendungsbeispiel ausgewéhlt. Das Originalsystem aus
[45] wird durch die Matrizen

0 0 0 —150 4 0\!

1 0 0 -245 | 0
A = , = und C =

0 1 0 -113 0 1

0 0 1 -19 0 0

beschrieben. Die Eigenwerte des Systems sind A; = -1, A, =-3, A3 = -5 und A4 = -10.

Aus den vielen bereits entwickelten Verfahren zur Ordnungsreduktion werden das in
Abschnitt 2.2.1 vorgestellte modale Ordnungsreduktionsverfahren nach Davison und aus der
Gruppe der balancierten Ordnungsreduktionsverfahren das in Abschnitt 2.2.2 beschriebene
Verfahren von Laub herausgegriffen. Durch das Benchmarking sollen ihre Stirken und

Schwichen aufgedeckt werden.

Die modale Ordnungsreduktion liefert {iber Transformation mit der Eigenvektormatrix

0.8405 -0.5984 0.5527 0.5188
0.5323  -0.7779  0.7922  0.7955
0.1009 -0.1915 0.2579 0.3113
0.0056 -0.0120 0.0184 0.0346

und einfaches Abschneiden des nichtdominanten Systemanteils die Matrizen

, und

des reduzierten Modells zweiter Ordnung. Dabei wurden die dominanten Eigenwerte A; = -1
und A, = -3 ins reduzierte System {ibernommen. Der Index red,, steht fiir die Anwendung der
modalen Reduktion. Das modal reduzierte Modell weicht sowohl dynamisch als auch statio-

ndr vom Originalsystem ab.
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Die balancierte Ordnungsreduktion iiber den Laub-Algorithmus liefert fiir die Transformation

mit der Transformationsmatrix

29,0903 —-4.0562  0.5526  -0.3095
14.7840 54494  -0.5565  0.4256
2.3226 2.0930  -0.0296 -0.1217
0.1181 0.1307 0.0563 0.0069

auf balancierte Zustandsraumdarstellung und anschlieBender Reduktion durch einfaches

Abschneiden die Matrizen

N 04378 -1.1685) _ 0.181) 0.1181\"
= , = un =
redy 1.1685 -3.1353)7 ™% T | _0.1307 redy = 10,1307

fiir das reduzierte System. Der Index red, steht fiir die Anwendung der balancierten Reduk-

tion.

Bild 4.4 zeigt die Sprungantwort des Referenzsystems vierter Ordnung (durchgezogene Linie)
sowie die Sprungantworten der iiber die beschriebenen Verfahren auf zweite Ordnung redu-
zierten Systeme (beide gestrichelt). Das Simulationsergebnis des modal reduzierten Systems
zeigt einen stationdren Fehler. Die zur balancierten Ordnungsreduktion gehdrende Kurve ist

nahezu deckungsgleich mit der des Originalsystems.
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Bild 4.4: Sprungantworten der Beispielsysteme fiiru (t>0) =1
(Referenzsystem — Linie durchgezogen; reduzierte Systeme — Linien gestrichelt)

Die Bewertung der Simulationsergebnisse erfolgt in der Matlab-Workbench. Dort sind auf das

Anwendungsbeispiel abgestimmte Bewertungskriterien hinterlegt.

Mit der Workbench wird nun das oben beschriebene Beispielsystem ,,Anwendungsbeispiel
aus at (4)“ sowohl modal als auch balanciert auf zweite Ordnung reduziert. Die Endung
e (4) des Modellnamens steht fiir vierte Ordnung und wird von der Workbench bei
Einstellung eines neuen Modells automatisch an den vorgegebenen Namen angehingt. Die

13

Auswertung der Ergebnisse erfolgt iiber den ,,Standard-Benchmark® und die zugehorige

Punktekarte. In Tabelle 4.1 sind die einzelnen Kriterien dieses Benchmarks aufgelistet.
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Kriterium Beschreibung
1 In Anlehnung an ISE-Kriterium (Anregung: Step)
2 In Anlehnung an [AE-Kriterium (Anregung: Step)
3 In Anlehnung an ITAE-Kriterium (Anregung: Step)
4 Durchschnittsabweichung (Anregung: Step)
5 Maximale Abweichung (Anregung: Step)
6 Stationdre Abweichung (Anregung: Step)
7 In Anlehnung an ISE (Amplitudengang)
8 In Anlehnung an IAE (Amplitudengang)
9 In Anlehnung an ITAE (Amplitudengang)
10 In Anlehnung an ISE (Phasengang)
11 In Anlehnung an IAE (Phasengang)
12 In Anlehnung an ITAE (Phasengang)
13 Durchschnittsabweichung Amplitudengang
14 Durchschnittsabweichung Phasengang
15 Max. Abweichung Amplitudengang nach oben
16 Max. Abweichung Phasengang nach oben
17 Max. Abweichung Amplitudengang nach unten
18 Max. Abweichung Phasengang nach unten
19 Abweichung hinsichtlich relativer Stabilitdtsreserve
20 Abweichung hinsichtlich absoluter Stabilititsreserve

Tabelle 4.1: Auflistung der Einzelkriterien des ,,Standard-Benchmarks*

Die Benchmarkergebnisse der beiden reduzierten Systeme werden iiber das wk/-Format nach
Excel exportiert und dort aufbereitet. Das in Bild 4.5 dargestellte Sdulendiagramm zeigt eine

von vielen Moglichkeiten der Ergebnisprésentation.
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® ~ X O c T

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Kriterium

O atbspmodell-mit-modalred-auf-ordnung-2-mit-standardbenchmark (Gesamtpunktzahl: 125,8)

M atbspmodell-mit-balred-auf-ordnung-2-mit-standardbenchmark (Gesamtpunktzahl: 172,3)

Bild 4.5: Diagramm zum Beispielsystem

Die Grafik veranschaulicht die Stirken und Schwichen der beiden Verfahren bei Reduktion
des Beispielsystems auf zweite Ordnung. Das Kriterium 20, welches die Verdnderung der
absoluten Stabilititsreserve bewertet, liefert fiir das balancierte Ordnungsreduktionsverfahren
den Wert Null Punkte. Dies leuchtet ein, da das vorgestellte balancierte Verfahren bei der
Reduktion die Eigenwerte verschiebt. Das modale Verfahren hingegen verdndert die Lage der

ins reduzierte System iibernommenen Eigenwerte nicht.

Mit Hilfe der Workbench konnen eine Vielzahl weiterer Fragestellungen beantwortet werden,
worauf jedoch aus Platzgriinden an dieser Stelle nicht ndher eingegangen wird. Erwédhnens-
wert ist jedoch die Tatsache, dal das auf zweite Ordnung balanciert reduzierte System eine

hohere Gesamtpunktzahl liefert, als das auf zweite Ordnung modal reduzierte System.






5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden unterschiedliche Moglichkeiten fiir den indirekten Entwurf von
Reglern reduzierter aufgezeigt und miteinander verglichen. Dabei wird ein neuartiger
Beobachterentwurf vorgestellt und eingesetzt. Die Kombination aus Zustandsbeobachter und
-regler wird auch als Beobachterregler bezeichnet. Er wird auf die von der Zustands-
raumdarstellung bekannte Struktur zur Beschreibung von Regelstrecken gebracht und kann
somit liber bekannte Verfahren der Ordnungsreduktion vereinfacht werden. Die Regler-
reduktion liefert somit einen Beobachterregler niedriger Ordnung. Bisher géngige Praxis ist
der Entwurf von reduzierten Reglern iiber eine dem Reglerentwurf vorangehende Modell-
reduktion. Die beiden unterschiedlichen Vorgehensweisen werden miteinander verglichen.
Den Simulationen liegen dabei zwei unterschiedliche Modelle zugrunde: das um zusétzliche
Eingangsgroflen erweiterte Triebwerksmodell aus [32] und ein {liber physikalische Modell-
bildung erzeugtes Hubschraubermodell. Die erfolgreiche Modellbildung wird iiber geeignete
Vergleiche mit der Laboranlage nachgewiesen. Als Ergebnis kann festgestellt werden, dal3 das
Modell das reale Systemverhalten gut approximiert. Zum Entwurf des Beobachterreglers
wurden zwei unterschiedliche Reglerentwurfsverfahren (Polvorgabe und Riccati-Regler) ein-
gesetzt. Der iiber Polvorgabe entworfene Zustandsregler eignet sich hervorragend fiir die
Anwendung am Triebwerksmodell, weil dabei der dominante Eigenwert des Systems gezielt
verschoben werden kann. Alle anderen Eigenwerte des Triebwerks sind wesentlich weiter von
der Imagindrachse entfernt, weshalb das Triebwerk auch als ,,Steifes System* charakterisiert
werden kann. Fiir das wesentlich gutmiitigere Rotormodell wird der Zustandsregler iiber die
Optimierung eines quadratischen Giitefunktionals festgelegt. Dabei werden die Gewichtungs-
matrizen iiber die Ausgangsmatrix definiert, was sich als duflerst sinnvolle Wahl hinsichtlich
Vergleichbarkeit der iiber die verschiedenen Wege und unterschiedlichen Verfahren ent-

worfenen Beobachterregler reduzierter Ordnung erweist.

Ein Vergleich der beiden indirekten Wege miteinander ist nur begrenzt moglich, weil nicht
jeder erzeugbare Beobachterregler auch ein stabiles Gesamtsystem liefert bzw. liber modale
Ordnungsreduktion manche Ordnungen nicht realisierbar sind. Daraus folgt, dal die Reduk-
tion auf eine bestimmte Ordnung in vielen Fillen bereits den Weg festlegt. Fiir beide Modelle
werden Tabellen angeboten, die basierend auf vollstindigen Simulationsstudien machbare
Entwurfsmoglichkeiten aufzeigen. Dabei werden sowohl unterschiedliche Dominanzmalle

und Reduktionsverfahren, als auch andere frei wihlbare Entwurfsparameter beriicksichtigt.
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Aus einer Vielzahl von moglichen Losungen, werden fiir weiterfithrende Analysen sinnvoll
miteinander vergleichbare Regler exemplarisch ausgewihlt. Resultat dieser Untersuchungen
ist, daB3 nicht pauschal ein Weg oder gewisse Verfahren von vornherein favorisiert werden
konnen. Viel zu unterschiedlich sind doch die in der Realitét vorkommenden Systemarten und
verfligbaren Mdglichkeiten einen Regler reduzierter Ordnung zu entwerfen. Spitestens an
dieser Stelle wiinscht man sich quantitative Bewertungsmoglichkeiten, die neben den
durchgefiihrten Eigenwertbetrachtungen und der Analyse verschiedener Impulsantworten

weitere Erkenntnisse liefern.

Am Beispiel der Ordnungsreduktion wird ein neuartiger interdisziplinidrer Losungsansatz
vorgestellt, der diese Problematik aufgreift. Nachdem der Vergleich unterschiedlicher Reduk-
tionsverfahren fiir diese Arbeit zentralen Charakter besitzt, wird fiir dieses grundsitzliche
Problem eine prinzipielle Vorgehensweise aufgezeigt. Die fiir diesen Zweck entwickelte
dynamische Matlab-Workbench gibt Anregungen fiir den Einsatz des Benchmarking in der
Regelungstechnik. Unter ,,Forderungen an die Workbench* werden die Aspekte heraus-
gearbeitet, die neben dem ,,Vergleichen® charakteristisch fiir das Benchmarking sind. Fiir die
in dieser Arbeit prisentierten Uberlegungen gibt es ein breites Spektrum an Einsatzmdglich-
keiten. So konnten beispielsweise Arbeitsgruppen und Sonderforschungsbereiche von einigen
Ideen profitieren und dazu beitragen, das Benchmarking in der modernen Wissenschaft weiter

zu etablieren.
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Allgemein verwendete Symbole

Formelzeichen
ZEICHEN BEDEUTUNG
Ol Realteil des k-ten Eigenwertes

B

B; A

Imaginérteil des k-ten Eigenwertes
Eigenwert, allgemein

Matrix vom Typ (m, n)
Singularwertmatrix
Normierungsfaktor

Singularwert

Co-Zustandvektor

Systemmatrix

Amplitudengang von des i,j-ten Ubertragungspfades
Eingangsmatrix

Element der Matrix B"
Ausgangsmatrix

Element der Matrix C
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dikj ; &ikj Dominanzwert

F Systemmatrix des Beobachters

Gi; Ubertragungsfunktion des i,j-ten Pfades

H() Hamilton-Funktion

J Giitefunktional

K Reglermatrix

k(.) nichtlineare Reglerfunktion

L Beobachtermatrix; Erweiterungsmatrix

Lc Matrix der Cholesky-Zerlegung

My ; Mk Dominanzmal}

n Ordnung des Ausgangssystems

P Steuerbarkeitsmatrix; Losungsmatrix der Riccati-Gleichung
p Vektor zur Polvorgabe

Q Beobachtbarkeitsmatrix; Gewichtungsmatrix

q Gewichtungsfaktor im Giitefunktional

qikj Dominanzmal}

R Gewichtungsmatrix

Ordnung des reduzierten Systems

Summe der Dominanzwerte
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T Transformationsmatrix

t Zeit

to Anfangszeitpunkt

te Endzeitpunkt

U Modalmatrix

u Eingangsvektor

A% Modalmatrix

v Verschiebungswert bei der Polvorgabe
X Zustandsvektor

X0 Anfangsvektor zum Zeitpunkt ty

X transformierter Zustandsvektor; Schatzfehler
y Ausgangsvektor

YVijeo Endwert des 1,j-ten Pfades fiir t — oo

z transformierter Zustandsvektor
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Symbole im Teil Triebwerk

Formelzeichen

ZEICHEN EINHEIT BEDEUTUNG

A m? Querschnittsfliche

c m/s Stromungsgeschwindigkeit

Cp 1 spez. Wirmekapazitdt b. konst. Druck
Cy 1 spez. Warmekapazitit b. konst. Volumen
A 1 Getille, Differenz

F N Schub

H J/kg Heizwert

h J/kg spezifische Enthalpie

n % Wirkungsgrad

J kgm? Tragheitsmoment

K 1 Konstante

K 1 Isentropenexponent

m kg Masse

Ma 1 Machzahl

n 1/min Drehzahl
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P Pa Druck

T 1 Druckverhiltnis

Q kJ Wirmemenge

R J/kgK spez. Gaskonstante
p kg/m? Dichte

T K Temperatur

t ] Zeit

A% m? Volumen

w m/s Relativgeschwindigkeit
W kJ/kg spez. Energie

X m Langenvariable
Fufizeiger

1.7 Ebenenbezeichnung

A Austritt

BK Brennkammer

br Brennstoff

bl Bleed

E Eintritt
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Wichtige verwendete Symbole

H Hilfsaggregate

HT Hochdruckturbine
HV Hochdruckverdichter
is isentrop

red bezogene Grofle

S statische Grofle

SD Schubdiise

T Turbine

t Totalgrofle

A% Verdichter
Ebenenbezeichnung

2 Verdichtereintritt

3 Verdichteraustritt

4 Brennkammeraustritt
5 Turbinenaustritt

6 Zwischenebene

7 Schubdiisenaustritt
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Symbole im Teil Rotormodell

Formelzeichen

ZEICHEN BEDEUTUNG

e Drehwinkel

Oy Drehwinkel des Schwenkarmes (Azimutwinkel)

Ol Winkelbeschleunigung um die vertikale Drehachse

Qp Winkelgeschwindigkeit des Schwenkarmes um die vertikale Rotationsachse
Om Winkelgeschwindigkeit des Hauptrotors (Rotordrehzahl)

on Winkelgeschwindigkeit des Heckrotors (Rotordrehzahl)

e, Neigungswinkel des Schwenkarms (Nickwinkel)

Oy Winkelbeschleunigung um die horizontale Drehachse

Q, Winkelgeschwindigkeit des Schwenkarmes um die horizontale Rotationsachse
dm infinitesimales Massenelement

dsa Abstand des Schwerpunktes des Schwenkarmes zur Authdngung

dsp Abstand des Schwerpunktes des Pendels zur Authingung

F Matrix der nichtlinearen Systemanteile

Fan Auftriebskraft des Heckrotors

Fay Auftriebskraft des Hauptrotors
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Fc Coriolis-Kraft

Fga Gewichtskraft des Schwenkarmes

Fep Gewichtskraft des Pendelstabs

F; Zentrifugalkraft

g Erdbeschleunigung

h Abstand der Korperachse zur Drehachse

1 Ankerstrom

I Tragheitsmoment

Iy Gesamttrigheitsmoment bei Drehung um die vertikale Drehachse
1m Ankerstrom im Hauptrotorkreis

IMAm Tragheitsmoment des Motorankers im Hauptrotor

Ivat Tragheitsmoment des Motorankers im Heckrotor

Lir Tragheitsmoment des Hauptrotors

Ipm Tragheitsmoment des Propellers des Hauptrotors

Ip: Tragheitsmoment des Propellers des Heckrotors

I Tragheitsmoment des Rotors

Is Tragheitsmoment bei Drehung um den Massenschwerpunkt
1t Ankerstrom im Heckrotorkreis

I Tragheitsmoment des Heckrotors
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Kan

kAV

kn

ke

kLm

ket

kr

Krm

Kry

kr

l;

Gesamttragheitsmoment bei Drehung um die horizontale Drehachse

Drehimpuls

Auftriebskonstante des Heckrotors

Auftriebskonstante des Hauptrotors

Reibbeiwert der vertikalen Rotationsachse

Reibbeiwert der Luftreibung

Reibbeiwert der Luftreibung am Hauptrotor

Reibbeiwert der Luftreibung am Heckrotor

Drehmomentkonstante der Gleichstrommotoren

Reibbeiwert der Lagerreibung

Reibbeiwert der Lagerreibung im Hauptrotor

Reibbeiwert der Lagerreibung im Heckrotor

Torsionskonstante

Reibbeiwert der horizontalen Rotationsachse

Ankerinduktivitat

Lange des Schwenkarmhauptteils

Lange des Schwenkarmheckteils

Masse

Masse des Schwenkarmes
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Wichtige verwendete Symbole

Man

MAV

Mp

MDhm

MDvm

Mges

Auftriebsmoment durch den Heckrotor

Auftriebsmoment durch den Hauptrotor

Drehmoment durch Coriolis-Kraft

Drehmoment durch Drehimpulsdanderung (Drall)

Drehmoment durch Drehimpulsianderung des Hauptrotors

um die vertikale Drehachse

Drehmoment durch Drehimpulsinderung des Hauptrotors um

die horizontale Drehachse

Gesamtmasse des Korpers

Gewichtsmoment in vertikaler Ebene

Gewichtsmoment des Schwenkarmes

Gewichtsmoment des Pendelstabs

Gesamtdrehmoment um die vertikale Drehachse

Masse des 1-ten Teilchens

Drehmoment der Luftreibung am Hauptrotor

Drehmoment der Luftreibung am Heckrotor

Drehmoment des Gleichstrommotors

Gegenmoment des Hauptrotors durch elektromechanische Kopplung

Gegenmoment des Heckrotors durch elektromechanische Kopplung

Gesamtmoment des Gleichstrommotors im Hauptrotorteilsystem
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Mpimx x-Komponente des Moments des Gleichstrommotors im Hauptrotorteilsystem
MwMmy y-Komponente des Moments des Gleichstrommotors im Hauptrotorteilsystem
mp Masse des Pendels

Mgn Drehmoment der Lagerreibung der vertikalen Rotationsachse

Mg Reibmoment durch Lagerreibung im Hauptrotor

Mg Reibmoment durch Lagerreibung im Heckrotor

Mg, Drehmoment der Lagerreibung der horizontalen Rotationsachse

M, Drehmoment durch Torsion der Zuleitungen

M, Gesamtdrehmoment um die horizontale Drehachse

Mgz, Drehmoment durch Zentrifugalkraft

r Abstand zur Drehachse

R Ankerwiderstand

T; Abstand des i-ten Teilchens vom Drehpunkt

u speisende Spannung

up speisende Spannung des Heckrotors

Uq Ankerriickwirkungsspannung

uy speisende Spannung des Hauptrotor






Anhang

Daten des Triebwerks

Referenzdaten des verwendeten Triebwerks [32]; [54]

Verdichter:

Brennkammer:

Turbine:

Druckverhiltnis

isentroper Wirkungsgrad

Volumen

Querschnitt/Léngen-Verhiltnis

Druckverlust

Ausbrandgrad

Volumen

Querschnitt/Léngen-Verhiltnis

spez. Enthalpiegefille

isentroper Wirkungsgrad

Volumen

Querschnitt/Léngen-Verhiltnis

v

nv

geoy

ATCBK

NBK

ZCO0BK

Ah HT

nr

6,5

0,86

0,1

0,99

0,142

2334

0,86

0,057

0,3

%

m3

kJ/kg
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Schubdiise: Druckverlust Amgp 5 %
Volumen Vsp 0,05 m?
Austrittsflache A7 0,157 m?
Stromungsgeschwindigkeit c7 590.,4 m/s

Rotor: Drehzahl n 8300 1/min
Tragheitsmoment J 70,5 kgm?
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Arbeitspunktdaten

Luftmassenstrom

Brennstoffmassenstrom

Bleedluftmassenstrom

Verdichtereintrittsdruck

Verdichteraustrittsdruck

Turbineneintrittsdruck

Turbinenaustrittsdruck

Schubdiisenaustrittsdruck

statischer Schubdiisendruck

Verdichtereintrittstemperatur

Verdichteraustrittstemperatur

Brennkammeraustrittstemperatur

Turbinenaustrittstemperatur

Schubdiisentemperatur

statische Schubdiisentemperatur

Schubkraft

mp

1'hbr

Mmp)

T

T3

T4

Ts

T;

51

101,3

658,7

625,7

261,7

248,3

135,3

288,15

522,6

1200

996

996

844

35,5

kg/s

kg/s

kg/s

K

K

K

kN
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Linearisiertes Zustandsraummeodell des Triebwerks

X] = mp
X2 = B
x3 = T3
X4 = m3
xs = Py
X6 = T4
X7 = Ih4
xg = Fs
X9 = Ts
Xjp = ms
X1 = P
xp = Ty
X3 = 1

Tabelle 5.1: Definition der Zustandsgrofen des Triebwerks
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Systemmatrix A:
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Eingangsmatrix B:

T 0,00 0,00 0,00 1F
0,00 0,00 -2090991,35
0,00 0,00 -468,99
0,00 0,00 0,00
, 108326541,69 0,00 0,00
up Mpr
203102,81 0,00 0,00
B=|u, |=| A7 |=
_ 0,00 0,00 0,00
usz mp]
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,00 -2582556815,98 0,00
0,00 279670603 0,00
0,00 0,00 0,00 |

Ausgangsmatrix C:
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Daten des Rotormodells

1,=0,250 m Kam = 1,00%10” Ns®
I = 0,240 m m, = 0,97 kg
I,=2,71*¥10" kgm® m, = 0,092 kg

I =1,80%10" kgm®

Kpm = 4,45%107 Nms

I, =3,30*107 kgm®

Kgm = 5,00%10° Nms™

I, =5,53*107 kgm®

ki, = 3,00%10° Nms

ky, = 1,50*10 Nms

kg = 4,00%10° Nms™'

k. =1,25*10" Nms

kr = 2,80*%10° Nmrad™

dsy =11%10° m

L=10,3*10"H

dep=161*%10° m

R=10,5Q

kac= 1,21*10° Ns?

a=9,81 ms”

Tabelle 5.2: Konstanten des Rotormodells

Linearisiertes Zustandsraummodell des Rotors

Systemmatrix A fiir den Arbeitspunkt API:
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Systemmatrix A fiir den Arbeitspunkt AP2:

o o o O

20,373

-0,0697

S O O o o o O

-0,00256

0
-0,550
0
0
0
-2,04

0,224
0
0
-0,0379
1

oS o O

Systemmatrix A fiir den Arbeitspunkt AP3:

1
0
0,232

o O O

-0,357

-0,0667

S O O O O O O

0,00269

0
-0,575
0
0
0
-2,04
0

0,182
0
0
-0,0379
1
0

0
0

1,64%10 0 0,490 |
0 0 0
0 0 775 0
5,22 0,0209 -0,636 0
0 0 0
0 0,668 117
0 0 1019 0
0 22,04 1019 |
0,0108 0 0 0484]
0 0 0 0
0 0 775 0
506 00241 -0636 0
0 0 0 0
0 0,764 0 117
0 0 1019 0
0 2,04 0 -1019]

Eingangsmatrix B fiir die Arbeitspunkte AP1, AP2 und AP3:




Daten des Rotormodells 193

Ausgangsmatrix C fiir die Arbeitspunkte AP1, AP2 und AP3:
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