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XVI Ubersicht

Ubersicht

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der numerischen Berechnung abgeloster turbulen-
ter Stromungen in komplexen Geometrien unter Verwendung eines Kompaktverfahrens vierter
Ordnung (als rdumliches Diskretisierungsverfahren) in nichtéquidistanten, versetzten Maschen-

gittern.

Der erste Teil dieser Arbeit beinhaltet die Entwicklung eines Kompaktverfahrens vierter Ord-
nung fiir nichtdquidistante Maschengitter und Implementierung in das Stromungsberechnungs-
programm MGLET !, das von zweiter Ordnung genau im Raum ist. Bei der Herleitung des Ver-
fahrens wurde darauf geachtet, daB beim Ubergang vom dquidistanten zum nichtéiquidistanten
Maschengitter kein Ordnungsverlust entsteht, d.h. das Kompaktverfahren soll die Ordnung vier
bei nichtdquidistanten Maschengittern beibehalten. Diese Anforderung macht eine Modifizie-
rung und Anpassung der in der Literatur vorkommenden Ansétze erforderlich.

Da sich die Ordnung der verwendeten Randbedingung auf die Genauigkeit und Ordnung des
Verfahrens im ganzen Berechnungsgebiet auswirkt, wurde in dieser Arbeit darauf geachtet,
dal die Randbedingungen entweder von der gleichen Ordnung oder um eine Gréflenordnung

niedriger gewéhlt werden als das Verfahren selbst.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurde das Kompaktverfahren vierter Ordnung anhand von ver-
schiedenen Testfdllen mit zunehmender Komplexitit validiert. Diese Anwendungsbeispiele die-
nen dem Zweck, die in der numerischen Simulation erreichbare Genauigkeit zu bestimmen. Die
erzielte Genauigkeit des Kompaktverfahrens entspricht den theoretischen Herleitungen sowohl
fiir Testféille mit dquidistanten als auch mit nichtédquidistanten Maschengittern und ist von
vierter Ordnung.

Desweiteren wurden in diesem Teil die Féahigkeit und Robustheit des Kompaktverfahrens vierter
Ordnung zur Berechnung von dreidimensionalen turbulenten Stromungen durch mehrere direk-
te numerischen Simulationen (DNS) und Grobstruktursimulationen (LES) einer turbulenten
Kanalstromung unter Beweis gestellt. Die mit dem Kompaktverfahren erzielten Ergebnisse der
direkten numerischen Simulation sind mit den Ergebnissen eines Chebyshev-Spektralverfahrens

vergleichbar.

Im letzten Teil dieser Arbeit wurde mit dem zuvor entwickelten und validierten Kompakver-
fahren vierter Ordnung die manipulierte turbulente Stromung iiber eine riickwértsgewandte
Stufe mit einer turbulenten Kanalstromung als Zustrombedingung mit einer direkten nume-
rischen Simulation (DNS) und mehreren Grobstruktursimulationen (LES) sowohl aus nume-

rischer als auch aus physikalischer Sicht untersucht. Die mit dem Kompaktverfahren vierter

IMGLET ist ein Programmpaket, das geeignet ist, turbulente Stréomungen in komplexen Geometrien
(Stromungen iiber Hindernissen) im Rahmen eines kartesischen Koordinatensystems mittels LES und DNS

zu berechnen.



Ubersicht XVII

Ordnung durchgefiihrte DNS bietet sehr genaue Ergebnisse und wird daher zur Validierung
der LES-Ergebnisse verwendet. Die Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung in
der Grobstruktursimulation ist dquivalent der Verwendung eines feineren Maschengitters mit
einem raumlichen Diskretisierungsverfahren zweiter Ordnung.

Die Untersuchung der Stréomungsdynamik durch die Analyse von Zeitspektren im gesamten
Stromungsfeld liefert charakteristische Frequenzen, die fiir eine aktive periodische Anregung
der Stromung genutzt werden. Die mittlere Rezirkulationslédnge der Stufenstromung konnte mit
diesen Frequenzen verkiirzt werden. Die hochste Verkiirzung der mittleren Rezirkulationsldnge
wurde bei der Anregung der Scherschicht direkt an der Stufenkante mit der natiirlichen Frequenz
der sich aufrollenden Scherschicht (s.g. Kelvin-HelmholtzInstabilitat, Str = f - h/U, = 0.2),
erzielt. Bei der Anregung in der Kanalstromung vor der Stufenkante an der Position X = x/h =
—3.0 in Stufenhohe konnten mit der Frequenz Str = f-h/U, = 0.08 grofe raumliche Strukturen
angefacht werden, die durch ihre Interaktion mit der stromab an der Position X = z/h = 0.0
entstehenden Scherschicht, zu einer maximalen Verkiirzung der mittleren Rezirkulationsldnge

der Stufenstréomung fiihrte.
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Einfiihrung 1

1 Einfithrung

1.1 Motivation

Turbulente Stréomungen sind bekanntlich dreidimensional und zeitabhéngig. Fiir die instati-
onédre Berechnung solcher Stromungen stehen die direkte numerische Simulation (DNS) und
die Grobstruktursimulation (LES) zur Verfiigung. Die DNS erfordert die Auflésung aller in
der Stromung vorkommenden rdumlichen und zeitlichen Skalen. Die Grobstruktursimulation
liefert dagegen die zeitliche Entwicklung der in der Strémung vorkommenden grofien rdaumli-
chen Strukturen. Die kleinen rdumlichen Skalen (die sogenannte Feinstruktur), die nicht vom
Maschengitter aufgelost werden kénnen, werden iiber ein Turbulenzmodell (englisch: subgrid-
scale-model, SGS) erfafit.

Die Genauigkeit, mit der die rdumlichen Léngenskalen in der DNS und LES dargestellt werden,
hingt von deren GroBe ab. Wihrend kleine Wellenzahlen (grole Wellenldngen) oft in aus-
reichender Genauigkeit durch das verwendete rdumliche Diskretisierungsverfahren dargestellt
werden konnen, werden grofie Wellenzahlen (kleine Wellenlédngen) durch die hohen numerischen
Fehler in diesen Bereichen geddmpft bzw. zerstért. Da sowohl Amplituden- als auch Phasen-
fehler im Bereich grofler Wellenzahlen stark ansteigen und die Beitrédge dieser Wellenzahlen
zu den Geschwindigkeitsfeldern keineswegs zu vernachléssigen sind, ist man bestrebt, diesen
Wellenzahlenbereich moglichst genau darzustellen.

Die Verwendung eines stark verfeinerten Maschengitters im gesamten Stromungsfeld wire si-
cherlich aus numerischer Sicht die einfachste Methode, um eine genaue Darstellung aller in der
Stromung vorkommenden Wellenzahlen zu erreichen. Dies ist allerdings nicht immer moglich,
da man leicht an die Grenzen der heute zur Verfiigung stehenden Rechner stoflen kann. Eine
elegante und kostengiinstigere Alternative stellt die Verwendung von rdumlichen Diskretisie-
rungsverfahren hoherer Ordnung dar.

Die numerische Mathematik bietet eine Vielzahl von Loésungsmoglichkeiten fiir die partiellen
Differentialgleichungen der Stromungsmechanik. Dabei gilt es, diese Gleichungen im Raum und
Zeit zu diskretisieren. Der Aufwand und die erzielte Genauigkeit der verschiedenen Diskretisie-
rungsmoglichkeiten sind so unterschiedlich, daf§ man einen Kompromif§ zwischen diesen beiden
Faktoren finden muf. Die Hauptaufgabe ist dabei, die Genauigkeit des verwendeten Verfahrens
zu erhohen und den Aufwand (Speicherbedarf, Rechenzeit und Implementierung) so gering wie
moglich zu halten.

Die Frage, welches rdumliche Diskretisierungsverfahren in einer numerischen Simulation am
sinnvollsten ist, hingt von der numerischen Losungsmethode und vom Strémungsproblem selbst
ab. Fiir die direkte numerische Simulation (DNS), bei der alle rdumlichen Lingenskalen durch
das Berechnungsgitter direkt berechnet werden, gilt, dal die Ordnung des rdumlichen Diskreti-

sierungsverfahrens hoch genug sein muf, um insbesondere die kleinen Turbulenzskalen méglichst
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genau darstellen zu konnen. Der Energietransfer zwischen den rdumlichen Turbulenzstruktu-
ren ist dadurch gewéhrleistet. Ferner gilt, dafl das Verfahren nicht dissipativ bzw. nur schwach
dissipativ sein darf, da der Amplitudenfehler die kleinen Skalen aus der numerischen Losung
herausfiltert. Im schlimmsten Fall konnte dies zu einem Abfall der Turbulenzenergie fiihren.
Bei der Grobstruktursimulation von turbulenten Stromungen bei hoher Reynoldszahl verhalt
sich die Situation anders. In diesem Fall werden die Gradienten durch das Maschengitter nicht
geniigend aufgelost. Dies verursacht unphysikalische Schwingungen, die das gesamte Stromungs-
feld in negativer Weise beeinflussen. Dafiir eignen sich Verfahren, die eine hohe Genauigkeit
beziiglich des Phasenverhaltens besitzen (kleinere Dispersionsfehler), jedoch eine gewisse Dis-
sipation der hohen Wellenzahlen haben.

Grundsétzlich gilt fiir die numerische Simulation von turbulenten Stromungen, dafi die Spek-
tralverfahren die hochste Genauigkeit fiir die Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen auf-
weisen, da alle rdumlichen Léngenskalen im Fourierraum dargestellt werden kénnen. Kim et
al. [36] haben daher diese Methode auf die turbulente Kanalstromung bei niedriger Reynolds-
zahl angewendet. Die Spektralverfahren werden allerdings nur in den homogenen Richtungen
(mit periodischen Randbedingungen) und bei einfachen Berandungen verwendet. Bei komple-
xen Geometrien sind diese Verfahren nicht geeignet.

Die sogenannten Kompaktverfahren (in der Literatur als hermitesche Verfahren oder auch Padé-
Verfahren bekannt) sind fiir die Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen der Fluidmechanik
von besonderem Interesse, da sie mit den Informationen von nur wenigen benachbarten Git-
terpunkten eines betrachteten Aufpunktes auskommen und trotzdem von hoherer Ordnung im
Raum sind. Diese Tatsache macht die Programmierung und die Implementierung der Kom-
paktverfahren wesentlich einfacher als andere finite Differenzenverfahren hoherer Ordnung wie
z.B. das Zentraldifferenzenverfahren vierter Ordnung, das die Informationen von vier benach-
barten Gitterpunkten eines betrachteten Aufpunktes benotigt. Dieser Umstand ist bei nicht-
periodischen Randbedingungen besonders problematisch, da mehrere Randschichten gesondert

behandeln werden miissen.

1.2 Literaturiibersicht

1975 verdffentlichte Hirsh [27] ein Kompaktverfahren vierter Ordnung im Raum fiir dquidi-
stante Maschengitter. 1990 untersuchte Karbstein [33] (s. auch [34]) in seiner am Institut fiir
Stromungsmechanik und Aerodynamik entstandenen Semesterarbeit diese Methode auf einfa-
che kartesische dquidistante Maschengitter und stellte dabei fest, daf§ dieses Verfahren ein we-
sentlich besseres Phasenverhalten hat als das herkommliche Zentraldifferenzenverfahren zweiter
Ordnung.

Die Implementierung des neuen Verfahrens in das vorhandene dreidimensionale Rechenpro-

gramm MGLET war jedoch nicht moglich, da man dort ausschliellich mit nichtdquidistanten
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Maschengittern arbeitet, und dieses Verfahren nur fiir dquidistante Gitter entwickelt wurde.
Lele [45] hat 1992 ein Kompaktverfahren vierter Ordnung im Raum ebenfalls fiir dquidistante
Maschengitter veroffentlicht, bei dem die Koeffizienten des kompakten Ansatzes so gedndert
wurden, dafl der verursachte Phasenfehler minimiert wurde. Die dabei erzielten Ergebnisse sind
denen des Spektralverfahrens sehr dhnlich, deshalb bezeichnete Lele sein modifiziertes Verfah-
ren mit: ” compact finite differencing scheme with spectral-like resolution” [45], (siehe dazu Abb.
4.4).

Der Nachteil des modifizierten Verfahrens von Lele [45] ist die Pentadiagonalitét der entstehen-
den Gleichungssysteme. Zwar ermoglichen pentadiagonale Gleichungssysteme einen Abbruch-
fehler hoherer Ordnung (bis hin zur zehnten Ordnung), allerdings hat die Pentadiagonalitét bei
der Verwendung von Geschwindigkeitsrandbedingungen ein ungelostes Problem zur Folge: die
Auflésung der linearen pentadiagonalen Gleichungssysteme ist nur dann moglich, wenn zwei
Randschichten vorhanden sind. Im Falle einer festen Wand als Fluidbegrenzung kann fiir die
innere Randschicht an der entsprechenden Kante die exakte Randbedingung w=v=u=0 gesetzt
werden. Die Frage nach den Geschwindigkeitsrandbedingungen der dufleren Randschicht mufl
vorerst unbeantwortet bleiben, denn aus physikalischer Sicht befindet man sich nicht mehr
im Bereich des zu berechnenden Fluids, sondern in einem ganz anderen Kontinuum. Deshalb
empfiehlt sich auch hier die Anwendung tridiagonaler Gleichungssysteme, da sie nur mit einer
Randschicht auskommen.

Kim & Le [37] entwickelten 1996 ein hinsichtlich des Dispersionsfehlers optimiertes tridiagona-
les Kompaktverfahren hoherer Ordnung. Die Pentadiagonalitéit wurde durch die Verwendung
weiterer Nachbarpunkte auf der rechten Seite des Gleichungssystems vermieden. Das Verfahren
hat — wie bei Lele [45] — ein besseres Phasenverhalten als das herkémmliche Padé-Verfahren. Die
zusitzlich bendtigten Punkte auf der rechten Seite des Gleichungssystems machen allerdings
dieses Verfahren fiir diese Arbeit unbrauchbar, da der Ansatz nicht fiir die Randschichten des
Berechnungsgebietes verwendet werden kann und mehrere Randschichten gesondert behandelt
werden miissen.

Ebenfalls 1975 veroffentlichte Adam [1] ein kompaktes finite Differenzenverfahren vierter Ord-
nung zur Losung parabolischer Gleichungen in nichtéquidistanten Maschengittern. Durch einen
neuen Ansatz zur Berechnung der ersten Ableitung in nichtiquidistanten Gittern fand er her-
aus, daB der Abbruchfehler beim Ubergang auf nichtdquidistante Gitter die vierte Ordnung
behélt. Die zweite Ableitung dagegen konnte nur mit einer Genauigkeit dritter Ordnung be-
rechnet werden. Adam [1] hat auch die Uberlegenheit des Kompaktverfahrens vierter Ordnung
gegeniiber anderen Diskretisierungsverfahren gezeigt.

1985 prisentierten Goedheer & Potters [22] ein Kompaktverfahren vierter Ordnung fiir nichtaqui-
distante Maschengitter zur Losung gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen. Dieses
Verfahren beruht darauf, die Berechnung der ersten und der zweiten Ableitung durch geeig-
nete Umformungen iiberfliissig zu machen und sie durch Funktionswerte auszudriicken. Das

neu entstandende Gleichungssystem hat eine tridiagonale Form. Der entscheidende Nachteil
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dieses Verfahrens liegt darin, dafl das Eliminieren der Ableitungen und die Berechnung der
Koeffizienten nicht auf FORTRAN-Ebene gemacht werden koénnen, sondern den Einsatz von
algebraischen Manipulationsprogrammen wie SCHOONSCHIP oder MATHEMATICA erfor-
dern. Weitere Details zu diesem Verfahren bietet die Semesterarbeit von A. Fischer [17].

N.A. Adams [2] hatte 1991 im Rahmen der Entwicklung eines Verfahrens zur direkten nume-
rischen Simulation kompressibler Grenzschichten an der DLR/Gottingen das Padé-Verfahren
vierter und sechster Ordnung mit einem Chebyshev-Spektralverfahren beziiglich ihrer Genauig-
keit und Effizienz verglichen. Dabei stellte er fest, dal das Padé-Verfahren bei nichtperiodischen
Problemen vergleichbare Ergebnisse wie das Chebyshev-Spektralverfahren liefert, aber lediglich
30% der Rechenzeit benotigt. Diese Untersuchungen fanden bei dquidistanten Gittern statt.
Eine verbreitete Moglichkeit zur Verwendung des Kompaktverfahrens nach Lele [45] ist die
Transformation des physikalischen nichtédquidistanten Maschengitters in ein dquidistantes (vgl.
z.B. [19], [54], [73] und [74]). Die Berechnung der ersten Ableitung (%) im physikalischen Raum
beispielsweise wird durch die folgende Transformation durchgefiihrt: % — Judt

z ~ Of Oz
die Losung im &dquidistanten (transformierten) Raum ( g—z) mit dem Kompaktverfahren vierter

. Zunachst wird

Ordnung nach Lele [45] berechnet und danach die erzielte Losung zuriicktransformiert. Dadurch
erhélt man die Losung im physikalischen nichtéquidistanten Raum. Diese Vorgehensweise setzt
aber voraus, dafl eine glatte und stetige Funktion £ = f(z) zur exakten Beschreibung des
nichtdquidistanten Gitters vorhanden ist. Dies ist aber besonders problematisch, wenn das Be-
rechnungsgebiet ein Hinderniss (z.B. Turbulenzerzeuger [12] oder umstromter Korper) enthélt
oder wenn das Gitter nicht glatt und somit nicht fein genug ist (zu hoher Streckungsfaktor).
Aufgrund der Fahigkeit des Stromungsberechnungsprogramms MGLET, turbulente Stromun-
gen mit komplexen Geometrien (Hindernissiiberstromung) zu berechnen, kommt die Methode
der Gittertransformation in dieser Arbeit nicht in Frage, da dies eine erhebliche Einschrankung
in der Auswahl des Maschengitters bedeuten wiirde.

Ein direkter Vergleich zwischen der Transformationsmethode des Gitters und der direkten Be-
rechnung der Koeffizienten des Kompaktverfahrens bei nichtdquidistanten Gittern bietet die
Arbeit von Gamet et al. [19]. In dieser Arbeit wurde die Uberlegenheit der direkten Methode
gegeniiber der Transformationsmethode insbesondere bei relativ groben Gittern gezeigt. Das
macht die direkte Methode fiir die Grobstruktursimulation (LES) besonders interessant.
Einige Autoren begniigen sich damit, das Kompaktverfahren vierter Ordnung nach Lele [45]
in den Koordinatenrichtungen anzuwenden, in denen das Berechnungsgitter dquidistant ist.
In den iibrigen Koordinatenrichtungen (mit nichtédquidistantem Gitter) wird das Zentraldiffe-
renzenverfahren zweiter Ordnung verwendet (s. z.B. Kaltenbach & Driller [32]). Zwar bringt
die Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung in bestimmten Koordinatenrichtun-
gen eine begrenzte Verbesserung der Losung, allerdings kann in diesen Féllen keine eindeutige
Aussage beziiglich der Ordnung des verwendeten rdumlichen Diskretisierungsverfahrens im ge-

samten Stromungsfeld gemacht werden.



Literaturiibersicht )

In letzter Zeit findet das Kompaktverfahren vierter Ordnung zunehmend Anwendung bei der
numerischen Simulation turbulenter Stromungen, da die Leistung der heute verfiigharen Rech-
ner (Speicherplatz und Rechenzeit) es erlaubt, sich vermehrt auch Verfahren zu bedienen, die
bei etwas hoherem Aufwand eine groflere Genauigkeit in der Berechnung versprechen. Allerdings
bedienen sich die Anwender des Kompaktverfahrens der Ansétze von Lele [45] oder wihlen den
Weg der Transformation. Arbeiten, die sich mit der Simulation von turbulenten Stréomungen
unter Verwendung des Kompaktverfahrens héherer Ordnung direkt auf nichtaquidistante Gitter
beschéftigen, sind, aufler der Arbeit von Gamet et al. [19], dem Verfasser nicht bekannt. Im
Folgenden werden einige dem Verfasser bekannte und fiir die numerische Simulation von turbu-
lenten Stromungen relevante Arbeiten in der Tabelle 1.1 zusammengefaf3t. Dabei werden diese
Arbeiten durch die Formulierung des Kompaktverfahrens auf das verwendete Gitter (dquidi-
stantes/nichtédquidistantes bzw. versetztes/nichtversetztes Gitter) unterschieden. Die in diesen
Arbeiten durchgefiithrten Simulationen werden nach Komplexitdt (1D, 2D, 3D-Simulationen in
einfachen Geometrien (3D-S) und 3D-Simulationen in komplexen Geometrien (3D-C)) unter-
schieden.

Die vorliegende Arbeit unterscheidet sich von den bisherigen Arbeiten durch die direkte Berech-
nung der Koeffizienten in nichtiquidistanten und versetzten Maschengittern, und durch die
Moglichkeit, Stromungen in komplexen Geometrien mit dem Kompaktverfahren vierter Ord-

nung berechnen zu kénnen.

Weitere Arbeiten, die das Kompaktverfahren hoherer Ordnung verwenden, sind: Chu & Fan [9]
und [10], Deng & Kaekawa [14], Gupta [24], Li et al. [46], Mahesh [48], Weinan & Liu [75] und
Yu et al. [81].

Arbeiten, die raumliche Diskretisierungsverfahren héherer Ordnung verwenden, sind z.B. Tol-
stykh & Lipavskii [72] (Kompakt-Upwindverfahren dritter und fiinfter Ordnung), Rai & Moin
[63] (Upwindverfahren fiinfter Ordnung) und Morinishi et al. [56] (Zentraldifferenzenverfahren
vierter Ordnung).

Arbeiten, die sich mit der Parallelisierung von linearen tridiagonalen Gleichungssystemen beschéf-
tigen, sind z.B. Bondeli [6], Frommer [18] und Schumann & Strietzel [67].



Einfiihrung

X X X X X X 000G [¢g] pun
66T | [FS] Te %0 Moy ‘[g¢] 1oy

x | x X X 6661 [G9] peey 23 neqeg

X X X X 666T [61] "Te 30 jouren

x | x X X 66T [€L] ApoA

X X X 66T [8¢] o301y

X X b 9661 [G2] nrT 23 weuron

X X X 9661 [L€] o7 23 wry

X X b b G66T | [FL] 1o3sOIYDS 29 OzZZRIA

< e X C661 8] ‘Te 10 TojuadrR))

X X X X X 2661 [G7] o1

X X X 1661 [¢] surepy

X X X G86T | [cg] s11104 23 1997 pa0n)

x | x X X LL6T (9] e[soy] 23 urqny

X | x X X GL6T [L2] ysny

X X X GL6T [1] wepy

e X ©)6T [0F] ‘Te 10 esnery]

O-A¢ | S-Ag€ | Az | AT | 1zesmoappriu | 1z3esIoA | juelsipmbeyyomu | juejsipmbe | ager dnjeranly

uoIeIoAedWOY] Sep INJ JOISIOQqNINGRINT T°T ATTIAV],




Ziel der Arbeit 7

1.3 Ziel der Arbeit

Die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit kann wie folgt formuliert werden:

Entwicklung, Implementierung und Validierung eines Kompaktverfahrens wvierter
Ordnung fiir nichtdquidistante, versetzte kartesische Maschengitter zur numerischen
Stmulation von manipulierten, abgeldsten turbulenten Strémungen in komplexen

Geometrien.

Das Kompaktverfahren vierter Ordnung soll in das Programmpaket MGLET implementiert
und anhand verschiedenener Testfille validiert werden. Aus numerischer Sicht wird bei der Ge-
staltung dieser Arbeit auf folgende Punkte besonders geachtet:

1. die Erhaltung der vierten Ordnung des Kompaktverfahrens in nichtdquidistanten und ver-
setzten Maschengittern, und

2. die Moglichkeit der Verwendung des neuen Verfahrens fiir Stromungsprobleme mit beliebigen

Geometrien im kartesischen Raum auf Parallelrechnern.

1.4 Aufbau der Arbeit

Nach einer kurzen Einfithrung in die Methoden zur Berechnung von turbulenten Strémungen
wird in Kapitel 2 auf die in einer numerischen Simulation auftretenden Fehler eingegangen.

In Kapitel 3 wird die Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichung mit dem Kompaktverfahren
vierter Ordnung erklért. Zunéchst wird die Interpolation vierter Ordnung fiir nichtdquidistante
Maschengitter vorgestellt, wobei sich die Ansétze der Interpolationen fiir den ersten und letzten
Gitterpunkt vom Ansatz innerhalb des Berechnungsgebietes unterscheiden. Der Abbruchfehler
des neuen Ansatzes wird formal angegeben und es wird gezeigt, dal beim Ubergang zum #qui-
distanten Gitter dieser Ansatz mit dem Ansatz von Lele [45] identisch ist. Das entstehende
Gleichungssystem und seine Losung werden ebenfalls vorgestellt.

Analog dazu wird anschlieSend die Berechnung der Ableitungen der Geschwindigkeitsfunktionen
mit einem kompakten Ansatz vierter Ordnung in nichtdquidistanten Maschengittern vorgestellt.
Dabei wird hier ebenfalls unterschieden, ob es sich bei dem betrachteten Gitterpunkt um den

ersten, den letzten oder um einen Punkt innerhalb des Berechnungsgebietes handelt.

Eine mathematische Betrachtung des Kompaktverfahrens mit Hilfe der Fourier-Analyse kann
das bisher nur empirisch dargestellte Losungsverhalten auf theoretischer Ebene grofitenteils be-
griinden. Die Verdffentlichung von Lele [45] zeigt in diesem Zusammenhang die eindrucksvollen
Eigenschaften von Kompaktverfahren auf, insbesondere beziiglich der getreuen Wiedergabe der
einzelnen Wellenanteile in den Geschwindigkeitsfunktionen. Bei der Auswertung von Differen-

zenquotienten gehen die mit der Wellenzahl w angegebenen Wellenanteile der Geschwindigkeits-
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funktionen in modifizierte Wellenanteile iiber (Kapitel 4).

Im Kapitel 5 werden das Kompaktverfahren sechster und achter Ordnung bei &quidistan-
ten Gittern nach Lele [45] sowie das Kompakt-Upwindverfahren und das upwindgewichtete
Kompaktverfahren dritter Ordnung fiir nichtdquidistante Gitter vorgestellt. Die Kompakt-
Upwindverfahren werden verwendet, um hochfrequente nichtphysikalische Schwingungen (,,wig-

gles”) aus der numerischen Losung heraus zu filtern.

Die Validierung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung in Kapitel 6 erfolgt zunéchst durch
ein einfaches eindimensionales Testproblem, bei dem Sinuswellen durch ein Berechnungsgebiet
mit einer konstanten Geschwindigkeit transportiert werden. Diese Rechnungen, die mit dem
Programm PDE1D durchgefiihrt werden 2, haben das Ziel, die Genauigkeit des Verfahrens bei
verschiedenen Randbedingungen zu bestimmen. Die Ergebnisse des Kompaktverfahrens vierter
Ordnung werden mit Ergebnissen des Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung verglichen
(Kapitel 6.1).

In Kapitel 6.2 werden mit dem Kompaktverfahren mehrere Simulationen der Stromungsan-
fachung in einer zweidimensionalen laminaren Plattengrenzschicht durchgefiihrt und mit Er-
gebnissen von Yang [78] (unter Verwendung der Zentraldifferenz zweiter Ordnung) verglichen.
Der Transitionsproze (Umschlag laminar-turbulent) wird in diesen Simulationen durch die
Anfachung periodischer Storungen kleinerer Amplituden eingeleitet. Die hohere Qualitiat des
Kompaktverfahrens vierter Ordnung zeigt sich in diesem Beispiel durch die Fahigkeit der ge-
nauen Berechnung des Transitionsprozesses mit erheblich weniger Gitterpunkten als mit dem
herkémmlichen Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung.

In Kapitel 6.3 wird am Beispiel einer zweidimensionalen ”turbulenten” Uberstrémung eines la-
teralen Zaunes gezeigt, wie die parasitiren Schwingungen (,,wiggles”) in einem augenblicklichen
Stromungsfeld reduziert bzw. eliminiert werden kénnen. Mehrere direkte numerische Simula-
tion der "turbulenten” Uberstromung eines Zaunes (Re, = 3000) werden unter Verwendung
des Kompaktverfahrens vierter und des KompaktUpwindverfahrens dritter Ordnung zu diesem
Zweck durchgefiihrt.

In Kapitel 6.4 werden die Fahigkeit und Genauigkeit des Kompaktverfahrens zur Berechnung
von dreidimensionalen turbulenten Strémungen untersucht. Dazu werden verschiedene direkte
numerische Simulationen (DNS) einer turbulenten Plattenkanalstromung (Re, = 180) durch-
gefithrt und im Vergleich zu Ergebnissen von Kim et al. [36] (Chebyshev-Spektralverfahren)
sowie Manhart [50] (Zentraldifferenz zweiter Ordnung) dargestellt. In diesen Simulationen wird
deutlich, dal das Kompaktverfahren &hnliche Ergebnisse erzielen kann wie das Chebyshev-
Spektralverfahren von Kim et al. [36].

In Kapitel 6.5 werden verschiedene Grobstruktursimulationen (LES) der turbulenten Kanal-

stromung (Re, = 180) durchgefiihrt. In diesen Simulationen wird untersucht, inwieweit die

2PDEID ist ein Programm zur Berechnung eindimensionaler partieller Differentialgleichungen, vgl. [33] und
[52]
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Wirkung des Feinstrukturmodells durch die Verwendung von rdumlichen Diskretisierungsver-
fahren hoherer Ordnung beeinflufit wird.

Zuletzt wird in Kapitel 6.6 eine direkte numerische Simulation (DNS) einer transitionellen
Stromung iiber eine riickwértsgewandte Stufe prisentiert. Ziel dieser Simulation ist, die Fahig-
keit des Kompaktverfahrens vierter Ordnung zur Berechnung abgeldster turbulenter Strémun-

gen iiber Hindernissen zu demonstrieren.

In Kapitel 7 wird nun mit dem neuen Kompaktverfahren vierter Ordnung die abgeltste volltur-
bulente Strémung iiber eine riickwértsgewandte Stufe mit der turbulenten Kanalstromung aus
Kapitel 6.4 (DNS) bzw. 6.5 (LES) als Zustrémbedingung mit der direkten numerischen Simula-
tion und der Grobstruktursimulation sowohl aus numerischer als auch aus physikalischer Sicht
untersucht. Die direkte numerische Simulation dient dabei der Validierung mehrerer Grobstruk-
tursimulationen mit unterschiedlichen raumlichen Diskretisierungsverfahren. Es soll in diesem
Kapitel untersucht werden, wie die abgeldste turbulente Stromung iiber die Stufe auf die aktive
Anregung reagiert, und inwieweit die mittlere Rezirkulationslédnge der Stufenstrémung durch
die aktive Anregung mit verschiedenen Frequenzen beeinflufit (d.h. verkiirzt) werden kann, und
welche Frequenzen dabei den hochsten Effekt verursachen.

Im Anschlufl befindet sich in Kapitel 8 eine Zusammenfassung der Arbeit sowie eine Diskussion.
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2 Methoden zur Berechnung turbulenter Stréomungen

2.1 Einleitung

Turbulente Strémungen sind aufgrund ihrer Dreidimensionalitdt und Zeitabhéngigkeit sehr
komplex. Aulerdem weisen sie eine grofie Anzahl von unterschiedlichen rdaumlichen und zeitli-
chen Skalen auf. Um alle in der turbulenten Stromung vorkommenden rdumlichen und zeitlichen
Strukturen zu berechnen, muf3 die Navier-Stokes-Gleichung direkt gelost werden. Diese Metho-
de wird in der Literatur als direkte numerische Simulation (DNS) bezeichnet.

Eine andere Losungsmethode, bei der lediglich die zeitliche Entwicklung der groflen Wirbel di-
rekt durch das Berechnungsgitter berechnet wird, wird als die Grobstruktursimulation (englisch
large eddy simulation, LES) bezeichnet. Die Stromungsvariablen werden hierbei in Grob- und
Feinstruktur aufgeteilt. Die Grobstruktur ist der Teil der Stréomung, der durch das Berechnungs-
gitter direkt berechnet wird. Die Auswirkungen der Feinstruktur (die durch das Berechnungs-
gitter nicht aufgelost werden kann) auf das Stromungsfeld wird durch das Feinstrukturmodell

modelliert.

2.2 Grundgleichungen

Die Grundgleichungen, die die Stromungsvorgénge beschreiben, basieren auf der Erhaltung von
Masse, Impuls und Energie. Handelt es sich um eine isotherme und inkompressible Strémung,
dann entfillt die Berechnung der Energiegleichung. Unter Beriicksichtigung des Stokesschen
Schubspannungsansatzes ergibt sich die Navier-Stokes-Gleichung fiir inkompressible Stréomung
(Gl. 2.1) und die Kontinuitétsgleichung (Gl. 2.2).

ou; Gu,-uj_ 1 0p 1 0%y

ot " or,  pox,  Reox,ou,

(2.1)

8ui
(9.731-

Diese dienen als Ausgangsgleichungen fiir die Berechnung der Geschwindigkeiten und des Druckes

=0 (2.2)

und gelten sowohl fiir die laminare als auch fiir turbulente Strémungen. Die Herleitung dieser
Gleichungen anhand der Betrachtung eines finiten Zellvolumens kann beispielsweise Anderson

et al. [4] entnommen werden.

2.3 Diskretisierung der Grundgleichungen

Im Rahmen einer Finite-Volumen-Formulierung werden die Gleichungen (2.1) und (2.2) iber
eine diskretes Volumenelement AV = AX -AY - AZ nach der Methode von Schumann [66] inte-
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griert. Die rdumliche Diskretisierung erfolgt mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung (Ka-
pitel 3) und mit dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung in versetzten, nichtaquidi-
stanten, kartesischen Gittern. Durch die Finite-Volumen-Formulierung ist das Verfahren konser-
vativ. Fiir die zeitliche Diskretisierung wird das explizite und von zweiter Ordnung genaue leap
frog-Verfahren verwendet. Fiir die Losung der Poissongleichung der Druck-Geschwindigkeits-
kopplung wird auf dem versetzten Gitter (staggered grid, Patankar [62]) fiir Stromungsfille
mit einer homogenen Richtung ein punktorientiertes Verfahren (Hirt et al. [28]) herangezogen.
Fiir Stromungsfille mit zwei homogenen Richtungen wird ein direkter Loser verwendet (vgl.
Manhart et al. [51]).

2.4 Turbulenzlingen

In der Abbildung 2.1 ist schematisch das Kolmogorov-Spektrum der kinetischen Energie dar-
gestellt. Auf der Abszisse ist nach einer dreidimensionalen Fouriertransformation der entspre-
chenden Geschwindigkeitsfelder die Wellenzahl k {iber der Energie E(k) dargestellt. Kleine
Wellenzahlen entsprechen dabei groen Wirbeln, groffle Wellenzahlen kleinen Wirbelelementen.
Die Grofle der Wirbelelemente 1 ist:

[~ o (2.3)
Das Wellenzahlenspektrum kann in drei verschiedene Bereiche eingeteilt werden: Der Bereich
des Spektrums mit kleinen Wellenzahlen, in dem hauptséachlich die Produktion von turbulenter
Energie stattfindet, wird als Produktionsbereich bezeichnet. Der Bereich groler Wellenzahlen, in
dem die Energie der kleinen Wirbelelemente in Wéarme umgewandelt wird, lautet Dissipations-
bereich. Der zwischen diesen beiden liegende Wellenzahlenbereich, in dem der Energieaustausch
zwischen den Wellenzahlen nicht von ihrer Grofie abhéngt, heifit Trégheits- oder Inertialbereich.
Die unterschiedlichen Bereiche kénnen an den Steigungen im Energiespektrum erkannt werden.
Kolmogorov postulierte, daf fiir die Form des Energiespektrums die Rate an Energie entschei-
dend ist, mit der die kinetische Energie von einer Wellenzahl zur néchstgrofieren Wellenzahl
iibertragen wird und letztlich in Warme umgewandelt wird. Diese Gréfle wird als Dissipati-
onsrate € bezeichnet. Eine Dimensionsanalyse liefert die kleinste Léngenskala 7, bei der die

Dissipation stattfindet:
n=O0{(—)""} (2.4)

Aus der Dimensionsanalyse kann ebenso ein zeitliches Langenmafl bestimmt werden:

r=0{(0)"} (25)
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ABBILDUNG 2.1: Charakteristisches Energiespektrum einer turbulenten Strémung

2.5 Die direkte numerische Simulation (DNS)

In der direkten numerischen Simulation werden alle in der Stromung vorkommenden raumlichen
und zeitlichen Skalen durch das Berechnungsgitter aufgelost. Durch die Berechnung der Kol-
mogorovschen Mikroldnge 148t sich die Giite des Berechnungsgitters abschétzen. Diese kleinste
Lingenskala kann in einer Simulation jedoch nur a posterior: durch Berechnung der Dissipation
bestimmt werden. Liegt die Maschenweite des verwendeten Gitters in der GroBenordnung der
Kolmogorovschen Mikrolédnge, kann davon ausgegangen werden, dafl die Simulation den Anfor-
derungen einer direkten numerischen Simulation geniigt. Da die benétigte Gitterpunktanzahl
exponentiell mit der Reynoldszahl ansteigt (~ Re®*), konnen auf den heute zur Verfiigung ste-
henden Rechenanlagen mit dieser Methode Stréomungen mit Reynoldszahlen bis etwa Re ~ 5000

berechnet werden.

2.6 Die Grobstruktursimulation (LES)

Wie bereits erwdhnt wurde, werden bei der Grobstruktursimulation lediglich die groflen Wir-
bel in einer turbulenten Strémung vom Berechnungsgitter direkt aufgelost. Die Effekte der
nichtauflosbaren Geschwindigkeitsfluktuationen werden in dieser Arbeit iiber zwei Feinstruk-
turmodelle angenédhert. Das erste Modell ist das Smagorinsky Modell (vgl. [71]), das die Fein-

strukturspannung der Feinstruktur zu den Grobstrukturgroflen iiber einen Wirbelviskositéts-
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ansatz in Beziehung setzt. Die hierbei bendtigte Mischungsweglidnge A wird an der Wand auf
ein Minimum von (Az - Ay - Az)Y/3 und & - z,, (von Kérmén-Konstante multipliziert mit dem
Wandabstand) gesetzt. Die Smagorinsky Konstante wird in dieser Arbeit auf Cs = 0.1 gesetzt.
Das zweite in dieser Arbeit verwendete Feinstrukturmodell ist das dynamische Modell von
Germano et al. [20]. Die Konstante C wird hier nicht vom Anwender bestimmt, sondern aus
dem Stromungsfeld dynamisch berechnet. Um numerische Instabilitdten durch eine negative

Gesamtviskositéit zu vermeiden, wird die homogene Richtung zur Mittelung verwendet.

2.7 Numerische Fehler in der Simulation turbulenter Stromungen

Zusatzlich zum rdumlichen Diskretisierungsfehler, der vom jeweiligen Diskretisierungsverfahren
abhéngt (Ordnung des Abbruchfehlers und Form des Verfahrens), konnen bei der direkten
numerischen Simulation und der Grobstruktursimulation von turbulenten Strémungen andere
Fehler entstehen, die die numerische Losung negativ beeinflussen. In diesem Abschnitt werden

diese Fehler aufgezdhlt und entsprechende Abhilfen zu ihrer Losung diskutiert.

1. Aliasing error: Dieser Fehler entsteht wenn Wellenanteile mit sehr kleinen Wellenléngen
vom Maschengitter nicht mehr wiedergegeben werden kénnen und sich dafiir in Form einer
Veranderung der groflen Wellenldngen niederschlagen. Der aliasing error ist somit fiir die
Energieerhaltung der Losungsmethode verantwortlich. Eine genaue Untersuchung dieses Feh-
lers scheint in diesem Zusammenhang mehr als angebracht. Verantwortlich fiir die Entstehung
des aliasing errors ist die verwendete Form des konvektiven Terms der Navier-Stokes-Gleichung
(vgl. Gl (2.1)), bei der eine Multiplikation eines Geschwindigkeitsfeldes mit seiner Ableitung
erfolgt. Generell kann zwischen vier verschiedenen Formen des konvektiven Terms H; unter-

schieden werden:

Divergenzform :
ou;u;
H=--7 2.6
e (2.6)
Konvektive Form 3
Uj
H, = —u; 2.7
J 8 $] ( )

Schiefsymmetrische Form

(2.8)

Rotationssymmetrische Form

Ly (2.9)
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Die schiefsymmetrische Form gilt im allgemeinen als energieerhaltend. Die Divergenz- und die
konvektive Form (die in dieser Arbeit verwendet wird) sind, unabhéngig vom verwendeten raum-
lichen Diskretisierungsverfahren, bei der Verwendung von versetzten Maschengittern (staggered
grid) ebenfalls energieerhaltend. Weitere Details zu diesem Thema koénnen bei Morinishi [56]
eingesehen werden. Uber die GriBe dieser Fehler kann jedoch noch nichts Verbindliches gesagt
werden. Extreme Auswirkungen hat der aliasing error in einer numerischen Simulation nur
bei der Verwendung von Spektralverfahren, die sich in Form einer Turbulenzdédmpfung oder
einer unkontrollierten Zunahme der Turbulenzenergie bemerkbar machen. Das sogenannte de-
aliasing ist in diesem Fall unbedingt nétig, bei dem hohe Wellenzahlen aus der numerischen
Losung herausgefiltert werden. Das de-aliasing kostet allerdings zusétzliche Rechenzeit, die die
fiir Simulation erforderliche Rechenzeit, iibersteigen kann. Eine griindliche mathematische und
numerische Untersuchung des aliasing errors und seine Auswirkung in der numerischen Simu-
lation sind bei Kravchenko & Moin [41] zu finden.

2. ,,Wiggles”: Eine andere Fehlerquelle bei einer numerischen Simulation ist die Entstehung
parasitirer Wellen (,,wiggles”) aufgrund mangelhafter Auflosung der Gradienten durch das Ma-
schengitter. Diese parasitdren Wellen (Anteile der Wellenlénge 2h, also die vom Gitter klein-
ste wiedergebbare Wellenldnge) sind eher ein Problem in der Grobstruktursimulation als in
der direkten numerischen Simulation, da bei der Grobstruktursimulation aufgrund der hohen
Reynoldszahl relativ grobe Maschengitter verwendet werden.

Gegen die Entstehung der ,,Wiggles” hilft entweder eine lokale Gitterverfeinerung im Bereich
hoherer Gradienten der Geschwindigkeitsfunktionen oder die Verwendung von leicht damp-
fenden Verfahren hoéherer Ordnung. 1991 wurde von Rai & Moin [63] ein Finite-Upwind-
Verfahren fiinfter Ordnung fiir die direkte numerische Simulation einer turbulenten Kanal-
stromung (Re, = 180) prisentiert und mit anderen Verfahren verglichen. Die Ergebnisse dieses
Verfahrens waren durchaus mit den Ergebnissen des Spektralverfahrens vergleichbar und besser
als die Ergebnisse des Zentraldifferenzenverfahrens zweiter Ordnung, obwohl dieses Verfahren
von dissipativer Natur und im engeren Sinne nicht energieerhaltend ist. In den Kapiteln 5.2

und 6.3 wird auf dieses Thema ausfiihrlich eingegangen.

3. Numerische Dampfung: Eine Fehlerquelle anderer Form ist die numerische Dampfung, die
sowohl durch das rdumliche Diskretisierungsverfahren als auch durch die numerische Zeitinte-
gration auftreten kann. Dabei ist der Einfluf verschiedener rdumlicher Diskretisierungsverfahren
auf den Amplitudenfehler weniger gravierend als der Einfluf§ der gewéhlten Zeitintegration (vgl.
[33]). Die numerische Ddmpfung konnte sich als eine Art Filter auf hochfrequente Wellenan-
teile auswirken, was selbstverstandlich ein wiinschenswerter Effekt wére, insbesondere beim

Auftreten von ,,wiggles”. Ihre Wirkung ist allerdings in diesem Punkt sehr begrenzt.

4. Randbedingungen: Das Problem der Randbedingung stellt eine wichtige Fehlerquelle dar,

da es die Qualitdt der numerischen Losung in negativer Weise beeinflufit. Schwierigkeiten gibt



Numerische Fehler in der Simulation turbulenter Strémungen 15

es dort, wo komplexe geometrische Berandungen vorliegen. Bei offenen Systemen stellen sich
die Probleme an den Ein- und Ausstromrindern. Beispielsweise kann es am Ausstomrand zu
Reflektionen (,,wiggles”) kommen, die sich stérend auf den Losungsprozef auswirken, da durch
die Reflektion Energie ins Berechnungsgebiet zuriickflieft, die bei der Erfiilllung der Bilanz-
gleichungen nicht vorhanden sein diirfte. Neue, nicht-reflektierende Ausstréomrandbedingungen
dritter und vierter Ordnung fiir nichtdquidistante Gitter werden in dieser Arbeit vorgestellt und
deren Vorteile gegeniiber den herkémmlichen Randbedingungen anhand verschiedener Beispiele
gezeigt.

In fritheren Arbeiten des Verfassers (vgl. [52]) konnte anhand von eindimensionalen Simulatio-
nen gezeigt werden (vgl. auch Kapitel 6.1), dafl die Verwendung der Ausstromrandbedingung
erster Ordnung die Genauigkeit der erzielten Losung im Berechnungsgebiet um eine Grofien-
ordnung reduziert. Der Aufwand fiir die Herleitung und Implementierung des Kompaktverfah-
rens wiirde sich nicht lohnen, wenn die Randbedingung nicht von der gleichen Ordnung oder
zumindest um eine Gréflenordnung niedriger gewéhlt wird wie das Verfahren selbst. Diese Er-
kenntnisse decken sich mit den Berechnungen von Carpenter et al. [§], die sich ausfiihrlich mit
der Untersuchung verschiedener Randbedingungen fiir die Kompaktverfahren héherer Ordnung

beschiéftigen.

5. Fehler des Feinstruktur-Turbulenzmodells: In der Grobstruktursimulation (LES) tre-
ten neben den bereits erwihnten Fehlern Modellierungsfehler durch das verwendete Feinstruktur-
Turbulenzmodell auf. Diese Fehler werden entscheidend vom rdumlichen Diskretisierungsver-
fahren beeinflult. Bei der Verwendung von rdumlichen Diskretisierungsverfahren niedriger Ord-
nung erhchen sich die Modellierungsfehler, so daf sie in manchen Simulationen in der gleichen
Groflenordnung liegen konnen wie die Diskretisierungsfehler selbst. Daher ist bei der Grob-
struktursimulation insbesondere bei der Verwendung des dynamischen Modells (vgl. [20]) eine
rdumliche Diskretisierung héherer Ordnung wiinschenswert, da die Feinstrukturkonstante dy-
namisch aus dem hohen Wellenzahlenbereich des Energiespektrums bestimmt wird [41]. Eine
bessere Darstellung dieses Bereichs, der bei der Verwendung von Diskretisierungsverfahren nied-
riger Ordnung vollig zerstort bzw. gedampft wird (vgl. Kapitel 6.4, Abb. 6.22 und 6.23), fiihrt
zu einer genaueren Bestimmung der Konstanten. Auflerdem wird die Grobstruktur durch das
rdumliche Verfahren héherer Ordnung genauer dargestellt. Der zu modellierende Anteil wird
somit geringer und damit auch mogliche Fehler durch das Feinstrukturmodell. Theoretische
Untersuchungen zu diesem Thema finden sich in [21] und numerische Simulationen in [41], [47]
und [56].
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3 Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichung mit dem

Kompaktverfahren vierter Ordnung

3.1 Allgemeines

Die Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen erfolgt in MGLET in integraler Form (vgl. Wer-
ner [77]). Weiterhin handelt es sich um versetzte und nichtédquidistante Maschengitter, bei denen
die Geschwindigkeiten u, v und w in x—, y— und z—Richtung an den Gitterkanten (Rander
der Gitterzelle) verschoben definiert sind. Lediglich der Druck p ist innerhalb der Zelle definiert
(siehe Abb. 3.1). Aus der integralen Formulierung der Erhaltungsgleichungen werden fiir den
konvektiven Term die Interpolationen der Geschwindigkeiten und fiir den diffusiven Term die
ersten Ableitungen benotigt. Der Druckgradient wird aus dem bekannten Druckfeld ermittelt.
Zum besseren Versténdnis der rdumlichen Diskretisierung in der konservativen integralen Form
wird die Navier-Stokes-Gleichung (2.1) am Beispiel der u—Komponente in z—Richtung fiir ein

eindimensionales Problem diskretisiert. Sie lautet :

ou  Ouu u  10p

9 " Vo pow (3:-1)

Die integrale Form der Gleichung (3.1) in Eulerscher Betrachtungsweise erhélt man aus der dif-
ferentiellen Form durch Integration iiber ein endliches Kontrollvolumen V| welches von seiner

Umgebung durch die Fliche A abgegrenzt ist. Unter Beriicksichtigung des Gaufischen Integral-

satzes:
ou
Ly = j{ dA 3.2
P u (3.2)
lautet dann die Integration:
d
s / wdV = — jf wudA, + v —dA j{ pdA, (3.3)
dt Jv A

Die Diskretisierung der linken Seite ergibt unter der Annahme eines Volumenmittelwertes der

u—Komponente 2V
dAV—

dt
mit AV = Az - DDy - DDz (vgl. Abb. 3.1). Dividiert man beide Seiten der Gleichung durch

AV, dann vereinfacht sich die diskretisierte linke Seite der Gleichung zu:

d
& [ wdv = AV 3.4
dt /v “ (3-4)

14 a*'a
AV dt Jv dt

(3.5)

Fiithrt man die Integration auf der rechten Seite durch, so ergibt sich die Diskretisierung der

einzelnen Terme wie folgt:
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1. Diskretisierung des konvektiven Terms: Der konvektive Term wird fiir ein Kontrollvo-

lumen wie folgt diskretisiert:
(3.6)

Dabei ist eine Komponente die transportierende (konvektive) und die andere die trans-
portierte Geschwindigkeitskomponente. Beide Komponenten werden auf dem Druckpunkt
berechnet (an den Réndern des Kontrollvolumens, vgl. Abb. 3.1).

Die (in diesem speziellen Fall identischen) Geschwindigkeiten werden in Kapitel 3.2 mit-
tels einer kompakten Interpolation vierter Ordnung aus den bekannten Geschwindigkeiten

berechnet.
2. Diskretisierung des diffusiven Terms: Der diffusive Term wird fiir das Kontrollvolumen
wie folgt diskretisiert:

v Ju e ,Ou ou o OU Ju
AV Jadx pri(ax et 3x|e) pAmi<8x|w + 8x’w)

(3.7)

Die Ableitungen (2%) werden in Kapitel 3.3 aus den bekannten Geschwindigkeiten u; mit

dem Kompaktverfahren vierter Ordnung berechnet.

3. Diskretisierung des Druckterms: Der Druckgradient wird durch die bekannten Druck-

werte berechnet: .

PINYG

DPe — Puw
dA, = — 3.8
ﬁp pAz; (38)

Daraus ergibt sich die diskretisierte Gleichung in integraler Form zu:

T UplUe — UyyUsy e Ou ou e OU ou De — Puw
= ' ( le le) — ( w t |w) — ' (3.9)
dt Az, pAx; Ox ox pAx;  Ox ox pAx;
——

K D Q

Abbildung 3.1 zeigt schematisch drei benachbarte nichtéquidistante und versetzte Gitterzellen.

Dabei sind:

u;, w;: gespeicherte bekannte Geschwindigkeitskomponenten an den Gitterkanten,
p;i: gespeicherter Druck,

u.: gesuchte interpolierte Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung (@, |gi41,x));
Uy, gesuchte interpolierte Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung (| r)).

Ax;: nicht-dquidistante Gitterweite (s. Abb. 3.1)
Au| .

oz e

%\w: gesuchte Ableitung der Geschwindigkeitskomponente u; in x-Richtung (% (i.k))>

gesuchte Ableitung der Geschwindigkeitskomponente u; in x-Richtung (%hiﬂ,k)),

wy: gesuchte interpolierte Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung (0, |¢ x)),

wy: gesuchte interpolierte Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung (| x-1))-
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ABBILDUNG 3.1: Schematische Darstellung von nichtdquidistanten, versetzten Gitterzellen

Die Indizierungen an einer Kontrollvolumen-Zelle bedeuten: ¢: top, b: bottom, w: west, e: east,
und (in der Abb. 3.1 nicht gezeigt): n: north, s: south (in der lateralen Richtung (Y)).

Die Diskretisierung der Geschwindigkeitskomponenten v und w in der z-Richtung geschieht in

einer analogen Weise wie die Diskretisierung der Gleichung (3.1). Die vollstédndige u-Impuls-

gleichung fiir das grau markierte Kontrollvolumen in der Abbildung 3.1 lautet dann (vgl. [77]):

d2Va
at
Uelle — UpyUy — UnUn — UsVs  UpWy — UpWy
Ax; DDy; DDz,
konvektive Terme
fe OU ou [y OU @
+ pri(ax et 8x|6) Axl(8x|w 3x|w)
T S LI L S CLTNCD
pDDy; 0y 8x " pDDy; 9y"”  Ox°
e, 0u ow Wy L o0u ow
* pD Dz (02 i+ 8:B|t) pD Dz (82‘b+ 8x|b)
dif fusive Terme
Pe — Pw
_ 3.10
AL, (3.10)
———

Quellterm
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3.2 Diskretisierung der konvektiven Terme

Wie bereits in Kapitel 3.1 festgestellt, benttigt man bei der Verwendung der integralen Form
der diskretisierten Navier-Stokes-Gleichung fiir den konvektiven Term lediglich die Interpolier-
ten Werte der Geschwindigkeitskomponenten. Fiir den dreidimensionalen Fall bedeutet dies,
dafl die Geschwindigkeitskomponenten u, v und w in allen Koordinatenrichtungen (x, y und z)
interpoliert werden miissen. Dabei bendétigt man zwei Interpolationsarten:

Die Interpolation einer Geschwindigkeitskomponente, die an den Kanten der versetzten Gitter-
zelle definiert ist (u;, vj, wy) und auf den Druckpunkt dieser Zelle in ihrer Richtung (x, y und
z) interpoliert werden soll (z.B. u.=u,, siche Abbildung 3.1).

Analog dazu erfolgt unter Beriicksichtigung der geometrischen Groflen des nichtédquidistanten
und versetzten Maschengitters die Interpolation einer Geschwindigkeitskomponente (u, v und
w) in den anderen Koordinatenrichtungen (z.B. w; bzw. wy=1,).

Die unterschiedlichen Wege der Interpolation sind fiir ein dquidistantes Gitter identisch, da sich
die geometrischen Grofien des Gitters nicht unterscheiden (Ax; = DDx; = Ax, siehe Abbildung
3.1).

3.2.1 Interpolation einer Geschwindigkeitskomponente

in threr Koordinatenrichtung

Interpolation innerhalb des Berechnungsgebietes:
Der Ansatz fiir die Interpolation (mit der gewiinschten Fehlerordnung) in nichtdquidistanten
Gittern innerhalb des Berechnungsgebiets lautet (I < ¢ < m, wobei [ den ersten und m den

letzten Punkt im Berechnungsgebiet kennzeichnen):
aifi—l + fz + ﬁz’fiﬂ = %‘flur% + Cbz'fi_% + O(Ax)) (3.11)

wobei f; +1 und f-_% bekannte Werte an den Gitterkanten und fz den gesuchten interpolierten
Wert auf dem Druckpunkt ¢ darstellen. O(Az}) ist der fiihrende Fehlerterm vierter Ordnung.
Zum Vergleich mit der kompakten Interpolation vierter Ordnung wird die zentrale Interpolation

zweiter Ordnung im nichtidquidistanten Maschengitter angegeben. Sie lautet:
fi= aifir1s +bifi1 +O(Ax) (3.12)

Ein Vergleich der Gleichungen (3.11) und (3.12) zeigt, daf§ durch die implizite Berechnung der
Interpolationen die Ordnung des Verfahrens auf vier erhéht wird, ohne dafl zusétzliche Rand-
punkte auf der rechten Seite der Gleichung eingeholt werden. Dies stellt einen wesentlichen
Vorteil des Kompaktverfahrens gegeniiber anderen Diskretisierungsverfahren vierter Ordnung
dar. Die Behandlung der Randbedingungen wird dadurch wesentlich vereinfacht, da nur eine
Randschicht gesondert behandelt werden muf (vgl. z.B. Gleichung 3.24).
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Die Berechnung der Koeffizienten «;, 0;, v und ¢; erfolgt iiber die Taylorentwicklungen der
Funktionswerte um den Punkt 7 an den jeweiligen Aufpunkten mit anschlieBendem Koeffizien-

tenvergleich. Die Taylorentwicklung der Funktionen lauten:

(‘3 I3 182 7
Jin=1fi + a—J;(%‘H — ;) + §a—l£($i+1 —z;)°
103 f;
+ 681-];(%“ —2;)° + O((wis1 — 2)")
(3.13)
_ 8fz 1 82]02 2
fin=fi — D7 (zi —xio1) + 2 Op? (zi — 2i1)
10*f;
T 5o (x; — $¢—1)3 +O((x; — $¢—1)4)
(3.14)
8 i 182 7
fivri2=fi + 8—J;($i+1/2 —x;) + §a—x£($i+1/2 — z;)°
10%f;
+ 6(9&:]:”(xi+1/2 — 23)° + O((Tis1j2 — 1:)")
(3.15)
Ofi 10%f;
Jicip=Ji — Or (2 — wi—1/2) + 5@(% — xi—1/2)2
10%f;
T 6 a;; (z; — Ii—1/2)3 + O((; — Ii—1/2>4)
(3.16)

O((z; — w;_12)* ist dabei der fithrende Abbruchterm vierter Ordnung. Im hier verwendeten
versetzten Gitter liegt die Begrenzungsfliche zwischen zwei benachbarten Zellen genau in der

Mitte zwischen den Druckpunkten dieser Zellen (vgl. Abbildung 3.1), also:

( ) Tit1 — L4 Az
€T; — ;) = =
+1/2 5 5

und
Ti—1 — T4 Ax;_y

2 2
Ax; ist der Abstand zwischen den Druckpunkten der benachbarten Gitterzellen ¢ und i + 1.
Durch Einsetzen der entsprechenden Terme von Gl. (3.13), (3.14), (3.15) und (3.16) in GL
(3.11) ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

(331‘71/2 - l"z) =

ai+0Bi—v—¢; = —10
—a; + 3:S; — 0.5(7:5; — ¢;)) = 0.0
;i + B:Si% — 0.25(v:S: +¢;) = 0.0
—a; + B:S% — 0125738 — ¢i) = 0.0 (3.17)
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Das vorliegende Gleichungssystem besteht nun aus vier Gleichungen mit vier Unbekannten und

kann ohne weiteres wie nachfolgend gelost werden:

¢ = plq
vi = [(c+a)—tdi)/r
o = —1-=0i+v+¢ (3.18)
mit3
(l:Si—Fl, b:—O5SZ—17 C:Slz—l,
d=—-025-52+1, e=S3+1, f=-0125-57 -1,
g=—ed+cf, h=—0.75¢ — ¢, = —bc+ ad,
t=05-¢+0.75-a, q=—tg+ hr, p=—(c+a)g—(e+c)r

und dem Streckungsfaktors des Gitters:

S; (3.19)

- Axi_y
In den Abbildungen 3.2 und 3.3 sind die Interpolationskoeffizienten (Gl. 3.18) fiir verschiedene
Streckungsfaktoren des Gitters dargestellt. Es 1d8t sich feststellen, daff die Streckung bzw.
Verdichtung des nichtéquidistanten Gitters eine symmetrische Verschiebung der Koeffizienten
bewirkt.

Der hier auftretende Abbruchfehler (truncation error: TE;) ist von vierter Ordnung genau und
lautet:

1 1 1 1 L0

TE; = ﬂ[(%’ — 1_6%)5_14 + (B — E@)] Az; e (3.20)

C;
Bei einem Maschengitter mit einem konstanten Streckungsfaktor (S; = konst.) gilt dann:

TE;, =C;- (Axi)‘l% mit C; = konst. (3.21)
Die Abhéngigkeit des Koeffizienten des Abbruchfehlers C; (Gl. (3.20)) vom Streckungsfaktor des
nichtéquidistanten Maschengitters ist in den Abbildungen 3.2 und 3.3 in einem Bereich zwischen
0 und 10% (Streckung bzw. Verdichtung) zu sehen. Es ist zu erkennen, dafl der Koeffizient C;
in diesem Streckungsbereich (1.0 < S; < 1.10) nahezu linear mit dem Streckungsfaktor ansteigt
(bzw. abfillt) und somit auch der Abbruchfehler.
Fiir den Fall eines dquidistanten Gitters (S = 1.0) ergeben sich folgende Werte:
1
6

3Die folgenden Koeffizienten a, b, c, ... sollen natiirlich a;, b;, ¢;, ... heiBen, der Einfachheit halber wurde hier

2
a=f=z =0=3

jedoch auf die Indizierung verzichtet.

4Die Fehlerterme niedrigerer (als vierte) Ordnung sind bei dieser Formulierung gleich Null.
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Der Ansatz (3.11) ist in diesem Fall mit dem Ansatz von Lele [45] identisch und lautet:

1. P 2
éfifl + fi+ gfiﬂ = §(fl-+% + fic1) (3.22)
Der Abbruchfehler ist:
1 0
TE = —Az*=2% (3.23)
96 ox
0.8 1.25
v
~
S 0.6 S
H z
S £ 115
= = O
g o =
N S
§ S 1.10
s =
2 X
& 0.2 5
& —_— B 1.05
2 2
0.0 1.00
1£.00 (.02 1.04 1.06 1.08 1.10 1.00 1.02 1.04 1.06 1.08 (.10
Streckungsfaktor Streckungsfaktor

ABBILDUNG 3.2: Abhéngigkeit der Interpolationskoeffizienten (Gl. (3.18) , von oben nach un-
ten: ¢;, 7, a; und 3;), und des Koeffizienten des Abbruchfehlers C; (Gl. (3.20)) vom Streckungs-
faktor des nichtédquidistanten Maschengitters, gestrecktes Gitter

Interpolation fiir den ersten Punkt:

Die Gleichung (3.11) kann nicht ohne weiteres fiir den ersten bzw. den letzten Punkt im Berech-
nungsgebiet angeschrieben werden, da die interpolierten Werte der Réander nicht bekannt sind,
weil sie nicht zum physikalischen Berechnungsgebiet gehdren. Eine Mdéglichkeit zur Umgehung
dieser Schwierigkeit bietet der folgende Ansatz (mit einem versetzten Interpolationsstern), der
einen formalen Abbruchfehler vierter Ordnung beinhaltet. Der Ansatz ist (I kennzeichnet hier

den ersten Punkt): °

Jit Bi forr = @] fryoy + i fras + 6 fras (3.24)

Die Berechnung der Koeffizienten 3}, a;,b; und ¢; in der letzten Gleichung erfolgt analog zur
Berechnung der Koeffizienten o, af, b und ¢} fiir den Randpunkt (Gl. (3.30)), da die beiden

1?7

Ansétze spiegelverkehrt sind.

5Je nach Art der Randbedingung kann auch die folgende Gleichung fiir den ersten Punkt verwendet werden:
frt B frn = @ fioy + 0 fipy + e fiys

Die Berechnung der Koeffizienten 5}, a;, b; und ¢} in der letzten Gleichung erfolgt dann analog zur der Gleichung
(3.25)
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0.8 1.10
v
2 g
% 0.6 %
S = 1.00
N QO
N 2
= S S
5 0.4 = 0.9
D *
N g
3
3 N
g = 0.90
S 5
N 0.2 o
s S
S T 0.85
S N .
L™ =
0.0 0.80
1.00 0.98 0.96 0.94 0.92 0.90 1.00 0.98 0.96 0.94 0.92 0.90
Streckungsfaktor Streckungsfaktor

ABBILDUNG 3.3: Abhéngigkeit der Interpolationskoeffizienten (Gl. (3.18) , von oben nach un-
ten: v;, ¢;, 5; und «;), und des Koeffizienten des Abbruchfehlers C; (Gl. (3.20)) vom Streckungs-

faktor des nichtaquidistanten Maschengitters, verdichtetes Gitter

Interpolation fiir den letzten Punkt:

Der Ansatz lautet (7 ist im folgenden der letzte Punkt m):
aifiat+fi=aifir 0 fi 1 +cifis (3.25)

Durch die Taylorentwicklung der Funktionen ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

o —a; —b; —c; = —1.0
1
2.0a + gaz‘ —bb; — (2.0+ S;)c; = 0.0
1
4.00; — ﬁaf —bb; +ac; = 0.0
1
8.0a + ﬁaf —bb; +bc; = 0.0 (3.26)
Die Losung lautet:
* Tf - qh
pf—hg
b = —
f
c
aj = —1.0+4+a; +0b; +¢ (3.27)
Mit
(AIZ + O.5A$Z’+1)2 (Al’z + O.5AIZ'+1)3

a=—4.0 b= -8.0

Ax? ’ Ax3

(2 (2
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1
e=80+ —

1
c=20+—=, d=4.0 I

1
5 5
f=30c—d, h=70c—e, g¢g=sd+c(4.0+a)

h=se+¢(80+0), ¢q=4.0c—2.0d, h=8.0c—2.0e
Fiir dquidistante Gitter (S = 1.0) ergib sich dann der Ansatz:

Frot + = 025f, 1 + 15f, 1 +0.25f,, s (3.28)

Das Gleichungsssystem:

Werden die Gleichungen (3.11), (3.24) und (3.25) mit den nunmehr bekannten Koeffizienten
fiir das gesamte Berechnungsgebiet (i = [,1 + 1, ....,m — 1, m) angeschrieben, so ergibt sich das
folgende tridiagonale Gleichungssystem:

Lo g fi ai firy + 00 firs + e figs
a1 1.0 B fis1 Yirrfiys + G fiy s
Q5 1.0 Bi : fi = ’Yifl'-g-% + Qszfz—%
am—1 1.0 By fm—1 Ym—1f, -3 + ¢m—1f -3
O‘:n 1.0 fm a;"n m+%+b:nf 7%+C;knf -3
Koef fizientenmatriz gesuchte Werte bekannte rechte Seite

(3.29)
Lineare Gleichungssysteme mit obiger Struktur lassen sich mit dem THOMAS-Algorithmus

effizient auflosen. Eine Erklarung dieses Algorithmus findet sich in Anderson et al. [4].

Extrapolation vierter Ordnung fiir den rechten (oberen) Ausstrémrand:

Das vorherige Gleichungssystem (3.29) berechnet die benétigten interpolierten Werte der Funk-
tion f (z.B. die Geschwindigkeitskomponente ) auf dem Druckpunkt jeder Gitterzelle im ge-
samten Berechnungsgebiet (I < i < m). Da aber das Kontrollvolumen einer Gitterzelle i um
eine halbe Maschenweite Ax; verschoben definiert ist (vgl. Abbildung 3.1), benétigt man fiir
die Aufstellung der konvektiven Impulshilanz der letzten pysikalischen Zelle den interpolierten
Wert der Funktion f (Geschwindigkeitskomponente u) auf dem Druckpunkt der Randzelle. Da
man aber diesen Wert nicht kennt, versucht man ihn aus dem physikalischen Feld zu bestim-
men.

Statt der herkdmmlichen (Gradient = 0)-Randbedingung ¢ wird hier fiir den Ausstrémrand eine
Extrapolation vierter Odnung nach folgendem Ansatz verwendet (i kennzeichnet im folgenden
den Randpunkt (m + 1)):

fi + O‘ffi—l = a;‘kfi—% + b;‘f_% + Cffi_g (3.30)

5Die (Gradient = 0)-Randbedingung ist eine Extrapolation erster Odnung und lautet z.B. fiir die u-

Komponente: t,,+1 = U, wobei m der letzte Punkt im Berechnungsgebiet ist.
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fi_l wird zuvor durch das tridiagonale Gleichungssystem (3.29) berechnet und gehort eigentlich
auf die rechte Seite der letzten Gleichung. Um aber die gleiche Schreibweise beizubehalten,
wurde der bekannte Ausdruck o f;_y auf der linken Seite der Gleichung belassen.

Durch die Taylorentwicklung der Funktionen ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

o —a; —b—c; = —1.0
—ca; + ga;«k +ab; +bc; = 0.0

2

aj — Za;-k —a’bf — b’ = 0.0
A

—caj + ga;‘ +a’b; +b%c; = 0.0 (3.31)
Mit
c = Al’i_l

a = Aflﬁ'ifl + O.5ASE¢,2
b = Afl?i_l + AZEZ'_Q + 0.5A[Ei_3

(3.32)
Seine Losung lautet:
= h
" ef—dy
i} 2.0¢* + ec*
o= e T
d
2.0(b —c)c* + 2. —c)b*
@ = 204 0(b—c)c* +2.0(a —c)b
c
aj = —1.0+a; +0b; +¢; (3.33)
Mit
d = 6.0(ac—c?*)+4.0(c* — a?)
e = 6.0(bc—c*) +4.0(c* —b*)
f = 7.0(c —ca®) +6.0(a®> - c*)
g = 7.0(c—cb?) +6.00°—c?)
h = —20c%f —cd
(3.34)
Bei dquidistanten Gittern (S = 1.0) ergibt sich der Ansatz:
fi+5.0fi =3.75f,_1 +25f_5 —025f, s (3.35)

Abschliefilend soll hier erwahnt werden, daf§ der interpolierte Wert des Randpunktes (m + 1)

auch im Gleichungssystem (Gl. 3.29) hétte berechnet werden konnen. Der Ansatz fiir den
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letzten Punkt m wire dann nach Gl. (3.11) erfolgt. Dies wurde aber nicht beriicksichtigt, da
eine einheitliche Vorgehensweise fiir die Behandlungen aller Richtungen mit unterschiedlichen
Randbedingungen beibehalten werden soll. Hatte man z.B. statt eines Ausstromrands eine feste
Wand, dann gilt: fmﬂ = 0.0.

3.2.2 Interpolation einer Geschwindigkeitskomponente

in einer anderen Koordinatenrichtung

Wie bereits zu Beginn dieses Unterkapitels erwéhnt, wird diese Art von Interpolation benétigt,
um eine Geschwindigkeitskomponente in den anderen Koordinatenrichtungen zu interpolieren

(z.B. v und w in z-Richtung bzw. u in y- und z-Richtung).

Interpolation innerhalb des Berechnungsgebietes:

Der Ansatz fiir die Interpolation in nichtédquidistanten Gittern lautet:
ificy + fi 4 Bifisr = %’fH% + ¢ifi_% (3.36)

Wobei f;, 1 und f,_ 1 bekannte Werte auf den Druckpunkten sind und fz den gesuchten in-
terpolierten Wert an der Gitterkante ¢ darstellt. Durch Einsetzen der entsprechenden Terme
der Taylorreihen der Funktionen in Gl. (3.36) und einen anschliefenden Koeffizientenvergleich

ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

a+Bi—vi—¢; = —1.0
—aza+ Bib—05(y; —¢;) = 0.0
a;a® + Bib* — 0.25(y; +¢;) = 0.0
—oa® + Bib® — 0.125(y; — @) = 0.0 (3.37)

Das vorliegende Gleichungssystem besteht ebenfalls aus vier Gleichungen mit vier Unbekannten

und kann daher ohne Einschrinkungen wie nachfolgend gelost werden:

‘ (—cf +ed)
—1.0 — coy
o = G-
vi = 0.5[(=2.0a 4+ 1.0)c; + (2.06 4+ 1.0)5; + 1.0]
Mit:
DDz 1 DDz, S;+1
=(——)=0.5-(1 b= =
a=( Ar ) (1+ SH)’ (MH) 5

c=—4.0a>+10, d=—-4.00>+1.0, e=—80a>+2.0a, f=8.0b>—2.0b
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Der hier auftretende Abbruchfehler ist von vierter Ordnung genau und lautet:

4

1 1 L0
TE; = 4[(a,a + Bib*) — E(% + ¢)] Az} P (3.39)

C;

Fiir ein Maschengitter mit einem konstanten Streckungsfaktor S; = konst. gilt dann:

orf

TE; = Ci- (Axi)' =

( T ) 8I4

Fiir den Fall eines dquidistanten Gitters (S; = a = b = 1.0) ergeben sich folgende Werte (vgl.
Gl. 3.22):

mit  C; = konst. (3.40)

1
az:ﬁizga 72:¢z:

Der Abbruchfehler ist:

84
TE = —A ) (3.41)
ox?
Interpolation fiir den ersten Punkt:
Fiir den ersten Punkt im Berechnungsgebiet [ gilt folgender Ansatz:
fl + ﬁl*fl-i-l = a?fl+§ + b?fl+§ + Cffl+§ (3.42)
Die Herleitung der Koeffizienten erfolgt analog zur Losung der Gleichung (3.48).
Interpolation fiir den letzten Punkt:
Der Ansatz fiir den letzten Punkt im Berechnungsgebiet (i = m) ist:
O} fir+ fi=a fr 6 s+ fis (3.43)
Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem:
o —a; —b; —c¢ = —1.0
*+1b* 1bb* T =00
* 1 2k 1 27 % 2 %
a; 4b a; 4b b; —a“c; = 0.0
1 1
+ ba; — ~b; +a*c; = 0.0 (3.44)
8 8
Die Losung lautet:
. hec —ef
C-: —_=
' ge —df
b= e —dc;
c
S = 2.0+2.0(1.0 —a)cf — (2.0 — b)b;
L b+ 2.0
aj = —1.0+a; +0b; +c; (3.45)
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Mit
o = (A$1_2+05Al’2_1)
n DD.TZ‘_l
b o— Axi_y
DDZEi_l

c = (4.0 —=0")(b+2.0)— (2.0 — b)(4.0 — b?)

d = 4.0(1.0 —a*)(b+2.0) — 2.0(1.0 — a)(4.0 — b*)
e = 4.0(b+2.0)—2.0(4.0 —b?

= (8.0—0b%)(b+2.0)— (2.0 —b)(b* +8.0)
8.0(1.0 — a®)(b 4 2.0) — 2.0(1.0 — a)(b* + 8.0)
= 8.0(b+2.0) — 2.0(b* + 8.0)

S S
I

Fiir aquidistante Gitter lautet der Ansatz:

Jonet + fr = 0251 +15f, 1 +0.25f, 3 (3.46)

Das Gleichungssystem:

Werden die Gleichungen (3.36), (3.42) und (3.43) mit den zuvor berechneten Koeffizienten
fiir das gesamte Berechnungsgebiet (i = [,] 4 1,....,m — 1,m) angeschrieben, so ergibt sich
ein tridiagonales Gleichungssystem (vgl. Gl. 3.29), das mit dem THOMAS-Algorithmus gelost

werden kann.

Extrapolation fiir den rechten (oberen) Rand:

Ist der rechte (obere) Rand eine bewegte Wand (slip wall) dann gilt:
fm = fin1 (3.47)

Der Ansatz lautet im Falle einer festen Wand (noslip wall) oder eines Ausstromrands
(n=m+1):

O fact+ fo = @ fuer + 0 fos + Cafos (3.48)
durch die Taylorentwicklung der Funktionen ergibt sich folgendes Gleichungssystem (i = n):
a; —a; —b; —c; = —1.0
—da +aa; +bb; +cc; = 0.0
d*af — a*al — b*bf — ¢, = 0.0
—d*af + a*al + 0% + P = 0.0 (3.49)

Mit:
a = 0.5Ax;
b = 0.5Az; + Az,
¢ = 05Ax; +Ax;_ 1+ Ax; o
d = DDy,
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Die Losung lautet:

Mit

oo re—ag
' he —gf
oo 1 Jc
o= —d—e(c—d)c*—(b—d)b*
b (a —d)
a = —10+a; +0b; +c
e = (b—d)(a+d) +(d®—b*)
f o= (c—d)(a+d)+(d* =)
g = b= —d&) = (a—d)(t* - d’)
h = (c—d)(a®—d®) — (a—d)(c - d*
q = —ad
r = —d((a®—d®) +d*(a—d)

Fiir aquidistante Gitter ist der Ansatz:

5.0 fm1+ fn =375 1 +25f, 5 —0.25f, s

29

(3.50)
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3.3 Diskretisierung der diffusiven Terme

Fiir die Diskretisierung der diffusiven Terme benétigt man bei der verwendeten integralen Form
der diskretisierten Navier-Stokes-Gleichung die ersten Ableitungen der Geschwindigkeitskompo-
nenten (vgl. Kapitel 3.1). In diesem Kapitel wird die erste Ableitung mit dem Kompaktverfahren
vierter Ordnung berechnet. Analog zu Kapitel 3.2 werden zwei Arten der Berechnung der ersten
Ableitung benétigt: Die Berechnung der ersten Ableitung einer Geschwindigkeitskomponente

in ihrer Koordinatenrichtung (8“ o a—’;’) und in den anderen Koordinatenrichtungen (g—Z, %,

Bz’ dy’ B
Jv Ov Ow 8w)

dz’ Bz Oz’ dy

3.3.1 Berechnung der ersten Ableitung einer Geschwindigkeitskomponente

in threr Koordinatenrichtung

Berechnung der ersten Ableitung innerhalb des Berechnungsgebietes:

Die kompakte Berechnung vierter Ordnung der ersten Ableitung in nichtdquidistanten und
versetzten Gittern wird im diesem Abschnitt anhand der Funktion f erlautert, die an den Git-
terkanten des versetzten Gitters definiert ist (z.B. die Geschwindigkeitskomponente w;41/2) und
deren Ableitung F; (z.B. F; = u,,; = %i), die auf dem Druckpunkt berechnet werden soll.
Der Ansatz zur Berechnung der ersten Ableitung im nichtdquidistanten Gitter lautet inner-
halb des Berechnungsgebietes (I < ¢ < m, wobei [ den ersten und m den letzten Punkt im

Berechnungsgebiet kennzeichnen):

Vifiyr + Nifi + Gifi_1
Dabei sind fiy1 die Funktionwerte an den Gitterkanten, F; die gesuchte Ableitung auf dem

o b+ F+ B, = + O(Aaz‘f) (3.51)

Druckpunkt, fl der interpolierte Wert der Funktion f auf dem Druckpunkt (zwischen f;. 1
und fi_%) und DDz; die Kantenlédnge der Gitterzelle (vgl. Abbildung 3.1). Die Interpolation
der Funktion f erfolgt durch einen kompakten Ansatz vierter Ordnung (vgl. Kapitel 3.2). Die
Interpolation der Funktion f auf dem Druckpunkt ist notwendig, um die erste Ableitung mit
einer Genauigkeit von vierter Ordnung bei nichtaquidistanten Gittern berechnen zu kénnen.
Der herkémmliche Ansatz mit nur zwei Unbekannten auf der rechten Seite der Gleichung (3.51)
(also ohne den Ausdruck \; fl) wiirde die Ordnung bei nichtiquidistanten auf drei reduzieren,
da der Fehlerterm dritter Ordnung nicht verschwindet.
Zum Vergleich wird der Ansatz zur Berechnung der ersten Ableitung mit dem Zentraldifferen-
zenverfahren zweiter Ordnung angegeben:

Qifipy +bifi +eifioy

_ -3 2
F; DDz, + O(Az;) (3.52)

Wiirde man den Ausdruck b; ﬁ weglassen, dann wird der Fehlerterm erster Ordnung nicht Null.

Das reduziert die Ordnung des Verfahrens bei nichtdquidistanten Gittern auf eins.
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Die Berechnung der Koeffizienten oy, 3;, v, A\; und ¢; erfolgt iiber die Taylorentwicklungen
der Funktionswerte und deren Ableitungen an den jeweiligen Aufpunkten mit anschlieBendem

Koeffizientenvergleich. Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

Yi+Ai+¢; = 0.0

o + 0 — ;Ki(%si —¢i) = —1.0
—a; + (S — %Ki(%&? +¢;) = 0.0
0t S — g Ki(uS? — 6) = 00
—a; + 3SP — 6i4K (v:Si +¢:) = 0.0 (3.53)
Mit dem Streckungsfaktor des Gitters:

Die Losung des Gleichungssystems lautet:

(e—a)g—(c+a)p

& =
q9 — ph
o c+a— ho;
= (ad — bc)
A= i~ O
8 = (1.0 — %Kiqﬁi — byi)
’ a
Mit:
a=25;+1.0, c=5%-1.0, e= 52410,
b:KzSZ(_%Sz_%)7 d:KzS( 214512 2)7 f_KS( 614313_7)
g = ad — be, p=af — be, h=K;(—%c— 5a),

q = Kl(—%e + %G),

Der hier auftretende Abbruchfehler (truncation error: T'E;) ist von vierter Ordnung genau und

lautet: 85f
)] Axfﬁ (3.56)

1 1 gbi

C;
Bei einem Gitter mit einem konstanten Streckungsfaktor (S; = konst.) gilt dann:

5

TE, =C; - (Axi)‘L% mit C; = konst. (3.57)
x
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Fiir den Fall eines dquidistanten Gitters (S = 1.0) ergeben sich folgende Werte (vgl. [45]):

1 24
a=0=— vz—gb:ﬁ und A =0.0 (3.58)

Der Abbruchfehler ist ebenfalls von vierter Ordnung genau. Er lautet (vgl. [45]):

17 D)

TE = — At Z Y
5280 " Ox

(3.59)

Berechnung der ersten Ableitung fiir den ersten Punkt:
Der Ansatz fiir die Berechnung der ersten Ableitung fiir den ersten Punkt [ wird in dieser Arbeit
von dritter Ordnung genau angegeben und lautet (versetzter Differenzenstern):

* 1 * * *
E + G Fa = le[az S + 0 fis + c figs] (3.60)

Wie im letzten Kapitel erfolgt die Berechnung der Koeffizienten analog zum Randpunkt (vgl.
Gl. 3.67), da beide Anséitze spiegelverkehrt sind.

Berechnung der ersten Ableitung fiir den letzten Punkt:
Der Ansatz ist ebenfalls von dritter Ordnung genau und lautet (i kennzeichnet in der folgenden

Gleichung den letzten Punkt m):

ajF;+ F, = (a7 i1 + 00 fii1 + ¢ fis] (3.61)

Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

a; +b+c¢; = 0.0

1
2.00; K; + gaf —b —act = —2.0K;
1
8.0a; K; — ﬁa;‘ —b —bc" = 0.0
1
24.0a; K; + ﬁaf —b —cc® = 0.0 (3.62)
mit:
DDz; Az
K; = ’ , und dem Streckungsfaktor des Gitters: S; = ’ (3.63)
Az AN
Die Losung des Gleichungssystems lautet:
. 8.0K,(f —2.0)
(e —d)(f—2.0)+ (g+ f)(3.0—d)
B 8.0K; — (e —d)c}
o 3.0—d
a; = —c, —b;
—ccl + b — %a;‘
a = : (3.64)

i 24.0K;
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mit
(AI‘Z + 0.5AZEZ‘+1)3
Az3

(]

a=20+S;, c=401+S5)+S5? b=280

4 1 3 1
5 5 et

7

d=— e=b—4.0a, g=c—3.00

Fiir ein dquidistantes Gitter gilt:

—Fpo1 + Fy = [~y +20f 1 = frpos] (3.65)

DDzx

Das Gleichungssystem:

Werden die Gleichungen (3.51), (3.60) und (3.61) mit den nunmehr bekannten Koeffizienten
fiir das gesamte Berechnungsgebiet (i = 1,1+ 1,....,m — 1,m) angeschrieben, so ergibt sich ein
tridiagonales Gleichungssystem:

aff,+%+bffl+%+0ffl+%

* DD}'[
L0 B al Vi1 fyg g T firrt i fyy 1

o1 1.0 By iy DDz,

’Yif,i+%+)\ifi+¢if,i

a 1.0 B F; = o —3 (3.66)
am—1 1.0 Bm_1 F,_1 vm_lfm,%+Am_1fm_1+¢m_1fm,%
* DDz, 1
af, 1.0 F, N T oy
DDz,

Die Losung des Gleichungssystems (Gl. 3.66) erfolgt ebenfalls mit dem THOMAS-Algorithmus.

Extrapolation fiir den Ausstrémrand:

In Analogie zum letzten Unterkapitel benttigt man fiir die Aufstellung der diffusiven Impuls-
bilanz der letzten Zelle die Ableitung der Funktion f (z.B. die Geschwindigkeitskomponente u)
im Mittelpunkt der Randzelle (n = m + 1). Handelt es sich am Rand um eine feste (noslip)
oder eine mitbewegte Wand (slip wall), dann gilt: F,, = 0. Fiir den Fall eines Ausstromrandes

gilt dann der folgende Ansatz (i kennzeichnet im folgenden den Randpunkt n = m + 1):

*kk
o Fiqy + Fy =

: Do ey 0 g+ ] (3.67)

Es gilt auch hier, dafl die erste Ableitung F;_; (fiir den letzten Punkt m) durch das vorherige
Gleichungssystem bekannt ist und hétte eigentlich auf rechten Seite der Gleichung stehen sollen.
Um eine einheitliche Schreibweise beizubehalten, wurde der bekannte Wert F;_; auf der linken
Seite belassen.

Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem:
a*+b+cF = 0.0
DDz;af" + aa;* +bb;" + cc;* = —DDu;
2.0DDx; Azl + a’a}* + bb* + P = 0.0
3.0DDz;Azial* + a’af* + 0’0 + Pcf* = 0.0 (3.68)
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Mit:

a = O.5A$i,1
b = AQSZ'_1 + 0.5AZE¢_2
c = A-Ti—l + ACL’Z‘_Q + O.5Al’i_3

(3.69)
Die Losung lautet:
2.0(h —g) —3.0Ax;_1(e — d
C;-k* = DD.Z'Z'A.I},l 0( g> 3.087 1(6 )
(f=d)(h—g)—(¢—g)(e—d)
(e —d)
cct* 4+ bbF* + aa’*
= 10— — ! ! 3.70
a; DDz (3.70)
mit
d=—20Az;,_1a+a* e=—-20Az;,_1b+01* f=—-20Az,_1c+c?
g=—-30Az;,_ja+da®, h=-30Az,_1b+b ¢=—-30Az;_1c+c
Fiir ein dquidistantes Gitter (S = 1.0) gilt dann:
F, =3.0F_1 + DDa [—f»_% + f_g] (3.71)

3.3.2 Berechnung der ersten Ableitung einer Geschwindigkeitskomponente

in einer anderen Koordinatenrichtung

Berechnung der ersten Ableitung innerhalb des Berechnungsgebietes:
Der Ansatz fiir die Berechnung der ersten Ableitung einer Geschwindigkeitskomponente in einer

anderen Richtung lautet:

Vifiyr T Afi + difi1
Ay

aF; 1+ F,+ BFi = (3.72)
Hier stellt f; den interpolierten Wert an der Gitterkante und f; +1 bzw. fi_% die Werte iiber
dem Druckpunkt dar. fz ist der interpolierte Wert der Fuktion f auf dem Druckpunkt und wird
durch eine kompakte Interpolation vierter Ordnung berechnet. Die Berechnung der Koeffizien-

ten «;, B, Vi, A und ¢; erfolgt ebenfalls durch die Taylorentwicklung der Funktionen und ihrer
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Ableitungen an den jeweiligen Aufpunkten. Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

Yi+XNi+¢; = 0.0

1
o + 0 — 5(% —¢i) = —10
1
-y + ﬁia — gb(’}/l -+ (ﬁl) = 0.0
1
1
—ai+ fia’ — =W+ éi) = 00 (3.73)
Die Losung des Gleichungssystems lautet:
5 _ the=1e)
Z ge— fd
e — do;
Yi =
c
A= i~ ¢
5 — (=8.0+4 (b—4.0)¢; + (b+4.0)y;)
’ 8.0(a + 1.0)
Mit
a =
DDZL‘Z'_l
b — Az
N DD!Eifl
c = —3.0(b+4.0)(a—1.0)+ (b* —12.0)
d = —3.0(b—4.0)(a—1.0)— (b* — 12.0)
e = —24.0a
f = —8.0(b%+32.0)(a — 1.0) + 64.0(a® 4+ 1.0)(b + 4.0)
g = —8.0(b°—32.0)(a+1.0) +64.0(a® + 1.0)(b + 4.0)
h = 512.0a(a* — 1)

(3.75)

Fiir den Fall eines dquidistanten Gitters (S = 1.0) ergeben sich folgende Werte (vgl. [45]):

1 24
a=0F=— ’y:—qﬁ:i und A=0.0 (3.76)

Der Abbruchfehler ist in diesem Fall ebenfalls von vierter Ordnung genau. Er lautet (vgl. [45]):

5
TE = T A 107

5280 " 92° (3.77)
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Berechnung der Ableitung fiir den ersten Punkt:
Der Ansatz fiir die Berechnung der ersten Ableitung fiir den ersten Punkt [ fiir den Fall eines
Einstromrands oder einer noslip-Wand lautet:

* 1 * * *
E +5l E+1 = m[al fl-i—% + bl fH—% + & fl—i—%] (378)

Der letzte Ansatz ist von dritter Ordnung genau. Die Berechnung der Koeffizienten erfolgt
analog zum Randpunkt n (vgl. G1.(3.84)). Im Falle einer mitbewegten (slip) Wand gilt dann:
F, =0.0.

Berechnung der Ableitung fiir den letzten Punkt:
Fiir den letzten Punkt m gilt der folgende Ansatz:

Q& Fp+ Fp = [0 s + 0" fros + € s (3.79)

Axm—l

Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

a; +b+c¢; = 0.0

1 1 a
4 al— b — ©— 10
ﬁ + 2al 2" AIiflc
1 1 1 a?
. — —bal — bbb ———————" = 0.0
e e Y ) T
1 1 1
B — — b — - — 00 3.80
bt 5V = 3~ S Ar DD (3:80)

Die Losung des Gleichungssystems lautet:

q—nh
' (d—e=h)(g—f)—(c—d—f)lg—h)
—1.0—(c—d— f)ct

b =
g—1rf
a; = —c; =0
1
o = —eci + —b*(bf —aj) (3.81)

24
Mit

a = AZL’Z+05AZE1_1

b o— AN
DDax;
. —a
© = AZEZ
a2
CL3
e =

1
_g A:(;l,lDDazf
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f = 0.125b+0.5

= 0.1250—0.5
= —izﬁ —0.125b
q = 21462 —0.125b
(3.82)
Fiir ein dquidistantes Gitter gilt dann:
—Fo1 + By = l)lx[—fm+% +2.0f_1 = frus] (3.83)

Das Gleichungssystem:

Schreibt man die Gleichungen (3.72), (3.78) und (3.79) mit den zuvor berechneten Koeffizienten
fiir das gesamte Berechnungsgebiet (i = ,{+1,....,m—1,m), dann ergibt sich ein tridiagonales
Gleichungssystem (vgl. Gl (3.66)), das mit dem THOMAS-Algorithmus gelost werden kann.

Extrapolation fiir den rechten (oberen) Rand:
Fiir den Randpunkt n = m + 1 gilt fiir den Fall einer mitbewegten (Slip) Wand: F,, = 0.0
Im Falle einer festen Wand oder eines Ausstromrands gilt der folgende Ansatz (i = n = m+1):

kk
a Fig+ F =
! AZL‘Z

03" fiy + 07 fiis + ¢ fis] (3.84)
Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

a0+ = 0.0

Az;of" +aa;™ + b0 +cc;” = —Aux;
2.0DDz;Az;a* + a’a;* + 0707 + Pt = 0.0
3.0DDx Az?al + alal* + b3 + Pt = 0.0 (3.85)
Mit:
a = 0.5Ax;
c = AI‘l + Al’i_l + 0.5Al‘i_2 (386)

Die Losung lautet:

—2.0DDz;(g — f)

' (h=)d—=q) = (e=q)g—f)
—2.0DDz; — (e — q)cf*

(d—q)
o = —10- G T Ta (3.87)

! AIZ
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Mit
2.0DDz;a — a?
¢ = Ax;
J - 2.0DDx;b — b?
Ax;
2.0DDz;c — c?
= Azx;
_ —3.0DDz;a® + 2.0a
fo= Ax;
_ —3.0DDx;b? + 2.0°
g = Az,
—3.0DDx;c® + 2.0¢3
h =
AZL’Z‘
(3.88)
Fiir ein dquidistantes Gitter gilt dann:
F;, =3.0F_1 + L[_fifl/Z + fizs /2 (3.89)

Ax
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3.4 Berechnung des Druckgradienten und der zweiten Ableitung

Wie bereits im Kapitel 3.1 erwahnt, erfolgt die Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen in
integraler Form. Bei dieser Formulierung benotigt man lediglich die Interpolation der Geschwin-
digkeiten und ihrer Ableitungen. Die Berechnung der zweiten Ableitung und des Druckgradi-
enten entféllt durch die Integration. Bei der Verwendung einer differenziellen Formulierung der
Navier-Stokes-Gleichung werden dagegen diese Ableitungen benétigt (vgl. Gl (3.1)). In diesem
Unterkapitel werden diese Gréflen, obwohl sie in MGLET nicht benétigt werden, vollstandig-

keitshalber mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung angegeben.

3.4.1 Berechnung des Druckgradienten

Die kompakte Berechnung vierter Ordnung des Druckgradienten (P; = %, P; = g—z’; und P, =

%) in nichtédquidistanten Gittern erfolgt in den Gitterkanten des versetzten Gitters, da der
Druck auf dem Druckpunkt definiert ist.
Der Ansatz zur Berechnung des Druckgradienten im nichtdquidistanten Gitter lautet innerhalb

des Berechnungsgebietes (ohne den ersten [ und den letzten Punkt m):

ViPi+ 1+ AiDi + ¢ipi_%
A.TZ‘

;P + P+ 3Py = + O<A5’7?) (3.90)

Dabei sind p, , 1 die Driicke auf den Druckpunkten, P; die Ableitung des Druckes an den Gitter-
kanten, p; der interpolierte Druck an den Gitterkanten (zwischen p, 1 und p,_ %) und Az; der
Abstand zwischen den Druckpunkten ¢ + % und ¢ — % in der jeweiligen Richtung (s. Abbildung
3.1). Die Interpolation des Druckes an den Gitterkanten erfolgt durch einen kompakten Ansatz
vierter Ordnung 7 (vgl. Kapitel 3.2).

Die Berechnung der Koeffizienten oy, 3;, v;, A; und ¢; erfolgt analog zu der Losung der Gleichung
(3.72). Der hier auftretende Abbruchfehler ist von vierter Ordnung genau.

Fiir den Fall eines dquidistanten Gitters (S; = 1) ergeben sich folgende Werte (vgl. [45]):

1 24
o = [ = oy ViT —¢; = 2 und  A; = 0.0 (3.91)

Der Abbruchfehler ist in diesem Fall ebenfalls von vierter Ordnung genau und lautet (vgl. [45]):

17 9°p

Berechnung des Druckgradienten fiir den ersten Punkt [: Der Ansatz lautet:

1
P+ B/ P = E[GZPH% + blpH% + Czpl+g] (3.93)
!

"Die Interpolation des Druckes an den Gitterkanten ist notwendig, um den Druckgradienten an diesen Stellen

mit einer Genauigkeit vierter Ordnung bei nichtéquidistanten Gittern berechnen zu kénnen.
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Berechnung des Druckgradienten fiir den letzten Punkt m: Es gilt fiir den letzten
Punkt m der Ansatz:

Die Berechnung der Koeffizienten und das entstehende Gleichungssystem wird analog zum

letzten Unterkapitel gelost.

3.4.2 Berechnung der zweiten Ableitung

Zur Ermittlung der zweiten Ableitung im Berechnungsgebiet wird folgender Ansatz verwendet:
(vel. [1]): )

mz'f,ur% +nfi + lifi—%

DDz’

Wobei S; die zweite Ableitung der Funktion f; und fl der interpolierte Wert der Funktion f auf
dem Druckpunkt darstellen. f; wird durch eine Interpolation vierter Ordnung gewonnen (vgl.
Kapitel 3.2).

Die Berechnung der Koeffizienten erfolgt ebenfalls durch die Aufstellung der Taylorreihen der

;i Si—1 + 35S + 7iSit1 =

(3.95)

Funktionen f; und ihrer Ableitungen .S; und einen anschliefenden Koeffizientenvergleich. Dabei
ergibt sich, daf} die zweite Ableitung im Falle eines nichtdquidisanten Gitters nur mit einer
Genauigkeit von dritter Ordnung berechnet werden kann. Fiir ein dquidisantes Gitter kann sie
dagegen mit einer Genauigkeit von vierter Ordnung ermittelt werden. Die Koeffizienten lauten

im diesem Fall:
5
a=v=—, ﬁ:6, m=10, n=-20 und [=1.0 (3.96)

Weitere Details und die Berechnung der Koeffizienten fiir nichtéquidistante Maschengitter

kénnen bei Adam[1] eingesehen werden.
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4 Analytische Untersuchung des Kompaktverfahrens mit

der Fourier-Analyse

4.1 Herleitung der Fourier-Analyse von Differenzenquotienten

Bei der numerischen Auswertung von Differentialquotienten kommt es zu einem Informations-
verlust, den man Differentiationsfehler (Abbruchfehler) nennt. Eine Funktion f(z), die aus einer
Vielzahl von Wellenanteilen besteht, wird bei der numerischen Differentiation verandert, da die

einzelnen Wellenanteile je nach Wellenlénge in leicht bis stark verdnderte Anteile iibergehen.

Mit einer Fourier-Analyse kénnen Aussagen iiber die Giite von Differenzenquotienten gemacht
werden. Die Vorgehensweise soll an einem einfachen Beispiel, dem Zentraldifferenzenverfahren

zweiter Ordnung fiir die Ableitung der Funktion f(z), gezeigt werden.

_ of (z) _ fir1 — fic

Jal
! oxr 2h

mit h= Az (4.1)

Jede innerhalb des Intervalls [0,L] periodische Funktion f(z) kann durch eine Fourier-Reihe

gl 2mjkx
fl@)= > crexp( 7 ) mit N=L/h und j=+-1 (4.2)
k=—N/2

ausgedriickt werden (vgl. [45]). Wichtig fir die Anschaulichkeit des folgenden mathematischen
Teils ist die Erinnerung daran, dafl die Gleichung (4.1) eigentlich nicht korrekt geschrieben ist,

denn entweder heifit sie:

fi-‘rl - fi—l

Fi -
2h

+O(h?) (4.3)

oder

fi+1 _fi—l
i~ —— 4.4
o7 (4.4)

Beide Gleichungen sind so jedenfalls exakt. Im folgenden soll an letzterer Schreibweise festge-
halten werden. Driickt man die einzelnen Terme von (4.1) durch ihre Fourier-Reihen aus, so

erhalt man:

k=N/2 .oxk 27 jk(ih k=N/2 27 jk(i+1)h
Zkz_——N/Z J 2[ Ck €XP ( ]L( )> 7 21h [Zk_——N/Q Cr €Xp ( : (L ) ))
(4-5)

_ S o enp (BGEA)]
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multipliziert mit h

k=N, T k(i k=N, k(i
s o () [ v ()
(4.6)
k= N/ 2mjk(i—1)h
)
Nimmt man i=0 an, dann vereinfacht sich die Ungleichung zu:
gl k:h 1| omikh) M 2 jkh
Z j ck# Z ckexp< 2 ) Z ckexp< L] ) (4.7)
k=—N/2 k=—N/2 k=—N/2
Durch Einfithrung der Substitution
o h= %
o w=2Fr  (w=Wellenzahl)
wird die Rechnung einfacher und iibersichtlicher:
k=N/2 1 [ R=nr2 k=N/2
> jwck#i > arexp(juw) — D cpexp(—jw) (4.8)
k=—N/2 k=—N/2 k=—N/2

Da die Fourier-Koeffizienten ¢;, fiir jede Reihensumme die gleichen sind, gilt das Distributivge-

setz:

k=N/2 | k=N/2 ' '
> jwe 7& = > o (e]w - e_]w> (4.9)
k=—N/2 S

Beim Ubergang von der exponentiellen Darstellung einer komplexen Zahl auf die polare Dar-

stellung

e/ = cosw + jsinw, (4.10)

vereinfacht sich die obige Gleichung weiter zu:

k=N/2 k=N/2
o jwer # > ek (cosw + jsinw — cos(—w) — jsin(—w)) (4.11)
k=—N/2 k=—nj2 2
k=N/2 k=N/2
Yo jwer# > g (cosw + jsinw — cosw + jsinw) (4.12)
k=—N/2 k=—ny2 2
k=N/2 k=N/2 4
Soogwe # > §ck2j sin w (4.13)

k=—N/2 k=—N/2
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k=N/2 k=N/2
Y jogw# > jegsinw (4.14)
k=—N/2 k=—N/2
k k. fd

Auf der linken Seite der Ungleichung steht ¢ als exakter Fourier-Koeffizient der Funktion
F(z) = %(f), auf der rechten Seite hingegen steht der nicht exakte, aus der Approximation ent-
standene Fourier-Koeffizient ¢; ;4. Damit die Ungleichung zu einer Gleichung wird, mufl w=0
gelten. Je grofler die Wellenzahl w ist, desto mehr weichen die beiden Fourier-Koeffizienten von-
einander ab. Ein graphischer Vergleich der Funktion des exakten Fourier-Koeffizienten W(w) =
wund der Wellenzahlfunktion W(w) = sinw in Abb. 4.1 zeigt anschaulich, wie stark die Koef-
fizienten voneinander abweichen, oder anders ausgedriickt, wie gut oder schlecht die einzelnen

Wellenanteile durch die Differenzenformulierung wiedergegeben werden.

" /
/
~ /
= /
Se /
N N
§ /
S, %
o
+ /
kS Y
[\
52
3 /
= /
w
31 /
Q.{J.D 0.5 7.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Wellenzahl w
ABBILDUNG 4.1: - - - exakte Differentiation, explizite Zentraldifferenz 2. Ordnung

Die Wellenzahlfunktion W(w) = sinw ist rein reell und enthélt keinen Imaginérteil, der fiir den
dissipativen Charakter von numerischen Verfahren verantwortlich ist (vgl. [45]). Physikalisch

bedeutet die modifizierte Wellenzahl in der Abbildung 4.1 die Phasengeschwindigkeit, mit der
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die verschiedenen Wellenanteile (Wellenzahlen) transportiert werden. Im Bereich 7/2 <w <
nimmt die Phasengeschwindigkeit kontinuierlich ab, bis sie bei w = 7 verschwindet. Diese
Wellen sind somit ortsfest.

Hinweis: Fiir die praktische Rechnung ist es zweckméflig schon zu Beginn der Fourier-Analyse

anstelle von (4.2) die substituierte Darstellung

k=N/2

f(s)= > ce™ mit s =

k=—N/2

(4.15)

> 8

zu verwenden.

4.2 Fourier-Analyse von kompakten Differenzenquotienten

Die besonderen Eigenschaften von Kompaktverfahren beziiglich des Phasenverhaltens und des
geringen Abbruchfehlers vierter Ordnung sollen in diesem Abschnitt durch die Fourier-Analyse
von zwei kompakten Differenzenquotienten (im nicht-versetzten und im versetzten Maschengit-
ter) mathematisch begriindet und im Vergleich zum Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ord-

nung dargestellt werden.

4.2.1 Linearkombinationen im nicht-versetzten Gitter

Mit der Form

aF;_; + F+aFy, = af“z;hf‘l (4.16)
wobei F'die Ableitung der Funktion fausdriickt, soll versucht werden, die Parameter oo und a so
zu bestimmen, dafl der Abbruchfehler von vierter Ordnung ist. Durch Substitution der einzelnen

Terme aus (4.16) mit den jeweiligen Taylor-Reihen kommt man zu folgendem Ergebnis:

a=—- und a= ; (4.17)

1
4
Der, aus der Addition der in (4.16) eingesetzten Taylor-Reihen verbleibende Restterm, ist beim
Einsetzen der oben genannten Parameter von vierter Ordnung genau und somit konnte im Ver-
gleich zur Zentraldifferenz (4.1) eine Verdoppelung der Ordnung des Abbruchfehlerterms erzielt
werden, ohne dafl Information von weiter entfernten Nachbarpunkten eingeholt werden musste.
Die Fourier-Analyse liefert die Wellenzahlfunktion W zur Bestimmung des Differentiationsfeh-

lers:
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asinw

%% S 4.18
(w) 1+ 2acosw ( )
2] J/
/
. %
o /
3 g
2 g
E /
o W
<
3 S
3
b —
e - 7~
= - ~
. - N
S y N
AN
Q-O.O 0.5 7.0 1.6 2.0 2.5 3.0
Wellenzahl w
ABBILDUNG 4.2: - - - exakte Differentiation, -.-.- explizite Zentraldifferenz 2. Ordnung, ——
Kompaktverfahren 4. Ordnung o = i, a= %

Abbildung 4.2 zeigt die deutlich hohere Qualitdt des Kompaktverfahrens vierter Ordnung ge-

geniiber dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung. In dieser Abbildung ist ersichtlich,

dafl das Kompaktverfahren annédherend die doppelte Wellenzahl mit gleicher Qualitat im Ver-

gleich zur Zentraldifferenz 2. Ordnung iibertragen kann. Die hohen Wellenzahlen werden eben-

falls genauer iibertragen.

Die Wellenzahlfunktion W (w) =

a sin w

1+2a cosw

ist ebenfalls rein reell und enthalt keinen Ima-

ginérteil. Das Kompaktverfahren ist daher nicht dissipativ.
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4.2.2 Linearkombinationen im versetzten Gitter

Der Ansatz (3.51) schreibt sich fiir dquidistante Gitter wie folgt:

aF,_y + Fi 4+ aFy, = aw mit h= DDz (4.19)
Mit den Parametern
_ ! d _ A (4.20)
o= 9 und a = 5 )

erhélt man durch die Taylor-Reihen-Substitution gleichfalls einen Abbruchfehlerterm vierter
Ordnung (vgl. Gl (3.51)). Dabei zeigt die Fourier-Analyse ein interessantes Phéanomen. Linear-
kombinationen mit versetzten Funktionswerten haben ein deutlich besseres Differentiationsver-
halten als nicht versetzte Linearkombinationen, insbesondere im Bereich kurzer Wellenléngen.
Die zugehorige Wellenzahlfunktion W lautet:

_ 2asin(w/2)

W =
(w) 1+ 2acosw

(4.21)

Abbildung 4.3 zeigt die zwei verschiedenen Linearkombinationstypen im direkten Vergleich. Das
bessere Phasenverhalten im versetzten Gitter kann damit erkldart werden, dafl die benétigten
Infomationen zur Berechnung der ersten Ableitung aus ndheren Positionen geholt werden als
beim nicht-versetzten Gitter. Es ist jedoch darauf aufmerksam zu machen, dafl die Anwen-
dung der Fourier-Analyse eine periodische Randbedingung voraussetzt. Deshalb ist nur dann
ein quantitativer Vergleich unterschiedlicher Differenzenausdriicke méglich, wenn Periodizitét
vorliegt. Rechenergebnisse mit nicht periodischen Randbedingungen bestétigen allerdings die
Annahme, daf3 die durch die Fourier-Analyse gewonnenen Erkenntnisse stets einen qualitativen

Vergleich ermdglichen.

4.3 Interpolation im versetzten Gitter

Da die Interpolation zusétzlich zur Zeitintegration eine numerische Dampfung in das gesam-
te Differenzenverfahren mit hineinschleust, sind hochakkurate Interpolationen wiinschenswert.

Hier bieten Linearkombinationen

ﬂfi—Q + afi—l + fz + 04fi+1 + ﬁfi—i—?

. . . . A A 4.22
= §(firy + fist) T 5(fis + fimg) + 5(firs + fiss), 22

welche pentadiagonale lineare Gleichungssysteme ergeben, die besten Voraussetzungen. Ab-
bruchfehler bis hin zur zehnten Ordnung sind hier méglich und der Mehraufwand fiir die Losung
solcher Gleichungssysteme hélt sich in Grenzen. Die Fourier-Analyse zeigt jedoch, dafl eine
Minimierung des Abbruchfehlerterms um jeden Preis nicht automatisch ein besseres Amplitu-

denverhalten mit sich bringt. Optimierte pentadiagonale Linearkombinationen von nur vierter
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ABBILDUNG 4.3: - - - exakte Differentiation, -.-.-.- Kompaktverf. nicht versetzt o = i, a = %,
—— Kompaktverf. versetzt a = 2—12, a= %

Ordnung bringen ein besseres Ergebnis als pentadiagonale Linearkombinationen zehnter Ord-

nung (vgl. Lele [45]). Die graphische Auswertung der Ubertragungsfunktion (Gl. 4.23)

acos(w/2) 4+ beos(3w/2) + ccos(bw/2)

1+ 2accos(w) + 25 cos(2w) (4.23)

Alw) =

in Abbildung 4.4 zeigt dies.
Setzt man in Gl. (4.23) die Werte der Koeffizienten des tridiagonalen Kompaktverfahrens vierter

Ordnung nach Kapitel 3 ein, dann lautet die Ubertragungsfunktion (b = ¢ = 8 = 0)

Alw) 3 cos(w/2)

1+ 5 cos(w) (4.24)

Bei der Berechnung der Koeffizienten des pentadiagonalen optimierten Kompaktverfahrens vier-

ter Ordnung von Lele [45] wurden die ersten vier Terme der Taylorreihen (daher die Bezeichnung
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ABBILDUNG 4.4: - - - exakte Amplitude, -.-.-.- pentad. 10. Ordnung, —.— optimiertes pentad.
4. Ordnung [45], — tridiagonal 4. Ordnung (Gl. (3.11))

vierter Ordnung) beriicksichtigt. Um aber das Gleichungssystem des Ansatzes (4.22) 16sen zu
konnen, werden zwei weitere Gleichungen bendétigt. Diese Gleichungen werden aus der Opti-
mierung der Ubertragungsfunktion im Fourrierraum geholt (vgl. [45], Gl. (C.1.8)).

Die Pentadiagonalitidt hat, wie bereits in fritheren Abschnitten erwéhnt, bei der Verwendung
von Geschwindigkeitsrandbedingungen ein ungelostes Problem zur Folge. Die Auflosung der
linearen pentadiagonalen Gleichungssysteme ist nur dann méglich, wenn zwei Randschichten
vorhanden sind. Um dieses Problem zu umgehen, wurden in dieser Arbeit ausschliellich tridia-

gonale Ansétze verwendet.
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4.4 Linearkombinationen fiir Randbedingungen
4.4.1 Allgemeines

Bei dem Versuch die Giite der Randlinearkombinationen zu untersuchen, stellt sich die Frage,
inwieweit, die aus der Fourier-Analyse gewonnenen Erkenntnisse {iber das Differentiationsver-
halten Giiltigkeit haben, weil diese Linearkombinationen gerade fiir den aperiodischen Fall
aufgestellt worden sind. Deshalb wird lediglich versucht, Tendenzen von Rechenergebnissen mit
jenen Erkenntnissen zu erkldaren. Dabei miissen zwei Fehlertypen unterschieden werden, denn
der Imaginérteil hebt sich im Gegensatz zu den impliziten Zentraldifferenzen nicht auf. Der
Realteil spiegelt dabei den Dispersionsfehler (Phasenfehler) wieder, und der Imaginérteil den

dissipativen Fehler (Amplitudenfehler).

4.4.2 Fourier-Analyse von Randlinearkombinationen

Im folgenden werden zwei Linearkombinationen vierter Ordnung fiir die kompakte Berechnung
der ersten Ableitung sowohl fiir nicht versetzte als auch fiir versetzte Gitter vorgestellt und die
Wellenzahlfunktionen von Real- und Imaginérteil zugeordnet. Im Kapitel 3 wurden Linearkom-
binationen vom Typ GI. (4.31), allerdings fiir nichtdquidistante Gitter und von dritter Ordnung

genau, verwendet.

Linearkombinationen fiir nichtversetzte Gitter:

F2 —I— O[Fg = ;L(afl —|— bf2 + Cfg —|— df4) (425)

Parameterfamilie: (linker bzw. unterer Rand)

_ 1 1

a = 604—§

b = —%—a
(4.26)

c = %aJrl

_ 1 1

d = 506—6

Bei der Parameterfamilie fiir den rechten bzw. oberen Rand muf} die rechte Gleichungsseite mit
dem Faktor -1 multipliziert werden. Fiir a = 1 resultiert ein Abbruchfehler vierter Ordnung.
Einen Abbruchfehler dritter Ordnung erhédlt man mit o = 1/2.

Wellenzahlfunktion des Realteils:
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A = —asinw + esinw + dsin(2w) (4.27)
B =acosw+ b+ ccosw + dcos(2w) (4.28)
A(l 4 acosw) — Basinw
W(w) — 4.29
(w) 14+ a2 +2acosw (4.29)
Wellenzahlfunktion des Imaginérteils:
Aasinw — B(1 + acosw)
%74 = 4.30
(w) 1+ a2+ 2acosw ( )
Die Wellenzahlfunktionen sind in den Abbildungen 4.5 und 4.6 graphisch dargestellt.
o] /
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ABBILDUNG 4.5: Realteil : - - - exakte Differentiation; —— Gleichung (4.25) mit a=1 (vierte
Ordnung); -.-.-.- Gleichung (4.25) mit a=1/2 (dritte Ordnung); —..— Gleichung (4.31) mit 8 =0

(vierte Ordnung)
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ABBILDUNG 4.6: Imaginirteil : - - - exakte Differentiation, —— Gleichung (4.25) mit a=1
(vierte Ordnung); -.-.-.- Gleichung (4.25) mit a=1/2 (dritte Ordnung); —..— Gleichung (4.31)

mit §= 0 (vierte Ordnung); (Kurven liegen iibereinander)

Linearkombinationen fiir versetzte Gitter:

1

E(afl + bfg + Cf3 + df4) (431)
Fiir die Parameterwerte des linken bzw. unteren Rands o = -8/9, § = 0, a = -1/27, b = 1,
c=-1 und d = 1/27 ergibt sich ein Abbruchfehler vierter Ordnung.

BEs/0 + aFs), =

Wellenzahlfunktion des Realteils:
A =asinw — c¢sinw — dsin(2w) (4.32)

B =acosw+ b+ ccosw + dcos(2w) (4.33)

(B+ a)Acos(w/2) + (8 — a)Bsin(w/2)

(B + a)? cos?(w/2) + (8 — a)?sin®(w/2) (4.34)

W(w) =
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Wellenzahlfunktion des Imaginérteils:

(8 — a)Asin(w/2) — (8 + a)B cos(w/2)

Wiw) = (B4 a)? cos?(w/2) + (8 — a)?sin*(w/2)

(4.35)

Die Wellenzahlfunktionen sind in den Abbildungen 4.5 und 4.6 graphisch dargestellt.

Zusammengefafit 148t sich feststellen, dafl die in dieser Arbeit verwendeten Randbedingungen
héherer Ordnung Wellenzahlen mit gleicher Qualitét {ibertragen wie die verwendeten kompak-
ten Linearkombinationen im Berechnungsgebiet selbst. Die Genauigkeit der Randbedingungen
beziiglich des Phasenfehlers und die Dampfung der hohen Wellenzahlen durch den Amplitu-
denfehler (Imaginérteil im Fourierraum) sind die Ursachen fiir die Reduzierung der parasitiren
Schwingungen (,,wiggles”). Dies wird in mehreren numerischen Simulationen in dieser Arbeit
(Kapitel 6) bestétigt.

4.5 Fourier-Analyse in nichtiquidistanten Gittern

Betrachtet wird die Gleichung (3.11) in einem nichtdquidistanten Gitter. Unter der Annahme
eines konstanten Streckungsfaktors des Gitters S; = Ax;/Ax;_1 = konst., ergeben sich folgende
Ubertragungsfunktionen:

Ubertragungsfunktion des Realteils:

_ ycos(Sw/2) + ¢cos(w/2)

Alw) = 4.
(w) 1 4+ acos(w) + Beos(Sw) (4:36)
Ubertragungsfunktion des Imaginérteils:
Alw) = ysin(Sw/2) — ¢cos(w/2) 10 (4.37)

—asin(w) + fsin(Sw)

wobei «, 3,7 und ¢ vom Streckungsfaktor des nichtidquidistanten Gitters abhéngig sind (vgl.
kapitel 3.2).

Folgende Gitter wurden ausgewéhlt: ein dquidistantes Gitter (S = 1.0), ein gestrecktes Gitter
(S = 1.1, d.h. die Streckung betriagt 10%) und ein verdichtetes Gitter (S = 0.9).

Die Wellenzahlfunktionen sind in den Abbildungen 4.7 und 4.8 graphisch dargestellt. Durch die
Betrachtung des Realteils in der Abbildung 4.7 wird klar, daf die Transportgeschwindigkeit der
hohen Wellenzahlen durch die Verdichtung des Gitters hoher bzw. durch die Streckung geringer
wird. Im Gegenteil zum #dquidistanten Gitter verschwindet der Imaginérteil nicht (Abb. 4.8).

Die Amplituden der hohen Wellenzahlen wird dadurch gedampft.
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ABBILDUNG 4.7: Ubetragungsfunktion des Kompaktverfahrens vierter Ordnung (Realteil),
- . - . - exakte Amplitude, — dquidistantes Gitter (S = 1.0, Gl. (4.24)), - - - verdichtetes Gitter
(S =0.9), — — — gestrecktes Gitter (5 = 1.1),

2.0

Ubertragungsfunktion A (Imagindrteil)

Wellenzahl W

ABBILDUNG 4.8: Ubetragungsfunktion des Kompaktverfahrens vierter Ordnung (Ima-
ginirteil), Linienart: sieche Abbildung 4.7
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5 Andere Diskretisierungsverfahren héherer Ordnung

Die analytischen Untersuchungen des Kompaktverfahrens vierter Ordnung im Kapitel 4 zei-
gen die eindrucksvollen Eigenschaften des Verfahrens, insbesondere beziiglich der genaueren
Darstellung hoher Wellenzahlen in den Geschwindigkeitsfunktionen. In Kapitel 6 werden die-
se Eigenschaften in numerischen Simulationen von turbulenten Stréomungen voll zur Geltung
kommen.

In diesem Kapitel wird versucht, die Qualitéit der erzielbaren numerischen Losung durch die
Verwendung der tridiagonalen Kompaktverfahren sechster und achter Ordnung zu steigern.
Das tridiagonale Kompaktverfahren sechster und achter Ordnung wird in diesem Kapitel fiir
aquidistante Maschengitter vorgestellt. Es soll allerdings an dieser Stelle erwéhnt werden, dafl
die Entwicklung von Kompaktverfahren héherer (als vierter) Ordnung fiir nichtdquidistante
Maschengitter nicht zu realisieren ist, da in diesem Fall Gleichungssysteme von sechster oder
achter Ordnung in Abhéngigkeit vom Streckungsfaktor des nichtaquidistanten Maschengitters
gelost werden miissen, was ein schwieriges und besonders fehleranfilliges Unterfangen darstellt.
Ein weiterer Nachteil solch eines Verfahrens ist, dafl mehrere Randschichten gesondert behan-
delt werden miissen. In dieser Arbeit wird daher die Ordnung des Kompaktverfahrens nur bei
periodischen Randbedingungen und dquidistanten Maschengittern erhoht. Da in den meisten
dreidimensionalen Stromungsfillen, die in dieser Arbeit vorkommen, eine homogene Richtung
vorliegt, in der das Maschengitter dquidistant ist und die Randbedingungen periodisch sind, ist
es moglich, die Ordnung des Kompaktverfahrens von vier auf sechs oder acht zu erhéhen, ohne
dabei einen Mehraufwand betreiben zu miissen, d.h es gilt das gleiche tridiagonale Gleichungs-
system zu 16sen wie beim Kompaktverfahren vierter Ordnung. Lediglich die Koeffizientenmatrix
und die rechte Seite des Gleichungssystems werden geéndert.

Auflerdem werden in diesem Kapitel zur Beseitigung bzw. Reduzierung von parasitiaren Schwin-
gungen (,,wiggles”) das Kompakt-Upwind-Verfahren und das upwindgewichtete Kompaktver-
fahren dritter Ordnung vorgestellt.

Bevor die Kompaktverfahren sechster und achter Ordnung vorgestellt werden, scheint es ange-
bracht, die Besonderheiten, die sich bei der Verwendung von periodischen Randbedingungen

ergeben, zu erortern.

5.1 Kompaktverfahren bei periodischen Randbedingungen

Bei periodischen Randbedingungen haben die &ufleren Knotenpunkte des physikalischen Berech-
nungsgebietes (I und m) die gleichen Funktionswerte wie ihre gegeniiberliegenden Randpunkte
(s. Abb. 5.1). Mathematisch 148t sich das z.B. fiir die versetzte Interpolation der Funktion f,

die an den Réndern einer Gitterzelle definiert ist, so formulieren:
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af+ fit Bufeer = iy + ifmi (5.1)
bzw.

mem—l + fm + ﬁmfl = ’mem-f% + Omf, -1 (52)

wobei fl den ersten und fm den letzten interpolierten Wert der Funktion f in den Zellmittel-
punkten darstellen. Das entstehende lineare Gleichungssystem ist nun zyklisch-tridiagonal. Die
Matrix hat die Form:

1.0 ﬁl 0 0 (0%}
a 1.0 B
0 10 B (5.3)

Am—1 1.0 ﬁmfl
Bm 0 .. 0 am 1.0

Die Matrix (5.3) unterscheidet sich von den Matrizen in den Gleichungssystemen (3.29) bzw.
(3.66) durch zwei zusétzliche Elemente (a; und f3,,). Die Losung des Gleichungssystems kann
daher nicht mehr mit dem THOMAS-Algorithmus sondern mufl mit einem periodischen tri-
diagonalen Gleichungsloser erfolgen. Eine Beschreibung dieses Gleichungslosers findet sich in
Anderson et al. [4].

T
~
% 3
S
+
~

ABBILDUNG b5.1: Realisierte periodische Randbedingungen in MGLET
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5.1.1 Kompaktverfahren sechster Ordnung

Interpolation sechster Ordnung nach Lele [45]:

Der Ansatz fiir die Interpolation in dquidistanten Gittern lautet:

2 A ; a b
afi-1+ fitafipn = §(fi+% +fio) + i(f”% + fig) (5.4)
mit
3 3 1
Q—To,a—§,b—T0 (55)

Der hier auftretende Abbruchfehler ist von sechster Ordnung genau und lautet (vgl. [45]):

1 cO°f

Das entstehende lineare Gleichungssystem ist wegen der Periodizitit zyklisch-tridiagonal und
lautet z.B. fiir die u-Komponente:

3 3 " 3 1 ,
1.0 10 0 0 10 Uy Z(UH_%+um+%)+%(ul+%+um_%)
3 3 ~ 3 1
5 10 15 Ujt1 Tuys ) +55(Uys +upgt)
3 3 _ 3 1 ,
10 1.0 10 Usg - Z(uz—i-l_"uz—%)_'—fo(uz—&-%+uz—%) (5 7)
3 3 ~ 3 1
10 1.0 10 Um—1 Z(um—% + ’U’m—%) + To(um-&-% + ’U’m—%)
3 3 ~ 3 1
10 0 0 10 1.0 Uim Z(Um_;,_%JrUm_%)Jr%(UH_%JFUm_%)

Berechnung der ersten Ableitung nach Lele [45]:

Der Ansatz fiir die Berechnung der ersten Ableitung F; in dquidistanten Gittern lautet:

a b
afi i+ F+aki, = E(fw% —fiil) + @(Mg — fios) (5.8)
mit
a = 0.14516129,a = 1.016129, b = 0.27419355 (5.9)

Der hier auftretende Abbruchfehler ist ebenfalls von sechster Ordnung genau und lautet (vgl.
[45]):

1464 O f
= x
6666240 oz’

TE (5.10)
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5.1.2 Kompaktverfahren achter Ordnung

Interpolation achter Ordnung nach Lele [45]:

Der Ansatz fiir die Interpolation in dquidistanten Gittern lautet:

. . . a b &
afi1+ fitafipn = §(f¢+% +fii1) + §(f¢+g +fiss) + §<f¢+g + fios) (5.11)
it 5 12.5 17.5 1

= _ g=""p=_"" (=" 5.12
CCT M T T (5:12)

Der Abbruchfehler ist von achter Ordnung genau und lautet (vgl. [45])):

2.5 o5 f

TE = ——Az*—5 5.13
286727 94 (5:13)

Berechnung der ersten Ableitung nach Lele [45]:

Der Ansatz fiir die Berechnung der ersten Ableitung F; in dquidistanten Gittern lautet:

a b c
aFi i+ F+aliy = E(fi-i—l - fi—%) + @(fwrg - fz—g) + Mix(f”“g - fz—g) (5-14)

mit
a = 0.21186441, a = 0.94456215, b = 0.48993645, ¢ = —0.01076975 (5.15)

Der Abbruchfehler ist (vgl. [45]):

35720.974 | O°f

TE = — 5.16
1686343680 02 (5.16)
5.1.3 Fourier-Analyse der Verfahren
Fiir die Interpolationen (Gl. (5.4) und (5.11)) lautet die Ubertragungsfunktion:
Alw) = acos(w/2) + bcos(3w/2) + ccos(b5w/2) (5.17)
1 + 2a cos(w)
Die Modifizierte Wellenzahl der Ableitungen (Gl. (5.8) und (5.14)) lautet:
W (w) = asin(w/2) + (2b/3) sin(3w/2) + (4¢/3) sin(5w/2) (5.18)

1 + 2a cos(w)
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Die Abbildungen 5.2 und 5.3 zeigen die Fourier-Analyse der Kompaktverfahren sechster und
achter Ordnung im Vergleich zum Kompaktverfahren vierter und dem Zentraldifferenzenver-
fahren zweiter Ordnung. Die Vorteile der Verwendung von Kompaktverfahren hoherer Ordnung
machen sich in der besseren Darstellung der kleinen Langenskalen (hohe Wellenzahlen) bemerk-
bar (vgl. auch Abb. 4.4).

5.2 Reduzierung von ,,wiggles” durch upwindgewichtete Kompakt-
verfahren

5.2.1 Die Entstehung parasitirer Wellen (,,wiggles”)

Ein wesentliches Problem bei der numerischen Simulation von turbulenten Stromungen ist die

Entstehung parasitirer Wellen (,,wiggles”), die die numerische Losung verfélschen. In einem

turbulenten Stromungsfeld sind ,,wiggles” héufig in folgenden Bereichen vorzufinden:

1. In Regionen mit hohen Gradienten der Geschwindigkeitskomponenten (z.B. in freien und

quasi freien Scherschichten)
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ABBILDUNG 5.3: Modifizierte Wellenzahl, - - - Zentraldiff. 2ter Ordnung, - - - Kompaktverfah-
ren 4ter Ordnung, — — — Kompaktverfahren 6ter Ordnung, — Kompaktverfahren 8ter Ordnung,

-. -. - exakte Losung

2. In der Region stromauf eines umstromten scharfkantigen Koérpers (bedingt durch die

hohen Gradienten der Geschwindigkeitskomponenten an der Vorderkante des Korpers)

3. Im Bereich des Ausstromrands

Die sicherste und gleichfalls einfachste Vorgehensweise, um ,,wiggles” zu dampfen ist eine Ver-
feinerung des Maschengitters in den erwidhnten Bereichen. Dies ist in der Grobstruktursimula-
tion aufgrund des verwendeten groben Maschengitters (d.h. aufgrund der hohen Reynoldszahl)
nicht immer moglich. Man ist daher bestrebt, andere Losungswege zu finden, um moglichst
ohne groflen Aufwand, dieses immer wiederkehrende Problem zu beheben. Bevor man sich aber
mit der Losung dieses Problems beschéftigt, sollen einige grundlegende Punkte im Zusammen-
hang mit der Entstehung und Ausbreitung der ,,wiggles” erldutert werden. Einige interessante
Untersuchungen zum Thema ,, wiggles” konnen bei [23] und [77] eingesehen werden.

Betrachtet man beispielsweise die Abbildung 4.2, dann stellt man fest, daB das numerische
Verfahren (unabhéngig von seiner Ordnung) zwei Losungen liefert. Damit unterstiitzt das nu-
merische Verfahren den Transport von groflen Wellen, die der physikalischen Lésung entspre-
chen und den Transport kleinerer Wellen (hohe Wellenzahlen). Diese kurzen Wellen (,,wiggles”)

sind eine unerwiinschte Folge des numerischen Verfahrens und besitzen keinerlei physikalischen
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Hintergrund. IThre Amplitude héngt von der Grofle der tatsdchlich zu transportierenden physi-
kalischen Wellenzahlen ab — je kleiner die Welle, desto grofier die Amplitude der dazugehorigen
parsitdren Wellen. Aufgrund der Tatsache, dafl in einer turbulenten Stromung verschiedene Wel-
lenzahlen vorkommen, hat man mit ,,wiggles” unterschiedlicher Amplituden zu tun. Da man die
Entstehung der ,,wiggles” nicht verhindern kann, besteht nur die Mo6glichkeit, ihre Amplituden
soweit wie moglich zu ddmpfen. Dazu braucht man nichtzentrierte (versetzte) Verfahren, die
durch das Vorhandensein eines Amplitudenfehlers (Imaginérteil im Fourierraum, vgl. Kapitel
4) die Amplituden eines Wellenzahlenbereichs ddmpfen. In den néchsten Abschnitten werden
solche nichtzentrierte Verfahren in nichtédquidistanten Maschengittern vorgestellt und mit Hilfe
der Fourier-Analyse mathematisch untersucht. Aus Genauigkeits- und Konsistenzgriinden fiel
die Wahl auf das tridiagonale Kompakt-Upwindverfahren und das upwindgewichtete Kompakt-

verfahren dritter Ordnung und nicht auf das reine Upwindverfahren.

5.2.2 Kompakt-Upwindverfahren dritter Ordnung (KU3)

Mathematische Formulierung des Verfahrens:
Das Kompakt-Upwind-Verfahren dritter Ordnung wird in dieser Arbeit fiir den konvektiven

Term wie folgt angegeben:

Uiy + U; + Bty = Vil 1 wenn: u; > 0.0

;i1 + U; + ﬁiﬁprl = "}/lulJr% wenn: u; < 0.0 (519)

A$i+

In Abhéngigkeit vom bekannten Streckungsfaktors des Gitters (S; = =) lassen sich die Ko-

3

effizienten fiir die erste Gleichung wie folgt angeben:

20-5,+1.0° b S, +1.0 @ Pt

Vi

bzw. fiir die zweite Gleichung:

4.0 —1.04 ((0.5-S; + 1.0) - )

TS5 +20 Bi = S+ 1.0 ’

Vi o =—-10—-0+ (5.20)

Fiir den Fall eines dquidistanten Gitters (S; = 1.0) ergeben sich folgende Werte :

1 1 4
ozizﬁ, ﬁi:—é, %25 wenn: u,; > 0.0
bzw.
1 1 4
% =—c, G = 3 Y=g wemm: u; < 0.0 (5.21)
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Der Abbruchfehler des Verfahrens:

TE = —Az®——= (5.22)

Fourier-Analyse des Kompakt-Upwind-Verfahrens dritter Ordnung:
Um die erhoffte Wirkung des neuen Verfahrens zur Beseitigung bzw. Reduzierung von ,,wig-
gles” mathematisch zu begriinden, soll das Verfahren mit Hilfe der Fourier-Analyse untersucht

werden. Betrachtet wird die Gleichung:
14 PR BN 4
L R 2
2fz 1 +fz 6fz+1 3 1_% (5 3)

Die dazugehéorige Ubertragungsfunktion enthilt einen reellen und einen Imaginérteil. Der reelle

Teil (verantwortlich fiir den Phasenfehler des Verfahrens) lautet:

2 cos(w/2)

Alw) = -3

1+ 1 cos(w) (5:24)

Vergleicht man den reellen Teil der Ubertragungsfunktion mit der Gleichung (4.24), dann stellt
man fest, daB er der Ubertragungsfunktion des in Kapitel 3 vorgestellten Kompaktverfahrens
vierter Ordnung gleicht. D.h., obwohl dieses Verfahren nur von dritter Ordnung genau ist,

iibertrégt es Wellenzahlen mit der gleichen Qualitéit wie das Kompaktverfahen vierter Ordnung!

Der Imaginarteil lautet:
1
Alw)= —=—-1.0 5.25
(w) cos(w/2) (5:25)
Bei niherer Betrachtung des Imaginirteils wird klar, daB bei hohen Wellenzahlen die Ubertra-
gungsfunktion gegen unendlich geht. Diese Wellenzahlen werden daher nicht iibertragen (also

gedampft oder aus der numerischen Losung heraus gefiltert, vgl. Abbildung 5.4).

In der Abbildung 5.4 ist der Imaginéarteil des Kompakt-Upwind-Verfahrens fiinfter Ordnung
im Vergleich zum Kompakt-Upwind-Verfahren dritter Ordnung veranschaulicht. Aus der Ab-
bildung wird deutlich, da die Erhéhung der Ordnung dann Sinn macht, wenn die hohen Wel-
lenzahlen in einer turbulenten Stromung energietragend sind und daher nicht geddmpft werden
diirfen. Dies gilt insbesondere fiir Stromungen bei hohen Reynoldszahlen, in denen die hohen
Wellenzahlen relativ viel Energie besitzen.

Einige interessante Ergebnisse mit dem Kompakt-Upwind-Verfahren dritter Ordnung sind im
Kapitel 6.3 und im Anhang D zu finden.

5.2.3 Upwindgewichtetes Kompaktverfahren dritter Ordnung (KU34)

Die starke Dampfung des hohen Wellenzahlenbereichs durch das Kompakt-Upwindverfahren

dritter Ordnung, das in manchen Simulationen zu Relaminarisierung der Stromung fithren
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kann, kann dadurch vermindert werden, wenn der Anwender die Moglichkeit héatte, das Maf
der Dampfung selber zu bestimmen. Diese Anforderung macht den Ubergang zum upwindge-
wichteten Kompaktverfahren erforderlich. Dieses Verfahren kann als eine Mischung zwischen
dem Kompaktverfahren vierter Ordnung (Kap. 3, keine Dampfung, H = 1.0 (vgl. Gl. (5.26))
und dem Kompakt-Upwindverfahren dritter Ordnung (Kap. 5.2.2, hohe Dampfung, H = 0.0)
betrachtet werden (daher die Bezeichnung KU34).

Mathematische Formulierung des Verfahrens:
Das upwindgewichtete Kompaktverfahren dritter Ordnung wird in dieser Arbeit fiir den kon-

vektiven Term wie folgt angegeben:

Oéi’lli,1 -+ ﬁz -+ ﬂiaiJrl = Y% 'LLZ-+1 -+ @-u;; wenn:  U; 2 0.0 (526)
~— 2 2
=H-¢;
o;Ui—1 + Uy + ﬁﬂlprl = ViU L -+ sz (biuif; wenn: u; < 0.0 (527)
2 ~ 2
=H-;

H < 1.0 ist dabei ein beliebiger, vom Anwender zu bestimmender Gewichtungsfaktor. Rein
formal hat dieses Verfahren die gleiche Form wie das Kompaktverfahren vierter Ordnung (vgl.
Gl. (3.11)). Die vier unbekannten Koeffizienten «;, (;, 7; und ¢; werden durch drei Gleichun-

gen aus der Taylorreihenentwicklung der Funktionen und eine vierte Gleichung, die das Maf3
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der Gewichtung (Dampfung) vorgibt, gewonnen. Das Verfahren ist damit formal von dritter

Ordnung genau.

Fiir ein nichtédquidistantes Gitter lauten die Koeffizienten fiir die Gleichung (5.26):

Si 1+ B;- ¢
o A — Bi(S; — 1)’ b S +1 0 M 0—0;i+(H+1)- ¢ (5.28)
mit - ) - 1 N
Tit1
A="__"- 411 B =-""4 - _1 _ BTt 9
=g Tag b Bimogtgg L Si=xy (5.29)

Fiir ein dquidistantes Gitter (S; = 1.0) sind die Koeffizienten:
5 H+3 1 H+3 4
—_2_ -4 - 17 e — 5.30
=% sm+s YT 2 smes CT R+ (530)
Fiir die Gleichung (5.27) lauten die Koeffizienten:
S L+ A

= = = —1.0— B+ (H+1) v 31

mit A
Aj=—05-(Si+H)—1, B;=-025-(S2—3H)+1, S = % (5.32)

€
Der Abbruchfehler dieses Verfahrens ist:
8 5H + 11 Bf
TE = (—— 4+ ———— ) Az®—=% 5.33
36 @) A o (5.33)
%,

Liegt keine Dampfung vor (d.h. Gewichtungsfaktor H = 1.0), dann verschwindet der Abbruch-
fehler dritter Ordnung und der fithrende Fehlerterm ist von vierter Ordnung genau (vgl. Gl.
(3.20)). Die Gleichung (5.26) ist dann mit der Gleichung (3.11) identisch. Wird die Ddmpfung
starker gewahlt (d.h. H wird kleiner), dann geht der Koeffizient C' des Abbruchfehlers gegen
den Wert -5 und die letzte Gleichung geht in die Gleichung (5.22) iiber. Abbildung 5.5 zeigt
den Verlauf des Koeffizienten C' in Abhéangigkeit vom Gewichtungsfaktor H.

Bei einer Gewichtung von beispielsweise 10% und einem Gitterabstand von Az = 0.1 ist der
Abbruchfehler dieses Verfahrens mit 4.4 - 107% unwesentlich héher als beim Kompaktverfah-
ren vierter Ordnung (1.04 - 107%). Beim Kompakt-Upwindverfahren dritter Ordnung ist der

Abbruchfehler mit 83.3-107% um mehr als eine Gréflenordnung hoher als bei diesem Verfahren.

Das Phasenverhalten des Verfahrens ist ebenfalls mit dem Phasenverhalten des Kompaktverfa-
hens vierter Ordnung identisch. Die Dampfung des hohen Wellenzahlenbereichs ist im Gegenteil
zum Kompakt-Upwindverfahen dritter Ordnung nicht konstant, sondern vom Gewichtungsfak-

tor H abhéngig. Die Validierung des Verfahrens erfolgt im Anhang E.
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6 Validierung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung

Nach der Herleitung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung im Kapitel 3 und der mathe-
matischen Beurteilung im Kapitel 4 wird das Verfahren im diesem Kapitel auf verschiedene
Probleme mit zunehmender Komplexitdat angewendet und durch umfangreiche Vergleiche mit
anderen Verfahren validiert.

Zunichst wird das Kompaktverfahren auf den eindimensionalen konvektiven Transport von Si-
nuswellen angewendet. Durch die einfache Form der Wellen und die bekannte analytische Losung
des Testproblems kénnen Erkenntnisse beziiglich Ordnung, Stabilitdt und Einflul der Rand-
bedingungen gewonnen werden. Hauptaugenmerk ist auf die in der numerischen Simulation
tatséichlich erzielte Ordnung des Kompaktverfahrens gerichtet. AnschlieBend wird die nume-
rische Simulation einer manipulierten transitionellen zweidimensionalen Grenzschicht durch-
gefiihrt. Die erstmalige Berechnung der turbulenten vollentwickelten Plattenkanalstromung mit
dem Kompaktverfahren vierter (und hoherer) Ordnung soll die Féhigkeit dieses Verfahrens zur
Berechnung von turbulenten Stromungen demonstrieren. Im diesem Fall soll das bessere Pha-
senverhalten des Kompaktverfahrens gegeniiber anderen Verfahren niedrigerer Ordnung zur
Geltung kommen, das sich bei instationdren Problemen besonders bemerkbar macht.

Die Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung in der Grobstruktursimulation (LES)
und die Verbesserung der numerischen Losung wird anhand von verschiedenen Grobstruktursi-
mulationen der turbulenten Plattenkanalstréomung gezeigt. Insbesondere wird in diesen Simu-
lationen auf die Wechselwirkung zwischen dem Diskretisierungsverfahren und dem Feinstruk-
turmodell eingegangen.

Die Féhigkeit des Kompaktverfahrens vierter Ordnung zur Berechnung von turbulenten Hin-
dernisiiberstromungen wird anhand von zwei Stromungsfillen demonstriert: die transitionelle
Stromung iiber eine riickwartsgewandte Stufe mit der direkten numerischen Simulation und die

Uberstromung eines zweidimensionalen Zaunes in einer Grenzschicht.

6.1 Konvektiver Transport von Sinuswellen
6.1.1 Die verwendete Differentialgleichung

Die ausgewdahlte Differentialgleichung ist die eindimensionale lineare Transportgleichung:

06 __, 00

ot~ "oz (6.1)

wobei ¢ die zu transportierende Grofie und u,. die konstante Konvektionsgeschwindigkeit, mit
der die Grofle ¢ transportiert wird, darstellen. Kennt man die Verteilung der Grofle ¢ am

Einstromrand, so ergibt sich eine analytische Losung, mit der man die numerische Losung
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vergleichen kann und somit Aussagen iiber die Qualitdt und die numerisch erzielte Ordnung
des verwendeten Verfahrens treffen kann.

Die zeitliche Integration der Gleichung (6.1) erfolgt mit einem Runge-Kutta-Verfahren vierter
Ordnung. Die rechte Seite wird in integraler Form mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung
sowie dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung diskretisiert.

In den folgenden Abschnitten werden Testrechnungen fiir dquidistante und nichtéquidistante
Gitter durchgefiihrt. Ziel dieser Rechnungen ist, eine Aussage iiber die in der numerischen
Simulation tatséchlich erzielte Fehlerordnung des Kompaktverfahrens sowohl bei dquidistanten
als auch bei nichtdquidistanten Gittern zu treffen. Die Fehlerkurven werden im Vergleich zum

Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung dargestellt.

6.1.2 Testproblem und Fehlerbetrachtung

Das hier verwendete Testproblem ist wie folgt definiert (siche Abb. 6.1):

¢(x,t=0)=0 und ¢z =0,t) = sin() (6.2)

Q) ist dabei die Wellenzahl und betréagt 2 = QL”—XW = 10m. Dabei ist LX = 1.0 die Lange des
Berechnungsgebietes und w = 5 die Anzahl der darin vorhandenen Sinuswellen. Diese Sinus-
funktion wird in einem beliebigen Maschengitter mit der konstanten Transportgeschwindigkeit
u, = 1.0 transportiert. Die numerische Losung wird dann mit der bekannten analytischen
Losung verglichen und dadurch eine Aussage iiber den dabei verursachten Diskretisierungsfeh-
ler gemacht (vgl. Abb. 6.1).

Die in diesem Kapitel verwendeten raumlichen Diskretisierungsverfahren verursachen ausschlief3-
lich eine Phasenverschiebung und keine Dampfung, da sie zentrale Verfahren sind und somit
keinen Imaginérteil im Fourierraum besitzen. Der Amplitudenfehler wird also nur durch die
Zeitintegration verursacht, wobei dieser Fehler vernachlélighar klein ist. Der Diskretisierungs-
fehler kann durch die folgenden Formen ausgedriickt werden:

Phasenfehler F,;: der Phasenfehler wird im zweiten Nulldurchgang der numerischen Lésungs-

kurve gemessen (vgl. Abbildung 6.1) und nach folgender Formel angegeben:

o |Phanaly - Phnuml

F
Phanaly

ph

(6.3)

dabei ist Phapary = % = (.2 die Wellenléinge der analytischen Losung und (Phanaty — Phuum)
die Phasendifferenz der beiden Losungen im zweiten Nulldurchgang der numerischen Losungs-

kurve. Die Nullstellen werden mittels einer linearen Interpolation erster Ordnung ermittelt.
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Amplitudenfehler: der Amplitudenfehler (vorwiegend durch die Phasenverschiebung verur-
sacht) F4; wird als die auf dem Maximalwert der analytischen Losung (@anaiy,mas = 1.0) bezo-

gene Differenz der beiden Losungen berechnet:

(¢num) — (¢ana1y)

¢analy,maz

Fy, = | i (6.4)

Eine Moglichkeit der Fehlerberechnung im gesamten Berechnungsgebiet ist der Gesamtfeh-
ler F,.,. Die Differenzen zwischen der numerischen und der analytischen Lésung werden im

gesamten Berechnungsgebiet nach folgender Formel integriert:

VY Fa2Ax?
Foes = ﬂ (6.5)

> Az

wobei Fy; den lokalen Amplitudenfehler an der Stelle x; darstellt. Diese Art der Fehlerbe-
rechnung ist im Falle eines nichtédquidistanten Gitters besonders interessant, da man dort den
lokalen Amplitudenfehler aufgrund des Vorhandenseins eines Streckungsfaktors nicht immer

an der gleichen Stelle vergleichen kann. Im Falle eines dquidistanten Gitters ergibt sich der

Gesamtfehler zu Fye, = /. Fa?

6.1.3 Testrechnungen mit nicht-periodischen Randbedingungen

Qualitativer Vergleich: Abbildung 6.1 zeigt einen qualitativen Vergleich zwischen den bei-
den Diskretisierungsverfahren anhand einer definierten Wellenzahl, die durch ein dquidistantes
Maschengitter transportiert wird. Die hohere Qualitiat des Kompaktverfahrens vierter Ordnung
gegeniiber dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung zeigt sich durch die hohere (und
damit genauere) Transportgeschwindigkeit dieser Wellenzahl. Das ist aus den theoretischen
Herleitungen in Kapitel 4 bekannt, wonach die Phasengeschwindigkeit der hohen Wellenzahlen
beim Kompaktverfahren vierter Ordnung hoher liegt als beim Zentraldiff. zweiter Ordnung (vgl.
z.B. Abb. 4.2 und 5.2).

Testrechnungen fiir dquidistante Gitter: Wird der Gitterabstand Az halbiert (d.h. die
Anzahl der Gitterpunkte im Berechnungsgebiet wird verdoppelt), dann ergibt sich im feineren
Gitter ein geringerer Diskretisierungsfehler. Durch den Vergleich der beiden Félle kann eine
Aussage iiber die Abhéngigkeit des Fehlers vom Gitterabstand gemacht und die Genauigkeit
und Ordnung des Verfahrens bestimmt werden.

Abbildung 6.2 zeigt die Fehlerkurve der kompakten Interpolation vierter Ordnung nach Glei-
chung (3.11) fiir aquidistante Gitter. Der Gesamtfehler ist darin doppeltlogarithmisch iiber dem
Gitterabstand Az aufgetragen. Man stellt in der Abbildung fest, daB8 der Gesamtfehlers Fi,

mit einer Genauigkeit von vierter Ordnung mit dem Gitterabstand Az abfallt (die Fehlerkurve
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ist parallel zu der Linie mit der Steigung vier).

Das wesentlich bessere Phasenverhalten des Kompaktverfahrens vierter Ordnung gegeniiber
dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung zeigen die Abbildungen 6.1 und 6.2. In der
Abbildung 6.2 sind rechts die Kurven des Phasenfehlers F,;, (in %) fiir die beiden Verfahren
ebenfalls doppeltlogarithmisch iiber dem Gitterabstand Az fiir dquidistante Gitter aufgetra-
gen. Durch die héhere Steigung der Fehlerkurve des Kompaktverfahrens vierter Ordnung ist
der Phasenfehler insbesondere bei kleineren Gitterabstdnden viel kleiner als beim Zentraldiffe-
renzenverfahren zweiter Ordnung.

Durch die unterschiedliche Steigung der Kurven des Phasenfehlers F);, beider Verfahren kann
ein Phasenfehler ermittelt werden, bei dem der Gitterabstand Axyy, doppelt so grof ist wie
Axo,q, d.h. die erforderliche Gitterpunktanzahl, die einen bestimmten Phasenfehler bei der
Ubertragung einer Wellenzahl verursachen, ist dann halb so gro8 beim Kompaktverfahren vier-
ter Ordnung wie beim Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung. Ubertriigt man diese Ei-
kenntnis auf ein dreidimensionales Problem, dann kann man mit der Verwendung des Kom-
paktverfahrens vierter Ordnung mit der Hélfte der Gitterpunkte in jeder Koordinatenrichtung
auskommen. Diese Tatsache fithrt zu einer Verringerung der Gesamtanzahl der erforderlichen
Gitterpunkte um den Faktor acht. In diesem Kapitel wird diese Tatsache durch mehrere 2D-
und 3D-Simulationen bestétigt.

Durch die Formulierung der Ausstromrandbedingung hoherer Ordnung (Extrapolation vierter
Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten) konnte die Entstehung und Ausbreitung der para-
sitdren Wellen (,,wiggles”) vermieden werden. Die physikalischen Wellenzahlen wurden richtig
aus dem Berechnungsgebiet heraus transportiert und es kam zu keinerlei Reflektionen dieser
Wellenzahlen in das Berechnungsgebiet, die bei der Verwendung anderer Ausstromrandbedin-
gung (z.B. (Gradient = 0)-Randbedingung) nicht zu vermeiden sind. Dies wird auch in weiteren
Simulationen gezeigt. In diesem Zusammenhang soll erwahnt werden, dafl die Ausstromrand-
bedingung hoherer Ordnung auch beim Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung getestet
und in MGLET implementiert wurde. Das Ergebnis war eine viel geringere ,,wiggles”-Bildung

im gesamten Berechnungsgebiet im Vergleich zu anderen Ausstromrandbedingungen.

Einfluf3 des Streckungsfaktors des Gitters: Entsprechend den theoretischen Herleitungen
im Kapitel 3.2 wurde im letzten Abschnitt anhand der Fehlerbetrachtung bei den konvektiv
transportierten Sinuswellen festgestellt, dafl die Ordnung des Kompaktverfahrens beim &qui-
distanten Gitter tatséchlich mit der Genauigkeit vier mit der abnehmenden Maschenweite des
Gitters abfallt. In diesem Abschnitt soll der Einflul des Streckungsfaktors des Gitters auf den
verursachten Disktretisierungsfehler untersucht und im Vergleich zum Zentraldifferenzenverfah-
ren zweiter Ordnung dargestellt werden.

Um den Diskretisierungsfehler als Funktion vom Streckungsfaktor des nichtdquidistanten Ma-
schengitters zu erhalten, wird der Gitterabstand Ax, der ersten Gitterzelle konstant gehalten
und der Streckungsfaktor unter Beibehaltung der Gitterpunktanzahl des Gitters erhoht (d.h.
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ABBILDUNG 6.1: Numerische und analytische Losung der Transportgleichung (6.1), oben: Zen-
traldiff. 2ter Ordnung, unten: Kompakte Interpolation 4ter Ordnung

das Berechnungsgebiet wird dadurch ldnger).

Abbildung 6.3 zeigt die Abhéngigkeit des gesamten Amplitudenfehlers Fy, vom jeweiligen
Streckungsfaktor des Gitters S* =5, — 1.0 = > - — 1.0 fiir die kompakte Interpolation vierter
und das Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung. Man stellt einen geringeren Gesamtfehler
F,es beim Kompaktverfahren im Vergleich zum Zentraldifferenzenverfahren fest. Dieser Fehler
steigt erwartungsgemafl mit zunehmenden Streckungsfaktor bei beiden Verfahren. Bei einem
relativ hohen Streckungsfaktor werden dann die Unterschiede zwischen den beiden Verfahren
geringer, da es bei sehr groben Gittern (Streckungsfaktor > 5%) kleinere Wellenzahlen (grofie
Wellen) nicht mehr richtig transportiert werden koénnen. Der Einflul des Streckungsfaktors des

Gitters ist allerdings stark von der Maschenweite der ersten Gitterzelle abhéngig.



70 Validierung des Kompaktverfahrens
6.1.4 Testrechnungen mit periodischen Randbedingungen

Die Validierung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung bei periodischen Randbedingungen ist
notwendig, da viele dreidimensionale Stromungsprobleme eine homogene Richtung enthalten, in
der periodische Randbedingungen angenommen werden. Die turbulente Kanalstromung, die in
dieser Arbeit mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung berechnet werden soll, besitzt zwei
homogene Richtungen mit periodischen Randbedingungen. Um die Funktionsfahigkeit und Ge-
nauigkeit des Kompaktverfahrens bei periodischen Randbedingungen zu untersuchen, soll das
folgende Testproblem gerechnet werden: Eine Sinus-Anfangverteilung soll mittels der Transport-
gleichung (6.1) bei konstanter Konvektionsgeschwindigkeit u,. in einem Zeitinterval transportiert
werden. Wie bereits im Kapitel 5.1 erwdhnt wurde, haben bei periodischen Randbedingungen
die duBeren Knotenpunkte des physikalischen Berechnungsgebiets die gleichen Funktionswer-
te wie ihre gegeniiberliegenden Randpunkte (s. Abb. 5.1). Das lineare Gleichungssystem ist
zyklisch-tridiagonal (vgl. Gl. 5.3).

Testrechnungen fiir dquidistante Gitter: In der Tabelle 6.1 sind die Daten der hier ver-

wendeten Gitter eingetragen.

TABELLE 6.1: Parameter der verwendeten Gitter und des Testproblems

Parameter Erlduterung

LX 1.0 Lénge des Berechnungsgebiets

NX 12;18;24 | Gesamtanzahl der Gitterpunkte im Berechnungsgebiet
w 2 Anzahl der Sinuswellen im Berechnungsgebiet

At 0.001 Zeitschrittintervall

t 8.0 Dauer der Berechnung

In der Abbildung 6.4 sind der Phasen- und der Gesamtfehler (F}, und Fi.,) doppeltlogarith-
misch iiber dem Gitterabstand Az aufgetragen. Man stellt in der Abbildung fest, dafl die beiden
Kurven mit einer Genauigkeit von vierter Ordnung mit dem Gitterabstand Az abfallen. Das war
auch zu erwarten, da die periodischen Randbedingungen exakt sind und somit keinen negativen

Einflufl auf die Genauigkeit innerhalb des Berechnungsgebiets haben koénnen.

Testrechnungen fiir nichtiquidistante Gitter: Um auch bei nichtiquidistanten Gittern
periodische Randbedingungen anwenden zu kénnen, wurde ein Gitter ausgesucht, das aus vier
Teilbereichen besteht. Der erste Teilbereich ist dquidistant, der zweite verdichtet, der dritte
ist auf den gleichen Gitterabstand des ersten Teilbereichs gestreckt und der vierte Teilbereich
daquidistant.

Durch den Vergleich der numerischen mit der analytischen Loésung erhélt man den absoluten

Wert des gesamten Amplitudenfehlers Fy.; fiir das Gitter 1. Durch Verdoppelung der Anzahl
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der Gitterpunkte N.X in jedem Teilbereich des Gitters 1 entsteht das Gitter 2.
Gitter 1: Die Tabelle 6.2 enthalt die Parameter des verwendeten Gitters 1.

TABELLE 6.2: Parameter des verwendeten Gitter 1

Gitterabschnitt ¢ | Gitterabstand | Gitterpunkte | Lénge des Gitterabschnitts L;
1 0.01 10 0.1

2 0.01-0.008930 | 10 0.0946

3 0.008930-0.01 | 10 0.0946

4 0.01 10 0.1

Gitter 2: Tabelle 6.3 zeigt die Parameter des Gitters 2.

TABELLE 6.3: Parameter des verwendeten Gitter 2

Gitterabschnitt ¢ | Gitterabstand | Gitterpunkte | Lénge des Gitterabschnitts L;
1 0.005 20 0.1

2 0.005-0.00446 | 20 0.0946

3 0.00446-0.005 | 20 0.0946

4 0.005 20 0.1

Die Anzahl der Sinuswellen w im Berechnungsgebiet w betriagt 4 und die Dauer der Berechnung
war 6.0 dimensionslose Zeiten. Die bei Gitter 1 und Gitter 2 berechneten Fehler Fy.s; und Fyeso
sind in der Tabelle 6.4 fiir das Kompaktverfahren vierter Ordnung und das Zentraldifferenzen-
verfahren zweiter Ordnung eingetragen. Berechnet man die Ordnung des Fehlers ausgehend von
ot = 03892 — (00973 bzw. Awy = &2 = 0.004865,
dann erh&lt man beim Kompaktverfahren vierter Ordnung die Ordnung 3.9 und beim Zentral-

einem mittleren Gitterabstand Az; =
differenzenverfahren zweiter Ordnung 2.1 (vgl. Abbildung 6.5).

TABELLE 6.4: Gesamtfehler Fy.s in nichtdquidistanten Gittern

Gitter Kompaktverfahren 4ter Ordnung | Zentraldiff. 2ter Ordnung

Gitter 1 (NX; = 40) Fyes1 = 0.5320 Fyes1 = 0.820
Gitter 2 (N X, = 80) Fyeso = 0.0357 Foeso = 0.192
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ABBILDUNG 6.2: a) Gesamter Amplitudenfehler F.s der kompakten Interpolation vierter Ord-
nung bei dquidistanten Gittern in Abhéngigkeit von der Maschenweite des Gitters,

b) Vergleich des Phasenfehlers F,;, in (%) bei dquidistanten Gittern in Abhéngigkeit von der
Maschenweite des Gitters (DX = Ax), Dreiecke: Zentraldiff. 2ter, Kreise: Kompaktverfahren

4ter Ordnung, gestrichelte Linien in a) zeigen die Steigungen 2ter- bzw. 4ter-Ordnung

Fges
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O O A4th-order Hermitian scheme
A A 2nd-order central differencing scheme
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stretching factor of the mesh: S*

ABBILDUNG 6.3: Vergleich des gesamten Amplitudenfehlers F,.; bei nichtdquidistanten Gittern
(gestreckt, S = ﬁ > 1.0) in Abhéngigkeit vom Streckungsfaktor des Gitters: (S* =S — 1.0)
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ABBILDUNG 6.4: Fehlerkurven der kompakten Interpolation vierter Ordnung bei dquidistanten
Gittern (periodische Randbedingung), Dreiecke: Phasenfehler F;,, Kreise: Gesamter Amplitu-

denfehler F., gestrichelte Linien zeigen die Steigungen 2ter- bzw. 4ter-Ordnung

10°
Fges
107"
/ 7 O O A4th-order Hermitian scheme
/
/// / A A 2nd-order central diff. scheme
1072

' -2
10 <DX>

ABBILDUNG 6.5: Vergleich des gesamten Amplitudenfehlers F,.; bei nichtdquidistanten Gittern
(periodische Randbedingungen) in Abhéngigkeit von der mittleren Maschenweite des Gitters

(< DX >= Az = £X), gestrichelte Linien zeigen die Steigungen 2ter- bzw. 4ter-Ordnung
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6.2 DNS einer manipulierten 2D-Plattengrenzschicht

In diesem Unterkapitel soll in einem weiteren Schritt der Validierung des Kompaktverfahrens
vierter Ordnung der laminar-turbulente Umschlag in einer manipulierten laminaren zweidi-
mensionalen Plattengrenzschicht untersucht und mit den Ergebnissen von Yang [78] (mit dem

Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung) verglichen werden.

Die erste Stufe des Transitionsprozesses wird durch die Anfachung von kleinen zweidimensiona-
len Storungen bestimmt. Die lineare Stabilitédtstheorie bzw. die Orr-Sommerfeld-Gleichung, die
eine linearisierte Form der zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichung darstellt, geben dariiber
Auskunft, ob und unter welchen Umsténden diese kleinen zweidimensionalen Stérungen (die so-
genannten Tollmien-Schlichting-Wellen) angefacht werden und damit den laminar-turbulenten
Umschlag verursachen oder geddmpft werden, wodurch der Umschlag verhindert wird.

In einer direkten numerischen Simulation der manipulierten laminaren zweidimensionalen Plat-
tengrenzschicht werden kleine Stérungen durch periodisches Ausblasen bzw. Absaugen von
Fluidmasse an einem schmalen Streifen (zwischen X1 und X2, vgl. Abbildung 6.6) erzeugt. Die
laminare Blasius-Grenzschicht wird also mit Storungen kleinerer Amplitude und einer definier-

ten Frequenz gestort.

Normierung: Alle Geschwindigkeits- und Fluktuationsangaben sind mit der Aulengeschwin-
digkeit U, und alle Langenangaben mit der Grenzschichtdicke am Einstréomrand ¢;, normiert.
Berechnungsgitter: Zwei Berechnungsgitter wurden ausgewéhlt: ein grobes Gitter mit einer
Gitterpunktanzahl von (NX, NZ) = (694, 68) und ein feineres Gitter mit einer Gitterpunktan-
zahl von (NX, NZ) = (1386, 136). Das Berechnungsgebiet hat die Lénge (LX = 35.0) und die
Hoéhe (LZ = 15.0). Beide Gitter sind dquidistant.

Randbedingungen: Am Einstromrand wird, wie bereits erwidhnt, eine Blasius-Grenzschicht
definiert. Am Boden ist eine feste Wand und am oberen Ende des Berechnungsgebiets ist eine
mitbewegte Wand eingestellt. Die Ausstromrandbedingung ist eine Extrapolation vierter Ord-
nung der Geschwindigkeitskomponenten.

Unter Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung mit den beiden Berechnungsgittern
soll die Anfachung der Stérungen unmittelbar hinter der Manipulationsstelle untersucht und

mit den Ergebnissen von [78] verglichen werden.

Ergebnisse der Simulationen: In der Abbildung 6.6 ist unten der Verlauf der vertikalen
Geschwindigkeitskomponente W stromab der Manipulationsstelle dargestellt. Danach werden
diese Storungen zunéchst auf ein Minimum Ay geddmpft, bis eine bestimmte kritische Reynolds-
zahl erreicht ist Re* = U%&, wobei 0; = 01(X) die Verdrangungsdicke der Grenzschicht und Uy,
die Anstromgeschwindigkeit darstellen. In einem bestimmten Bereich der Reynoldszahl werden
diese Storungen angefacht und dann wieder gedampft (vgl. Yang [78]). Die Anfachungsrate,

definiert als der natiirliche Logarithmus des Quotienten aus den angefachten Storungen und
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dem Minimalwert A, (lnAiO) ist in der Abbildung 6.7 dargestellt. Danach stimmt das Ergeb-
nis des groben Gitters nur bei Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung mit den
Ergebnissen der linearen Stabilitdtstheorie iiberein (oben in der Abbildung 6.7). Das Zentral-
differenzenverfahren zweiter Ordnung hat nur beim feinen Gitter Ergebnisse erzielt, die mit der
linearen Stabilitdtstheorie iibereinstimmen (unten in der Abbildung 6.7).

Zusammengefafit 148t sich sagen, dafl das Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung fast vier
mal soviele Gitterpunkte benétigt im Vergleich zum Kompaktverfahren vierter Ordnung, um
Ergebnisse zu erzielen, die mit der linearen Stabilitdtstheorie {ibereinstimmen. Die Ergebnisse
der beiden Simulationen (grobes und feines Gitter) mit dem Kompaktverfahren vierter Ord-
nung stimmen gut mit der linearen Stabilitdtstheorie {iberein.

Auch an dieser Stelle soll erwéhnt werden, daf sichtbare Stérungen am Ausstromrand (,,wig-

gles”) bei der Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung nicht aufgetreten sind.
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Blasius profile

ABBILDUNG 6.6: Manipulierte 2D-Plattengrenzschicht
oben: Skizze des Stromungsproblems, unten: Vertikale Geschwindigkeitskomponente nach der

Manipulation an der Wand
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ABBILDUNG 6.7: Vergleich der Anfachungsrate lnAAO: oben: grobes Gitter (694,68), unten: feines
Gitter (1386,136) Gitterpunkte, Kreise: Kompaktverfahren 4ter Ordnung, Dreiecke: Zentraldif-

ferenzenverfahren 2ter Ordnung, gestrichelte Linie: Ergebnis der linearen Stabilitétstheorie
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6.3 Numerische Simulation einer ”turbulenten” Uberstrémung ei-

nes Zaunes (2D-Rechnung)

Die Uberstromung eines scharfkantigen Korpers in einer laminaren oder turbulenten Grenz-
schicht ist mit vielen Problemen behaftet. Eines dieser Probleme ist die Entstehung von para-
sitdren Schwingungen (,,wiggles”), die sich an der Vorderkante des Kérpers bilden und sich ent-
gegen der Hauptstromungsrichtung ausbreiten. Eine Folge dieser ,,wiggles” sind erhohte RMS-
Werte in der ankommenden Grenzschicht, die jeglichen physikalischen Hintergrundes entbehren.
,,Wiggles” koénnen auch durch die Verwendung eines vergroberten Gitter (nichtdquidistant) in
Bereichen mit starken Gradienten entstehen. Um die Entstehung dieser ,,wiggles” durch die
Uberstromung eines scharfkantigen Koérpers und durch die Verwendung eines nichtéiquidistan-
ten Maschengitters zu untersuchen, wird in diesem Unterkapitel eine numerische Simulation der
Uberstromung eines zweidimensionalen Zaunes durchgefiihrt. Die Reynoldszahl des Stromungs-
problems betréagt Re;, = 3000, wobei h die Zaunhohe darstellt. Eine griindliche Untersuchung
der dreidimensionalen turbulenten Uberstrémung eines lateralen Zaunes (Re, = 3000 bzw.
Rejy, = 10500) wurde von A. Orellano [61] mit den Methoden der direkten numerischen Simula~
tion und der Grobstruktursimulation durchgefiihrt. Die entsprechenden Experimente sind von
Siller [70] (Rep, = 10500) und Larson [42] (Re; = 3000) durchgefiihrt worden.

Normierung: Alle Geschwindigkeits- und Fluktuationsgrofien sind mit der Auflengeschwindig-
keit U, und alle LangengroBen mit der Zaunhéhe h normiert.

Das Berechnungsgebiet: Das Berechnungsgebiet erstreckt sich in der horizontalen (X-) Rich-
tung zwischen: X = —10-h und X = 20-h. In der vertikalen (Z) Richtung betrigt die Hohe des
Berechnungsgebiets 5 - h. Das verwendete grobe Berechnungsgitter (mit NX = 400, NZ = 100
Gitterpunkten) ist in der Z-Richtung dquidistant (AZ = 0.05). In der X-Richtung ist das Gitter
zunéchst dquidistant (—10.0-~ < X < 5.0-h) und dann mit einem konstanten Streckungsfaktor
von S, = 2% gespreizt (von AX = 0.05 bis AX = 0.30 am Ausstromrand). Das verwendete
feinere Berechnungsgitter (mit NX = 800, NZ = 200 Gitterpunkten) entsteht durch die Hal-
bierung der Gitterabsténde des groben Gitters.

Randbedingungen: Am Einstromrand wird ein stationdres Grenzschichtprofil (1/7-Potenz-
gesetz fiir die U-Komponente) definiert. Die Grenzschichtdicke betragt: 6 = 0.5 - h. Am Boden
wird eine feste Wand und am oberen Ende des Berechnungsgebiets eine in der Hauptstromungs-

richtung mitbewegte Wand (,,slip wall”) definiert.

Ergebnisse der Simulationen: Durch die Uberstromung des lateralen Zaunes entstehen groBe
Wirbel, die durch starke Gradienten der Geschwindigkeitsfelder gekennzeichnet sind. Ein Blick
auf die Abbildung 6.8 zeigt, dafi die groBlen Gradienten hinter dem Hindernis zu massiven ,,wig-
gles” fithren. Weitere ,,wiggles” sind vor dem Hindernis und am Ausstromrand vorhanden, die

sich entgegen der Hauptstromungsrichtung ausbreiten.
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Abbildung 6.8 zeigt augenblickliche Isolinien der vertikalen Geschwindigkeitskomponente (W =
40.2) der Uberstrémung des lateralen Zaunes (grobes Gitter). Die Verwendung des Kompakt-
verfahrens vierter Ordnung fithrt zu erheblich weniger ,,wiggles” innerhalb des Stromungsfeldes
und vor dem Hindernis gefiihrt. Am Ausstréomrand sind diese ,,wiggles”, wie in fritheren Beispie-
len gezeigt wurde, komplett verschwunden. Diese Tatsache ist durchaus mit den theoretischen
Uberlegungen im Kapitel 4 konsistent, wonach die hohen Wellenzahlen, die aus der Zweideutig-
keit der Dispersionsgleichung (siehe dazu z.B. Abbildung 4.2) beim Kompaktverfahren vierter
Ordnung hoher liegen als beim Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung (d.h. die ,,wiggles”
sind kleiner).

Um die ,,wiggles” aus der numerischen Losung heraus zu filtern, wird das Kompaktverfahren
vierter Ordnung mit zusétzlicher Dampfung der horizontalen Geschwindigkeitskomponente U
durch das Kompakt-Upwindverfahren dritter Ordnung (KU3, Kapitel 5.2.2) verwendet. Durch
den Amplitudenfehler (Imaginérteil im Fourrierraum), der aus der nichtzentrierten Formulie-
rung des Verfahrens (versetzter Interpolationsstern) resultiert, wird der hohe Wellenzahlen-
bereich geddmpft, ohne dafl die Phasengeschwindigkeit der tatséchlich zu transportierenden
physikalischen Wellenzahlen beeintréchtigt wird (Das Verfahren besitzt das gleiche Phasenver-
halten wie das Kompaktverfahren vierter Ordnung, vgl. Kapitel 5.2.2).

Ein Vergleich der Abbildungen 6.8 und 6.9 zeigt, dafl die ,,wiggles” sowohl durch die Verwen-
dung eines Verfahrens hoherer Ordnung als auch durch ein feineres Gitter verringert werden
konnen. Eine zusétzliche Dampfung durch ein Upwindverfahren (wie KU3) fiihrt ebenfalls zu
einer Ddmpfung dieser Schwingungen.

Die Verwendung des feineren Gitters verbesserte die numerische Losung bei den beiden Verfah-
ren erheblich (Abbildung 6.9). Leichte ,,wiggles” sind dennoch vor dem Hindernis, innerhalb
des Stromungsfeldes und am Ausstromrand beim Verfahren zweiter Ordnung vorhanden. Das
Kompaktverfahren vierter Ordnung hat zu einer verbesserten Auflésung der augenblicklichen
Gradienten im Stromungsfeld gefiihrt.

Es soll in diesem Zusammenhang erwéhnt werden, dafl die Verringerung der ,,wiggles” durch die
Verwendung eines feinen Gitters in dreidimensionalen Féllen nicht immer machbar ist. Wiirde
man z.B. das hier verwendete feine Gitter fiir die dreidimensionale Berechnung verwenden, dann
hat man bei z.B. 100 Gitterpunkten in der lateralen Richtung mit 16-10% Gitterpunkten zu tun.
Solch eine hohe Anzahl von Gitterpunkten stellt einen enormen Bedarf an Speicherplatz und
Rechenkapazitit. Daher wird die Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung und in
Bereichen mit starken ,,wiggles” (z.B. vor dem Zaun oder in der Nidhe des Ausstromrands) des
Kompakt-Upwindverfahrens dritter Ordnung (KU3) lokal empfohlen.
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ABBILDUNG 6.8: Augenblickliche Isolinien der vertikalen Geschwindigkeitskomponente (W =
40.2) der Uberstromung eines lateralen Zaunes (Re;, = 3000), grobes Gitter (400x100 Gitter-
punkte), durchgezogene Linien: positive Werte, gestrichelte Linien: negative Werte,

a) Zentraldiff. 2ter Ordnung, b) Kompaktverf. 4ter Ordnung,

¢) Kompaktverf. 4ter Ordnung mit zusétzlicher Ddmpfung der horizontalen Geschwindigkeits-

komponente U in der X-Richtung durch das Kompakt-Upwindverfahren 3ter-Ordnung (KU3)
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ABBILDUNG 6.9: Augenblickliche Isolinien der vertikalen Geschwindigkeitskomponente (W =
40.2) der Uberstrémung eines lateralen Zaunes (Rej, = 3000), feines Gitter (800x200 Gitter-
punkte), durchgezogene Linien: positive Werte, gestrichelte Linien: negative Werte,

a) Zentraldiff. 2ter Ordnung, b) Kompaktverf. 4ter Ordnung
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6.4 Direkte numerische Simulation einer turbulenten Kanalstromung

In den Unterkapiteln 6.1 und 6.2 konnte anhand von ein- und zweidimensionalen Rechnungen
gezeigt werden, dafl das Kompaktverfahren vierter Ordnung genauere Ergebnisse liefern kann
als das Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung. In diesem Unterkapitel soll die F#hig-
keit des Kompaktverfahrens zur Berechnung von dreidimensionalen turbulenten Stromungen
untersucht werden. Zu diesem Zweck sollen mehrere direkte numerische Simulationen (DNS)
einer turbulenten Plattenkanalstromung mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung durch-
gefiihrt und mit den Ergebnissen von Kim et al. [36] (mit ca. 4.0-10° Gitterpunkten und einem
Chebyshev-Spektralverfahren) sowie mit Manhart [50] (mit 0.5-10° bzw. 4.0-10° Gitterpunkten
und dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung) verglichen werden. Da die turbulente
Kanalstromung als zeitabhéngige Zustrombedingung fiir die direkte numerische Simulation der
turbulenten Stufenstréomung in Kapitel 7 dienen soll, wird der griindlichen Auswertung der di-
rekten numerischen Simulationen in diesem Unterkapitel besondere Aufmerksamkeit gewidmet,

um moglichst genaue Zustrombedingungen zu liefern.

Die Kanalstromung gehort wegen ihrer einfachen Geometrie (turbulente Stromung zwischen
zwei festen Wanden unendlicher Ausdehung) zu den am meisten untersuchten Stromungsfillen
sowohl numerisch als auch experimentell. In der numerischen Simulation von turbulenten Stré-
mungen eignet sich die Kanalstromung hervorragend zur Validierung neuer Berechnungsmetho-
den und Algorithmen, da sehr gute Referenzdaten zum Vergleich herangezogen werden koénnen.
Direkte numerische Simulationen der turbulenten Kanalstrémung mit dem Spektralverfahren
bis zu einer Reynoldszahl von Re, =~ 590 sind von Moser et al. [57] durchgefithrt worden.
Eine DNS mit einem upwindgewichteten Verfahren fiinfter Ordnung und dem Zentraldifferen-
zenverfahren zweiter Ordnung wurde von Rai & Moin [63] prisentiert. Einen ausfiihrlichen
Literaturiiberblick iiber numerische und experimentelle Arbeiten bietet die Dissertation von
Werner [77].

6.4.1 Parameter der direkten numerischen Simulation

Normierung: In den folgenden Ausfithrungen sind alle Geschwindigkeits- und Fluktuations-
groflen mit der Schubspannungsgeschwindigkeit u, und alle Langengréfien mit der halben Ka-

nalhohe 0 normiert.

Die Berechnungsgitter: In diesem Unterkapitel werden zwei Berechnungsgitter verwendet
— ein grobes Gitter mit etwa 0.5 - 10° und ein feines Gitter mit etwa 4.0 - 10 Gitterpunkten. In
der Tabelle 6.5 sind die Parameter der verwendeten Gitter eingetragen.

Durch die Berechnung der Dissipation € der feinen DNS (kmg9) kann die Kolmogorov-Mikroldnge

n berechnet werden. Nimmt man den hochsten Wert (€., = 0.01), dann betréigt diese n =
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TABELLE 6.5: Gitterparameter fiir die DNS der turbulenten Kanalstromung

Parametereinstellung fiir die direkte numerische Simulation

kmg8 kmg9
v 0.000355 0.000355
rdumliche Ausdehnung X Y Z X Y Z
von 0.0 0.0 0.0 || 0.0 0.0 0.0
bis 9.6 6.0 20 || 9.6 6.0 2.0

Anzahl der Gitterpunkte | NX NY NZ || NX NY NZ
(0.5-10° bzw. 4.0 - 10°) 96 80 64 192 160 128

AX 0.1 0.05
AY 0.075 0.0375
AZ (0.0 < Z <1.0) 0.015-0.052758 0.0075-0.026379
AZ (1.0 < Z <2.0) 0.052758-0.015 0.026379-0.0075
AXT AYT AZE /2 18.0,13.5,1.35 9.0,6.75,0.675
Zeitschritt 0.01 0.005

(”73)1/ 4 =0.008. Die Maschenweiten des verwendeten Gitters betragen Ax ~ 51, Ay ~ 41 und

Azpin = n und liegen demnach in der GroBenordnung der Kolmogorov-Mikrolédnge.

Das Berechnungsgebiet: Das Berechnungsgebiet hat in der Hauptstromungsrichtung (X)
die Lange LX = 9.6-6, in der lateralen Richtung (Y) die Breite LY = 6.0-d und in der vertika-
len Richtung die Héhe LZ = 2.0-¢. In X- und Y-Richtung (den beiden homogenen Richtungen)
wurden periodische Randbedingungen definiert. In der vertikalen Richtung sind feste Wénde

eingestellt.

Die verwendeten Diskretisierungsverfahren: Die in diesem Unterkapitel verwendeten
raumlichen Diskretisierungsverfahren sind das Kompaktverfahren vierter Ordnung (4ter-Ordnung-
DNS) und das Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung (2ter-Ordnung-DNS). In den ho-
mogenen Richtungen werden das Kompaktverfahren sechster und achter Ordnung verwendet
(Kapitel 5). Fiir die zeitliche Diskretisierung wird das explizite und von zweiter Ordnung genaue
leap frog-Verfahren verwendet. Die Poisson-Gleichung der Geschwindigkeits-Druck-Kopplung
wird entweder iterativ (vgl. Hirt et al. [28]) oder mit einem direkten Loser (vgl. Manhart et al.
[51]) gelost.

Die Reynoldszahl: Die Reynoldszahl (Re = U - §/v) der Kanalstromung kann der Tabelle
6.6 entnommen werden, wobei 6 = 1.0 die halbe Kanalhche und v = 0.000355 die kinematische
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Viskositat darstellen.

TABELLE 6.6: Reynoldszahlen fiir die turbulente Kanalstromung

Re,=u, - 0/v | Rey=Uy-0/v | Rec. =U.-d/v
Reynoldszahl der Kanalstromung: | 180 2816 3296

Uy = ,/TTW stellt die Wandschubspannungsgeschwindigkeit, U, = 0.5 - f02 udz die mittlere hori-
zontale Geschwindigkeit (bulk velocity) und U, die maximale horizontale Geschwindigkeit dar.
Die Einstellung der Reynoldszahl erfolgt iiber das Aufprigen eines negativen mittleren Druck-

gradienten <g—’;). Die Wandschubspannung ist durch die folgende Formel gegeben: |y | = §| (%> |.

6.4.2 Ergebnisse der DNS mit grobem Gitter (kmg8)

Die mittlere Geschwindigkeitskomponente U, liegt bei der 2ter-Ordnung-DNS mit U, = 0.96
bzw. Uy/u, = 15.0 unter dem Referenzwert von U,/u, = 15.63. Der Massenflufl ist dadurch
geringer. Bei der 4ter-Ordnung-DNS liegt dieser Wert bei U, = 0.99 bzw. U,/u, = 15.6. Das
Verhéltnis U./U, ist in beiden Simulationen nahe an der empirischen Korrelation nach Dean,
vgl. Johnston [30], U./Up = 1.28 - Re; "% mit Re, = 22 Tabelle 6.7 zeigt die berechneten

Geschwindigkeiten in den Simulationen.

TABELLE 6.7: Geschwindigkeiten der DNS der turbulenten Kanalstromung (kmg8)

2ter-Ordnung-DNS | 4ter-Ordnung-DNS | Kim et al. [36]
Uy 0.96 0.99 1.0
Up/u- | 15.0 15.6 15.63
Ue/u, | 17.52 18.13 18.2
U./U, | 1.17 1.16 1.16

Die Abbildungen 6.10 und 6.11 zeigen das Geschwindigkeitsprofil (in inneren Koordinaten) und
die Turbulenzintensititen der Geschwindigkeitskomponenten < U — RMS >, <V — RMS >
und < W — RM S > fiir beide DNS im Vergleich zu Kim et al. [36]. Das Geschwindigkeitsprofil
liegt bei der 2ter-Ordnung-DNS unter der Referenzkurve. Bei der 4ter-Ordnung-DNS ist im
logarithmischen Bereich eine hohere Ubereinstimmung festzustellen. Im linearen Bereich liegt

dagegen der zweite Gitterpunkt leicht {iber der Referenzkurve.

Der Vergleich der Turbulenzintensitiiten zeigt eine gute Ubereinstimmug der Ergebnisse beider
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Simulationen mit den Referenzdaten von Kim et al. [36]. Die in der 4ter-Ordnung-DNS berech-
neten Turbulenzintensitéten sind nédher am Referenzergebnis. Erst der Vergleich der Momente
héherer Ordnung zeigt groflere Unterschiede zwischen den Verfahren und die héhere Genauigkeit
des Kompaktverfahrens vierter Ordnung. Die Schiefen der Fluktuationen:

3 3

Sy =u?/(w?? ud S, =w?/(w?)’, (6.6)

die bei einer Gauflschen Verteilung der Fluktuationen den Wert Null erhalten, sind in den
Abbildungen 6.12 und 6.13 eingetragen. Wahrend die Schiefe der horizontalen Geschwindigkeits-
fluktuationen S, in der 2ter-Ordnung-DNS einen qualitativ dhnlichen Verlauf aufweist wie bei
Kim et al. [36], weicht der Verlauf der Schiefe der vertikalen Geschwindigkeitsfluktuationen
S, stark in der Nihe der Wand von der Referenzlosung ab. Dagegen ist die Ubereinstimmung
mit der Referenzlosung der Schiefen S, und S, in der 4ter-Ordnung-DNS relativ gut in allen
Bereichen.

Die Flachheitsgrade der Fluktuationen:

2

und  F, =w'/(w'?) (6.7)

sind in den Abbildungen 6.14 und 6.15 eingetragen. Bei einer reinen Gauflschen Verteilung der
Fluktuationen erhalten die Flachheitsgrade den Wert drei. Eine Abweichung von diesem Wert
ist in der Wandregion zu beobachten, in der die Stromung stark intermittent ist. Die Ergebnisse

der 4ter-Ordnung-DNS stimmen hier ebenfalls besser mit den Referenzdaten {iberein.

6.4.3 Verwendung des Kompaktverfahrens sechster Ordnung in den homogenen

Richtungen

In den beiden homogenen Richtungen der turbulenten Kanalstréomung X und Y wird in die-
sem Abschnitt das Kompaktverfahren sechster Ordnung verwendet. Wie bereits in Kapitel 5.1
erwahnt wurde, kann die Erhohung der Ordnung von vier auf sechs durch die Verdnderung
der Koeffizientenmatix und der rechten Seite der Gleichungssysteme erfolgen. Das zyklisch-
tridiagonale Gleichungssystem kann ohne zusétzliche Rechenzeit mit demselben Gleichungsloser
berechnet werden. In der vertikalen Richtung (mit nichtdquidistantem Maschengitter) wird das
Kompaktverfahren vierter Ordnung nach Kapitel 3 verwendet. Das hybride Verfahren wird als
(6-6-4)-Kompaktverfahren und die Simulation als (6-6-4)-Ordnung-DNS bezeichnet.

Die Geschwindigkeitskomponenten U, und U, betragen 1.14 und 0.98. Das Verhiltnis U./U,
betragt 1.16.

In den Abbildungen 6.16 und 6.17 sind die Turbulenzintensitéiten der Geschwindigkeitskom-
ponenten < U — RMS > <V — RMS > und < W — RMS > sowie die Schiefe der W-
Fluktuationen im Vergleich zu den Ergebnissen anderer Verfahren dargestellt. Die RMS-Werte
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der Geschwindigkeitskomponenten zeigen — wie die 4ter-Ordnung-DNS — gute Ubereinstim-
mung mit den Referenzdaten von Kim et al. [36]. Die Schiefe der W-Fluktuationen der (6-6-4)-
Ordnung-DNS ist etwas niher am Referenzergebnis.

Es kann also festgehalten werden, dafl die Erh6hung der Ordnung in den homogenen Richtun-
gen durchaus zu einer Verbesserung der numerischen Losung fithren kann. Daher wird in den
weiteren numerischen Simulationen, in denen eine homogene Richtung vorkommt, das Kom-

paktverfahren sechster bzw. achter Ordnung verwendet.

Einige Bemerkungen zu den Momenten héherer Ordnung: In den letzten beiden Ab-
schnitten wurde gezeigt, da8 die Momente hoherer Ordnung (Schiefe und Flachheitsgrad) durch
die Verwendung des Kompaktverfahrens vierter (und in den homogenen Richtungen héherer)
Ordnung wesentlich genauer berechnet wurden als mit dem Zentraldifferenzenverfahren 2ter-
Ordnung. Es ist sicherlich interessant heraus zu finden, wodurch diese Verbesserung der Schie-
fen und der Flachheitsgrade zustande kam. D.h. es gilt die Frage zu beantworten, in welcher
Koordinatenrichtung die verbesserte Auflésung durch das Kompaktverfahren vierter Ordnung
dafiir verantwortlich ist. Ist es die verbesserte Auflésung in der Hauptstromungsrichtung oder
die in vertikalen Richtung 7 Intuitiv wiirde man denken, dafl die verbesserte Auflésung in der
vertikalen Richtung (Z) dafiir verantwortlich wére, da die Verbesserung der Schiefen und der
Flachheitsgrade eigentlich in der Ndhe der Wand stattfindet.

TABELLE 6.8: Verwendete Diskretisierungsverfahren fiir die DNS

Koordinatenrichtung | 6-6-4-DNS | 6-6-2-DNS | 2-6-2-DNS | 2-2-2-DNS
X 6 Kompakt | 6 Kompakt | 2 Zentral 2 Zentral
Y 6 Kompakt | 6 Kompakt | 6 Kompakt | 2 Zentral
7 4 Kompakt | 2 Zentral 2 Zentral 2 Zentral

Um diese Frage zu beantworten, wurden zwei weitere direkte numerische Simulationen durch-
gefiihrt. In der ersten Simulation ist das Kompaktverfahren sechster Ordnung nur in der latera-
len Richtung (Y) eingeschaltet. In den beiden anderen Richtungen wird das Zentraldifferenzen-
verfahren zweiter Ordnung verwendet. Diese Simulation wird als (2-6-2)-DNS bezeichnet (siehe
Tab. 6.8). In dieser Simulation erhilt man die Verbesserung der Momente hoherer Ordnung, die
aufgrund der Verwendung des Kompaktverfahrens sechster Ordnung in der Y-Richtung statt-
findet. In der zweiten Simulation wurde zusétzlich zu der ersten Simulation die X-Richtung mit
dem Kompaktverfahren sechster Ordnung diskretisiert. Diese Simulation wird als (6-6-2)-DNS
bezeichnet. In der Tabelle 6.8 sind die verwendeten Diskretisierungsverfahren in jeder Koordi-
natenrichtung fiir die verschiedenen direkten numerischen Simulationen eingetragen.

Das Ergebnis dieser Simulationen war iiberraschend (vgl. Abb. 6.18): die verbesserte Auflésung

in der Hauptstromungsrichtung (X) ist zu mehr als 60% fiir die Verbesserung der Schiefe und
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des Flachheitsgrades verantwortlich. Etwa 35% sind der lateralen Richtung (Y) zuzuordnen.
Die Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung in der vertikalen Richtung hatte nur
eine geringe Verbesserung zur Folge!

Bedenkt man, dal das Berechnungsgitter (kmg8) in der vertikalen Richtung mit Az, = 2n
sehr fein ist, ist die 2ter-Ordnung-Losung in dieser Richtung so gut, daf} sie daher nur unwesent-
lich durch das Kompaktverfahren héherer Ordnung verbessert werden kann. Da im Gegensatz
dazu das Berechnungsgitter in der X-Richtung am grobsten ist (vgl. Tab. 6.5), kann die grofite

Verbesserung durch das Kompaktverfahren in dieser Richtung erreicht werden.

6.4.4 Ergebnisse der DNS mit feinem Gitter (kmg9)

Tabelle 6.9 zeigt die berechneten Geschwindigkeiten in den Simulationen (2ter- und 4ter-

Ordnung-DNS) im Vergleich zu den Referenzdaten von Kim et al. [36].

TABELLE 6.9: Geschwindigkeiten der DNS der turbulenten Kanalstromung (kmg9)

2ter-Ordnung-DNS | 4ter-Ordnung-DNS | Kim et al. [36]
Uy 1.004 1.01 1.0
Up/u, | 15.71 15.72 15.63
U u, | 18.38 18.37 18.2
U.JU, | 1.17 1.17 1.16

In der Abbildung 6.19 ist das Geschwindigkeitsprofil des feinen Gitters (kmg9) in inneren Ko-
ordinaten fiir beide DNS im Vergleich zu Kim et al. [36] dargestellt. Abbildung 6.20 zeigt die
Turbulenzintensitéiten der Geschwindigkeitskomponenten < U — RMS >, <V — RMS > und
< W — RMS > beider DNS im Vergleich zu den Daten von Kim et al. Die Ubereinstimmung
mit den Referenzwerten ist in beiden DNS sehr gut.

Der Vergleich der Schiefe der vertikalen Fluktuationen (S,,) in der Abbildung 6.21 zeigt, daf
die Losung der groben 4ter-Ordnung-DNS (kmg8 mit ca. 0.5 - 10% Gitterpunkten) sehr dhnliche
Qualitit aufweist wie die Losung der feinen 2ter-Ordnung-DNS (kmg9 mit 4.0-10° Gitterpunk-
ten). Die Tatsache also, daf man beim Verwenden des Kompaktverfahrens vierter Ordnung
die Anzahl der erforderlichen Gitterpunkte in jeder Koordinatenrichtung halbieren kann, ohne
dafl Beeintrachtigungen der Losungsqualitiat gegeniiber dem Zentraldifferenzenverfahren zwei-
ter Ordnung auftreten (das wurde bereits bei 1D- und 2D-Rechnungen gezeigt, vgl. Kapitel
6.1 und 6.2 ), wurde in diesen Simulationen bestétigt. Der Vergleich der Schiefe S, beim fei-
nen Gitter zeigt, dafl nur das Kompaktverfahren vierter Ordnung in der Lage ist, den zweiten
Nulldurchgang der Schiefe in der Nahe der Wand zu erreichen und somit eine &hnliche Losung

wie das Spektralverfahren zu liefern. Das Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung hat im
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Gegensatz zu den beiden anderen Verfahren negative Werte der Schiefe in unmittelbarer Néhe

der Wand produziert.

6.4.5 Analyse der Wellenzahlenspektren der direkten numerischen Simulationen

Die genaue Untersuchung der Wellenzahlenspektren der verschiedenen direkten numerischen
Simulationen ist zur Beurteilung der unterschiedlichen Diskretisierungsverfahren unerléflich,
da nur dadurch eine Aussage iiber die Qualitédt der iibertragenen Wellenanteile gemacht wer-
den kann. Die Unterschiede zwischen den Verfahren (2ter-Ordnung-zentral und 4ter-Ordnung-
kompakt), die im Kapitel 4 mathematisch untersucht wurden, kénnen dadurch in diesem Ab-
schnitt in einer numerischen Simulation sichtbar gemacht werden.

In den Abbildungen 6.22 und 6.23 sind eindimensionale Wellenzahlenspektren der Geschwin-
digkeitskomponenten U, V und W in den beiden homogenen Richtungen X und Y der groben
DNS (kmg8 mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung und dem Zentraldifferenzenverfahren
zweiter Ordnung) und der feinen DNS (kmg9 mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung)
aufgetragen. Die Wellenzahlenspektren sind an zwei vertikalen Positionen: 2™ ~ 162 (in der
Ni#he der Kanalmitte) und z* &~ 27 (Wandnihe) eingetragen.

Als Referenzlosung dienen Wellenzahlenspektren der feinen DNS (kmg9, gestrichelte Linien in
den Abbildungen). Der Vergleich der Wellenzahlenspektren zeigt an den beiden Stellen eine
bessere Ubereinstimmung der groben 4ter-Ordnung-DNS mit den Referenzspektren der feinen
DNS als die grobe 2ter-Ordnung-DNS, insbesondere im Bereich hoher Wellenzahlen. Betrachtet
man z.B. den Energiebetrag der Wellenzahl K, = 10.0 (diese Wellenzahl entspricht physikalisch
einem Wirbelelement mit der rdumlichen Ausdehnung LX = 0.7), dann stellt man fest, daf
der Energieinhalt dieser Wellenzahl bei der feinen 4ter-Ordnung-DNS (kmg9) ca. e, &~ 3-107°
betragt. Der gleiche Energiebetrag ist bei der groben 4ter-Ordnung-DNS dieser Wellenzahl
zuzuordnen, wihrend die grobe 2ter-Ordnung-DNS einen um eine Groflenordnung geringeren
Energiebetrag von etwa e, ~ 5 - 1075 aufweist. Der Bereich der hohen Wellenzahlen wird also
durch den hohen numerischen Fehler (truncation error) des Zentraldifferenzenverfahrens zwei-
ter Ordnung nicht richtig wiedergegeben bzw. stark gedampft. Die kleinskalige Turbulenz ist
bei der 4ter-Ordnung-DNS ausgepréagter als bei der 2ter-Ordnung-DNS.

In der Nihe der Wand (2+ = 27) ist die bessere Ubereinstimmung der 4ter-Ordnung-DNS ge-
geniiber der 2ter-Ordnung-DNS {iber einen grofien Wellenzahlenbereich vorhanden. Das Ener-
gieniveau der 2ter-Ordnung-DNS liegt weit unter der Referenzlésung. Dies zeigt die Uberlegen-
heit des Kompaktverfahrens vierter Ordnung, die in numerischen Simulationen von turbulenten

Stromungen wichtige Wandregion genauer aufzulosen.
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6.4.6 Benotigte Rechenzeiten fiir die DNS

In der Tabelle 6.10 sind die in den direkten numerischen Simulationen fiir beide Gitter benotig-
ten Rechenzeiten eingetragen. Die Angaben beziehen sich dabei auf die Simulationen mit dem
direkten Loser der Poisson-Gleichung. Die zusétzliche Rechenzeit des Kompaktverfahrens vier-
ter Ordnung betragt etwa 35 % gegeniiber der erforderlichen Rechenzeit beim Zentraldifferen-
zenverfahren zweiter Ordnung. Alle Simulationen wurden auf der SGI-ORIGIN 2000 auf einem

Einzelprozessor durchgefiihrt.

TABELLE 6.10: Vergleich der benotigten Rechenzeiten (in sec) fiir die DNS der Kanalstromung

(AT dimensionsloser Zeitschritt, T,.,: dimensionslose Gesamtzeit)

Fall Rechenzeit pro Zeitschritt | AT Tyes
kmg8, 2ter-Ordnung-DNS | 5 0.01 | 500
kmg8, 4ter-Ordnung-DNS | 7 0.01 | 500
kmg9, 2ter-Ordnung-DNS | 40 0.005 | 250
kmg9, 4ter-Ordnung-DNS | 55 0.005 | 250

6.4.7 Zusammenfassende Diskussion der Ergebnisse der direkten numerischen Si-

mulationen

Mehrere direkte numerische Simulationen der turbulenten Kanalstromung wurden mit dem
Kompaktverfahren vierter (und hoherer) Ordnung erfolgreich durchgefithrt und mit anderen
Simulationen verglichen.

Die Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung zusammen mit dem feinen Gitter
fithrte zu Ergebnissen, die in guter Ubereinstimmung mit den Referenzdaten von Kim et al.
[36] liegen. Die Ergebnisse der groben 4ter-Ordnung-DNS sind von der gleichen Qualitét wie die
Ergebnisse der feinen 2ter-Ordnung-DNS. Die Momente hoherer Ordnung (Schiefe und Flach-
heitsgrad der Fluktuationen) stimmen in der 4ter-Ordnung-DNS besser mit den Referenzdaten
iiberein als in der 2ter-Ordnung-DNS. Die hohen Wellenzahlen im Energiespektrum werden in
der groben 4ter-Ordnung-DNS besser aufgeldst als in der groben 2ter-Ordnung-DNS. Thr Ener-
gieinhalt ist hoher und damit néher an der Referenzlosung (feine 4ter-Ordnung-DNS).
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ABBILDUNG 6.10: Normierte mittlere Geschwindigkeit < U > in inneren Koordinaten in halb-
logarithmischer Darstellung, kmg8, Kreise: 4ter-Ordnung-DNS, Dreiecke: 2ter- Ordnung-DNS,
— — — linear-logarithmisches Wandgesetz: Ut = 5.5+ 2.5 - InZ", — Kim et al. [36]

Urms, Vrms, Wrms

ABBILDUNG 6.11: Turbulenzintensitaten der Geschwindigkeitskomponenten < U — RM .S >,
<V —RMS >und < W — RMS >, kmg8, — 4ter-Ordnung-DNS, — — — 2ter- Ordnung-DNS,
Symbole: Kim et al. [36]
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ABBILDUNG 6.12: Schiefe der Fluktuationen der Geschwindigkeitskomponente U (Gl. 6.6),

kmg8, — 4ter-Ordnung-DNS, — — — 2ter- Ordnung-DNS, Symbole: Kim et al. [36]
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ABBILDUNG 6.13: Schiefe der Fluktuationen der Geschwindigkeitskomponente W (Gl. 6.6),
kmg8, — 4ter-Ordnung-DNS, — — — 2ter- Ordnung-DNS, Symbole: Kim et al. [36]
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ABBILDUNG 6.14: Flachheitsgrad der Fluktuationen der Geschwindigkeitskomponente U (Gl
6.7), kmg8, — 4ter-Ordnung-DNS, — — — 2ter- Ordnung-DNS, Symbole: Kim et al. [36]

15 T

ABBILDUNG 6.15: Flachheitsgrad der Fluktuationen der Geschwindigkeitskomponente W (GL.
6.7), kmg8, — 4ter-Ordnung-DNS, — — — 2ter- Ordnung-DNS, Symbole: Kim et al. [36]
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ABBILDUNG 6.16: Turbulenzintensitéiten der Geschwindigkeitskomponenten < U — RM S >,
<V —=RMS >und < W —RMS >, kmg8, — (6-6-4)-Ordnung-DNS, Symbole: Kim et al. [36]
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ABBILDUNG 6.17: Schiefe der Fluktuationen der Geschwindigkeitskomponente W (Gl. 6.6),
kmg8, — (6-6-4)-Ordnung-DNS, — — — 4ter- Ordnung-DNS; - - - 2ter- Ordnung-DNS Symbole:
Kim et al. [36]
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ABBILDUNG 6.18: Schiefe der Fluktuationen der Geschwindigkeitskomponenten W (Gl. 6.6),
kg8, — (6-6-4)-DNS, - - - (6-6-2)-DNS, — — — (2-6-2)-DNS, - - - (2-2-2)-DNS, Symbole:
Kim et al. [306]

ABBILDUNG 6.19: Normierte mittlere Geschwindigkeit < U > in inneren Koordinaten in halb-
logarithmischer Darstellung, kmg9, Kreise: 4ter-Ordnung-DNS, Dreiecke: 2ter- Ordnung-DNS,
— — — linear-logarithmisches Wandgesetz: UT = 5.5 + 2.5 - InZ*, — Kim et al. [30]
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ABBILDUNG 6.20: Turbulenzintensitéiten der Geschwindigkeitskomponenten < U — RM S >,

<V —-—RMS >und < W — RMS >, kmg9, — 4ter-Ordnung-DNS, — — — 2ter- Ordnung-DNS,
Symbole: Kim et al. [36]
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ABBILDUNG 6.21: Schiefe der Fluktuationen der vertikalen Geschwindigkeitskomponente S,

— 4ter-Ordnung-kmg9, — — — 2ter-Ordnung-kmg9, - - - 4ter-Ordnung-kmg8, - - - 2ter-
Ordnung-kmg8, Symbole: Kim et al. [36]
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________ fine grid (4th—order Hermitian scheme)

4th-order Hermitian scheme, —-—-—-— 2nd-order central scheme (coarse grid)

ABBILDUNG 6.22: Wellenzahlspektrum in der Hauptstromungsrichtung X (oben) und in der
lateralen Richtung Y (unten) an der vertikalen Stelle z* ~ 162.0
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________ fine grid (4th—order Hermitian scheme)

4th-order Hermitian scheme, —-—-—-— 2nd-order central scheme (coarse grid)

ABBILDUNG 6.23: Wellenzahlspektrum in der Hauptstromungsrichtung (X,oben) und in der

lateralen Richtung (Y,unten) an der vertikalen Stelle z* =~ 27.0
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6.5 Grobstruktursimulation der turbulenten Kanalstromung

Die genaue Untersuchung der turbulenten Kanalstromung mit der Grobstruktursimulation hat
mehrere Griinde. Erstens soll der Effekt des Kompaktverfahrens vierter Ordnung auf die Ergeb-
nisse der Grobstruktursimulation untersucht werden. Zweitens soll die Frage anhand einer kon-
kreten numerischen Simulation beantwortet werden, wie die Wirkung des Feinstrukturmodells
durch die Verwendung von rédumlichen Diskretisierungsverfahren héherer Ordnung beeinflufit
wird und ob es dies beziiglich Unterschiede zwischen den verschiedenen Turbulenzmodellen
vorhanden sind. Zuletzt dient die Kanalstromung als zeitabhéngige Zustréombedingung fiir die
Grobstruktursimulation der turbulenten Stufenstrémung im Kapitel 7. Eine griindliche Aus-
wertung ist daher unerldfllich, um moglichst genaue Einstrombedingung in dieser Simulation

verwenden zu konnen.

6.5.1 Parameter der Grobstruktursimulationen

Normierung: In diesem Unterkapitel sind alle Geschwindigkeits- und Fluktuationsgréfien mit
der Schubspannungsgeschwindigkeit u, und alle Langengréflen mit der halben Kanalhohe ¢
normiert.

Das Berechnungsgitter: Das fiir die Grobstruktursimulation verwendete Gitter ist ein relativ
grobes Gitter, das durch der Halbierung der Anzahl der Gitterpunkte von kmgg8 in jeder Koor-
dinatenrichtung (vgl. Kapitel 6.4) entsteht. Tabelle 6.11 enthélt die Parameter des verwendeten

Gitters. Alle sonstigen Parameter sind mit denen vom Kapitel 6.4 identisch.

TABELLE 6.11: Gitterparameter fiir die Grobstruktursimulation der Kanalstrémung

Parametereinstellung fiir die Grobstruktursimulationen (kmg7)
v 0.000355
rdumliche Ausdehnung X Y Z
von 0.0 0.0 0.0
bis 9.6 6.0 2.0
Anzahl der NX NY NZ
Gitterpunkte (6 - 10) 48 40 32
AX 0.2
AY 0.15
AZ(0.0 < Z <1.0) 0.03-0.105516
AZ(1.0 < Z <2.0) 0.105516-0.03
AXT AY T AZE /2 36.0,27.0,2.7
Zeitschritt 0.01
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Die verwendeten Feinstruktur-Turbulenzmodelle: Die in dieser Arbeit verwendeten Fe-
instrukturmodelle sind das dynamische Modell nach Germano et al. [20] und das Smagorinsky-
Modell [71] mit der Konstanten Cs = 0.1. Weitere Simulationen ohne Feinstrukturmodell wer-
den ebenfalls in diesem Unterkapitel présentiert.

Die verwendeten Diskretisierungsverfahren: Die in diesem Unterkapitel verwendeten
raumlichen Diskretisierungsverfahren sind das Kompaktverfahren vierter Ordnung (4ter-Ordnung-
LES) und das Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung (2ter-Ordnung-LES). In den homo-
genen Richtungen werden das Kompaktverfahren sechster und achter Ordnung verwendet. Fiir
die zeitliche Diskretisierung wird das explizite Leapfrog-Verfahren (2ter-Ordnung) verwendet.
Die Poisson-Gleichung (Geschwindigkeits-Druck-Kopplung) wird analog zum Kaiptel 6.4 ent-

weder iterativ oder mit einem direkten Loser im Fourierraum geldst.

6.5.2 Ergebnisse der Grobstruktursimulationen mit dem dynamischen Modell

Geschwindigkeitsprofil und RMS-Werte: Abbildung 6.24 zeigt das Profil der horizontalen
Geschwindigkeitkomponente < U > in inneren Koordinaten fiir die beiden Grobstruktursi-
mulationen. Im logarithmischen Bereich liegen die Profile beider Simulationen iiber der Refe-
renzkurve. Abbildung 6.25 zeigt die Turbulenzintensitdten der Geschwindigkeitskomponenten
<U—-—RMS >, <V —RMS >und < W — RMS > fiir die beiden Grobstruktursimulationen.
In den beiden Grobstruktursimulationen liegen die Turbulenzintensitdten < V' — RM.S > und
< W — RMS > unterhalb der Referenzwerte, das mit der Dédmpfung des Feinstrukturmodells
in der Ndhe der Wand zusammenhéngt. Die < U — RM S > liegen oberhalb der Referenzwerte
von Kim et al. [36]. Alle Turbulenzintensitaten der 4ter-Ordnung-LES liegen im Vergleich zur
2ter-Ordnung-LES nédher an der Referenzlosung.

Feinstrukturanteil: Abbildung 6.26 zeigt die Summe der Feinstruktur-Turbulenzintensitéten:
RMS, =< U — RMS >, + <V — RMS >, + < W — RMS >, dargestellt {iber der
halben Kanalhohe ¢§ fiir die beiden Grobstruktursimulationen. Es féllt auf, daff die Summe
der Feinstruktur-Turbulenzintensitéten (also der Feinstrukturanteil) bei der 2ter-Ordnung-LES
hoher liegt als bei der 4ter-Ordnung-LES. Vergleicht man die 2ter-Ordnung-LES (mit dem Git-
ter kmg7, Tab. 6.11) mit einer weiteren Grobstruktursimulation mit dem feineren Gitter kmg8
(mit acht Mal soviel Gitterpunkten, vgl. Tab. 6.5) und dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter
Ordnung, dann stellt man fest, da} der Feinstrukturanteil in der feinen LES ebenfalls kleiner
ist als in der groben LES. Daraus kann man folgern, dafl die Verwendung des Kompaktverfah-
rens vierter Ordnung in der Grobstruktursimulation (&hnlich wie in der direkten numerischen
Simulation) der Verwendung eines feineren Gitters in der 2ter-Ordnung Simulation entspricht.
Der Feinstrukturanteil in den Turbulenzintensitéten ist in den vorgestellten Grobstruktursimu-
lationen aufgrund der niedrigen Reynoldszahl gering (< 1.0%).

Vergleicht man in der Abbildung 6.26 die Summe der Feinstruktur-Turbulenzintensitéten bei
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den Grobstruktursimulationen mit den Gittern kmg7 und kmg8 (beide 2ter-Ordnung), dann
stellt man fest, daBl diese bei kmg7 etwa doppelt so hoch liegen wie bei kmg8. Der Fein-

strukturanteil féllt beim dynamischen Modell mit dem gleichen Faktor der Gitterauflésung

RMS b AZ; grob
ab s,gro — 2,970 i
(RMSs,fein Axi,fei'n )

Wellenzahlenspektrum: Fiir die Untersuchung der Wechselwirkungen zwischen dem verwen-
deten rdumlichen Diskretisierungsverfahren und dem Feinstrukturmodell (dynamisches Modell)
sind Wellenzahlenspektren besonders hilfreich, da sie Informationen iiber den Energieinhalt be-
stimmter Wellenzahlen liefern, die fiir die Bestimmung der Koeffizienten des Feinstrukturmo-
dells mafgeblich sind. Ist der Energieinhalt dieser Wellenzahlen hoch, dann sind die Koeffi-
zienten ebenfalls hoch und die Wirkung des Feinstrukturmodells auch. Werden dagegen diese
Wellenzahlen aufgrund des hohen numerischen Fehlers (truncation error) geddmpft, dann sind
die Koeffizienten niedriger und die Wirkung des Feinstrukturmodells ist schwach.

Die Abbildungen 6.27 und 6.28 zeigen das Wellenzahlenspektrum der Geschwindigkeitskom-
ponenten U, V and W in horizontaler und lateraler Richtung in der N&he der Kanalmitte
(27 = 162) fiir beide Grobstruktursimulationen. In den Abbildungen 6.29 und 6.30 sind die-
se Wellenzahlenspektren in der Nihe der Wand (21 = 27) aufgezeichnet. Als Referenzlosung
dienen Wellenzahlenspektren der feinen 4ter-Ordnung-DNS (kmg9, gestrichelte Linien in den
Abbildungen). Betrachtet man z.B. den Energiebetrag der Wellenzahl K, = 7.0 in der Abbil-
dung 6.27 (diese Wellenzahl entspricht physikalisch einem Wirbelelement mit der rdumlichen
Ausdehnung LX =~ 1.0), dann stellt man fest, daB der Energieinhalt dieser Wellenzahl ca.
ey ~ 4-1075 bei der DNS betrigt. Bei der 4ter-Ordnung-LES hat diese Wellenzahl einen Ener-
gieinhalt von e, ~ 2-107°, wihrend die 2ter-Ordnung-LES einen um fast eine Gréfienordnung
geringeren Energiebetrag von etwa e, ~ 2.5 - 10~% aufweist. Ahnlich wie im letzten Kapitel ist
der Bereich der hohen Wellenzahlen durch den hohen numerischen Fehler (truncation error)
des Zentraldifferenzenverfahrens zweiter Ordnung nicht richtig wiedergegeben bzw. gedampft.
Durch den hoheren Energieinhalt der hohen Wellenzahlen bei der 4ter-Ordnung-LES gegeniiber
der 2ter-Ordnung-LES ist die Wirkung des Feinstrukturmodells in diesem Fall hoher. Dadurch
ist die Feinstrukturdissipation bei der Verwendung von Diskretisierungsverfahren hoherer Ord-
nung grofler als bei Verfahren niedriger Ordnung (vgl. auch Kravchenko [41]).

Die Betrachtung der Abbildungen 6.27, 6.28, 6.29 und 6.30 zeigt auch, dafl die kleinen Wel-
lenzahlen (also grole Wirbelelmenente) insbesondere in der Nidhe der Wand durch die 4ter-
Ordnung-LES genauer dargestellt werden konnen.

Hinweis: Bei der Betrachtung der Wellenzahlenspektren der Grobstruktursimulationen sollte
man immer bedenken, daf§ das Verhéltnis der verwendeten Gitterpunkte im Vergleich zur di-

rekten numerischen Simulation (kmg9) etwa 1.5% betréigt®!

8Der Aufwand fiir eine Grobstruktursimulation betriigt aufgrund des héheren Zeitschritts in der LES weniger
als 1.0%.
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6.5.3 Ergebnisse der Grobstruktursimulationen mit dem Smagorinsky-Modell

1. Grobstruktursimulationen mit kmg7:

Das Profil der horizontalen Geschwindigkeitkomponente < U > (hier nicht gezeigt) liegt bei
beiden Grobstruktursimulationen deutlich unter dem logarithmischen Wandgesetz.

Abbildung 6.31 zeigt die aufgelosten Turbulenzintensitdten der Geschwindigkeitskomponenten
<U—-RMS > <V —RMS >und <W — RMS > fiir die beiden Grobstruktursimulationen
mit dem Smagorinsky-Modell. Die Turbulenzintensititen <V — RMS > und < W — RM S >
liegen weit unterhalb der Referenzwerte, und das Maximum der < U — RM .S >-Kurve liegt bei
ca. Z = 0.18 weit nach rechts verschoben. Die hohe Feinstrukturviskositét des Smagorinsky-
Modells ist dafiir verantwortlich. Wie bei den Grobstruktursimulationen mit dem dynamischen
Modell liegen die Ergebnisse der 4ter-Ordnung-LES etwas ndher an den Referenzwerten, die
Unterschiede sind jedoch kleiner.

In der Abbildung 6.33 ist die Summe der Feinstruktur-Turbulenzintensititen RM S, =< U —
RMS >, + <V — RMS >, + < W — RMS >, fir die beiden Grobstruktursimulatio-
nen dargestellt. Auffillig in der Abbildung ist die Hohe der Feinstruktur-Turbulenzintensitéten
(Maximum betragt etwa 2-u., ), die in der gleichen GréBenordnung der Grobstruktur-Turbulenz-
intensitdten liegt. Aulerdem liegt das Maximum direkt an einer Stelle, an der nur sehr geringe
Turbulenz vorhanden sein diirfte.

Die Unterschiede zwischen der 4ter-Ordnung-LES und der 2ter-Ordnung-LES sind sehr gering.
Bedenkt man aber, daf§ die Smagorinsky-Konstante (Cs = 0.1) fiir beide Grobstruktursimula-
tionen identisch ist und die Grobstruktur dhnlich (schlecht) aufgelést wurde, dann ist es nicht
weiter verwunderlich, dafi die Effekte des Diskretisierungsverfahren vierter Ordnung geringer

ausfallen als beim dynamischen Modell.

2. Grobstruktursimulationen mit kmg8:

Da die Unterschiede der beiden verwendeten Diskretisierungsverfahren (2ter- und 4ter-Ordnung)
in den Grobstruktursimulationen mit dem groben Gitter kmg7 aufgrund der hohen Wanddamp-
fung des Smagorinsky-Modells bei groben Gittern praktisch nicht vorhanden waren, wurden
zwei weitere Grobstruktursimulationen mit dem feineren Gitter kmg8, das achtmal soviele Git-
terpunkte hat wie kmg7 (vgl. Tab. 6.5 im Kapitel 6.4) durchgefiiht. Das Gitter kmg8 wurde fiir
die direkte numerische Simulation hergenommen und lieferte ausgezeichnete Ergebnisse. Da die
Losung der Grobstruktursimulation mit dem Smagorinsky-Modell im diesem Fall besser sein

diirfte als beim kmg7, werden die Unterschiede zwischen den Diskretisierungsverfahren sichtbar.

Geschwindigkeitsprofil und RMS-Werte: Im Gegensatz zur den Grobstruktursimulatio-
nen mit dem groben Gitter kmg7 zeigt das Profil der horizontalen Geschwindigkeitkomponente
< U > (hier nicht gezeigt) fiir die beiden Grobstruktursimulationen mit dem feinen Gitter sehr
gute Ubereinstimmung mit dem linearen und logarithmischen Wandgesetz.

Abbildung 6.32 zeigt die aufgelosten Turbulenzintensititen der Geschwindigkeitskomponenten
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<U-—-RMS > <V —RMS >und <W — RMS >. In den beiden Grobstruktursimulationen
liegen die berechneten Turbulenzintensititen in relativ guter Ubereinstimmung mit den Refe-
renzdaten von Kim et al. [36]. Sie liegen allerdings leicht unterhalb der DNS-Lésung (vgl. Abb.
6.11), obwohl das gleiche Gitter fiir die DNS und die LES verwendet wurde. Die vorhandene
Feinstrukturviskositét des Smagorinsky-Modells ist dafiir verantwortlich. Der Feinstrukturan-
teil ist in diesem Fall viel geringer als beim groben Gitter kmg7. Das Maximum der Summe
der Feinstruktur-Turbulenzintensitaten RMS, =< U — RMS >, + <V — RMS >, + <
W — RMS >, betrigt etwa 7 - 1072 und liegt damit um einige Gréflenordnungen unter dem
Wert des groben Gitters (kmg7). Im Gegensatz zum dynamischen Modell féllt die Summe der
Feinstruktur-Turbulenzintensitdten beim Smagorinsky-Modells nicht um den gleichen Faktor

. . RMS Az,
ab wie der Gitterabstand (g5 # Azl.’j“_)b ).
s, fein i,fein

Momente héherer Ordnung: Abbildung 6.34 zeigt einen Vergleich der Schiefe der vertika-
len Geschwindigkeitsfluktuationen S, der beiden Grobstruktursimulationen mit den Daten von
Kim et al. [36]. Die Unterschiede zwischen den beiden Grobstruktursimulationen sind &hnlich
wie bei der DNS beschrieben (Kapitel 6.4, Abb. 6.13). Die Schiefe S,, ist in der 4ter-Ordnung-
LES wesentlich ndher an der Referenzlosung als in der 2ter-Ordnung-LES. Vergleicht man
die Ergebnisse der beiden Grobstruktursimulationen mit feinem Gitter (kmg8) mit denen mit
grobem Gitter (kmg7), dann stellt man fest, dafl die Unterschiede zwischen den beiden Diskre-
tisierungsverfahren sich nur beim feinen Gitter bemerkbar machen. Beim groben Gitter bringt
die Erhohung der Ordnung des rdumlichen Diskretisierungsverfahrens nicht viel -im Gegensatz
zum dynamischen Modell, bei dem die Unterschiede zwischen den Diskretisierungsverfahren

auch beim groben Gitter (kmg7) sichtbar waren.

Wellenzahlenspektrum: In den Abbildungen 6.35 und 6.36 sind eindimensionale Wellenzah-
lenspektren der Geschwindigkeitskomponenten U, V und W in den beiden homogenen Rich-
tungen X und Y der feinen LES (kmg8, 4ter-Ordnung-LES und 2ter-Ordnung-LES) und der
4ter-Ordnung-DNS (kmg9) aufgetragen. Die Wellenzahlenspektren sind an den beiden vertika-
len Positionen z™ &~ 162 (in der Ndhe der Kanalmitte) und 2™ &~ 27 (Wandnéhe) eingetragen
(exakt an den gleichen Positionen wie im letzten Kapitel 6.4, vgl. Abb. 6.22 und 6.23).

Als Referenzlosung dienen wiederum Wellenzahlenspektren der DNS (kmg9, gestrichelte Linien
in den Abbildungen). Abbildung 6.35 zeigt, dal die Wellenzahlenspektren der 4ter-Ordnung-
LES besser mit den Spektren der DNS {ibereinstimmen als in der 2ter-Ordnung-LES, insbeson-
dere im Bereich hoher Wellenzahlen (kleinere Wirbelelemente). Dies gilt allerdings nur fir die
Hauptstromungsrichtung. In der lateralen Richtung sind an dieser Position sowie in der Néhe
der Wand (Abb. 6.36) die Losungen der 4ter-Ordnung-LES und der 2ter-Ordnung-LES fast
identisch und liegen beide eindeutig unter der Referenzlésung der DNS, d.h. die Verbesserung
der Losung durch das Kompaktverfahren vierter Ordnung wird mit zunehmendem Abstand von
der Wand eindeutiger. In der Ndhe der Wand weist das Smagorinsky-Modell eine hohe Visko-

sitdt auf, daher ist die Untersuchung von Wellenzahlenspektren oder zeitliche Energiespektren
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in Wandnéhe mit diesem Modell problematisch, insbesondere weil in Wandregionen hohe Wel-
lenzahlen eine wichtige Rolle im Impuls- und Energieaustausch spielen. Das dynamische Modell

ist in diesen Féllen (z.B. Grenzschicht- bzw. Kanalstromung) besser geeignet.

6.5.4 Zusammenfassende Diskussion der Ergebnisse der Grobstruktursimulatio-

nen mit Feinstrukturmodell

In diesem Unterkapitel wurden die Wechselwirkungen zwischen dem Feinstrukturmodell und
dem verwendeten rdumlichen Diskretisierungsverfahren untersucht. Zum Einsatz kamen das
dynamische Modell und das Smagorinsky-Modell. Die verwendeten Diskretisierungsverfahren
sind das Kompaktverfahren vierter Ordnung nach Kapitel 3 und das Zentraldifferenzenverfah-
ren zweiter Ordnung. Die erzielten Ergebnisse lassen keine allgemeine Aussage beziiglich dieser
Wechselwirkungen zu. Vielmehr mufl man zwischen den verschiedenen Feinstrukturmodellen
unterscheiden.

Bei der Grobstruktursimulation mit dem dynamischen Modell wird die Verwendung des
Kompaktverfahrens vierter (und hoéherer) Ordnung anstelle des Zentraldifferenzenverfahrens
zweiter Ordnung vom Verfasser empfohlen -unabhéngig vom verwendeten Berechnungsgitter.
Die Ergebnisse der 4ter-Ordnung-LES sind genauer als die 2ter-Ordnung-LES. Die Feinstruktur-
Turbulenzintensitéten sind bei der 4ter-Ordnung-LES geringer, dhnlich wie bei der Verwendung
eines feineren Berechnungsgitters in der 2ter-Ordnung-Simulation. Durch die Untersuchung
von Wellenzahlenspektren konnten die besseren Ergebnisse der 4ter-Ordnung-LES erklért wer-
den. Die Wellenzahlenspektren der 4ter-Ordnung-LES liegen unabhdngig vom Abstand von der
Wand ndher an der Referenzlosung der DNS als die 2ter-Ordnung-LES. Insbesondere wird der
Bereich der hohen Wellenzahlen besser dargestellt als in der 2ter-Ordnung-LES. Da das Fein-
strukturmodell die aufgeloste Energie dissipieren muf, ist die Feinstrukturdissipation bei der
4ter-Ordnung-LES hoher als bei der 2ter-Ordnung-LES.

Bei der Verwendung des Smagorinsky-Modells sollte die Verwendung des Kompaktverfah-
rens hoherer Ordnung mit dem verwendeten Berechnungsgitter und in manchen Féllen mit dem
Stromungsproblem selbst abgewogen werden. Grundsiétzlich gilt: je gréber das Berechnungsgit-
ter (d.h. je hoher die Reynoldszahl des Stromungsproblems), desto schlechter ist die Losung in
Wandnéhe — unabhéngig vom verwendeten Diskretisierungsverfahren. Bei einer ,,verniinftigen”
Auswahl des Gitters kann das Kompaktverfahren verwendet werden und eine Verbesserung
der Losung gegeniiber dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung kann erwartet werden.
Dies gilt insbesondere fiir Stromungsfille, bei denen der Einflufl der Wand gering ist (z.B. freie
Scherschichten). In Wandnéhe sind die Unterschiede zwischen den Diskretisierungsverfahren

gering.
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6.5.5 Ergebnisse von Simulationen ohne Feinstrukturmodell

Im diesem Unterkapitel werden mehrere Simulationen mit dem groben Gitter (kmg7) ohne
Feinstrukturmodell zum Vergleich verschiedener Diskretisierungsverfahren durchgefiihrt. Dabei

kamen folgende Kompaktverfahren héherer Ordnung zum Einsatz:

Verfahren A: Kompaktverfahren vierter Ordnung in allen Koordinatenrichtungen, (4-4-4)-
Ordnung.

Verfahren B: Kompaktverfahren sechster Ordnung in den homogenen Richtungen (X und Y),
und vierter Ordnung in Z-Richtung, (6-6-4)-Ordnung.

Verfahren C: Kompaktverfahren achter Ordnung in den homogenen Richtungen (X und Y),
und vierter Ordnung in Z-Richtung, (8-8-4)-Ordnung.

Die Abbildungen 6.37 und 6.38 zeigen das Profil der Geschwindigkeitskomponente < U > in
inneren Koordinaten und die Turbulenzintensititen der Geschwindigkeitskomponenten
<U—-RMS >, <V —RMS >und < W — RMS > fiir die Simulation mit dem Verfahren A
im Vergleich zum linear-logarithmischen Wandgesetz bzw. zu den Ergebnissen von Kim et al.
[36]. Das Geschwindigkeitsprofil liegt erstaunlich gut auf der Kurve des linearen und logarith-
mischen Wandgesetzes, wenn man die geringe Anzahl der verwendeten Gitterpunkte bedenkt.
Gute Ubereinstimmung der Turbulenzintensitiiten der 4ter-Ordnung-LES ist mit den Referenz-
daten ebenfalls festzustellen. Die < U — RM S > der 2ter-Ordnung-LES sind zu hoch.

In der Abbildung 6.39 ist ein Vergleich der Schiefe der W-Fluktuationen iiber der halben Ka-
nalhche dargestellt. Dort zeigt sich, dafl die Erhohung der Ordnung des Kompaktverfahrens
auf sechs die Qualitdt der numerischen Losung wesentlich verbessert. Eine Erhéhung der Ord-
nung auf acht hat keine entscheidende Verbesserung mehr gebracht. Eigenartig, daf§ die Schiefe
der W-Fluktuationen der 2ter-Ordnung-Losung (ohne Modell) mit den Referenzwerten besser
tibereinstimmt als die 2ter-Ordnung-DNS mit achtmal so vielen Gitterpunkten (vgl. Abbildung
6.13).
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ABBILDUNG 6.24: Normierte mittlere Geschwindigkeit < U > in inneren Koordinaten in hal-

blogarithmischer Darstellung, kmg7, — — — 4ter-Ordnung-LES, - - - 2ter- Ordnung-LES, —
linear-logarithmisches Wandgesetz: UT = 5.5 4+ 2.5 - InZ*, Symbole: Kim et al. [36]

ABBILDUNG 6.25: RMS-Werte der Geschwindigkeitsfluktuationen mit dem dynamischen Mo-
dell, — — — 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-Ordnung-LES, kmg7, Symbole: Kim et al. [36]
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ABBILDUNG 6.26: Summe der Feinstruktur-Turbulenzintensititen RM S, =< U — RMS >,
+ <V —-—RMS >, +<W —RMS >;, — — — 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-Ordnung-LES, beide
mit kmg7, - - - - 2ter-Ordnung-LES (mit achtmal feinerem Gitter (kmg8) und dem dynamischen
Modell)
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ABBILDUNG 6.27: Wellenzahlenspektrum der Geschwindigkeitskomponenten U, V and W in

horizontaler Richtung (X) in der Ndhe der Kanalmitte (2% = 162), — — 2ter-Ordnung-LES, —
4ter-Ordnung-LES (kmg7, dynamisches Modell), - - - - DNS (kmg9)
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ABBILDUNG 6.28: Wellenzahlenspektrum der Geschwindigkeitskomponenten U, V and W in
lateraler Richtung (Y) in der Ndhe der Kanalmitte (27 = 162), — — 2ter-Ordnung-LES, —
4ter-Ordnung-LES (kmg7, dynamisches Modell), - - - - DNS (kmg9)
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ABBILDUNG 6.29: Wellenzahlenspektrum der Geschwindigkeitskomponenten U, V and W in
horizontaler Richtung (X) in der N&he der Wand (2* = 27), — — 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-

Ordnung-LES (kmg7, dynamisches Modell), - - - - DNS (kmg9)
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ABBILDUNG 6.30: Wellenzahlenspektrum der Geschwindigkeitskomponenten U, V and W in
lateraler Richtung (Y) in der Ndhe der Wand (2t = 27), — — 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-
Ordnung-LES (kmg7, dynamisches Modell), - - - - DNS (kmg9)
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Urms, Vrms, Wrms

ABBILDUNG 6.31: RMS-Werte (Grobstruktur) der Geschwindigkeitsfluktuationen mit dem
Smagorinsky-Modell, — — 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-Ordnung-LES, kmg7, Symbole: Kim et
al. [36]

Urms, Vrms, Wrms
[A]

S U
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AAA

ABBILDUNG 6.32: RMS-Werte (Grobstruktur) der Geschwindigkeitsfluktuationen mit dem
Smagorinsky-Modell, — — 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-Ordnung-LES, kmg8, Symbole: Kim et
al. [36]
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ABBILDUNG 6.33: Summe der Feinstruktur-Turbulenzintensititen RM S, =< U — RMS >,

+ <V —-—RMS >, +<W —RMS >,, —— — 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-Ordnung-LES, beide
mit kmg7, - - - - 2ter-Ordnung-LES (mit achtmal feinerem Gitter (kmg8) und dem Smagorinsky-
Modell)
1
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ABBILDUNG 6.34: Schiefe der W-Fluktuationen, kmg8, Smagorinsky-Modell, — — 2ter-Ordnung-
LES, — 4ter-Ordnung-LES, Symbole: Kim et al. [36]
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4th—order Hermitian scheme, — — — —  2nd-order central diff. scheme (both kmg8, LES)
_______ DNS (fine grid, kmg9)

ABBILDUNG 6.35: Wellenzahlenspektrum in der Hauptstromungsrichtung X (oben) und in der
lateralen Richtung Y (unten) an der vertikalen Stelle z* ~ 162.0, kmg8, Smagorinsky-Modell
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4th—order Hermitian scheme, — — — —  2nd-order central diff. scheme (both kmg8, LES)

_______ DNS (fine grid, kmg9)

ABBILDUNG 6.36: Wellenzahlenspektrum in der Hauptstromungsrichtung (X), oben und in der
lateralen Richtung (Y), unten an der vertikalen Stelle z* & 27.0, kmg8, Smagorinsky-Modell
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ABBILDUNG 6.37: Normierte mittlere Geschwindigkeit < U > in inneren Koordinaten, kmg7

ohne Feinstrukturmodell, — — — Verfahren A, - - - Verfahren B, - - - Verfahren C, — linear-
logarithmisches Wandgesetz: Ut = 5.5 4 2.5 - InZ™, Symbole: Kim et al. [36]

ABBILDUNG 6.38: RMS-Werte der Geschwindigkeitsfluktuationen ohne Feinstrukturmodell, —
Verfahren A, - - - 2ter-Ordnung (zentral), kmg7, Symbole: Kim et al. [36]
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ABBILDUNG 6.39: Schiefe der W-Fluktuationen S,,, Simulation ohne Modell, kmg7, — — —

Verfahren C (8,8,4), — Verfahren B (6,6,4), - - - Verfahren A (4,4,4), - -

Zentral, Symbole: Kim et al. [36]

- 2ter-Ordnung



DNS einer transitionellen Stromung iiber eine riickwértsgewandte Stufe 115

6.6 Direkte numerische Simulation einer transitionellen Strémung

iiber eine riickwirtsgewandte Stufe

In diesem Unterkapitel wird eine direkte numerische Simulation (DNS) einer transitionellen
Stromung iiber eine riickwirtsgewandte Stufe durchgefiihrt. Die Zustromung ist eine lamina-
re Blasius-Grenzschicht und die Reynoldszahl des Stréomungsproblems betréagt: Re;, = % =
3000, wobei h die Stufenhohe und U, die Auflengeschwindigkeit sind.

Die laminare Grenzschicht 16st bei der Uberstrémung der Stufenkante ab und es entsteht ei-
ne laminare, freie Scherschicht. Diese Scherschicht rollt sich mit zunehmender Lauflinge auf
und wird turbulent. Sie trennt die wandnahe turbulente Region von der laminaren &dufleren
Stromung. Dieser transitionelle Vorgang kann (wie bereits im Kapitel 6.2 festgestellt wurde)
mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung genauer berechnet werden als mit dem Zentral-
differenzenverfahren zweiter Ordnung, da kleine Wellenlédngen (hohe Wellenzahlen) den Tran-
sitionsvorgang in Gang setzen und diese durch das Kompaktverfahren vierter Ordnung besser
erfafit werden konnen.

Die direkte numerische Simulation der transitionellen Stufenstromung wird mit der direkten
numerischen Simulation von Wengle et al. [76] (mit dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter
Ordnung) und dem Experiment von Huppertz & Janke [29] vergleichen.

Eine weitere Arbeit, die sich ebenfalls mit der Transition in der Stufenstromung beschéftigt,
ist die Grobstruktursimulation von Delcayre [13] (Re, = Y% = 5100). In dieser Grobstruktur-
simulation wird der Transitionsproze durch die Uberlagerung des Geschwindigkeitsprofils mit

vorgegebenen Fluktuationen an der Stufenkante in Gang gesetzt.

6.6.1 Parameter der direkten numerischen Simulation

Normierung: In den folgenden Ausfiihrungen sind alle Geschwindigkeits- und Fluktuations-
grofien mit der Aulengeschwindigkeit U, und alle Léngengrofien mit der Stufenhéhe A normiert.
Das Berechnungsgebiet: Die Dimensionen des Berechnungsgebiets betragen (LX, LY, LZ) =
(22.92,6.0,11.76) Stufenhohen h. X ist dabei die Langsrichtung, Y die laterale und Z die ver-

tikale Richtung. Das Expansionsverhéltnis der Stufe, ER = Lé{ - betrdgt 1.09, wobei LZ die

Hohe des Berechnungsgebiets darstellt.

Das Berechnungsgitter: Um alle relevanten rdumlichen Langenskalen der turbulenten Strémung
auflosen zu konnen, wird ein Berechnungsgitter mit (NX, NY, NZ) = (512,128,192) Gitter-
punkten (ca. 12.5-10°%) verwendet. Das Gitter ist dabei in X-Richtung iiber der Stufe (zwischen
X = —5.0 und X = 0.0) nichtdquidistant (verdichtet von AX = 0.1 auf AX = 0.04) und
ab X = 0.0 dquidistant (AX = 0.04). In Y-Richtung, bei der periodische Randbedingungen
angenommen werden, ist das Gitter dquidistant (AY = 0.046875). In Z-Richtung ist der Gitter-
abstand zwischen Z = 0.0 und Z = 1.5 konstant und betragt AZ = 0.0156. Zwischen Z = 1.5
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und Z = 6.0 steigt der Gitterabstand auf AZ = 0.18 und bleibt bis Z = 11.76 bei diesem Wert.
Durch a posteriori Berechnung der Dissipation der Stromung (€,,., = 0.04) kann die Kolmogorov
Mikrolidnge (n = (v*/ 6)1/ %) berechnet werden. Diese betriigt = 0.0055. Die Maschenweiten
des verwendeten Gitters betragen Ax ~ 7.2n, Ay ~ 8.5n und Az,,;, ~ 2.8.
Randbedingungen: Die Zustrémung bei X = —5.0 hat ein konstantes Geschwindigkeitspro-
fil. Bis zur Ablosestelle (X = 0.0) entwickelt sich eine laminare Blasius-Grenzschicht mit einer
Grenzschichtdicke d/h = 0.2. In der Y-Richtung werden periodische Randbedingungen an-
genommen. In der Z-Richtung sind unten eine feste Wand und oben eine mitbewegte Wand
definiert.

Die rdumliche Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichung erfolgt analog zu den vorherigen
Kapiteln mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung in allen Koordinatenrichtungen. Fiir die
zeitliche Diskretisierung wird ebenfalls das explizite und von zweiter Ordnung genaue Leapfrog-
Verfahren verwendet. Die Poisson-Gleichung (Geschwindigkeits-Druck-Kopplung) wird iterativ
gelost.

6.6.2 Vergleich des augenblicklichen Stromungsfeldes

Abbildung 6.40 gibt einen ersten Eindruck iiber die transitionelle Strémung iiber die Stufe. Der
Ablosepunkt der laminaren Grenzschicht, das Aufrollen der Scherschicht, die Wiederanlegezone
an der Wand und die Entwicklung einer turbulenten Grenzschicht nach der Wiederanlegezone
sind dort zu erkennen. Abbildung 6.40a zeigt ein augenblickliches Vektorbild der Stromung in
einer X-Z-Ebene, in dem die Rezirkulationszone und der augenblickliche Wiederanlegepunkt der
Scherschicht sichtbar sind. In der Abbildung 6.40b sind Druckfluktuationen des Stromungsfeldes
(p' = £0.01) ebenfalls in einer X-Z-Ebene dargestellt. Die negativen Werte der Druckfluktuatio-
nen kennzeichnen dabei die lateralen Wirbel. Diese Wirbel, die nach dem laminar-turbulenten
Umschlag entstehen, sind am Anfang zweidimensional. Dies ist ebenfalls in den Abbildungen
6.40c und 6.41 ersichtlich.

In der Abbildung 6.41 ist eine 3D-Darstellung von Isooberflichen konstanter Druckfluktuatio-
nen des Stromungsfeldes (p’ = £0.015) dargestellt. Die zweidimensionalen lateralen Wirbel
werden mit zunehmender Lauflinge dreidimensional. Sie treffen auf den Boden und werden in
longitudinale Wirbel umgewandelt.

Wie bereits zuvor erwihnt, erfahrt die freie Scherschicht einen transitionellen Vorgang. Dieser
Vorgang ist in der Abbildung 6.42 zu sehen. Dort sind Isolinien der lateralen Wirbelstéarke zwi-
schen w, = 45.0 (durchgezogene Linien) und w, = —5.0 (gestrichelte Linien) dargestellt. Die
Entstehung der lateralen zweidimensionalen Wirbel und ihre Umwandlung in kleinere longitu-
dinale Wirbel (w,) sind typische Merkmale fiir diese Strémung,.

Um die Frage zu klaren, inwieweit sich das augenblickliche Stromungsfeld durch die Verwen-

dung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung dndert, wurden ausgehend vom gleichen Zustand
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zwei Rechnungen mit den beiden Verfahren durchgefiihrt.

In der Abbildung 6.42 ist die Wirbelstarke w, fiir die beiden Verfahren nach 6.0, 8.0, 10.0, 12.0
und 14.0 dimensionslosen Zeiten dargestellt. Eine dimensionslose Zeit ist dabei die Zeit, die ein
massenloses Partikel braucht, um eine Strecke von 1.0 (die Stufenhéhe h) mit der Stromungs-
geschwindigkeit U,, = 1.0 zuriickzulegen. Abbildung 6.42 zeigt, dafl die typische Transportge-
schwindigkeit der grolen lateralen Wirbel beim Kompaktverfahren vierter Ordnung hoher ist
als beim Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung. Die Ursache dafiir liegt im wesentlich

kleineren Phasenfehler des Kompaktverfahrens vierter Ordnung (vgl. auch Abbildung 6.1).

6.6.3 Vergleich des mittleren Stromungsfeldes

Eine fiir die Stufenstromung charakteristische Grofle ist die mittlere Rezirkulationsldnge X,
(definiert als die Stelle, an der sich das Vorzeichen der mittleren horizontalen Geschwindig-
keitskomponente < U > an der Wand &ndert). Sie betrégt in dieser DNS X, 4, = 6.4 - h. In
der DNS von Wengle et al. [76] mit dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung war diese
Xy 2na = 6.5 - h. Beide Ergebnisse stimmen mit dem Experiment von Huppertz & Janke [29]
(Xyexpr = 6.4+ h) iiberein.

In den Abbildungen 6.43, 6.45 und 6.46 sind die mittleren Geschwindigkeitskomponenten < U >
und < W > im Vergleich zum Experiment von Huppertz & Janke [29] graphisch dargestellt.
Der Vergleich zeigt eine gute Ubereinstimmung zwischen der numerischen Simulation und den
experimentellen Ergebnissen. Der Vergleich der mittleren Geschwindigkeitskomponenten < U >
und < W > zwischen dem Kompaktverfahren und dem Zentraldifferenzenverfahren ergab keine
nennenswerten Unterschiede (Abbildung 6.44).

Abbildung 6.47 zeigt den Verlauf der mittleren vertikalen Geschwindigkeitskomponente < W >
im Bereich des Ausstromrands durch die ersten drei Gitterpunkte an der Wand. Wéhrend diese
wandnahen Verldufe der < W >-Komponente beim Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ord-
nung starke ,,wiggles” aufweisen, die sich stromauf in das Berechnungsgebiet ausbreiten, sind
diese beim Kompaktverfahren vierter Ordnung nicht vorhanden. Die Ursache dafiir liegt in
der Verwendung der neuen Ausstromrandbedingung (Extrapolation vierter Ordnung) statt der
herkémmlichen (Gradient=0)-Randbedingung und in der besseren réaumlichen Auflésung der

Gradienten durch das Kompaktverfahren in Bereich des Ausstromrands.

6.6.4 Vergleich der Statistik 2. Ordnung

Eine Darstellung der RMS-Werte der Geschwindigkeitskomponenten U und W zwischen X =
0.0 und X = 10.0 ist in der Abbildung 6.48 fiir das Kompaktverfahren vierter Ordnung im
Vergleich zum Experiment von Huppertz & Janke [29] gezeigt. Mit Ausnahme der Stelle X = 4.0

stellt man eine gute Ubereinstimmug der RMS-Werte mit dem Experiment fest. An dieser Stelle
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(X = 4.0) wurden hohere RMS-Werte gemessen, was auf einen kiirzeren Transitionsprozefi im
Experiment aufgrund vorhandener Stérungen in der ankommenden Stromung zuriickzufiihren
ist.

In den Abbildungen 6.49 und 6.50 sind die < v/’ > — und < w'w’ > —Komponenten des
Schubspannungstensors fiir die beiden Verfahren im Vergleich zum Experiment von Huppertz
& Janke [29] dargestellt. Deutliche Unterschiede zwischen dem Kompaktverfahren und dem
Zentraldifferenzenverfahren sind im transitionellen Bereich (bis ca. X = 4.0) erkennbar. Ab ca.
X = 5.0 sind nur kleine Unterschiede zu erkennen. Die bessere Ubereinstimmung der Ergebnisse
des Kompaktverfahrens mit dem Experiment ist dadurch zu erkldren, dafl der Transitionsprozefl
mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung (im allgemeinen mit Diskretisierungsverfahren

hoherer Ordnung) besser wiedergegeben wird (vgl. auch Kapitel 6.2).

6.6.5 Visualisierung der transitionellen Stufenstrémung durch Videoanimationen

In den letzten beiden Abschnitten wurden die Vorteile des Kompaktverfahrens vierter Ordnung
gegeniiber dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung in der Statistik erster und zweiter
Ordnung gezeigt. In diesem Abschnitt werden die Daten der 4ter-Ordnung-DNS dazu verwen-
det, um die transitionelle Stromung iiber der Stufe zu visualisieren. Dazu wurden etwa 2000
Stichproben der 4ter-Ordnung-DNS im gesamten Stromungsfeld gesammelt. Der Speicherbedarf
fiir die Stichproben betrédgt etwa 40 GByte, obwohl nur jeder zweite Gitterpunkt berticksich-
tigt wurde. Das Hauptinteresse bei der Visualisierung der transitionellen Strémung {iber eine
riickwartsgewandte Stufe richtet sich auf die Entstehung der lateralen Wirbel in Folge der
Scherschichtaufrollung sowie die Hin- und Herbewegung (,,flapping”) der Wiederanlegezone in

der Hauptstromungsrichtung.

,,Flapping” der Rezirkulationszone: Viedoanimationen zeigen die Bewegung der Rezirku-
lationszone in der Hauptstromungsrichtung. In der Abbildung 6.51 ist eine Rezirkulationslinie
(Verlauf der Linie X, = 0.0) zu erkennen, die zwischen positiven und negativen horizonta-
len Geschwindigkeiten liegt. Dunkle Fliachen in dieser Abbildung kennzeichnen dabei negative
und helle Flachen positive Werte. Das quasi periodische Verhalten der Hin- und Herbewegung
der Rezirkulationszone ist zu verschiedenen Zeiten zu sehen. Die Abbildungen 6.51a,c,e zeigen
die Rezirkulationslinie ungefdhr an den Position X = 6.0, wiahrend diese in den Abbildungen
6.5111,b,d,f an der Position X =~ 7.0 liegt. Die Zeitdifferenz zwischen diesen Abbildungen be-
tragt etwa zehn dimensionslose Zeiten (T =~ 10h/U). Die sich daraus ergebende Frequenz
betrégt also Str = f - h/Us ~ 0.1. Bildet man ein zeitliches Energiespektrum der horizonta-
len Geschwindigkeitskomponente U unmittelbar nach der mittleren Wiederanlegezone und in
unmittelbarer Ndhe zur Wand (X=7.8,2=0.08), so stellt man ein eindeutiges Peak im Energie-
spektrum fest (s. Abb. 6.52). Die eindeutige Frequenz in dieser Abbildung betrigt Str ~ 0.1

und ist somit die Frequenz der Wiederanlegezone.
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Die Rezirkulationslinie bewegt sich zwischen den horizontalen Positionen X ~ 5.5 und X =~ 7.5.
In Viedeoanimationen beobachtet man eine plotzliche Riickbewegung der Rezirkulationslinie
(bis X ~ 5.5) gefolgt von einer langsamen Vorwértsbewegung (bis X =~ 7.5). Diese Bewegun-
gen der Rezirkulationslinie wurden auch von Eaton & Johnston [15] und von Le & Moin [43]
beobachtet. Le & Moin [43] begriindeten diese periodische Bewegung der Wiederanlegezone mit
der Ablosung von grofirdaumigen Wirbelstrukturen, wihrend Eaton & Johnston [15] diese mit
einem starken Entrainment-Ereignis, das zu einem Ungleichgewicht zwischen Riickstromung
und Entrainment fithrt und die Wiederanlegeldnge verkiirzt. Danach folgt ein langsames Wie-
deranwachsen der Blasenlénge bis ein erneutes massives Entrainment-Ereignis eintritt.

Da das ,,flapping” der Rezirkulationszone bei zweidimensionalen Simulationen von Le & Moin
[44] beobachtet wurde, scheint es sich beim ,,flapping” um ein zweidimensionales Phénomen zu
handeln.

Visualisierung der lateralen Wirbel in der Scherschicht: Die anfangs laminare Scher-
schicht rollt sich mit zunehmender Lauflinge auf und es entstehen zunéchst lateral ausgerichtete
Wirbel. Abbildung 6.53 zeigt die Bewegung dieser lateralen Wirbel in der Scherschicht, darge-
stellt durch Iso-Oberflichen negativer Druckfluktuationen (p’ = —0.01).

In dieser Abbildung beobachtet man einen solchen lateralen Wirbel, der innerhalb der Scher-
schicht an der Position X ~ 3.0 entsteht. Dieser Wirbel ist in seiner Struktur zunéchst zweidi-
mensional und wird mit zunehmender Lauflinge dreidimensional. Diese Umwandlung geschieht
durch Stérungen, die aus der Rezirkulationszone kommen (Riickstromung). Im weiteren Ver-
lauf wird die Dreidimensionalitdt des Wirbels stirker und der Wirbel bekommt fast die Form
einer Sinuswelle. Danach kommt er in Beriithrung mit der Wand, wodurch kleinere bogenartige
Wirbel entstehen, die teilweise dissipieren bevor sie konvektiv weiter transportiert werden.
Der zweite Wirbel in der Abbildung 6.53, der etwa an der gleichen Position (X ~ 3.0) ent-
steht, wird stark durch den vorherigen Wirbel beeinfluit und der dreidimensionale Charakter
wird schneller erreicht als beim vorherigen Wirbel. Der Beginn eines Wirbelpaarungsprozesses

(vortez-pairing) zwischen diesen Wirbeln kann ebenfalls in der Abbildung beobachten werden.

6.6.6 Zusammenfassung

Eine direkte numerische Simulation der transitionellen Stufenstromung wurde mit dem Kom-
paktverfahren vierter Ordnung durchgefiihrt. Die Fiahigkeit des Kompaktverfahrens zur Be-
rechnung von Hindernisiiberstromungen wurde damit unter Beweis gestellt. Die statistischen
Ergebnisse der 4ter-Ordnung-DNS stimmen mit dem Experiment von Huppertz & Janke [29]
besser iiberein als die Ergebnisse der 2ter-Ordnung-DNS. Das gilt insbesondere fiir die stati-
stischen Werte hoherer Ordnung. Die Transition konnte mit dem Kompaktverfahren vierter

Ordnung besser erfaflt werden.
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ABBILDUNG 6.40: Transitionelle Stromung iiber eine riickwértsgewandte Stufe
a) und b) augenblickliches Stromungsfeld in einer (X-Z)-Ebene bei Y = 3.0:

a) Vektorfeld, b) Druckfluktuationen (normiert mit pUZ2 ),

¢) Druckfluktuationen in einer (X-Y) Ebene an der Wand (Z = 0.008),

durchgezogene Linien: positive Werte, gestrichelte Linien: negative Werte
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ABBILDUNG 6.41: Isooberflichen der Druckfluktuationen (p’ = £0.015), dunkle Oberfldchen:
negative Werte, helle Oberflachen: positive Werte
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2nd-order central differencing scheme 4th-order Hermitian scheme

ABBILDUNG 6.42: Wirbelstarke w, = =£5.0 stromab der Stufe, links: Zentraldiff. 2ter
Ordnung, rechts: Kompaktverfahren 4ter Ordnung, von oben nach unten: T' = h/U, =
6.0, 8.0,10.0,12.0, 14.0, durchgezogene Linien: positive Werte, gestrichelte Linien: negative Wer-

te
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ABBILDUNG 6.43: Vergleich der Profile der mittleren Geschwindigkeiten < U > (oben) und
< W > (unten) zwischen X = 0.0 und X = 10.0 mit den experimentellen Daten von Huppertz
& Janke [29] (Symbole), 4ter-Ordnung-DNS (Linien)
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ABBILDUNG 6.44: Vergleich der Profile der mittleren Geschwindigkeiten < U > (oben) und

< W > (unten) zwischen der 4ter-Ordnung-DNS (durchgezogene Linie) und der 2ter-Ordnung-
DNS [76] (gebrochene Linie)
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ABBILDUNG 6.45: Vergleich der Profile der mittleren Geschwindigkeiten < U > zwischen

X

1.0 und X = 8.0 mit den experimentellen Daten von Huppertz & Janke [29] (Symbole),

4ter-Ordnung-DNS (Linien)
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ABBILDUNG 6.46: Vergleich der Profile der mittleren Geschwindigkeiten < W > zwischen
X = 1.0 und X = 8.0 mit den experimentellen Daten von Huppertz & Janke [29] (Symbole),
4ter-Ordnung-DNS (Linien)
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2nd-order central differencing scheme 4th-order Hermitian scheme

ABBILDUNG 6.47: Verlauf der mittleren vertikalen Geschwindigkeitskomponente < W > im
Bereich des Ausstromrands durch die ersten drei Gitterzellen an der Wand, links: 2ter-Ordnung-
DNS [76], rechts: 4ter-Ordnung-DNS
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ABBILDUNG 6.48: Vergleich der RMS-Werte: oben: < U — RMS >, unten: < W — RM S >
zwischen X = 0.0 und X = 10.0 mit den experimentellen Daten von Huppertz & Janke [29]
(Symbole), 4ter-Ordnung-DNS (Linien)
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ABBILDUNG 6.49: Verlauf der < v'u/ > — Komponente des Schubspannungstensors, durchge-
zogene Linie: 4ter-Ordnung-DNS, gestrichelte Linie: 2ter-Ordnung-DNS [76], Symbole: Experi-
ment [29]
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ABBILDUNG 6.50: Verlauf der < w'w’ > — Komponente des Schubspannungstensors, durchge-
zogene Linie: 4ter-Ordnung-DNS, gestrichelte Linie: 2ter-Ordnung-DNS [76], Symbole: Experi-
ment [29]
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ABBILDUNG 6.51: Verlauf der augenblicklichen Geschwindigkeitskomponente U an der Wand
(Z = 0.08), dunkle Flichen: negative Werte, helle Flachen: positive Werte, 4ter-Ordnung-DNS

ABBILDUNG 6.52: Zeitliches Energiespektrum der horizontalen Geschwindigkeitskomponente
U in der Néhe der Wand (X = 7.6, Z = 0.08)
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ABBILDUNG 6.53: Iso-Oberflichen der Druckfluktuationen (p’ = —0.01) stromab der Stufe
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6.7 Zusammenfassung der Ergebnisse der Validierungsrechnungen

Das in Kapitel 3 entwickelte Kompaktverfahren vierter Ordnung fiir nichtéquidistante und
versetzte Maschengitter konnte in diesem Kapitel mit verschiedenen ein-, zwei- und dreidimen-

sionalen Testfallen validiert werden.

Die Fehlerbetrachtung an einem einfachen eindimensionalen Testproblem (konvektiver Trans-
port von Sinuswellen, Kapitel 6.1) hat ergeben, dafl die in der numerischen Simulation
tatséchlich erzielte Genauigkeit des Verfahrens bei periodischen und nichtperiodischen Rand-
bedingungen die Ordnung wvier hat. Durch die Betrachtung des Phasenfehlers konnte das ausge-
zeichnete Losungsverhalten des Kompaktverfahrens vierter Ordnung demonstriert werden. Es
konnte weiterhin gezeigt werden, dafl das Kompaktverfahren vierter Ordnung viel weniger Git-
terpunkte in einer numerischen Simulation benétigt als das Zentraldifferenzenverfahren zweiter
Ordnung (bis zur Hélfte der Anzahl der Gitterpunkte), um einen vergleichbaren Diskretisie-

rungsfehler zu verursachen.

In Kapitel 6.2 wurde der laminar-turbulente Umschlag in einer manipulierten zweidimen-
sionalen Plattengrenzschicht mit der direkten numerischen Simulation untersucht. Bei dem
in diesem Unterkapitel verwendeten groben Gitter zeigte die 4ter-Ordnung-DNS gute Uberein-
stimmung mit den Ergebnissen der linearen Stabilitdtstheorie. Die 2ter-Ordnung-DNS zeigte
dagegen zunichst keine Ubereinstimmung. Erst durch die Verwendung eines feineren Maschen-
gitters mit doppelt so vielen Gitterpunkten in jeder Koordinatenrichtung konnte eine gute

Ubereinstimmug erzielt werden.

In Kapitel 6.3 wurde ein Beispiel zur Reduzierung und Beseitigung von parasitiren Schwin-
gungen (,,wiggles”) innerhalb des Stromungsfeldes gezeigt. Mehrere numerische Simulationen
einer zweidimensionalen ”turbulenten” Uberstrémung eines Zaunes (Re;, = 3000)
wurden mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung, dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter
Ordnung und dem Kompakt-Upwindverfahren dritter Ordnung (KU3) fiir die U-Komponente
durchgefiihrt (alle anderen Terme wurden mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung diskreti-
siert). Wéhrend die Simulationen mit dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung massive
,,wiggles” innerhalb des Stromungsfeldes, am Ausstromrand und vor dem Zaun aufweisen, zei-
gen die Simulationen mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung erheblich weniger ,,wiggles”
in diesen Bereichen. Die theoretischen Grundlagen aus Kapitel 4 sind damit numerisch besté&tigt
worden. Die Eliminierung dieser ,,wiggles” gelang schlief§lich mit dem Kompaktverfahren vierter
Ordnung mit zusétzlicher Dampfung der U-Komponente durch das Kompakt-Upwindverfahren
dritter Ordnung (KU3).

Man sollte bei der Verwendung des Kompakt-Upwindverfahrens dritter Ordnung (KU3) aller-
dings bedenken, dafl die Turbulenz dadurch stark gedampft wird. Die Frage, ob es nicht besser

wiire, die ,,wiggles” in der Stromung zu belassen, um die Turbulenz nicht zu ddmpfen, scheint in
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diesem Zusammenhang mehr als berechtigt. Das upwindgewichtete Kompaktverfahren dritter
Ordnung (KU34, Kap. 5.2.3) bietet in diesem Zusammenhang eine interessante Alternative,
da das Mafl der Dampfung individuell fiir jeden Stromungsfall bestimmt werden kann. Einige
interessante Ergebnisse mit diesem Verfahren sind in Anhang E zu finden. In Bereichen mit star-
ken ,,wiggles” kann das Kompakt-Upwindverfahren dritter Ordnung (KU3) lokal angewendet

werden.

In Kapitel 6.4 wurden erstmalig mehrere direkte numerische Simulationen der turbulen-
ten Plattenkanalstréomung (Re, = 180) mit dem Kompaktverfahren vierter (und hoherer)
Ordnung und dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung durchgefiihrt. Die Fahigkeit des
Kompaktverfahrens zur genaueren Berechnung von dreidimensionalen turbulenten Stréomungen
wurde in diesen Simulationen demonstriert. Als Referenzlésung dienten die Ergebnisse der di-
rekten numerischen Simulation von Kim et al. [36] mit einem Chebyshev-Spektralverfahren.

Die statistischen Werte hoherer Ordnung (RMS-Werte sowie Schiefe und Flachheit der Fluktua-
tionen) stimmen in der 4ter-Ordnung-DNS besser iiberein mit den Referenzdaten von Kim et
al. [36] als in der 2ter-Ordnung-DNS. Die Verwendung des Kompakverfahrens sechster Ordnung
in den homogenen Richtungen brachte eine zusétzliche Verbesserung der numerischen Losung.
Die Untersuchung der Wellenzahlenspektren in den homogenen Richtungen zeigte, dafl die ho-
hen Wellenzahlen in der groben 4ter-Ordnung-DNS besser aufgelost werden als in der groben
2ter-Ordnung-DNS. Der Energieinhalt dieser Wellenzahlen ist hoher und liegt ndher an der
Referenzlosung der feinen DNS. Die Ergebnisse der groben 4ter-Ordnung-DNS sind von der
gleichen Qualitdt wie die Ergebnisse der feinen 2ter-Ordnung-DNS (obwohl die Anzahl der
verwendten Gitterpunkte achtmal kleiner ist als beim feinen Gitter), d.h. die Verwendung des
Kompaktverfahrens vierter Ordnung entspricht der Verwendung eines feineren Maschegitters
mit achtmal mehr Gitterpunkten in der 2ter-Ordnung Simulation. Die Verwendung des Kom-
paktverfahrens vierter Ordnung beim feinen Gitter (kmg9) fiithrt zu Ergbnissen, die in guter

Ubereinstimmung mit den Referenzdaten von Kim et al. [36] liegen.

In Kapitel 6.5 wurden mehrere Grobstruktursimulationen der turbulenten Plattenka-
nalstromung mit zwei Feinstrukturmodellen und unterschiedlichen raumlichen Diskretisie-
rungsverfahren durchgefiihrt.

Es stellte sich in den Simulationen heraus, daf§ die Wechselwirkungen zwischen dem Feinstruk-
turmodell und dem raumlichen Diskretisierungsverfahren vom verwendeten Feinstrukturmodell
selbst und vom Berechnungsgitter abhéngig sind.

Beim dynamischen Modell sind die Ergebnisse der Grobstruktursimulationen mit dem Kom-
paktverfahren vierter Ordnung wesentlich genauer als mit dem Zentraldifferenzenverfahren zwei-
ter Ordnung. Dies gilt unabhéngig vom Berechnungsgitter oder vom Wandabstand der betrach-
tetn Stelle. Daher wird die Verwendung des Kompaktverfahrens hoherer Ordnung zusammen
mit dem dynamischen Modell empfohlen. Die Feinstruktur-Turbulenzintensitaten sind geringer

bei der Verwendung des Kompaktverfahrens, dhnlich wie bei der Verwendung eines feineren
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Berechnungsgitters in der 2ter-Ordnung-Simulation.

Beim Smagorinsky-Modell kann dagegen die Verwendung des Kompaktverfahrens hoherer Ord-
nung nicht generell empfohlen werden. Bei groben Gittern (d.h. bei hohen Reynoldszahlen)
ist die Losung in Wandnéhe schlecht und kann nur unwesentlich durch das Kompaktverfahren
verbessert werden. ? In Bereichen, in denen die Wand eine untergeordnete Rolle spielt (z.B. in
freien Scherschichten), kann die Losung durch das Kompaktverfahren jedoch erheblich verbes-

sert werden.

In Kapitel 6.6 wurde eine direkte numerische Simulation einer transitionellen Stromung
iiber eine riickwirtsgewandte Stufe (Re;, = 3000) mit ca. 12.5 - 10° Gitterpunkten durch-
gefiithrt. Die Verbesserung der Ergebnisse durch das Kompaktverfahren zeigte sich in den sta-
tistischen Werten hoherer Ordnung. Eine bessere Ubereinstimmung der RMS-Werte mit den
experimentellen Daten von Huppertz & Janke [29] war insbesondere im transitionellen Be-
reich zu beobachten. Die Transition, die durch kleinere Stérungen (hohe Wellenzahlen) in Gang
gesetzt wird, konnte mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung besser erfafit werden. Das
wesentlich bessere Phasenverhalten des Kompaktverfahrens vierter Ordnung hat sich auf den
Transport der lateralen Wirbel ausgewirkt. Dieser Transport erfolgte beim Kompaktverfahren

vierter Ordnung schneller als beim Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung.

Ein wesentlicher Punkt in dieser Arbeit war die Entwicklung von Ausstromrandbedingung
hoherer Ordnung fiir nichtédquidistante Gitter an Stelle der herkémmlichen (Gradient=0)- Rand-
bedingung, die zur massiven ,,wiggles”-Bildung im Bereich des Ausstromrands fiihrte. Die neuen
Randbedingungen (Extrapolation hoherer Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten) haben
keinerlei ,,wiggles” in allen vorgestellten Simulationen verursacht.

Zum Schluf soll erwahnt werden, dafl das Kompaktverfahren héherer Ordnung hohere Rechen-
zeit braucht als explizite Verfahren, da durch die implizite Form mehrere Gleichungssysteme
gelost werden miissen. Bei der direkten numerischen Simulation der transitionellen Stufen-
stromung war die erforderliche Rechenzeit etwa 1.5 und bei der turbulenten Kanalstromung
1.35 mal hoher als beim Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung. Bedenkt man aber, daf3
man durch Verwenden des Kompaktverfahrens vierter Ordnung die Anzahl der Gitterpunkte
reduzieren kann, dann ergeben sich kiirzere Rechenzeiten zu Gunsten des Kompaktverfahrens.
Der zusétzliche Speicherbedarf beim Verwenden des Kompaktverfahrens betrégt ca. zweimal

mehr als beim Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung.

9Die Ergebnisse des Kompaktverfahrens héherer Ordnung sind in Wandnihe natiirlich nicht schlechter als
die Ergebnisse anderer Verfahren niedrigerer Ordnung, sondern sie sind im schlimmsten Fall genauso schlecht
oder gut. Durch die hohere Rechenzeit und die Speicheranforderung des Kompaktverfahrens sollte jedoch darauf

verzichtet werden, wenn keine wesentliche Verbesserung der Lésung erwartet werden kann.
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7 Numerische Simulation (DNS, LES) einer abgelsten,
turbulenten Stromung iiber eine riickwirtsgewandte
Stufe

7.1 Einleitung

Wie bereits in Kapitel 1.1 erwédhnt, werden in dieser Arbeit fiir die numerische Berechnung von
turbulenten Stromungen die direkte numerische Simulation (DNS) und die Grobstruktursimu-
lation (LES) verwendet. Die DNS erfordert die Auflésung aller in der Stréomung vorkommenden
rdumlichen und zeitlichen Skalen und ist daher sehr rechen- und speicherintensiv. Die LES
liefert dagegen nur die zeitliche Entwicklung der in der Stromung vorkommenden groflen raum-
lichen Strukturen und ist daher wesentlich kostengiinstiger als die DNS.

Bei relativ niedrigen Reynoldszahlen (Re < 5000) hat die Grobstruktursimulation gegeniiber
der direkten numerischen Simulation den Vorteil, dal man mit einer relativ geringen Anzahl
von Gitterzellen die rdumliche und zeitliche Entwicklung einer turbulenten Strémung berechnen
kann. Nachteile ergeben sich allerdings durch die hohen numerischen Fehler, die durch mangel-
hafte Auflosung der Gradienten im Stromungsfeld und durch Modellierungsfehler des Feinstruk-
turmodells entstehen. In vielen Stromungsfillen konnen die numerischen Fehler gréfler sein als
der Effekt des Feinstrukturmodells. Daher gilt auch fiir die Grobstruktursimulation: hohe Gra-
dienten der Geschwindigkeitsfunktionen im Stromungsfeld miissen durch das Berechnungsgitter
aufgelost werden. Die Verwendung von rédumlichen Diskretisierungsverfahren héherer Ordnung
hilft, die Anzahl der erforderlichen Gitterpunkte zu reduzieren, und damit Rechenzeit und

Speicherkapazitit zu verringern.

Die erwdhnten numerischen Simulationsmethoden haben gegeniiber dem Experiment den ent-
scheidenden Vorteil, dal die entsprechenden Stromungsgrofien zu jedem Zeitpunkt im gesamten
Stromungsfeld berechnet und abgespeichert werden koénnen. Verschiedene réumlich /zeitliche
Korrelationen kénnen dadurch gebildet werden, was zu einem besseren Verstédndnis von turbu-

lenten Erscheinungsformen fiihrt als es im Experiment der Fall ist.

Abgeloste Stromungen zéhlen, wegen ihrer komplexen Erscheinungsformen und signifikanten
Auswirkungen, zu den Grundproblemen der Strémungsmechanik. Speziell die Ablosung und
Wiederanlegung einer Scherschicht ist in vielen technischen Problemen vorzufinden. Bei der
Umstromung eines Tragfliigels z.B. ist man bestrebt, Strémungsablosung zu verhindern, da
damit ein Auftriebsverlust verbunden ist. In vielen ingenieurméaffigen Anwendungen wird ver-
sucht, transitionelle und turbulente Stromungen zu beeinflussen, um bestimmte Effekte, wie
z.B. Druck- und Widerstandsreduzierung, Verkiirzung der Rezirkulationsldnge, Verhinderung

von Ablésung, Beschleunigung der Transition usw., zu erzielen. Die Kenntnis der grundlegen-
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den physikalischen Phénomene in abgeldsten Stromungen ist dabei von grofier Wichtigkeit, um

die Stromung in gewiinschter Richtung beeinflussen zu kénnen.

Die laminar bzw. turbulent abgeloste Stromung an einer rechteckigen Stufenkante stellt einen
Idealfall fiir die Untersuchung einer abgelosten Stromung dar, und gehort daher sowohl nu-
merisch als auch experimentell zu den am meisten untersuchten Stromungsféllen. Obwohl die
Geometrie der Stufe einfach ist, ist die Strémung sehr komplex. Die ankommende Strémung
16st an einer fixen Stelle (Stufenkante) ab. Die entstehende freie Scherschicht, die wendepunkt-
instabil ist, legt etwa 6-8 Stufenhohen stromab der Stufenkante wieder an. Das Ablosegebiet
wird charakterisiert durch die quasi-zweidimensionale Scherschichtaufrollung, Wirbelpaarungen
und die Entstehung von dreidimensionalen Léngswirbelstrukturen (vgl. auch Abschnitt 6.6.5).
In der Wiederanlegezone entsteht eine druckgetriebene Riickstromung, welche die Scherschicht
mit dem Entrainment versorgt. Stromab der Wiederanlegestelle entwickelt sich eine turbu-
lente Grenzschicht. Die mittlere Wiederanlegelénge gilt als eine charakteristische Grofle dieser
Stromung, und hingt von mehreren Parametern ab. Dies sind: a) die Reynoldszahl Re = U-h/v,
b) die Dicke der ablésenden Grenzschicht d, ¢) das Expansionsverhéltnis der Stufe FR und d)
die Turbulenzintensitéit der Zustromung. Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser Parameter ist
bei Eaton & Johnston [16] zu ersehen.

Die turbulente Stufenstromung mit einer Grenzschicht-Zustromung (Re, = 5100, /h = 1.2)
wurde von Le & Moin [43] mit einer direkten numerischen Simulation gerechnet. Grobstruktursi-
mulationen wurden von Akselvoll & Moin [3] durchgefiihrt. Die dazugehorigen Experimente sind
von Jovic & Driver [31] durchgefithrt worden. Grobstruktursimulationen der Stufenstromung
bei hohen Reynoldszahlen sind z.B. bei Kobayashi & Togashi [39] (Re, = 40000), Arnal &
Friedrich [5] (Re, = 150000) und Neto et al. [58] (Rep, = 38000) zu sehen. Weitere experi-
mentelle Arbeiten sind Kim et al. [35] (Re, = 30000 — 45000) und Eaton & Johnston [16]
(Rep, = 11000 — 23000).

Chun & Sung [11] haben experimentell die vollturbulente Stufenstromung (Re, = 13000, 23000
und 33000) erfolgreich manipuliert und dabei eine Verkiirzung der mittleren Rezirkulationslédnge
von ca. 30% erzielt. Die verwendete Storfrequenz hingt mit dem natiirlichen Aufrollvorgang
der Scherschicht zusammen und skaliert mit der Impulsverlustdicke 6 der ankommenden Grenz-
schicht.

Huppertz & Janke [29] wiesen im Falle der transitionellen Stufenstréomung (Rej, = 3000) expe-
rimentell nach, dafl die héchste Verkiirzung der mittleren Rezirkulationsldnge ebenfalls mit der
natiirlichen Aufrollfrequenz der Scherschicht erzielt werden kann, die ebenfalls mit der Impul-
verlustdicke der ankommenden Grenzschicht skaliert. Eine entsprechende direkte numerische
Simulation der manipulierten Stromung der transitionellen Stufenstromung wurde von Wengle
et al. [76] mit der gleichen Strouhalzahl durchgefiihrt. Die bei den erwéhnten Fillen berechnete
Strouhalzahl betriagt ca. Str = f-0/Uy ~ 0.01.

Weitere Arbeiten, die sich mit der Manipulation von Scherschicht hinter einer Stufe befassen,
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sind z.B. Hasan [25], Hasan & Khan [26], Yoshioka et al. [79] und [80]. Die Verkiirzung der
mittleren Rezirkulationsldnge hinter einem umstromten lateralen Zaun in einer laminaren und
turbulenten Grenzschicht war die Gegenstand der Simulationen von Orellano & Wengle ([60]

und [61]) und der experimentellen Arbeiten von Siller & Fernholz [69].

7.2 Ziel der Untersuchungen

In diesem Kapitel wird die vollturbulente Stromung {iber eine riickwértsgewandte Stufe mit ei-
ner Kanalstromung als Zustrombedingung (Kapitel 6.4 (DNS) und Kapitel 6.5 (LES) ) mit dem
im Kapitel 3 entwickelten Kompaktverfahren vierter Ordnung als direkte numerische Simulation
(DNS) und als Grobstruktursimulation (LES) berechnet. Die sehr genaue 4ter-Ordnung DNS
dient dabei der Validierung der Ergebnisse der Grobstruktursimulationen. Ziel der Untersu-
chungen in diesem Kapitel ist, die vollturbulente Strémung iiber eine riickwartsgewandte Stufe
zu untersuchen, um eine Verkiirzung der mittleren Rezirkulationsldnge durch die aktive Anre-
gung der Scherschicht bzw. der Kanalstromung mit verschiedenen Frequenzen und Amplituden

zu erzielen. Im Einzelnen sind die Schwerpunkte in diesem Kapitel:

1. die Erzeugung einer genauen Referenzlésung der vollturbulenten Stromung iiber eine
riickwirtsgewandte Stufe mit einer turbulenten Kanalstromung als Zustrémbedingung
(Kap. 6.4) als direkte numerische Simulation (DNS) durch die Verwendung des Kom-

paktverfahrens vierter Ordnung nach Kapitel 3,

2. die Berechnung der turbulenten Stufenstréomung als Grobstruktursimulation (LES) und

Validierung der Ergebnisse durch einen Vergleich mit der DNS,

3. eine griindliche Untersuchung der Wechselwirkungen zwischen dem verwendeten riaum-
lichen Diskretisierungsverfahren (2ter-Ordnung (zentral) und 4ter-Ordnung (kompakt))

und dem Feinstrukturmodell,

4. eine physikalische Betrachtung der nichtmanipulierten turbulenten Stufenstromung als

Referenzlosung zu den manipulierten Féllen, und

5. die Verkiirzung der mittleren Rezirkulationslénge der Stufenstrémung durch die aktive
Manipulation mit verschiedenen Frequenzen und Amplituden direkt an der Stufenkante

und innerhalb der Kanalstromung vor der Stufe.

7.3 Normierung

In der Stufenstromung mit einer Kanalstromung als Zustréomung sind alle Geschwindigkeits-

groflen mit der mittleren Geschwindigkeit U, = 1.0 (bulk velocity) der Kanalstromung und alle
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Liangengroflen mit der Stufenhche h = 1.0 normiert. Bildet man die Reynoldszahl mit der
maximalen horizontalen Geschwindigkeit U, = 1.17 - U, (vgl. Tab. 6.7), dann ergibt sich eine
Reynoldszahl von Re = U, - h/v ~ 3300.

7.4 Das Berechnungsgebiet und die Randbedingungen

Das Berechnungsgebiet der Stufenstromung mit einer Kanalstromung als Zustrombedingung
ist in der Abbildung 7.1 dargestellt. Die Hohe des Berechnungsgebiets betriagt L, = 3 und das
Expansionsverhéltnis der Stufe ist FR = L./(L, — h) = 1.5.

Das Berechnungsgebiet der Kanalstromung liegt zwischen X = —12.6 und X = —3.0 (rdum-
liche Ausdehnung des Berechnungsgebiets in X-Richtung L, = 9.6, vgl. Kapitel 6.4) und der
Stufenstromung zwischen X = —3.0 und X = 17.32 (DNS) bzw. X = 16.2 (LES). Die Position
der Stufe ist bei X = 0.0.

Die rdumliche Ausdehnung des Berechnungsgebiets in der lateralen Richtung betréagt L, = 6.0.
Mit der Normierung von Abschnitt 7.3 betrégt das Berechnungsgebiet in der DNS (L, L, L,) =
(29.92,6,3) und in der LES (L, L,, L,) = (28.8,6, 3).

ABBILDUNG 7.1: Das Berechnungsgebiet der turbulenten Stufenstréomung mit einer Kanal-

stromung als zeitabhingige Zustrémbedingung (DNS)

Die Kanalstromung (als zeitabhingige Zustrombedingung fiir die Stufenstromung) hat peri-
odische Randbedingung in der horizontalen (X) und lateralen Richtung (Y). In der vertikalen
Richtung (Z) sind feste Wénde als Randbedingung gesetzt.

Die Stufenstromung hat ebenfalls periodische Randbedingung in der lateralen und feste Wénde
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in der vertikalen Richtung. Als Ausstromrandbedingung werden die Randbedingungen erster
bzw. dritter Ordnung verwendet (Diese Randbedingung wird durch eine Extrapolation dritter

Ordnung der Geschwindigkeiten am Rand realisiert).

7.5 Die verwendeten Diskretisierungsverfahren

Bei der Grobstruktursimulation wird das Kompaktverfahren vierter Ordnung fiir nichtaqui-
distante Gitter nach Kapitel 3 verwendet. Bei der direkten numerischen Simulation wird in
den nichtperiodischen Koordinatenrichtungen X und Z ebenfalls das Kompaktverfahren vierter
Ordnung verwendet. In der lateralen Richtung Y wird, aufgrund der Berechnung auf einem
Parallelrechner, das Zentraldifferenzenverfahren vierter Ordnung verwendet. Die Parallelisie-
rung erfolgt in dieser Koordinatenrichtung (vgl. Anhang C). Bei der Grobstruktursimulation
werden in lateraler Richtung Y wahlweise das Kompaktverfahren vierter, sechster und achter
Ordnung sowie das Zentraldifferenzenverfahren vierter Ordnung verwendet.

Fiir die zeitliche Diskretisierung wird das explizite und von zweiter Ordnung genaue Leapfrog-
Verfahren verwendet. Die Poisson-Gleichung (Geschwindigkeits-Druck-Kopplung) wird iterativ
gelost.

7.6 Die verwendeten Berechnungsgitter

Sowohl fiir die direkte numerische Simulation als auch fiir die Grobstruktursimulation werden
zwei Berechnungsgitter verwendet - ein Gitter fiir die Kanalstromung und ein weiteres Gitter fiir
die Stufenstromung (siche Abbildung 7.1). Fiir die direkte numerische Simulation wird ein feines
Gitter mit insgesamt (NX, NY, NZ) = (576,80, 128) Gitterpunkten (ca. 6.2 - 10°) verwendet.
Fiir die Grobstruktursimulation geniigt ein Gitter mit insgesamt (NX, NY, NZ) = (144, 40, 64)
Gitterpunkten (ca. 0.36-10°). Das Verhéltniss der Anzahl der Gitterpunkte zwischen der Grob-

struktursimulation und der direkten numerischen Simulation betrégt 1:17.

7.6.1 Das verwendete Gitter fiir die Grobstruktursimulation

Das Berechnungsgitter fiir die Grobstruktursimulation ist in der X- und Y-Richtung fiir beide
Gitter (Kanalstromung und Stufenstromung) dquidistant. In der vertikalen Richtung ist das
Gitter zwischen Z = —1.0 und Z = 0.0 nahezu &quidistant (AZ(z—_10) = 0.032525 und
AZz=00) = 0.03). Ab Z = 0.0 (Stufenhohe) wird das Gitter bis Z = 1.0 auf AZ,,, =
0.105516 gestreckt und bis Z = 2.0 wieder auf AZ = 0.03 verdichtet. Die Tabelle 7.1 zeigt die
wesentlichen Daten des bei der Grobstruktursimulation verwendeten Gitters.

Es wird darauf hingewiesen, dafi die Kanalstréomung in der vertikalen Richtung lediglich 32
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Gitterpunkte hat (vgl. Tab. 6.11). In der Tabelle 7.1 wird die gesamte Anzahl der Gitterpunkte
in dieser Richtung mit 64 (32432) angegeben, da sich 32 Gitterpunkte innerhalb des Korpers
unter der Kanalstromung befinden (vgl. Abb. 7.1). Die Stromungsvariablen werden in diesen
Punkten mit Null belegt.

TABELLE 7.1: Parametereinstellungen fiir die Stufenstrémung (LES)

Parametereinstellung fiir die Grobstruktursimulationen
Kanalstréomung Stufenstromung
kmg?7 (Kapitel 6.5) st_01_les
v 0.000355 0.000355
rdumliche Ausdehnung X Y 7 X Y Z
von -12.6 0.0 -1.0 || -3.0 0.0 -1.0
bis -3.0 6.0 2.0 16.2 6.0 2.0
Anzahl der NX NY NZ | NX NY NZ
Gitterpunkte (360 - 10%) || 48 40 32+32 96 40 64
AX 0.2 0.2
AY 0.15 0.15
AZ (-1.0 < Z <0.0) 0.032525-0.03 0.032525-0.03
AZ (0.0 < Z <1.0) 0.03-0.105516 0.03-0.105516
AZ (1.0 < Z <2.0) 0.105516-0.03 0.105516-0.03
Zeitschritt 0.003 0.003

7.6.2 Das verwendete Gitter fiir die direkte numerische Simulation

Das fiir die Kanalstromung verwendete Berechnungsgitter ist in der X- und Y-Richtung aqui-
distant (AX = 0.1 bzw. AY = 0.075). Fiir die Stufenstromung ist das Berechnungsgitter tiber
der Stufe von AX(x—_30) = 0.1 auf AX(x—p0) = 0.04 verdichtet. Ab X = 0.0 (Stufenkante)
ist das Gitter dquidistant (AX = 0.04). In der Y-Richtung ist das Gitter ebenfalls dquidistant.
In der vertikalen Richtung ist das Gitter zwischen Z = —1.0 und Z = 0.0 nahezu aquidistant
(AZ(z=—1.0) = 0.016236 und AZz—p.0) = 0.015). Ab Z = 0.0 wird das Gitter bis Z = 1.0 ge-
streckt (Azpee = 0.052758) und bis Z = 2.0 wieder auf Az = 0.015 verdichtet. Die Tabelle 7.2

zeigt die wesentlichen Daten des in der direkten numerischen Simulation verwendeten Gitters.
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TABELLE 7.2: Parametereinstellungen fiir die Stufenstrémung (DNS)

Parametereinstellung fiir die direkte numerische Simulationen
Kanalstromung Stufenstromung
kmg8 (Kapitel 6.4) st_01_dns
v 0.000355 0.000355
rdumliche Ausdehnung X Y Z X Y Z
von -12.6 0.0 -1.0 -3.0 0.0 -1.0
bis -3.0 6.0 2.0 17.32 6.0 2.0
Anzahl der NX NY NZ NX NY NZ
Gitterpunkte (6.2 - 10°) | 96 80 64-+64 480 80 128
AX 0.1 0.1 -0.04(-3.0 < X <0.0)
und 0.04 (X > 0.0)
AY 0.075 0.075
AZ (-1.0 < Z<0.0) 0.016236-0.015 0.016236-0.015
AZ (0.0 < Z <1.0) 0.015-0.052758 0.015-0.052758
AZ (1.0 < Z <2.0) 0.052758-0.015 0.052758-0.015
Zeitschritt 0.001 0.001
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7.7 Direkte numerische Simulation der turbulenten Stufenstrémung

7.7.1 Riumliche Auflésung

Wie bereits in Kapitel 6 mehrfach festgestellt wurde, liefert das in Kapitel 3 entwickelte Kom-
paktverfahren vierter Ordnung sehr genaue Ergebnisse.

Ein Vergleich der Ergebnisse der 4ter-Ordnung DNS der turbulenten Kanalstréomung (mit
dem feinen Gitter, kmg9) mit den Ergebnissen von Kim et al. [36] (mit einem Chebyshev-
Spektralverfahren) zeigt, dafl die beiden Verfahren dhnliche Ergebnisse liefern, wenn die glei-
che Anzahl von Gitterzellen verwendet wird (Kapitel 6.4). Die direkte numerische Simulation
der Kanalstromung mit dem groben Gitter (kmg8) lieferte fast die gleichen RMS-Werte der
U-, V- und W-Flukuationen wie das Spektralverfahren von Kim et al. [36] (vgl. Abb. 6.11).
Ebenfalls wurde im Kapitel 6.4 festgestellt, dafl die Verwendung eines groben Gitters mit dem
Kompaktverfahren vierter Ordnung der Verwendung eines feineren Gitters mit dem Zentral-
differenzenverfahren zweiter Ordnung entspricht. Das Verhéltnis der erforderlichen Anzahl der
Gitterpunkt betriagt bei der Kanalstromung etwa 1:2 in jeder Koordinatenrichtung.

Die entsprechende direkte numerische Simulation dieser Stufenstromung mit dem Zentraldif-
ferenzenverfahren zweiter Ordnung (2ter-Ordnung DNS) enthélt numerische Fehler, die sich
in Form von parasitdren Wellen (,,wiggles”) zeigen. Diese ,,wiggles”, die auf die mangelnde
Auflésung der Gradienten im Stromungsfeld zuriickzufiihren sind, verschwinden voéllig bei der
Verwendung des Kompaktverfahrens hoherer Ordnung (vgl. Abbildung 7.2). Das beeinfluit das
Divergenzverhalten der gesamten Strémung in positiver Weise, was wiederum eine geringere
Rechenzeit zur Folge hat.

Durch eine a posteriori Berechnung der Dissipation der Strémung e (s. Abb. 7.3) kann die
Kolmogorov-Mikroldnge berechnet werden. Nimmt man den hoéchsten Wert der Dissipation
(€maz = 0.01), dann ergibt sich die minimale Kolmogorov-Mikroldnge zu n = 0.008. Die Ma-
schenweiten des verwendeten Gitters betragen Az = 51, Ay ~ 91 und Az ~ 27 und liegen mit
Ausnahme von Ay demnach in der gleichen Gréflenordnung von 7).

Beriicksichtigt man die Wandschubspannungsgeschwindigkeit an der Stufenkante (X = 0.0,
u, ~ 0.06) so ergibt sich der Abstand des ersten Gitterpunktes zu Azt = 1.35. Dement-
sprechend ist Azt = 7.2 und Ayt = 13.5. Zum Vergleich zu dieser Simulation werden die
Gitterdaten von Le & Moin [43] erwihnt. Diese betragen Az = 10, Ay™ = 15 und Azt = 0.3.
Die Auflésung des Gitters in der lateralen Richtung ist mit Ay = 9n bzw. Ayt = 13.5 relativ
grob, sie reicht allerdings vollig aus, um die streaks in der Grenzschicht darzustellen (Abstand
der streaks ist ca. 100Ay™).

Eine Verdoppelung der Gitterpunktanzahl in der lateralen Richtung bei Le & Moin [43] hat

sich nicht auf die statistischen Werte erster Ordnung und somit auf die Losung ausgewirkt.
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7.7.2 Vergleich mit dem Experiment

Die Ergebnisse der 4ter-Ordnung-DNS werden mit den experimentellen Daten von Yoshioka et
al. [79] verglichen.

Parameter des Experiments:

Die Stufenhohe betrdgt h =20 mm und das Expansionsverhéltnis FR = 1.5. Die Zustomung

ist eine turbulente Kanalstromung. Die Reynolszahl des Stromungsproblems ist:

_h-U,

1%

Re ~ 3700 (7.1)

Vergleich der Statistik erster und zweiter Ordnung:

Abbildung 7.4 zeigt einen Vergleich der statistischen Werte erster und zweiter Ordnung zwi-
schen der 4ter-Ordnung-DNS und dem Experiment an drei Positionen stromab der Stufe:
X =20,X =40 und X = 6.0. An den Positionen X = 2.0 und X = 4.0 stimmen die
Werte der mittleren horizontalen Geschwindigkeitskomponente < U >, der Turbulenzinten-
sitdten < u — rms > und < w — rms > sowie der Reynoldspannung — < u/w’ > sehr gut mit
dem Experiment iiberein. An der Position X = 6.0 sind die maximalen Turbulenzintensitéten
etwas hoher als im Experiment. Die Ursache dafiir konnte mit der geringeren Ubereinstimmung
des Geschwindigkeitsprofils an dieser Position zusammenhéngen, das mit der etwas hoheren

Reynoldszahl im Experiment als in der DNS begriindet werden kann.

7.7.3 Wandreibungskoeffizient C;

Eine wichtige Kennzahl, die sich aus dem mittleren Geschwindigkeitsgradienten an der Wand
in Verbindung mit der Viskositdt und der Dichte des Fluids ergibt, ist der Wandreibungs-
koeffizient Cy = v - %= /(0.5 - pU?). In der Abbildung 7.5 ist der Cp-Wert an der unteren
Wand in Abhéngigkeit von der Koordinatenrichtung X aufgetragen. Der erste Vorzeichenwech-
sel des C'y-Wertes repréasentiert eine zeitgemittelte Abloselinie. Der Nulldurchgang bestimmt
die sekundére Rezirkulationslénge X,. Diese betrdgt X, = 1.9. Der zweite Vorzeichenwechsel
repréasentiert eine zeitgemittelte Anliegelinie. Der Nulldurchgang kennzeichnet hier die primére
Rezirkulationsldnge X,. Diese betrigt X, ~ 6.0 — 6.2 und stimmt damit mit dem Experi-
ment von Yoshioka et al. [79] tiberein (X, ,ezp~ 6.0). Der maximale negative C's-Wert betrégt
ca. Cy = —4.3 - 1073 und ist somit hoher als der Cp-Wert von Jovic & Driver [31], der bei
C; = —3.36-1077 liegt (vgl. Abb.7.5). Dieser Unterschied ist in der hoheren Reynoldszahl im
Experiment von Jovic & Driver [31] (Re;, = 5100) begriindet. Der Verlauf des C'y-Wertes an der
oberen Wand ist in der Abbildung 7.6 dargestellt. Der Cy-Wert nimmt mit der Koordinaten-
richtung X ab und steigt ab einer horizontalen Stelle von etwa X =~ 6.0 wieder an. Es kommt

dabei zu keiner Ablésung an der oberen Wand.
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7.7.4 Turbulenzenergie und Dissipation

In der Abbildung 7.7 ist der Verlauf des Produktionsterms der Turbulenzenergie P = — < uw >

Lo<U>
0z

tung X eingetragen. Diese beiden Groflen haben erst ab einer X-Position von X & 5.0 dhnliche

und der Dissipation € in Stufenhéhe (Z = 0.0) in Abhéngigkeit von der Koordinatenrich-

Werte. Vor dieser Position liegt die Turbulenzproduktion um das fiinffache hoher als die Dis-
sipation. Abbildung 7.8 zeigt den Verlauf der beiden Gréfien im Riickstromgebiet (X=4.0) in
Abhéngigkeit von der Koordinatenrichtung Z. Das Verhéltnis (P/¢)x—40 betrigt etwa 2.5. Wie
schon bei Le & Moin [43] darauf hingewiesen wurde, ist die weit verbreitete Annahme in vielen
statistischen Turbulenzmodellen, dafl die Turbulenzproduktion und die Dissipation einer tur-
bulenten Stromung im Gleichgewicht liegen, nicht iiberall Giiltigkeit hat. Das gilt insbesondere

fiir Scherschichten und Riickstromgebiete.
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ABBILDUNG 7.2: Augenblickliche Isolinien der horizontalen Geschwindigkeitskomponente U,
durchgezogene Linien: positive Werte, gestrichelte Linien: negative Werte
a) 2ter-Ordnung-DNS; b) 4ter-Ordnung-DNS

ABBILDUNG 7.3: Isolinien der Dissipation €, Werte zwischen 0.0 und 0.01, 4ter-Ordnung-DNS
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ABBILDUNG 7.4: Vergleich der 4ter-Ordnung-DNS (—) mit dem Experiment von Yoshioka et
al. [79] (Symbole) an drei Positionen X = 2.0, X = 4.0 und X = 6.0,

a) mittlere horizontale Geschwindigkeitskomponente < U >,

b) horizontale Turbulenzintensitit < u —rms >, ¢) vertikale Turbulenzintensitéit < w —rms >

und d) Reynoldsche Spannung — < v'w’ >
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X

ABBILDUNG 7.5: Vergleich der C'y-Wert-Verteilung der 4ter-Ordnung-DNS mit dem Experiment
von Jovic & Driver [31] (Rep, = 5100)

X

ABBILDUNG 7.6: Cp-Wert Verteilung an der oberen Wand der 4ter-Ordnung-DNS
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ABBILDUNG 7.7: Turbulenzproduktion P (—) und Dissipation € (— — — ) innerhalb der Scher-

schicht (Z = 0.0), 4ter-Ordnung-DNS
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ABBILDUNG 7.8: Turbulenzproduktion P (—) und Dissipation € (— — — ) in der Rezirkulations-

zone (X = 4.0), 4ter-Ordnung-DNS
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7.8 Grobstruktursimulation (dynamisches Modell) der turbulenten

Stufenstromung

Die Ergebnisse der Grobstruktursimulationen der Kanalstromung wurden bereits im Kapitel
6.5 zusammengefafit. In diesem Unterkapitel werden die Ergebnisse der Grobstruktursimula-
tionen der turbulenten Stufenstromung mit dem dynamischen Modell (DM) ausfiihrlich dis-
kutiert. Besonderes Augenmerk ist bei der Auswertung auf die Wechselwirkung zwischen dem
verwendeten rédumlichen Diskretisierungsverfahren (2ter-Ordnung (zentral) und 4ter-Ordnung

(kompakt)) und dem Feinstrukturmodell gerichtet.

7.8.1 Bezeichnung der berechneten Fille

In der Tabelle 7.3 sind die mit der Grobstruktursimulation berechneten Félle aufgelistet. In den
Spalten 2 bis 4 ist das verwendete Diskretisierungsverfahren in der jeweiligen Richtung einge-
tragen. K steht darin fiir das Kompaktverfahren und Z fiir das Zentraldifferenzenverfahren. So
unterscheidet sich z.B. der Fall st_484 von dem Fall st_444 dadurch, daf} in der lateralen Rich-
tung Y das Kompaktverfahren achter statt dem Kompaktverfahren vierter Ordnung verwendet

wird.

7.8.2 Das augenblickliche Stromungsfeld

Die Betrachtung des augenblicklichen Strémungsfeldes der turbulenten Stufenstromung — unter
anderem durch Videoanimationen — hilft, immer wiederkehrende Vorgéinge in dieser Stréomung
zu verstehen und typische Wirbelstrukturen zu entdecken.

Abbildung 7.9 zeigt augenblickliche Iso-Oberflichen der Fluktuationen der vertikalen Geschwin-
digkeitskomponente w’ = 4+0.05 zu zwei unterschiedlichen Zeiten. Dunkle Fléichen stellen da-
bei negative und helle Flichen positive Fluktuationen dar. Man sieht hinter der Stufenkante
in lateraler Richtung angeordnete zunéchst positive und dann weiter stromabwirts negative
Fluktuationen, die ungefdhr die gleiche rdumliche Ausdehnung besitzen. Dies deutet auf Wir-
belstrukturen hin, deren Wirbelkerne zwischen diesen Fléchen liegen.

Drei Wirbelstrukturen sind in der Abbildung 7.9a zu erkennen, deren Wirbelkerne ungeféhr an
den Positionen X; = 3.0 (Wirbel 2), Xy = 4.5 (Wirbel 3) und X3 = 8.0 (Wirbel 4) liegen, und
unterschiedliche Grofien aufweisen.

Nach der Ablésung der Strémung an der Stufenkante sind lateral angeordnete Wirbelstrukturen
zu erkennen, die den Aufrollvorgang der sich entwickelten Scherschicht wiederspiegeln (Wirbel
2 in der Abb. 7.9a und Wirbel 1 in der Abb. 7.9b). Die Abbildung zeigt, dafl diese Wirbel im
Gegensatz zu der transitionellen Stufenstromung (vgl. Abschnitt 6.6.5 und Abb. 6.53) aufgrund

der turbulenten Zustrémung dreidimensional sind.
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TABELLE 7.3: Bezeichnung der berechneten Fille

Fallbezeichnung | X |Y |Z | Turbulenzmodell
st_222 27, | 27 | 27 DM
st_422 4K | 27 | 27 DM
st_442 4K | 4K | 2Z DM
st_444 4K | 4K | 4K DM
st_484 4K | 8K | 4K DM
st_44z4 4K | 47 | 4K DM
st_44z4o0 4K | 47 | 4K kein Modell

Weiter stromabwérts vergrofiern sich diese Wirbel und treffen auf der Bodenplatte auf (Wieder-
anlegung der Scherschicht). Dort entstehen grofie zweidimensionale Wirbelstrukturen (Wirbel
4 in der Abb. 7.9a), die konvektiv stromab transportiert werden.

In der Abbildung 7.9a beobachtet man eine Wirbelpaarung zwischen den Wirbel 2 und 3. Die
fiir diesen Prozef typischen longitudinalen Wirbel (w,—Wirbel) sind ebenfalls in dieser Ab-
bildung zu erkennen. Der neu entstandene Wirbel (Wirbel 243, s. Abb. 7.9b) ist in seinen

Ausdehnungen wesentlich grofler als die urspriinglichen Wirbel.

7.8.3 Vergleich der Fille st_222 und st _484

In diesem Abschnitt wird ein umfassender Vergleich zwischen den beiden Grobstruktursimula-
tionen st 222 (2ter-Ordnung LES) und st 484 (4ter-Ordnung LES)!" vorgestellt. Dazu werden
alle statistischen Werte erster und zweiter Ordnung sowie die aufgelosten Langenskalen (durch
Wellenzahlenspektren in der homogenen Richtung) der beiden Grobstruktursimulationen ver-

glichen.

Mittlere Geschwindigkeitsprofile: Trotz der viel geringeren Anzahl der verwendeten Git-
terpunkte bei der Grobstruktursimulation im Vergleich zur direkten numerischen Simulation
(GPprs/GPpns ~ 5.9%), zeigt der Vergleich der mittleren Profile der horizontalen und verti-
kalen Geschwindigkeitskomponente < U > und < W > eine gute Ubereinstimmung mit den
Ergebnissen der direkten numerischen Simulation (s. Abb. 7.10). Abbildung 7.14 zeigt einen Ver-
gleich der mittleren Geschwindigkeiten < U > und < W > fiir beide Grobstruktursimulationen.
Geringe Unterschiede in den Simulationen sind bei der vertikalen Geschwindigkeitskomponente
< W > zu beobachten.

10Der Fall st_484 wird in diesem Kapitel als 4ter-Ordnug LES bezeichnet, obwohl in der lateralen Koordina-

tenrichtung das Kompaktverfahren achter Ordnung verwendet wurde.
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Wandreibungskoeffizient und die mittlere Rezirkulationslinge: Abbildung 7.11 zeigt
einen Vergleich des Cy—Wertes (Cy = v- %= /(0.5 pU?) der beiden Grobstruktursimulationen
mit der direkten numerischen Simulation. Der maximale C'y—Wert ist bei den beiden Grob-
struktursimulationen etwas hoher als bei der DNS und betrigt Cy ~ 5 - 107%. Bei der DNS
betrigt dieser ca. 4.3 - 1073, Der C'y—Wertverlauf ist bei der 4ter-Ordnung-LES néher an der
DNS als in der 2ter-Ordnung-LES. Dies gilt auch fiir den Cy—Wertverlauf an der oberen Wand
(s. Abb. 7.12).

Die mittlere Rezirkulationslénge X, die als ein charakteristischer Wert der Stufenstréomung
gilt, zeigt bei beiden Grobstruktursimulationen relativ gute Ubereinstimmung. Sie betrigt bei
der 4ter-Ordnung-LES 5.7. Bei der 4ter-Ordnung-DNS betrégt diese 6.2 -eine Differenz von
ungefihr 8%. Die 2ter-Ordnung-LES bringt eine mittlere Rezirkulationsldnge von 5.3. Die Dif-
ferenz zur 4ter-Ordnung-DNS betréigt hier 14.5%. Die sekundére Rezirkulationslinge X, un-
mittelbar hinter der Stufe ist in der 4ter-Ordnung-LES mit X,; = 1.7 wesentlich genauer als in
der 2ter-Ordnung-LES (X, = 1.2). In der Tabelle 7.4 sind diese Werte zusammengefaft.

In der Tabelle 7.4 sind die Ergebnisse der Simulation ohne Turbulenzmodell ebenfalls enthalten
(Fall st_44z40). Vergleicht man die mittlere Rezirkulationslédnge X, dieser Simulation mit der
Simulation st_44z4, dann stellt man eine Verbesserung der Losung (unter Verwendung des
dynamischen Modells) um etwa AX, = 0.5 fest. Der Vergleich der Simulationen st_222 und
st_484 bzw. st_444 bringt eine dhnliche Verbesserung der mittleren Rezirkulationslédnge, d.h.
die Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung verbessert bei der Grobstruktursimu-
lation die Losung etwa in der gleichen Groflenordnung wie die Verwendung des dynamischen

Feinstrukturmodells.

TABELLE 7.4: Vergleich der mittleren Rezirkulationsléangen (dynamisches Modell)

Mittlere Rezirkulationslinge | X, Diff. (%) | X,, Diff. (%)
DNS (st_01_dns, Kapitel 7.7) 6.2 0.0 1.9 0.0

LES (st_222) 5.3 145 1.2 368
LES (st_484) 5.7 8.0 1.7 105
LES (st_444) 5.9 4.8 1.7 10.5
LES (st_44z4) 6.0 3.2 1.8 526
LES (st_44z4o0) 5.5 11.3 1.35 29.0

Druckkoeffizient: Der Druckkoeffizient C), ist wie folgt definiert:

< P>-F
P05 pUR
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Mit der mittleren Geschwindigkeit U, und dem Referenzdruck Fy. Der Referenzdruck ist an der
Stufenkante (X=Z=0.0) definiert. Abbildung 7.13 zeigt einen Vergleich des Druckkoeffizienten
fiir die beiden Grobstruktursimulationen mit der direkten numerischen Simulation. Der Druck-
koeffizient steigt stark mit der Abnahme der horizontalen Geschwindigkeitskomponente an der
Wand (ab ca. X ~ 2.5). Nach der mittleren Wiederanlegestelle verédndert sich der Druckkoef-
fizient unwesentlich. Das Vorhandensein dieses Druckgradienten ist die treibende Kraft dieser
Stromung. Der Verlauf des Druckkoeffizienten liegt bei der 4ter-Ordnung-LES n#her an der
DNS als bei der 2ter-Ordnung-LES.

Statistik hoherer Ordnung: Der Vergleich der Statistik hoherer Ordnung der Grobstruktur-
simulation mit der DNS zeigt gute Ubereinstimmung der Turbulenzintensititen < u — rms >,
< v —rms > und < w — rms > sowie der Reynoldschen Spannung — < w'w’ > (Abbildung
7.10). In diesen Gréflen sind jeweils die Grob- plus die Feinstrukturanteile zusammen darge-
stellt.

Aufgrund der guten Ubereinstimmung der statistischen Werte erster und héherer Ordnung
zwischen der LES und der DNS kann fiir weitere Untersuchungen zur Manipulation der Stufen-
stromung (s. Kapitel 7.9) die Grobstruktursimulation verwendet werden.

Wie bereits im Kapitel 6.5 gezeigt wurde, macht sich die Wechselwirkung zwischen dem ver-
wendeten Diskretisierungsverfahren und dem Feinstrukturmodell besonders bemerkbar, wenn
das dynamische Modell fiir die Grobstruktursimulation verwendet wird. Abbildung 7.15 zeigt
die Auswirkungen der verwendeten Diskretisierungsverfahren auf die Grob- und Feinstruktu-
renergie. Die Grobstrukturenergie ist in der 4ter-Ordnung-LES im Bereich X < 3.0 geringer
als in der 2ter-Ordnung-LES (und somit n&her an der Referenzlosung der 4ter-Ordnung-DNS,
sieche auch Abb. 7.16).

Ahnlich wie in der Kanalstromung (vgl. Abb. 6.26) ist der Anteil des Feinstrukturenergie in
der 4ter-Ordnung-LES an allen dargestellten Positionen geringer als in der 2ter-Ordnung-LES.
Das Verhéltnis der Fein- zur Grobstrukturenergie e;/e, ist ebenfalls in der Abbildung 7.15 an
verschiedenen Positionen dargestellt. Dieses Verhéltnis betrédgt bei der 2ter-Ordnung-LES {iber
20%, wobei das Maximum in der Scherschicht und in der Rezirkulationszone in der N#he der
Wand liegt. Bei der 4ter-Ordnung-LES ist das Verhéltnis der Fein- zur Grobstrukturenergie
es/ey in der Umgebung der Wiederranlegezone (bis zu 50%) deutlich geringer.

Abbildung 7.16 zeigt einen Vergleich der iiber der gesamten Hohe des Berechnungsgebiets in-
tegrierten Grobstrukturenergie F, = 12 egq - 0z der beiden Grobstruktursimulationen mit der
DNS. Eine bessere Ubereinstimmung der 4ter-Ordnung-LES mit der DNS ist im Bereich vor der
mittleren Wiederanlegezone zu beobachten. In der Abbildung 7.17 ist ein Vergleich der iiber
der gesamten Hohe des Berechnungsgebiets integrierten Feinstrukturenergie E, = ffl es - 0z
der beiden Grobstruktursimulationen dargestellt. Die Feinstrukturenergie F ist in der 4ter-

Ordnung-LES geringer als in der 2ter-Ordnung-LES.

Wellenzahlenspektren: Im Gegensatz zu der Kanalstromung kénnen Wellenzahlenspektren
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in der Stufenstromung nur in der homogenen Richtungen Y berechnet werden, da die Haupt-
stromungsrichtung X keine homogene Richtung ist. Die Abbildung 7.18 zeigt einen Vergleich
der Wellenzahlenspektren Geschwindigkeitskomponenten U,V und W in der Ndhe der Wand
(X = 4.7,Z = —0.75) und innerhalb der Scherschicht (X = 4.7,Z = 0.0) vor der mittel-
ren Wiederanlegezone fiir die beiden Grobstruktursimulationen. Ungliicklicherweise wurden die
Zeitreihen aus Sparsamkeitsgriinden beziiglich des Plattenspeichers nicht fiir jeden Gitterpunkt,
sondern iiber zwei benachbarte Gitterpunkte gefiltert raus geschrieben. Das hatte zur Folge,
daf} zur Berechnung der Wellenzahlenspektren lediglich die Hélfte der moglichen Gitterpunkte
verwendet wurden und damit die Spektren nicht wie in der Abbildung 6.30 bis zur Wellen-
zahl 20 dargestellt wurden, sondern nur bis zur Wellenzahl K, = 10. Damit konnte nur der
Trégheitsbereich dargestellt werden (Steigung —5/3, vgl. Abb. 6.30). Der viel interessantere
Dissiptionsbereich (K, > 10) konnte leider nicht dargestellt werden.

Vergleicht man die Abbildung 7.18 unten mit der Abbildung 6.30, dann stellt man eine gewis-
se Ahnlichkeit fest. Das Kompaktverfahren vierter Ordnung ist in der Lage, die Lingenskalen
genauer darzustellen. Das ist besonders klar im Spektrum der W-Komponente in der Nahe der

Wand zu sehen.

7.8.4 Weitere Vergleiche

Abbildung 7.19 zeigt einen Vergleich des C's-Verlaufs an der unteren Wand fiir die Félle st_222,
st.422, st 442, st_444 mit der 4ter-Ordnung-DNS. Bemerkenswert ist in dieser Abbildung die
Tatsache, daf der Fall st_422 fast die gleiche mittlere Rezirkulationsldange X, bringt wie die DNS,
wahrend die Falle st_442, st_444 eine etwas kiirzere mittlere Rezirkulationslénge produzieren.
Der C¢-Verlauf des Falles st_422 ist allerdings bis etwa X = 3.0 weniger genau als der beiden
anderen Fille. Dies zeigt, dal nicht nur die mittlere Rezirkulationsldnge, sondern der gesamte
C'y-Verlauf ein wichtiges Kriterium bei der Beurteilung der Giite einer numerischen Simulation

1st.

In der Abbildung 7.20 ist die integrierte, mit der jeweiligen Grobstrukturenergie normierte Fe-
instrukturenergie E = 2 :—g - 0z in Abhéngigkeit von der Koordinatenrichtung X dargestellt.
Verglichen werden darin die Falle st 222, st 422, st 442, st 444 und st 484 (s. Tab. 7.3). Ab-
bildung 7.21 zeigt die normierte Differenz der normierten Feinstrukturenergie AE/FEg 999 (mit
E=/* o 0z) zwischen diesen Fillen. Wie bereits im letzten Abschnitt festgestellt, kann das
Verhéltnis e, /e, als ein Maf fiir die Giite eines rdumlichen Diskretisierungsverfahrens in der
Grobstruktursimulation angesehen werden — je genauer das Verfahren ist, umso kleiner ist das

Verhéltnis eg/e,.

Der Vergleich der Kurven der Simulationen st_222 und st 422 zeigt, dafl die Verwendung des
Kompaktverfahrens vierter Ordnung in der X-Richtung (AX = 0.2 bzw. AX "™ = 36) das Er-
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gebnis der Grobstruktursimulation unmittelbar hinter der Stufenkante signifikant gegeniiber
dem 2ter-Ordnung-Ergebnis verbessert (ca. 40%). Diese Verbesserung wird allerdings mit zu-
nehmender Entfernung von der Stufenkante geringer. Ab der Position X ~ 6.0 ist die Differenz
beider Losungen gering (etwa 5%, durchgezogene Linie in der Abb. 7.21). Dies deutet darauf
hin, da} das verwendete Berechnungsgitter ab dieser Position eine gitterunabhéngige Losung
liefert.

Der Verlauf der Kurve (Eg 922 — Est_a22)/Fst 022 in der Abb. 7.21 wird dadurch begriindet,
dal der Aufrollvorgang der Scherschicht, der unmittelbar hinter der Stufenkante stattfindet,
besser durch das Kompaktverfahren vierter Ordnung erfafit werden kann, da grofie Wellen-
zahlen (kleine Wirbelstrukturen) diesen Vorgang dominieren. Weiter stromabwirts entstehen
grofe Wirbelstrukturen, die auch vom Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung in ausrei-
chender Qualitat dargestellt werden konnen. Es gilt also fiir die Hauptstromungsrichtung der
Stufenstromung: je grofier die Wirbelstrukturen werden, umso geringer wird die erzielbare Ver-

besserung durch das Kompaktverfahren vierter Ordnung.

Die zusétzliche Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung in der Y-Richtung (Fall
st_442, AY = 0.15 bzw. AY ™ = 27) verbessert die Losung ab der Position X = 2.0 im gesam-
ten Berechnungsgebiet. Die Differenz (Eyg 400 — Est_442)/FEst 202 (langgestrichelte Linie in der
Abb. 7.21) liefert die Verbesserung der Losung, die ausschlieBlich durch die Verwendung des
Kompaktverfahrens vierter Ordnung in der Y-Richtung verursacht wird. Durch die Betrach-
tung dieser Kurve wird sichtbar, daf§ die Verbesserung der Losung kontinuierlich bis etwa zur
mittleren Wiederanlegeldnge ansteigt und nahezu konstant bleibt (ca. 25%).

Der Verlauf der Kurve (Eg 400 — Est_a42)/FEst_022 ist fast umgekehrt zum Verlauf der Kurve
(Est 220 — Est_a22)/ Fst_222 und kann dadurch erklart werden, dafi die groflen Wirbelstruktu-
ren, die im Bereich der mittleren Wiederanlegeldnge entstehen, sich {iber der gesamten la-
teralen Richtung erstrecken. Diese zweidimensional ausgerichteten Strukturen kénnen durch
das implizite Kompaktverfahren wesentlich genauer dargestellt werden als mit einem expliziten
Verfahren, da sie vom Verfahren als eine ,,Einheit” erfafit werden. Explizite Verfahren kénnen
dagegen nur die unmittelbare Umgebung eines Aufpunktes beriicksichtigen. Der Aufrollvorgang
der Scherschicht, der stark dreidimensional ist, wird ebenfalls durch das Kompaktverfahren in
der Y-Richtung verbessert, allerdings ist diese Verbesserung aufgrund der geringeren lateralen
Ausdehnung der Wirbelstrukturen im Vergleich zu denen in der Wiederanlegezone, geringer.
Es gilt also fiir die laterale Richtung der Stufenstrémung: je grifier die Wirbelstrukturen in
ihrer lateralen Ausrichtung werden, umso grifler wird die Verbesserung der Losung durch das

Kompaktverfahren.

Die Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung in der vertikalen Richtung (Fall
st_444, Wandabstand des ersten Gitterpunktes AZ,,;,/2 = 0.015 bzw. AZ} . /2 = 2.7) bringt
keine zusétzliche Verbesserung der Losung. Daraus kann man folgern, dafl in dieser Richtung

eine gitterunabhéngige Losung vorliegt.
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Durch die Erhéhung der Ordnung des Kompaktverfahrens in der lateralen Richtung von vier
auf acht (Fall st_484) kann eine zusétzliche Verbesserung (ca. 5%) der Losung gegeniiber dem
Fall st_444 erzielt werden (vgl. auch Abb. 7.21). Die Anzahl der Gitterpunkte in dieser Richtung
kann daher als ausreichend betrachtet werden, wenn das Kompaktverfahren vierter Ordnung
verwendet wird.

Die Gesamtdifferenz (Ey 099 — Eg_as4)/ Fsi_o22 betriigt ca. 35-40% (gestrichelt-gepunktete Linie
in der Abb. 7.21) und wird bis zur Position X =~ 4.0 hauptsétzlich durch die X- und weiter
stromabwérts durch die Y-Richtung bewirkt.

Zusammengefafit 148t sich fiir die Auslegung des Berechnungsgitters fiir die LES der turbulen-
ten Stufenstromung Folgendes aussagen:

a) die Auflosung des Berechnungsgitters sollte in der Hauptstromungsrichtung bis zur Wieder-
anlegestelle AX™ < 36 sein, danach kann das Berechnungsgitter vergrébert werden,

b) in der lateralen Richtung sollte eine Maschenweite von AY* < 27 verwendet werden, und
c) in der vertikalen Richtung kann der Wandabstand des ersten Gitterpunktes AZ}. /2 > 2.7

betragen.

7.8.5 Benotigte Rechenzeiten fiir die Grobstruktursimulationen

In der Tabelle 7.5 sind die benétigten Rechenzeiten in der Grobstruktursimulation im Vergleich
zur direkten numerischen Simulation eingetragen. Der Fall st_484 (4ter-Ordnung-LES) benétigt
etwa 40% mehr Rechenzeit als der Fall st_222 (2ter-Ordnung-LES). Der Fall st_44z40 (ohne Tur-
bulenzmodell) braucht etwa 50% weniger Rechenzeit als der Fall st_44z4 (mit dem dynamischen
Modell). Die direkte numerische Simulation ist sehr rechenintensiv (ca. 2500 Rechenstunden
auf 6-Prozessoren/SGI-ORIGIN 2000). Die Grobstruktursimulationen wurden ebenfalls auf der
SGI-ORIGIN 2000 auf einem Einzelprozessor durchgefiihrt. Die erforderliche Rechenzeit des
Falles st_222 betrug (vgl. Tab. 7.5): T = Zees . Tee — 600 75 416 Stunden. Zu Bemerken

AT ' 3600 _ 0.003 3600
ist noch, dafl die Rechenzeitangaben der Simulationen erst nach einem eingelaufenen Zustand

der Kanalstromung (als Zustrombedingung) gemessen wurden.

7.8.6 Zusammenfassung der Ergebnisses

Die Ergebnisse der Grobstruktursimulationen stimmen trotz der sehr geringen Anzahl der ver-
wendeten Gitterpunkte sehr gut iiberein mit den Ergebnissen der direkten numerischen Simu-
lation tiberein (GPpns/GPrrs =~ 17).

Die Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung hat bei der Grobstruktursimulati-
on zu genaueren Ergebnissen gefiithrt als bei der Verwendung des Zentraldifferenzenverfah-
rens zweiter Ordnung und ist dquivalent der Verwendung eines feineren Maschengitters in der

2ter-Ordnung-Simulation. Alle weiteren Grobstruktursimulationen werden daher im néchsten
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Unterkapitel mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung und dem dynamischen Modell durch-

gefiihrt.

TABELLE 7.5: Vergleich der bendtigten Rechenzeiten (in sec) fiir die Grobstruktursimulationen

und die DNS (AT dimensionsloser Zeitschritt, T,.,: dimensionslose Gesamtzeit)

Fallbezeichnung Rechenzeit pro | Rechenzeit pro | AT | Ty,
Zeitschritt T,, | Gitterpunkt
DNS (st_01_dns, Kapitel 7.7) | 36.0 x 6P 3.6-107° 0.001 | 250
st_222 7.5 2.0-107° 0.003 | 600
st_422 8.5 2.3-1075 0.003 | 500
st_442 9.8 2.6-1075 0.003 | 500
st_444 10.8 2.9-107° 0.003 | 500
st_484 10.8 2.9-107° 0.003 | 600
st_44z4 11.5 3.1-1075 0.003 | 300
st_44z40 6.0 1.6-107° 0.003 | 300
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vortex 4
vortex 3

vortex 2

b) vortex 4

vortex 2+3

vortex 1

ABBILDUNG 7.9: Augenblickliche Iso-Oberflichen der Fluktuationen der vertikalen Geschwin-
digkeitskomponente w’ = 40.05, dunkle Flachen: negative Werte, helle Fliachen: positive Werte,
a) T= 0.0, b) T = 2.5, 4ter-Ordnung-LES
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ABBILDUNG 7.10: Vergleich der LES-Losung mit der DNS. Von oben nach unten: horizontale
Geschwindigkeitskomponente < U >, vertikale Geschwindigkeitskomponente < W >, Turbu-
lenzintensitdten < v —rms >, < v —rms > und < w — rms > und Reynoldsche Spannung
— < v'w' >, — 4ter-Ordnung-DNS; - - - 4ter-Ordnung-LES
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X

ABBILDUNG 7.11: Vergleich der C'y— Verteilung der Grobstruktursimulationen mit der DNS
an der unteren Wand, — — — 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-Ordnung-LES, - - - DNS

10

X

ABBILDUNG 7.12: Vergleich der C'y— Verteilung der Grobstruktursimulationen mit der DNS
an der oberen Wand, — — — 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-Ordnung-LES, - - - DNS
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ABBILDUNG 7.13: Vergleich der C,,— Verteilung der Grobstruktursimulationen mit der DNS

an der unteren Wand, — — — 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-Ordnung-LES, - - - DNS
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ABBILDUNG 7.14: Geschwindigkeitskomponeten der Stufenstromung (LES),
- - - 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-Ordnung-LES
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ABBILDUNG 7.15: Grobstrukturenergie e, (oben), Feinstrukturenergie e, (Mitte), und der Quo-
tient £ (unten), - - - 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-Ordnung-LES
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ABBILDUNG 7.16: Aufgeléste Grobstrukturenergie £, = ffl eg - 0z, — — — 2ter-Ordnung-LES,

— 4ter-Ordnung-LES, - - - DNS
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ABBILDUNG 7.17: Feinstrukturenergie E, = [% e, - 0z, - - - 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-

Ordnung-LES
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ABBILDUNG 7.18: Wellenzahlenspektren der Geschwindigkeitskomponenten U, V und W in der
lateralen Richtung (Y) innerhalb der Scherschicht (X = 4.7,Z = 0.0, oben) und in der Né&he
der Wand (X = 4.7, Z = —0.75, unten), - - - 2ter-Ordnung-LES, — 4ter-Ordnung-LES
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X

ABBILDUNG 7.19: Vergleich der C'y— Verteilung der Grobstruktursimulationen mit der DNS
an der unteren Wand,
- - -st.222 — st.422, - - - st 442, — — — st_444, Symbole: 4ter-Ordnung-DNS

X

ABBILDUNG 7.20: Normierte Feinstrukturenergie £ = [?, & . 0z,

—le,

- - -st222 — — — st 422, - - - st 442, — st 444, - . - - - st 484
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ABBILDUNG 7.21: Normierte Differenz der normierten Feinstrukturenergie AE/FEg 999 mit

E = [2, & - 9z (siche Abb. 7.20),

— (Ba202 — B a22) [ Est 292, — — — (Bgt_a22 — Egt_a42) [ Bt 222, - - - (EBst_aa2 — Et_aaa)/ Et 299,
- - - (Egasa — Egaga) /B 202, - - - = - (Bg_222 — Fgy_a8a)/ Egi 202 (Gesamtdifferenz)
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7.9 Grobstruktursimulation (dynamisches Modell) der manipulier-

ten Stufenstromung

Wie bereits in Kapitel 7.1 erwéhnt, kénnen durch die aktive BeeinfluBung von wiederanlegenden
turbulenten Scherschichten bestimmte Effekte erzielt werden, wie z.B. Druckminimierung, Wie-
derstandsreduzierung, Verkiirzung der Rezirkulationsléinge usw. Dabei wird die Strémung mit
bestimmten Frequenzen angeregt. Durch Wechselwirkung der Anregungsfrequenz mit natiirli-
chen Stromungsvorgidngen wird versucht, die Stromung in giinstiger Weise zu verédndern. Die
Auswahl einer geeigneten Storfrequenz und -amplitude ist dabei entscheidend.

Das Ziel der Untersuchungen in diesem Unterkapitel ist, die mittlere Wiederanlegeldnge der
turbulenten Stufenstromung aus Kapitel 7.8 durch eine periodische Anregung zu verkiirzen.
Zwei Anregungsstrategien werden verwendet: a) die aktive Anregung der Scherschicht direkt
an der Stufenkante, und b) die aktive Anregung vor der Stufenkante in der Kanalstromung.
Der physikalische Mechanismus, der der Verkiirzung der mittleren Wiederanlegeldnge zugrun-
de liegt, basiert darauf, innerhalb der Scherschicht bzw. in der Kanalstromung vor der Stu-
fe zweidimensionale Wirbelstrukturen anzufachen, die dann mit der natiirlichen Scherschicht
interagieren und zu einer stédrkeren Vermischung von Fluid in der Auflenstromung mit dem
Fluid innerhalb des Rezirkulationsgebietes bzw. zu einer hoheren Entrainmentrate, fithren. Die
Scherschicht wird dadurch dicker und legt frither an. Je gréfler diese Wirbelstrukturen in ihrer
rdumlichen Ausdehnung sind bzw. je mehr sie angefacht werden, umso stérker wird ihr Effekt
auf die Scherschicht.

Um fiir die Manipulation geeignete Frequenzen verwenden zu kénnen, mufl zuvor die Dynamik

der nichtmanipulierten Stufenstrémung mit einer Spektralanalyse genau untersucht werden.

7.9.1 Zeitliche Energiespektren der nichtmanipulierten Stufenstrémung
(Referenzfall, st_484)

Die griindliche Untersuchung der zeitlichen Energiespektren des nichtmanipulierten Falles ist
unerlaflich, da mit ihnen die Dynamik der ungestorten Stromung wesentlich beschrieben wer-
den kann. Dies wiederum erlaubt die Ermittlung wichtiger Frequenzen, die fiir die Manipulation
der Stromung verwendet werden kénnen. Es wurden 8200 Samples mit einem Zeitabstand von
AT = 0.05 gesammelt - dies entspricht 410 dimensionslosen Zeiten. Die energetisch dominanten
Prozesse der Stromung besitzen Zeitskalen grofler als AT = 0.05 und kleiner als T' = 410, sodafl
bei einer Spektralanalyse dieses Datensatzes alle relavanten Stromungsvorgénge erfafit werden
kénnen. Die Samples wurden in 8 Partitionen mit je 1024 Samples geteilt und eine Spektral-
analyse mit der Fouriertransformation durchgefiihrt. Die laterale Richtung wurde zusétzlich zur
Mittelung der Spektren verwendet.

Abbildungen 7.24 zeigt die zeitlichen Energiespektren der vertikalen Geschwindigkeitskompo-
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nente W der nichtmanipulierten Stufenstromung an mehreren Positionen stromab der Stufe.
Unmittelbar hinter der Stufenkante (X = 1.1,Z = 0.0, Abb. 7.24a) sind verschiedene Peaks
im Energiespektrum vorhanden. Die Frequenz Str = f - h/U, = 0.2 wird stark angefacht
und erreicht ihr Maximum bei ca. (X = 3.1,Z = 0.0, Abb. 7.24b). Die an der Position
(X = 1.1,Z = 0.0, Abb. 7.24a) vorhandenen hohen Frequenzen stammen aus der turbulen-
ten Kanalstromung und werden im Gegenteil dazu nur geringfiigig angefacht. Die natiirliche
Aufrollfrequenz ( Kelvin-HelmholtzInstabilitat) ist die Frequenz Str = 0.2. Anhand der weiter
stromab gemessenen Spektren 148t sich eine Wirbelpaarung (vortez-pairing) erkennen. Diese
Wirbelpaarung entspricht der Halbierung der Frequenz im Energiespektrum (Str = 0.1) und
ist bei (X =4.3,Z = 0.0, Abb. 7.24c) abgeschlossen.

In der Wiederanlegezone (X = 5.5,7 = —0.75, Abb. 7.24d) ist die dominierende Frequenz
Str = 0.05. Ob diese Frequenz durch eine Wirbelpaarung der subharmonischen Frequenz oder
durch Interaktionen mit der Wand entstanden ist, kann nicht eindeutig gesagt werden. In Vi-
deoanimationen der Stromung konnte nur ein Wirbelpaarungsprozef§ beobachtet werden (vgl.
Abschnitt 7.8.2).

Am #ufleren Rand der Wiederanlegezone (X = 7.5,7 = —0.75, Abb. 7.24e) herrschen nied-
rigfrequente Vorgénge (Str = 0.05) vor , die das sogenannte flapping der Wiederanlegezone

darstellen. Diese Frequenz wird in der Literatur auch vortez-shedding genannt.

Die wvortex-shedding-Frequenz wurde von Sigurdson [68] anhand von umfangreichen Untersu-

chungen des Zylindernachlaufs und Sichtung der Literatur wie folgt angegeben:

f : Lref
ref

Str = =0.08 (7.3)
Die Referenzlidnge L,.y ist hierbei der maximale Abstand der Scherschicht von der Wand (Stu-
fenhohe h) und U,.s ist die mittlere horizontale Geschwindigkeit Us.

Die Sichtung der Literatur zeigt jedoch, daf die vortex-shedding-Frequenz schwer zu erfaflen ist
und vermutlich daher verschiedene Werte annehmen kann. In der Tabelle 7.6 ist diese Frequenz

aus einigen ausgewahlten Arbeiten enthalten.

7.9.2 Instabilitidten der turbulenten Stufenstrémung

Wie im letzten Abschnitt zu sehen, 148t sich die turbulente Stufenstromung durch zwei wesent-
liche Instabilitéiten charakterisieren: die Aufroll- oder Kelvin-HelmholtzInstabilitét (Str = 0.2)
unmittelbar hinter der Stufenkante und die sogenannte vortez-shedding-Instabilitat (Str = 0.05)
im Bereich der Wiederanlegezone. Diese beiden Instabilitdten werden nun zur Beeinflussung
der mittleren Wiederanlegeldnge verwendet. Welche der beiden Frequenzen den hoheren Ef-
fekt erzielt, wird nach einer kurzen Darstellung der rdumlichen turbulenten Strukturen des

Referenzfalles untersucht.
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TABELLE 7.6: Vortex-shedding-Frequenz in ausgewéhlten Arbeiten

Untersuchungsmethode Rey, Str
Eaton & Johnston [15] Experiment 11040 und 39450 0.06-0.08
Le & Moin [43] DNS 5100 0.06
Transitionelle Stufenstromung
(Kapitel 6.6, Abb. 6.52) DNS 3000 0.1
Transitionelle Stufenstrémung
Huppertz & Janke [29] Experiment 3000 0.05
Delcayre [13] LES 5100 0.08
st_484 (Kap. 7.8) LES 3300 0.05

7.9.3 Réiumliche Ausdehnung der turbulenten Strukturen

Die Zweipunktkorrelation stellt ein Werkzeug dar, um Informationen iiber die rdumliche Struk-
tur von einheitlich bewegten Fluidmassen zu liefern und gibt somit eine Vorstellung der mitt-
leren Grofle dieser Strukturen wieder. In diesem Abschnitt wird die Korrelation der vertikalen

Geschwindigkeitskomponente w untersucht. Die Korrelationsfunktion lautet:

<w(z,y,z,t) - w(r+ Az, y, 2, t) >

Wi (2, 2)

Ryw(z, Az, 2) =

(7.4)

Der lokale Wert der vertikalen Geschwindigkeitskomponente w wird zu einem beliebigen Zeit-
punkt mit dem Geschwindigkeitswert zum gleichen Zeitpunkt an einem anderen Ort multipli-
ziert. Diese Multiplikation wird zu unterschiedlichen Zeitpunkten durchgefiihrt und das Resultat
zeitlich gemittelt. AnschlieSend wird dieser Wert mit dem Quadrat des lokalen rms-Wertes nor-
miert.

In der Abbildung 7.25 sind Zweipunktkorrelationen R,,,, innerhalb einer (x,z)-Ebene fiir den Re-
ferenzfall st_484 dargestellt. Die durchgezogenen Iso-Linien zeigen positive und die gestrichelten
Linien negative Korrelationswerte an. Die Iso-Linienwerte umfassen den Bereich —1 < R, < 1.
Im Aufpunkt betrdgt die Korrelation aufgrund der Normierung den Wert R,, = 1.0. Die
Absténde der Iso-Linienwerte zueinander betragen jeweils AR, = 0.1.

Abbildung 7.25a zeigt Zweipunktkorrelation R, des Aufpunktes an der Stelle (X = 1.1, 7 =
0.0) mit allen anderen Punkten des Stromungsfeldes innerhalb einer (x,z)-Ebene. Eine star-
ke Korrelation (wechselnde Bereiche stark negativer und positiver Korrelationen) ist in den
Bereichen stromab der Stufenkante in der Néhe des Aufpunktes zu erkennen. Die Zweipunkt-
korrelationen dieses Aufpunktes sind durch die Wirbelaufrollung der Scherschicht geprégt.
Weiter stromabwérts (Abb. 7.25b, X = 4.3, Z = 0.0) ist die rAumliche Ausdehnung der Zwei-

punktkorrelationen (mit Werten R, > 0) in der Hauptstromungsrichtung nahezu doppelt so
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grofl wie im ersten Aufpunkt (in etwa 1.6 - h und 0.8 - A (aus der Abbildung abgemessen)).
Dies deutet auf das Vorhandensein einer ca. doppelt so grofien Struktur hin verglichen mit dem
ersten Aufpunkt und ist eine Folge des im Abschnitt 7.9.1 beschriebenen Wirbelpaarungspro-
zesses. Die dazu gehorige Strouhalzahl ist Str = 0.1.

In der Wiederanlegezone (Abb. 7.25¢, X = 5.5, 7 = —0.75) sind vorwiegend positive Korrela-
tionen vorzufinden, deren raumliche Ausdehnung in der Hauptstromungsrichtung (etwa 3.2 - h)
grofier ist als in den letzten Aufpunkten. Dies konnte eine Folge eines moglichen Wirbelpaa-
rungsprozesses sein (vgl. Abschnitt 7.9.1). Die zu diesem Aufpunkt gehorende Strouhalzahl
ist Str = 0.05 (Abb. 7.24). Die Korrelationen dieses Aufpunktes mit anderen Bereichen des
Stromungsfeldes sind schwécher als in den letzten Aufpunkten.

Stromab der Wiederanlegezone (Abb. 7.25d, X = 8.7,Z = —0.25) ist die rdumliche Aus-
dehnung der Korrelationen in der Hauptstromungsrichtung etwas kleiner als im Aufpunkt c
(X =5.5,Z = —0.75) und betrigt etwa 2.4 - h.

7.9.4 Manipulation der turbulenten Scherschicht an der Stufenkante (X = 0.0)

Die vollturbulente Scherschicht wird wird durch einen zeitlich oszillierenden und um 45° ge-
neigten Strahl an der Stufenkante (X = 0.0) manipuliert (oszillierendes Ausblasen/Absaugen
von Fluid). Dieser Strahl tritt aus einem in lateraler Richtung angeordneten Schlitz geringer
Breite (0.2 - h) aus. Abbildung 7.22 zeigt schematisch die Manipulation der Stufenstrémung in
einer (x-z)-Ebene.

Mathematisch 148t sich das so ausdriicken:

U(t)$:0.07z20_0 = Au . sz’n(27r : ft) (75)

und
W@)m:O.O,zzO.O = Aw : Sin(ZTr ' ft) (76)

Optimale Storfrequenz und -amplitude: Nachfolgend sollen die optimale Storfrequenz Str
und -amplitude A ermittelt werden, bei denen die grofite Verkiirzung der mittleren Rezirkula-
tionslange X, erzielt werden kann.

Durch mehrere Grobstruktursimulationen der manipulierten Strémung (vgl. Tab. 7.7) kann
durch die Variation der Manipulationsfrequenz die optimale Frequenz bestimmt werden, bei
der die hochste Verkiirzung der mittleren Rezirkulationslange erfolgt. Sie ist erwartungsgeméfl
die natiirliche Aufrolilfrequenz der Scherschicht (Str = 0.2).

Die Manipulation der turbulenten Scherschicht mit niedrigeren Frequenzen als der natiirlichen
Instabilitéatsfrequenz, wie z.B. mit der vortez-shedding-Frequenz der Wiederanlegezone, bewirkt
eine geringere Verkiirzung der mittleren Rezirkulationsldnge. Das gilt fiir hohere Frequenzen

ebenfalls. In der Abbildung 7.26 ist der Verlauf der mit der mittleren Rezirkulationsldnge
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turbulent channel flow as inflow condition

blowing/suction 2h
3h
5 » Xr > 5
" 3 g X0 | »

ABBILDUNG 7.22: Schematische Darstellung der Uberstromung der Stufe mit der Manipulation

an der Stufenkante

der nichtmanipulierten Strémung normierten mittleren Rezirkulationsldnge X, /X,q iiber der
Manipulationsfrequenz aufgetragen. Der Abbildung ist zu entnehmen, dafl jede Frequenz eine
Verkiirzung der mittleren Rezirkulationslange bewirkt. Eine Verldngerung der mittleren Rezir-
kulationslénge konnte im betrachteten Frequenzbereich nicht beobachtet werden.

Der Einflufl der Storamplitude ist ebenfalls in der Abbildungen 7.26 zu sehen. Die mittlere Re-
zirkulationsldnge X, nimmt mit zunehmender Amplitude ab. Allerdings ist diese Abhéngigkeit
nur bis zu einer Amplitude von ca. A, = A,, = 0.3-U, vorhanden (Die Verkiirzung betragt hier
ca. 33%). Ab dieser Amplitude ist keine weitere Verkiirzung der mittleren Rezirkulationslédnge
mehr zu beobachten. Die Abnahme der Rezirkulationsldnge verlauft in logarithmischer Auftra-
gung linear mit der Storamplitude (hier nicht gezeigt, s. auch Chun & Sung [11]).

Bei der Manipulation der Stromung senkrecht zur Hauptstromungsrichtung (A, = 0.0) mit
relativ hohen Amplituden (A, = 0.5 - U,) kann bei zwei verschiedenen Frequenzen (Str = 0.08
und Str = 0.2) die gleiche Verkiirzung der mittleren Rizurkulationsldnge beobachtet werden.
In der Tabelle 7.7 sind die Daten der manipulierten Stufenfille zusammengefafit (Grobstruk-

tursimulationen mit dem dynamischen Modell und dem Kompaktverfahren vierter Ordnung).

Wirbelschichtdicke: Die Manipulation der turbulenten Scherschicht wirkt sich auf die Strom-
ung aus und verursacht eine kiirzere mittlere Rezirkulationslénge als bei der nichtmanipulierten
Stufenstromung. Die Ursachen fiir diese Verkiirzung liegen in der stédrkeren Vermischung und
erhohtem Entrainment von Fluid in der manipulierten Scherschicht. Diese wird dadurch dicker
und kommt frither in Berithrung mit der Wand. Als Maf} fiir Dicke der Scherschicht kann
die Wirbelschichtdicke (vorticity-thickness) angesehen werden. Die Wirbelschichtdicke ist bei
Brown & Roshko [7] wie folgt definiert:
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TABELLE 7.7: Grobstruktursimulationen der an der Stufenkante (X = 0.0) manipulierten
Stufenfélle

Fallbezeichnung Str = fh/Uy | Au/Us | Aw/Us | X» | Xi/ X0[%)]
st_484 (Kapitel 7.8) || 0.0 0.0 0.0 5.7 100.0
st_0.20_0.03 0.20 0.03 0.03 5.0 87.0
st_0.10_0.07 0.10 0.07 0.07 5.0 88.0
st_0.14_0.07 0.14 0.07 0.07 4.7 82.5
st_0.20_0.07 0.20 0.07 0.07 4.5 79.0
st_0.30_0.07 0.30 0.07 0.07 4.72 82.8
st_0.35_0.07 0.35 0.07 0.07 5.0 87.0
st_0.40_0.07 0.40 0.07 0.07 5.15 90.0
st_0.60_0.07 0.60 0.07 0.07 5.55 97.4
st_0.80_0.07 0.80 0.07 0.07 5.5 97.4
st_0.05_0.15 0.05 0.15 0.15 9.3 92.0
st_0.08_0.15 0.08 0.15 0.15 5.0 87.0
st_0.10_0.15 0.10 0.15 0.15 4.5 78.0
st_0.20_0.15 0.20 0.15 0.15 4.0 70.0
st_0.30_0.15 0.30 0.15 0.15 4.4 76.5
st_0.40_0.15 0.40 0.15 0.15 5.1 88.5
st_0.10_0.30 0.10 0.30 0.30 4.3 74.8
st_0.20_0.30 0.20 0.30 0.30 3.9 67.8
st_0.20_0_0.30 0.20 0.0 0.30 3.9 67.8
st_0.08_0.50 0.08 0.0 0.50 3.9 67.8
st_0.20_0.50 0.20 0.0 0.50 3.9 67.8
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57<U>mam—<U>mm7 A<U> (77)
Y (0<U> 0D mar (0<U > /0Z)man '

A < U > ist dabei die Differenz der Geschwindigkeiten innerhalb der Scherschicht und (0 <
U > /0Z)maz der hichste Geschwindigkeitsgradient zwischen den vertikalen Positionen von
< U >paz und < U >pip.

Als Beispiel zeigt Abbildung 7.27 einen Vergleich zwischen der nichtmanipulierten Stromung
st_484 und der Manipulierten st_0.2_0.15. Die Wirbelschichtdicke der manipulierten Stromung
ist bis kurz nach der Wiederanlegezone wesentlich héher als bei der nichtmanipulierten Stromung,
das als Indikator fiir eine erhthte Vermischung in der Scherschicht ist. Zu bemerken ist, dafl
die Wirbelschichtdicke ihr Maximum kurz hinter der mittleren Wiederanlegezone der jeweiligen
Stromung (gepunktete Linien in der Abbildung 7.27) hat.

Augenblickliches Stromungsfeld: In diesem Abschnitt wird zur Veranschaulichung der
Unterschiede zwischen dem manipulierten Fall st_0.2_0.15 und dem nichtmanipulierten Fall
st_484 (fiir die dazugehorigen mittleren Rezirkulationslangen X, siehe Tab. 7.7) kurz auf das
augenblickliche Stromungsfeld eingegangen. Abbildung 7.28 zeigt die Iso-Oberflichen der Fluk-
tuationen der horizontalen Geschwindigkeitskomponente v = +0.15. Helle Oberflichen sind
dabei positive und dunkle negative Fluktuationen. Man erkennt in der Abbildung die soge-
nannten streaks der Kanalstromung (Bereiche mit positiven bzw. negativen u/-Werten). Diese
streaks erstrecken sich fast bis in die Wiederanlegezone. Im manipulierten Fall werden die stre-
aks durch die Manipulation an der Stufenkante teilweise unterbrochen.

Die Iso-Oberflichen der Fluktuationen der vertikalen Geschwindigkeitskomponente w’ = 40.1
sind in der Abbildung 7.29 zu sehen. Dort zeigt sich, dafl die zweidimensionalen Wirbelstruk-
turen beim nichtmanipulierten Referenzfall erst bei X ~ 2.5 entstehen, wihrend sie beim ma-
nipulierten Fall bereits unmittelbar hinter der Stufenkante vorhanden sind. Die Manipulation

bringt also eine gewisse Ordnung in die Strémung hinter der Stufe.

7.9.5 Manipulation der turbulenten Stufenstréomung vor der Stufenkante an der Po-
sition X = —3.0

Die ankommenden turbulente Kanalstromung soll in Stufenhohe an der Position X = —3.0
durch einen senkrechten und zeitlich oszillierenden Strahl manipuliert werden (oszillierendes
Ausblasen/Absaugen von Fluid, siehe Abb. 7.23). Dieser Strahl tritt aus einem in lateraler
Richtung angeordneten Schlitz geringer Breite (0.2 - h) aus.

Mathematisch 148t sich das so ausdriicken:

W(t)x:73.0,z:0.0 = Aw . sin(27r . ft) mit Aw =0.5- Ub (78)
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turbulent channel flow as inflow condition
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ABBILDUNG 7.23: Schematische Darstellung der Uberstromung der Stufe mit der Manipulation
an der an der Stelle X = z/h = —-3.0-h

Um die Manipulation an der Position X = —3.0 realisieren zu kénnen, wird ein neues Berech-
nungsgebiet mit der Lange X = 24.2 beginnend bei X = —8.0 verwendet. Die verwendete Ka-
nalstromung ist die gleiche wie im letzten Abschnitt, allerdings liegt sie in der Hauptstromungs-
richtung zwischen X = —17.6 und X = —8.0. Die Daten des verwendeteten Gitters sind in der

Tabelle 7.8 zusammengefaf3t.

Optimale Storfrequenz: Die Auswirkungen der Manipulation der Stromung an der Position
X = —3.0 zeigt Abbildung 7.30. In dieser Abbildung ist der Verlauf der mit der jeweiligen
mittleren Rezirkulationsldnge der nichtmanipulierten Stromung normierten mittleren Rezirku-
lationslange, X,/ X,q, tiber der Manipulationsfrequenz aufgetragen.

Die Verkiirzungen der mittleren Rezirkulationslédnge sind bei dieser Art der Manipulation ge-
ringer als bei der Manipulation der Scherschicht direkt an der Stufenkante, obwohl die Anre-
gungsamplitude hoch ist (A, = 0.5 U,) und die gleichen Frequenzen verwendet wurden. Die
grofite Verkiirzung der mittleren Rezirkulationsliange bertégt ca. 19 % (4ter-Ordnung-LES) bzw.
12 % (2ter-Ordnung-LES), und wird in beiden Féllen durch die Anregung mit der Frequenz
Str = 0.08 verursacht. Mit dieser Frequenz kann ein leicht starkerer Effekt erzielt werden als mit
der natiirlichen Wirbelaufrollfrequenz der stromab entstehenden Stufenscherschicht (Str = 0.2),
bei der die Verkiirzung ca. 14 % (4ter-Ordnung-LES) bzw. 6 % (2ter-Ordnung-LES) betrégt. Die
mittlere Rezirkulationslénge bleibt bei der Manipulation mit hohen Frequenzen (z.B. Str = 0.4)
nahezu unverandert. In der Tabelle 7.9 sind die Ergebnisse der Grobstruktursimulationen der

manipulierten Stréomung an der Position X = —3.0 zusammengefaft.

Augenblickliches Stromungsfeld: Abbildung 7.31 zeigt augenblickliche Iso-Oberflichen der
Fluktuationen der vertikalen Geschwindigkeitskomponente w’ = +0.05 fiir die manipulierten

Fille mit den Frequenzen Str = 0.08 und Str = 0.2. Diese Abbildung sowie Viedoanimationen
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TABELLE 7.8: Parametereinstellungen fiir die Stufenstromung (LES)

Parametereinstellung fiir die Grobstruktursimulationen

Kanalstromung Stufenstromung
kmg7 (Kapitel 6.5) st_05_les
v 0.000355 0.000355
rdumliche Ausdehnung X Y 7 X Y 7
von -17.6 0.0 -1.0 || -8.0 0.0 -1.0
bis -8.0 6.0 2.0 | 16.2 6.0 2.0
Anzahl der NX NY NZ || NX NY NZ
Gitterpunkte (500 - 103) || 48 40 32+32 144 40 64
AX 0.2 0.2
AY 0.15 0.15

AZ (-1.0 < Z < 0.0)

0.032525-0.03

0.016236-0.015

AZ (0.0 < Z < 1.0)

0.03-0.105516

0.03-0.105516

AZ (1.0 < Z <2.0)

0.105516-0.03

0.105516-0.03

Zeitschritt

0.003

0.003
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TABELLE 7.9: Grobstruktursimulationen der vor der Stufenkante (X = -3.0) manipulierten

Stufenfille (A, = 0.5 - U,)

Fallbezeichnung Str = fh/Up || Xorgen | X0/ X0l || Xoyona | X/ X0 %]
st_05_les, vgl. Tab. 7.8 || 0.0 5.7 0.0 5.4 100.0
st_0.05_0.5 0.05 5.3 93.0 5.0 93.0
st_0.08_0.5 0.08 4.65 81.0 4.75 88.0
st_0.20_0.5 0.20 4.9 86.0 5.1 94.0
st_0.40_0.5 0.40 5.6 98.0 5.3 99.0
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zeigen, dafl im niedrigfrequent angeregten Fall (Str = 0.08) groBe raumliche Wirbelstrukturen
entstehen und in die Wiederanlegezone der Scherschicht konvektiv transportiert werden. Beim
hochfrequent angeregten Fall (Str = 0.2) entstehen zweidimensionale Wirbelstrukturen, die
jedoch in ihrer rdumlichen Ausdehnung kleiner sind als beim niedrigfrequent angeregten Fall.
Die Frequenz Str = 0.08 wird also innerhalb der Kanalstrémung wesentlich mehr angefacht als
die Frequenz Str = 0.2. Mit der Entstehung dieser grofien rdumlichen Wirbelstrukturen und
ihrer Wechselwirkungen mit der stromab entstehenden Scherschicht kann die Verkiirzung der

mittleren Rezirkulationsldnge begriindet werden (vgl. auch [59]).

7.9.6 Zusammenfassung der Ergebnisse der Grobstruktursimulation der manipu-

lierten Stufenstréomung

Die zeitlichen Energiespektren der nichtmanipulierten Stufenstromung zeigen zwei typische Fre-
quenzen: die natiirliche Wirbelaufrollfrequenz (Kelvin-HelmholtzInstabilitdt, Str = 0.2) 1-3
Stufenhohen hinter der Stufenkante und die vortez-shedding-Frequenz (Str = 0.05) im Bereich

der Wiederanlegezone der Scherschicht.

Bei der Manipulation der turbulenten Scherschicht an der Stufenkante durch einen zeitlich os-
zillierenden und um 45° geneigten Strahl, konnte die optimale Frequenz ermittelt werden, bei
der die grofite Verkiirzung der mittleren Rezirkulationsldnge X, erreicht werden kann, ndmlich
die natirliche Aufrollfrequenz der Scherschicht. Wéahrend bei Anregung mit dieser Frequenz
die mittlere Rezirkulationsliange, abhingig von der Manipulationsamplitude, um bis zu 33%
verkiirzt werden konnte, wurden mit der vortez-shedding-Frequenz geringere Verkiirzungen er-
reicht (ca. 8%). Die Verkiirzung der mittleren Rezirkulationslinge kann durch die stérkere
Vermischung und das erhchte Entrainment von Fluid in die Scherschicht erklart werden. Der
Vergleich des augenblicklichen Stromungsfeldes zeigte beim angeregten Fall geordnete laterale
Wirbelstrukturen unmittelbar hinter der Stufe, die beim nichtangeregten Fall erst 2-3 Stu-

fenhohen stromab der Stufe zu sehen sind.

Bei der Manipulation vor der Stufenkante an der Position X = —3.0 konnten im Vergleich zur
Anregung an der Stufenkante geringere Verkiirzungen der mittleren Rezirkulationsldnge der
Stufenstromung bewirkt werden (bis zu 19 %). Dabei wurde die kleinste mittlere Wiederanle-
gelénge durch Anregung mit der Frequenz Str = 0.08 erreicht. Bei Anregung mit der natiirlichen
Aufrollfrequenz der stromab entstehenden Scherschicht konnte eine geringere Verkiirzung (bis
zu 14 %) festgestellt werden. Die Visualisierung des Stromungsfeldes durch Videoanimationen
zeigte beim mit der Frequenz Str = 0.08 angeregten Fall grofile rdumliche zweidimensionale
Wirbelstrukturen, die konvektiv in die Wiederanlegezone der Scherschicht transportiert wer-
den. Durch Interaktionen dieser Wirbelstrukturen, mit der stromab entstehenden ridumlichen

Wirbelstrukturen der Scherschicht, wird diese, durch eine stérkere Vermischung von Fluid in
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der Auflenstromung mit dem Fluid innerhalb des Rezirkulationsgebietes, dicker und legt frither
an. Die rdumliche Ausdehnung in Hauptstromungsrichtung der lateralen Wirbelstrukturen ist

beim mit der Frequenz Str = 0.2 angeregten Fall wesentlich kleiner.
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ABBILDUNG 7.24: Zeitliche Energiespektren der vertikalen Geschwindigkeitskomponente w an

verschiedenen Positionen stromab der Stufe, Referenzfall st_484
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ABBILDUNG 7.25: Zweipunktkorrelationsverteilung R,,,, an den Positionen: a) X=1.1,Z=0.0, b)
X=4.3,2=0.0, ¢) X=5.5,2=-0.75, d) X=8.7,Z2=-0.25, Referenzfall st 484, durchgezogene Linien:

positive Werte, gestrichelte Linien: negative Werte
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ABBILDUNG 7.26: Normierte mittlere Rezirkulationslange X, /X, als Funktion der Anregungs-

frequenz Str = % und -amplitude A

X 10

ABBILDUNG 7.27: Wirbelschichtdicke d,, bei manipulierter (gestrichelte Linie, Fall st_0.20_0.15)

und nichtmanipulierter Stromung (durchgezogene Linie, Fall st_484)
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undisturbed flow

disturbed flow, Str = 0.2

ABBILDUNG 7.28: Augenblickliche Iso-Oberflichen der Fluktuationen der horizontalen Ge-
schwindigkeitskomponente ' = £+0.15, dunkle Fliachen: negative Werte, helle Flachen: positive
Werte, oben: nichtmanipuliert (st_484), unten: mit Str = 0.2 angeregt (st-0.20_0.15)
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undisturbed flow

disturbed flow, Str = 0.2

ABBILDUNG 7.29: Augenblickliche Iso-Oberflachen der Fluktuationen der vertikalen Geschwin-
digkeitskomponente w’ = 40.1, dunkle Fliachen: negative Werte, helle Flachen: positive Werte,
oben: nichtmanipuliert (st_484), unten: mit Str = 0.2 angeregt (st-0.20_0.15)



Grobstruktursimulation der manipulierten Stufenstrémung 181

X/Xr0

1.0 -
0.9
o 2nd-order—LES
o  4th—-order—LES
0.8 .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Str

ABBILDUNG 7.30: Normierte mittlere Rezirkulationslange X, /X, als Funktion der Anregungs-

frequenz Str = %, Manipulation an der Position X = —3.0
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Blowing/Suction at: X =-3.0
Iw’l = 0.05

Str = 0.2, Ay = 0.5%U},

Blowing/Suction at: X =-3.0
Iw’l = 0.05

Str = 0.08, Ay = 0.5+Up,

ABBILDUNG 7.31: Augenblickliche Iso-Oberflachen der Fluktuationen der vertikalen Geschwin-
digkeitskomponente w’ = +0.05, dunkle Flichen: negative Werte, helle Flachen: positive Werte,
oben: mit Str = 0.2 angeregt (st_0.20_0.5), unten: mit Str = 0.08 angeregt (st_0.08.0.5)
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7.10 Zusammenfassung der Ergebnisse der turbulenten Stufen-

stromung

Die turbulente Strémung iiber eine riickwértsgewandte Stufe mit einer Kanalstromung als Zu-
strombedingung (Re;, ~ 3300 bzw. Re, = 180) wurde mit den Methoden der direkten numeri-
schen Simulation (DNS) und der Grobstruktursimulation (LES, mit dem dynamischen Modell)
berechnet. Die DNS, die mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung durchgefiihrt wurde, dient
zur Validierung verschiedener LES-Ergebnisse mit unterschiedlichen Diskretisierungsverfahren.
Die Ergebnisse der Grobstruktursimulationen stimmen sehr gut iiberein mit denen der direkten
numerischen Simulation. Der zeitliche Aufwand fiir eine Grobstruktursimulation betragt auf-
grund des grofleren Zeitschritts und der geringeren Gitterpunktanzahl etwa 2% im Vergleich
zur direkten numerischen Simulation.

Das Kompaktverfahren vierter Ordnung hat bei der Grobstruktursimulation zu genaueren Er-
gebnissen in der Statistik erster und héherer Ordnung gefiihrt als das Zentraldifferenzenver-
fahren zweiter Ordnung. Die bei identischen Maschengittern durch das Gitter aufgeléste Grob-
strukturenergie wird durch das Kompaktverfahren vierter Ordnung genauer dargestellt und der
Anteil der nichtaufgelosten Feinstrukturenergie ist geringer. Dies wiederum entspricht der Ver-
wendung eines feineren Maschengitters in der 2ter-Ordnung-Simulation.

Die Untersuchung der Zeitspektren im gesamten Stromungsfeld liefert charakteristische Fre-
quenzen. Die so gefundenen energetisch dominanten Frequenzen kénnen fiir eine periodische
Anregung der Stromung genutzt werden. Die wichtigsten Frequenzen sind die natiirliche Aufroll
oder Kelvin-HelmholtzFrequenz (Str = 0.2) ca. 1-3 Stufenhéhen stromab der Stufenkante und
die sogenannte vortex-shedding-Frequenz (Str = 0.05) im Bereich der Wiederanlegezone der
Scherschicht.

Um die Wiederanlegeldnge der Stufenstomung aktiv zu beeinfluflen, wurden zwei Anregungs-
strategien verwendet: a) die Anregung der Scherschicht direkt an der Stufenkante (X = 0.0),
und b) die Anregung in der Kanalstromung vor der Stufenkante (X = -3.0).

Bei der Manipulation der turbulenten Scherschicht direkt an der Stufenkante durch einen zeit-
lich oszillierenden und um 45° geneigten Strahl konnte die hochste Verkiirzung der mittleren
Rezirkulationsldnge X, bei der natirlichen Aufrollfrequenz erreicht werden (AX,. ,,q, betrigt ca.
30 % gegeniiber dem nichtangeregten Fall). Die vortex-shedding-Frequenz hat bei vergleichbarer
Amplitude der Anregung eine geringere Verkiirzung der mittleren Rezirkulationsldnge (ca. 8%)
verursacht.

Bei der Manipulation in der Kanalstromung vor der Stufenkante an der Position X = —3.0
durch einen senkrechten und zeitlich oszillierenden Strahl konnte im Vergleich zur Anregung
direkt an der Stufenkante mit der Aufrollfrequenz eine geringere Verkiirzung erreicht werden
(ca. 14 %). Die Frequenz Str = 0.08 wurde am meisten angefacht und bewirkte dabei die grofite
Verkiirzung der mittleren Wiederanlegelénge (ca. 19 %).
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8 Zusammenfassung und Diskussion

Die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit beinhaltet die Entwicklung eines Kompaktverfahrens
vierter Ordnung fiir nichtdquidistante und versetzte kartesische Maschengitter, Implementie-
rung in das Stromungsberechnungsprogramm MGLET zur direkten numerischen Simulation
(DNS) und Grobstruktursimulation (LES) von manipulierten, abgelosten turbulenten Stromun-
gen in komplexen Geometrien, sowie die Validierung und Anwendung des Verfahrens auf ver-

schiedene Testfille unterschiedlicher Komplexitét.

Sowohl bei der DNS als auch der LES kommt dem hohen Wellenzahlenbereich des Energiespek-
trums eine besondere Bedeutung zu. In der DNS miissen diese Wellenzahlen moglichst genau
dargestellt werden, um die molekulare Dissipation zu gewéhrleisten. In der LES sind die In-
formationen aus diesem Wellenzahlenbereich fiir das Feinstruktur-Turbulenzmodell von gréfter
Wichtigkeit, da sie an der Grenze zwischen den kleinsten berechneten und den grofiten model-
lierten Wellenléngen liegen. Die Bestrebung, diesen Wellenzahlenbereich des Energiespektrums
sowohl bei der DNS als auch der LES moglichst genau darstellen zu konnen, macht die Verwen-
dung von rdumlichen Diskretisierungsverfahren héherer Ordnung sinnvoll (als kostengiinstigere

Alternative zu feineren Maschengittern).

Grundsétzlich wird zwischen expliziten und impliziten rdumlichen Diskretisierungsverfahren
vierter Ordnung unterschieden. Der entscheidende Nachteil der expliziten Verfahren liegt darin,
da zur Bildung eines Differenzen- bzw. Interpolationssterns die Informationen von wvier be-
nachbarten Gitterpunkten eines betrachteten Aufpunktes benttigt werden. Dies erschwert die
Behandlung der Rénder, da mehrere Randschichten gesondert behandelt werden miissen. Im-
plizite Verfahren, wie das in dieser Arbeit vorgestellte tridiagonale Kompaktverfahren vierter
Ordnung, sind fiir die Simulation von turbulenten Strémungen besonders interessant, da sie
mit den Informationen von nur zwei benachbarten Gitterpunkten eines betrachteten Aufpunk-
tes auskommen und trotzdem von vierter Ordnung genau im Raum sind. Die Implementierung
und die Behandlung der Rénder ist dadurch wesentlich unkomplizierter als bei expliziten Ver-
fahren. Die Verwendung von impliziten Verfahren erfordert allerdings zusétzliche Felder fiir die
Koeffizienten und die Interpolationen/Ableitungen sowie die Losung von Gleichungssytemen

mit geeigneten Losern.

Nach Sichtung der vorhandenen Literatur iiber das Kompaktverfahren (Kapitel 1) wurden zwei
Tatsachen festgestellt: a) es existieren wenige Arbeiten, in denen das Kompaktverfahren vierter
Ordnung in der numerischen Simulation von turbulenten Stromungen verwendet wird, und b)
die Verwendung des Kompaktverfahrens direkt auf nichtédquidistante Maschengitter ist dabei
die Ausnahme. Die meisten Autoren verwenden die Transformationsmethode, die jedoch nicht
bei jedem Maschengitter anwendbar ist. Diese Methode wurde in dieser Arbeit daher nicht

weiter betrachtet.



Zusammentassung und Diskussion 185

Um die geforderte Genauigkeit vierter Ordnung des Kompaktverfahrens bei nichtdquidistan-
ten Maschengittern zu gewéhrleisten, wurden in Kapitel 3 neue und modifizierte Ansétze zur
Berechnung der Interpolationen und der Ableitungen verwendet. Zu jedem Ansatz wurde der
Abbruchfehler im nichtdquidistanten Gitter angegeben. Es wurde gezeigt, dafl die verwendeten
Ansitze und die dazugehorigen Abbruchfehler bei dquidistanten Gittern in die Ansétze von Lele
[45] iibergehen. Da die Ordnung des Diskretisierungsverfahrens im Berechnungsgebiet durch die
verwendeten Randbedingungen beeinflufit werden kann, wurden in dieser Arbeit ausschliefllich
Randbedingung vierter Ordnung (fiir den konvektiven Term) und dritter Ordnung (fiir den
diffusiven Term) in nichtdquidistanten Gittern, verwendet.

Die Navier-Stokes-Gleichung (2.1) wurde im Rahmen einer Finite-Volumen-Formulierung in
allen Koordinatenrichtungen mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung diskretisiert. Die
Kontinuitétsgleichung (2.2) wurde ebenfalls mit dem Kompaktverfahren diskretisiert. In den
numerischen Simulationen wurde sie jedoch mit dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ord-
nung diskretisiert, da das Kompaktverfahren hohe Rechenzeiten in den Druckkorrekturroutinen

bendtigte, ohne die Divergenz wesentlich zu reduzieren.

Die Untersuchung des Kompaktverfahrens mit Hilfe der Fourier-Analyse (Kapitel 4) konnte
das ausgezeichnete Losungsverhalten, insbesondere beziiglich der getreuen Wiedergabe der ein-
zelnen Wellenanteile in den Geschwindigkeitsfunktionen, auf theoretischer Ebene grofitenteils
begriinden. Bei der Auswertung von Differenzenquotienten gehen die mit der Wellenzahl ange-
gebenen Wellenanteile der Geschwindigkeitsfunktionen in modifizierte Wellenanteile iiber. Es
wurde in diesen Untersuchungen festgestellt, dafl das Kompaktverfahren anndhernd die dop-
pelte Wellenzahl mit gleicher Qualitdt im Vergleich zum Zentraldifferenzenverfahren zweiter

Ordnung iibertragen kann.

Durch die umfangreiche Validierung des Kompaktverfahrens in Kapitel 6 anhand von verschie-
denen Testfillen unterschiedlicher Komplexitit (wie z.B. der konvektive Transport von Sinus-
wellen, die manipulierte zweidimensionale Plattengrenzschicht, LES und DNS der turbulenten
Plattenkanalstromung (Re, = 180) und DNS der transitionellen Stromung tiber eine riickwérts-
gewandte Stufe (Re = 3000)), konnte folgendes festgestellt werden:

1. Das Losungsvermégen des Kompaktverfahrens vierter Ordnung ist spektraldhnlich und

liefert genauere Ergebnisse als das Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung.

2. Der Aufwand fiir eine numerische Simulation (in Form der Anzahl der benétigten Gitter-
punkte) kann durch die Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung gegeniiber
dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung halbiert werden, ohne eine Beeintréchti-
gung der Losungsqualitdt in Kauf nehmen zu miissen. Das Kompaktverfahren benétigt
allerdings ca. 1.35 bis 1.5 mal mehr Rechenzeit und einen héheren Speicherbedarf als das

Zentraldifferenzenverfahren.
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3. Die, in der numerischen Simulation von turbulenten Stromungen wichtigen hohen Wellen-
zahlenbereiche, konnen mit dem Kompaktverfahren wesentlich genauer dargestellt werden
als mit dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung. Das Energieniveau in diesen Be-
reichen ist beim Kompaktverfahren, aufgrund des geringeren numerischen Fehlers, hoher,
d.h. die kleinskalige Turbulenz ist in Simulationen mit dem Kompaktverfahren ausge-

pragter.

4. Durch die Verwendung des Kompaktverfahrens sechster und achter Ordnung in den ho-
mogenen Richtungen (mit dquidistanten Gittern) kann eine zusétzliche Verbesserung der

Losung erreicht werden.

5. Die Wirkung des Feinstrukturmodells wird bei der LES entscheidend vom rédumlichen
Diskretisierungsverfahren beeinflusst. Die Feinstruktur-Turbulenzintensitéten sind bei der
Verwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung geringer als bei dem Zentraldifferen-
zenverfahren zweiter Ordnung, &hnlich der Verwendung eines feineren Berechnungsgitters

in der 2ter-Ordnung-Simulation.

Mit dem neu entwickelten und validierten Kompaktverfahren vierter Ordnung wurde in Kapi-
tel 7 die abgeloste turbulente Stromung iiber eine riickwértsgewandte Stufe mit einer Kanal-
stromung als Zustrombedingung (Rep, ~ 3300 bzw. Re, = 180) mit DNS und LES (mit dem
dynamischen Feinstrukturmodell) berechnet.

Das Ziel der Untersuchungen in diesem Kapitel war, die abgeltste turbulente Scherschicht durch
aktive Anregung mit verschiedenen Frequenzen (und Amplituden) zu beeinflussen, um die mitt-
lere Rezirkulationsldnge der Stufenstromung zu verkiirzen.

Die 4ter-Ordnung-DNS (mit 6.2 - 105 Gitterpunkten) lieferte sehr genaue Ergebnisse und wurde
daher zur Validierung verschiedener LES-Ergebnisse (mit 0.37 -10° Gitterpunkten) mit unter-
schiedlichen Diskretisierungsverfahren verwendet. Da der Aufwand fiir eine LES aufgrund der
geringeren Gitterpunktanzahl und des grofieren Zeitschritts lediglich ca. 2% gegeniiber der DNS
betrégt, bietet die LES eine realistische Moglichkeit, die mit unterschiedlichen Frequenzen und
Amplituden aktiv angeregte Stromung zu berechnen.

Die Frage, mit welchen Frequenzen die abgeloste Stromung optimal - im Sinne einer maximalen
Verkiirzung der mittleren Rezirkulationsldnge - angeregt wird, kann anhand der nichtmani-
pulierten Stromung beantwortet werden. Dabei wird die Dynamik der Stromung untersucht,
um aussichtsreiche Frequenzen finden zu kénnen. Durch die genauere Losung des in der LES
verwendeten Kompaktverfahrens vierter Ordnung gegeniiber dem Zentraldifferenzenverfahren
zweiter Ordnung, kann davon ausgegangen werden, daf3 die Stromungsdynamik genauer erfafit
wurde.

Die Auswertung von zeitlichen Energiespektren im gesamten Stromungsfeld lieferte charak-
teristische Frequenzen: die natirliche Aufroll oder Kelvin-HelmholtzFrequenz (Str = 0.2)

ca. 1-3 Stufenhohen stromab der Stufenkante und die sogenannte wvortez-shedding-Frequenz
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(Str = 0.05) im Bereich der Wiederanlegezone der Scherschicht.

Bei der periodischen Anregung der Scherschicht direkt an der Stufenkante konnte die stérkste
Verkiirzung der mittleren Rezirkulationsldnge mit der natiirlichen Aufrollfrequenz (Str = 0.2),
bei der Anregung in der Kanalstrémung vor der Stufenkante an der Position X = —3.0 mit
der Frequenz Str = 0.08, bewirkt weren. Die Verkiirzung der Wiederanlegeldnge durch die Ma-
nipulation direkt an der Stufenkante ist, bei vergleichbarer Amplitude der Stérung, wesentlich

grofler als bei der Anregung in der Kanalstromung vor der Stufenkante.

Die Ziele dieser Arbeit sind erreicht worden, auch wenn sich einige Aufgaben als besonders
kompliziert erwiesen haben.

Dazu gehorte zweifellos die direkte Berechnung der Koeffizienten des Kompaktverfahrens fiir
nichtdquidistante Gitter, da die Aufstellung und Loésung der sich ergebenden Gleichungssysteme
mit einer Genauigkeit von vierter Ordnung in Abhéngigkeit von den Groflen des nichtéquidi-
stanten und versetzten Maschengitters besonders mithsam und fehleranfillig war. Der Verfasser
konnte dabei nicht auf vorhandene Literaturstellen zuriickgreifen, da diese entweder nicht vor-
handen waren oder nicht in die Struktur des Rechenprogramms MGLET passten.

Das Ziel, abgeloste Stromungen iiber Hindernisse mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung
zu berechnen, barg ebenfalls einige Schwierigkeiten, da das Kompaktverfahren iiber das gesam-
te Berechnungsgebiet angeschrieben wird, und Unstetigkeiten (in Form von Korpern innerhalb
des Stromungsgebietes) in vielen Féllen zu numerischen Instabilitédten fithrten. Mit einer spezi-
ellen Formulierung von Kérper- und Randzellen und einer Modifizierung der Koeffizienten des
Verfahrens an diesen Zellen konnte dieses Ziel schliefSlich erreicht werden.

Die Anforderung, unphysikalische hochfrequente Wellenanteile (,,wiggles”) in einer turbulen-
ten Stromung zu reduzieren, konnte ebenfalls mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung
realisiert werden. Diese ,,wiggles” aus der Stréomung zu eliminieren, kann mit dem Kompakt-
Upwindverfahren dritter Ordnung (KU3) erreicht werden. Allerdings kann dies zu einer star-
ken Démpfung der Turbulenz in der Stréomung fithren. Der Ubergang zum Kompakt-Upwind-
Verfahren fiinfter Ordnung kénnte daher fiir kiinftige Arbeiten in Betracht gezogen werden.
Allerdings erhélt man dann Gleichungssysteme fiinfter Ordnung, die in Abhéngigkeit von den
Groflen des nichtéquidistanten Maschengitters gelost werden miissen. Auflerdem benotigt die-
ses Verfahren die Informationen von mehrere Randschichten und ist daher fiir Hindernisiiber-
stromung besonders problematisch. Einen Kompromif} stellt in diesem Zusammenhang das in
dieser Arbeit vorgestellte upwindgewichtete Kompaktverfahren dritter Ordnung (KU34) dar,
da bei diesem Verfahren das Mafl der Dampfung individuell fiir jeden Stromungsfall angepaf3t
werden kann. Eine hohe Dampfung der Turbulenz, wie es beim Kompakt-Upwindverfahren drit-
ter Ordnung (KU3) der Fall ist, kann dadurch vermieden werden, allerdings kénnen bei diesem

Verfahren immer noch, abhéingig vom Stromungsfall, leichte ,, wiggles” auftreten.
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A Programmstruktur, Speicherverwaltung und Felder fiir

das Kompaktverfahren

A.1 Berechnung der Koeffizienten fiir das Kompaktverfahren

Die Berechnung der Koeffizienten fiir das Kompaktverfahren vierter Ordnung wird einmalig in
der Routine mlet vor Beginn der Zeitschrittroutine durchgefiihrt. Aulerdem erfolgt die Berech-
nung der Koeffizienten separat fiir jede Koordinatenrichtung in Abhéngigkeit vom Streckungs-
faktor des verwendeten Maschengitters. Sechs 2D-Felder werden dafiir benotigt -zwei Felder
fiir den konvektiven und diffusiven Term in jeder Koordinatenrichtung. Ein solches Feld (z.B.
COEF K X)! besteht aus dem Zellindex (z.B. NZ = 3,4,5..N X 4z — 2)'? und zwolf Spalten
fiir die Koeffizienten. Die ersten sechs Spalten sind dabei die Koeffizienten fiir die Interpolation
im versetzten Gitter (u,, 0, und w,, Gl. (3.11), Gl (3.24) und Gl (3.25)), wobei die ersten
drei die Koeffizienten auf der linken Seite der Gleichung (lcol, diag und rcol) und die letzten
drei die Koeffizienten auf der rechten Seite der Gleichung (rsidel, rside2 und rside3), die fiir
die Bildung der rechten Seite des Gleichungssystems (siehe z.B. Gl. (3.29)) gebraucht werden,
darstellen. Fehlt auf der linken oder auf der rechten Seite einer Gleichung ein Term, so wird der
Koeffizient an dieser Stelle mit Null belegt. Die letzten sechs Spalten des Koeffizienten-Feldes
stellen die Koeffizienten fiir die nichtversetzte Interpolation dar (0, bzw. w,, ..., Gl. (3.36), Gl.
(3.42) und Gl. (3.43)).

In Analogie dazu besteht das Feld COEF D X!3 aus den Koeffizienten fiir die Berechnung der
Ableitungen jeweils im versetzten ((du/dz), Gl. (3.51), Gl. (3.60) und Gl. (3.61)) und nicht-
versetzten Gitter ((dv/dz) bzw. (dw/dx), Gl. (3.72), Gl. (3.78) und Gl. (3.79)). Die vier weiteren
Felder sind: COEF K'Y, COEF D Y, COEF K Z, COEF D Z.

Wie bereits erwdhnt, sind die Koeffizienten richtungsabhéngig, d.h. die Berechnung der Ko-
effizienten z.B. in der X-Richtung erfolgt ohne Riicksicht auf die jeweilige Y- bzw. Z-Position
der Gitterzelle. Alle Koeffizienten in der X-Richtung sind identisch an jeder J- bzw. K-Position,
daher sind die Felder eindimensional (innerhalb des 2D-Koeffizienten-Feldes). Diese Art der Ko-
effizientenberechnung hat sich bewéahrt bei vielen numerischen Simulationen in dieser Arbeit.
Probleme in Form von numerischen Instabilitdten oder ,,wiggles” ergeben sich jedoch, wenn
Korper innerhalb des Strémumgsfeldes iiberstrémt werden. Dies fithrte zu der Uberlegung, das
tridiagonale Gleichungssystem in der Hauptstromungsrichtung X bis zur Hohe des Korpers (in
vertikaler Richtung Z) zu unterbrechen und die Rénder entsprechend zu modifizieren (s. Kap.

A.3). Solange die Hohe des Korpers in der vertikalen Schleife nicht erreicht ist, wird ein mo-

HFeld fiir die Koeffizienten des konvektiven Terms in X-Richtung
12Die Zellindezis 1,2, N X,z — 1 und N X0 sind Randzellen des Berechnungsgebietes
13Feld fiir die Koeffizienten des diffusiven Terms in X-Richtung
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difiziertes Gleichungssystem gelost, bei dem die Koeffizienten und die Ansétze zur Berechnung
der Interpolation fiir die Randzellen des Korpers gedndert werden. Oberhalb des Korpers wird
das Gleichungssystem in der Hauptstromungsrichtung X wie gewohnt gelost (vgl. Abb. A.1).
Diese Vorgehensweise hat aber den entscheidenden Nachteil, daf§ die Koeffizienten in der X-
Richtung nicht mehr unabhéngig von den anderen Richtungen sein konnen. D. h. aus den ersten
drei 1D-Feldern in COEFKX werden drei 3D-Felder. Die 1D-Felder sieben, acht und neun in
COEFKX werden ebenfalls 3D, allerdings werden sie nach der Berechnung der ersten drei Fel-
der in denselben Feldern gespeichert (Felder werden nacheinander benotigt). Diese 3D-Felder
haben die Bezeichnung: LCL, DIL und RCL und stellen die Elemente der linken Nebendiago-
nale, der Diagonale und der rechten Nebendiagonale des Gleichungssystems dar (d.h. aus den
1D-Feldern lcol, diag und rcol werden die 3D-Felder LC'L, DIL und RCL).

A.2 Berechnung der interpolierten Werte und der Ableitungen

Benétigte Felder: Sechs 3D-Felder werden fiir die interpolierten Werte und die Ableitungen in
der X-Richtung benotigt (U, Uy, Wy, (du/dx), (dv/dzx), (dw/dz)). Ein zusitzliches 3D-Hilfsfeld
wird bendétigt, um die rechte Seite des Gleichungssystems zu belegen. Fiir die interpolierten
Werte und die Ableitungen in den beiden anderen Richtungen werden dagegen 2D-Felder re-
serviert, da die Berechnung dieser Werte innerhalb der Schleife in der Hauptstromungsrich-
tung erfolgt. Diese Felder haben die Bezeichnungen (u,, 0y, w,, (du/dy), (dv/dy), (dw/dy)) und
(U, Uy W,, (du/dz), (dv/dz), (dw/dz)). Mit den nun bekannten Koeffizienten des Kompaktver-
fahrens und den jeweiligen Geschwingkeitskomponenten werden die interpolierten Werte und
die Ableitungen in der Zeitschrittroutine (tstle2) berechnet und in den vorgesehenen Feldern
gespeichert. Eine Liste der Routinen fiir die Berechnung der interpolierten Werte und der Ab-
leitungen ist im AnhangB zu ersehen.

Der zusétzliche Speicherbedarf des Kompaktverfahrens vierter Ordnung gegeniiber anderen ex-
pliziten Verfahren, wie dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung, betréigt zehn zusétz-
liche 3D-Felder. Der Mehraufwand fiir die 1D- bzw. 2D-Felder ist dagegen vernachlissigbar

gering.

Tridiagonallgser: In der Hauptstromungsrichtung (X) und vertikalen Richtung (Z), in de-
nen keine periodische Randbedingungen verwendet werden, wird der Thomas-Algorithmus zur
Losung der sich ergebenden Gleichungssysteme herangezogen. In der lateralen Richtung (Y),
in der periodische Randbedingungen héufig verwendet werden, wird ein periodischer tridiago-
nalléser zur Losung des trizyklischen Gleichungssystems verwendet '*. Eine Erklirung dieser
Loser findet sich in Anderson et al. [4].

1410 der turbulenten Kanalstrémung mit periodischen Randbedingungen in X-Richtung wird ebenfalls der

periodische tridiagonalloser zur Losung des trizyklischen Gleichungssystems in dieser Richtung verwendet.
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Rechenzeit: Durch die Tatsache, dafi beim Kompakverfahren zusétzliche Gleichungssysteme
innerhalb des Zeitschritts gelost werden, bendtigt dieses Verfahren mehr Rechenzeit als ex-
plizite Verfahren. In den homogenen Richtungen mit periodischen Randbedingungen betragt
der Mehraufwand ca. 10% mehr Rechenzeit gegeniiber dem Zentraldifferenzenverfahren zwei-
ter Ordnung. In den anderen Richtungen mit nicht-periodischen Randbedingungen betrégt der
Mehraufwand ca. 15%. In einer numerischen Simulation mit dem Kompaktverfahren mufl mit
ca. 35 —45% zusitzlicher Rechenzeit gerechnet werden. Diese Werte sind selbstverstéindlich nur
als Richtwerte anzusehen, da in einer numerischen Simulation die Dauer eines Zeitschritts und
die bendtigte Anzahl der Druckkorrekturen (zur Losung der Poisson Gleichung) erheblich vom
verwendeten Diskretisierungsverfahren abhingen. In einigen numerischen Simulationen konn-
te mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung die Anzahl der benétigten Druckkorrekturen,
durch die genaue Berechnung der Gradienten im Stromungsfeld, gesenkt werden. Dies hat zur
Folge, dafl man mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung haufig mit weniger Rechenzeit
auskommt als mit dem Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung. beim Zentraldifferenzen-

verfahren zweiter Ordnung bei etwa 0.5 liegt.

A.3 Behandlung von umstromten Korpern im Berechnungsgebiet

Lo o1 L I I L1 Irs2

ABBILDUNG A.1l: Schematische Darstellung eines umstromten Koérpers innerhalb eines Ma-

schengitters

Abbildung A.1 zeigt schematisch einen umstréomten Korper mit der Hohe A innerhalb eines
Maschengitters. Wie bereits in diesem Kapitel erwédhnt wurde, wird oberhalb der oberen Kante
des Korpers (K > K;) das Kompaktverfahren vierter Ordnung in seiner urspriinglichen Form
in X-Richtung angewendet.

Unterhalb dieser Kante (K < K;) gelten die folgenden Modifikationen:

Geschwindigkeitskomponente U: fiir alle Gitterzellen mit dem Index [;_; und [I,.;; werden
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die interpolierten Geschwindigkeiten durch folgende Ansétze vierter Ordnung berechnet:
U, = 2.1875 - (ui_% — ui_%) +1.3125 - u;_5 —0.3125 - u;_1 fir =14, (A.1)

bzw.
U, = 2.1875 - (UH_% — ui%) +1.3125 - Uiy s — 0.3125 - Uiy 1 fiir ¢ =14,41 (A.2)

Andere Ansétze niedrigerer Ordnung sind im Programm implementiert wie der folgende Ansatz

dritter Ordnung:
Uy = 1.875-u; 1 —1.25u; s +0.375 - u;_s fir i=14_4 (A.3)

bzw.
U, = 1.875 - Uiyl — 1.25u2-+% +0.375 - Uiy s fiir =141 (A.4)

Fiir die Gitterzellen mit dem Index I; 5 und I,.5 wird das urspriingliche Kompaktverfahren

verwendet (Nachbarzellen sind vorhanden). Fiir alle Korperzellen (I; < I < [,.) gilt:
i, = 0.0 (A.5)

Geschwindigkeitskomponenten V und W: in dhnlicher Weise werden die Geschwindig-
keitskomponenten V und W interpoliert.

Der Phasenfehler der Ansétze ist mit dem des Kompaktverfahrens vierter Ordnung identisch.
Durch die versetzte Formulierung (verschobener Stern) werden durch den Amplitudenfehler
(Imaginérteil im Fourierraum) hochfrequente Wellenanteile geddmpft. Dies fiihrt zu erheblich

weniger ,,wiggles” in den Simulationen (vgl. Kapitel 6.3).

A.4 Numerische Stabilitit

Zu dieser Frage konnen keine verlafilichen Angaben gemacht werden. Zwar sind empirische For-
meln vorhanden, sie beziehen sich jedoch nur auf das jeweilige Testproblem. Fiir eine andere
Simulation gelten auch andere Stabilitatskriterien. Unter der Annahme periodischer Randbe-
dingungen koénnen bei Betrachtung reiner Advektions- oder Diffussionsvorgénge verniinftige
Annéherungen an die tatséchlichen Stabilitdtskriterien erreicht werden (vgl. [19] und [45]).
Dabei ist das Advektionskriterium bei hohen Reynoldszahlen stets dominant. Aufwendigere
Stabilitdtskriterien wurden von [8] vorgestellt. Empirische Werte gehen als Grundlage vom Ad-
vektionskriterium der eindimensionalen Transportgleichung aus (vgl. [27]).

Als ein Stabilitatskriterium kann eine maximale Courant-Zahl von C' = CIJ% <0.8....1.0ver-
wendet werden, wiahrend die Courant-Zahl beim Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung

bei etwa 0.5 liegt.
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B Routinen fiir das Kompaktverfahren

B.1 Routinen zur Berechnung der Koeffizienten

fiir das Kompaktverfahren

1. CALCOEFF: Berechnung der Koeffizienten fiir die Interpolation

mit den folgenden Unterroutinen:

(a) INTERCOEFF1: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.11)
(b) RANDWERTAN: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.24)
(¢) RANDWERTW: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.25)
(d) RANDWERT: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.30)

(e) INTERCOEFF4: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.36)
(f) RANDWERTIJAN: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.42)
(g) RANDWERTIJW: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.43)

(h) RANDWERTILJ: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.48)

2. CALCOEFD: Berechnung der Koeffizienten fiir die Ableitungen

mit den folgenden Unterroutinen:

(a) INTERCOEFF3: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.51)

(b) RANDWERTAND: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.60)
(¢) RANDWERTDW: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.61)
(d) RANDWERTD: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.67)

(e) INTERCOEFFb5: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.72)

(f) RANDWERTIJAND: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.78)
(g) RANDWERTIJDW: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.79)

(h) RANDWERTIJD: Berechnung der Koeffizienten in der Gl. (3.84)

193
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B.2 Routinen zur Berechnung der interpolierten Werte

(konvektive Terme)

1. INTERPOLATE U X: Berechnung der Interpolation der U-Komponente in X-Richtung
(Gi;), keine periodische Randbedingung

2. INTERPOLATEVWX: Berechnung der Interpolation der V- bzw. W-Komponente in X-
Richtung (0., w,), keine periodische Randbedingung

3. INTERUXPER: Berechnung der Interpolation der U-, V- und W-Komponente in X-
Richtung (4, 9, und @,) bei periodischen Randbedingungen.
Innerhalb dieser Routine sind folgende Diskretisierungsverfahren iiber das definition-file

einstellbar: Kompaktverfahren vierter, sechster oder achter Ordnung

4. INTERPOLATEVY: Berechnung der Interpolation der V-Komponente in Y-Richtung
(0y), keine periodische Randbedingung

5. INTERPOLATEUWY: Berechnung der Interpolation der U- bzw. W-Komponente in Y-
Richtung (4, w,), keine periodische Randbedingung

6. INTERVXPER: Berechnung der Interpolation der U-; V- und W-Komponente in Y-
Richtung (4, 0, und w,) bei periodischen Randbedingungen.
Innerhalb dieser Routine sind folgende Diskretisierungsverfahren iiber das Definition-file
einstellbar: Kompaktverfahren vierter, sechster oder achter Ordnung und das Zentraldif-

ferenzenverfahren vierter Ordnung

7. INTERPOLATEWZ: Berechnung der Interpolation der W-Komponente in Z-Richtung
()

8. INTERPOLATEUVZ: Berechnung der Interpolation der U- bzw. V-Komponente in Z-
Richtung (., 0,)

9. INTERPOLATEUX34: Berechnung der Interpolation der U-Komponente in X-Richtung
(G;) mit dem upwindgewichteten Kompaktverfahren dritter Ordnung, keine periodische

Randbedingung. Folgende Routinen fiir die Berechnung der Koeffizienten werden benétigt:

(a) INTERCOEFKU34: Berechnung der Koeffizienten fiir die Interpolation

B.3 Routinen zur Berechnung der ersten Ableitungen

(diffusive Terme)

1. FDERFO U X: Berechnung der ersten Ableitung der U-Komponente in X-Richtung
(du/dx), keine periodische Randbedingung (FDERFO = First DERivative Fourth Or-
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der)

2. FDERFOVWX: Berechnung der ersten Ableitung der V- bzw. W-Komponente in X-
Richtung ((dv/dx), (dw/dz)), keine periodische Randbedingung

3. FDERFOUXPER: Berechnung der ersten Ableitung der U-, V- und W-Komponente in
X-Richtung (du/dx), (dv/dx), (dw/dx) bei periodischen Randbedingungen.
Innerhalb dieser Routine sind folgende Diskretisierungsverfahren iiber das Definition-file

einstellbar: Kompaktverfahren vierter, sechster oder achter Ordnung

4. FDERFOVY: Berechnung der ersten Ableitung der V-Komponente in Y-Richtung (dv/dy),
keine periodische Randbedingung

5. FDERFOUWY: Berechnung der ersten Ableitung der U- bzw. W-Komponente in Y-
Richtung (du/dy), (dw/dy), keine periodische Randbedingung

6. FDERFOVXPER: Berechnung der ersten Ableitung der U-, V- und W-Komponente in
Y-Richtung (dv/dy), (du/dy), (dw/dy) bei periodischen Randbedingungen.
Innerhalb dieser Routine sind folgende Diskretisierungsverfahren iiber das Definition-file
einstellbar: Kompaktverfahren vierter, sechster oder achter Ordnung und das Zentraldif-

ferenzenverfahren vierter Ordnung
7. FDERFOWZ: Berechnung der ersten Ableitung der W-Komponente in Z-Richtung (dw/dz)

8. FDERFOUVZ: Berechnung der ersten Ableitung der U- bzw. V-Komponente in der Z-
Richtung (du/dz), (dv/dz)

B.4 Routinen zur Berechnung der Gleichungssysteme

1. TRIZYK: Berechnung eines trizyklischen tridiagonalen Gleichungssystems (z.B. G1.(5.3))
in der Y-Richtung (2D-Felder)

2. TRIZYK3D: Berechnung eines trizyklischen tridiagonalen Gleichungssystems in der X-
Richtung (3D-Felder)

3. THOMASI: Berechnung eines tridiagonalen Gleichungssystems (z.B. Gl. (3.29)) in der
X-Richtung (3D-Felder)

4. THOMASJ: Berechnung eines tridiagonalen Gleichungssystems in der Y-Richtung (2D-
Felder), keine periodische Randbedingungen

5. THOMASK: Berechnung eines tridiagonalen Gleichungssystems in der Z-Richtung (2D-
Felder)
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C Anleitung zur Anwendung des Kompaktverfahrens

C.1 Anwendung des Kompaktverfahrens vierter Ordnung in MGLET

Die Einschaltung des Kompaktverfahrens in MGLET erfolgt iiber das definition-file. Dabei

sollten die folgenden Regel beachtet werden:

1. Das Kompaktverfahren kann wahlweise in jeder Koordinatenrichtung eingeschaltet wer-
den. Wird das Kompaktverfahren in einer Koordinatenrichtung abgewéhlt, so ist dann

automatisch das Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung eingeschaltet.

2. Das Kompaktverfahren kann wahlweise in jeder Koordinatenrichtung fiir die konvektiven
und die diffusiven Terme verwendet werden. Dabei gilt: die diffusiven Terme konnen in
der jeweiligen Richtung nicht ohne die konvektiven eingeschaltet werden (Interpolationen
der Geschwindigkeiten werden benétigt, vgl. Gl (3.51)).

3. In der lateralen Richtung kénnen verschiedene Verfahren, z.B. das Kompaktverfahren

vierter, sechster oder achter Ordnung gewéahlt werden.

4. Wird auf mehreren Prozessoren gerechnet, dann muf3 das Zentraldifferenzenverfahren vier-
ter Ordnung in der lateralen Richtung eingeschaltet werden. Alle anderen Verfahren in
dieser Richtung miissen abgeschaltet werden. Die Gebietszerlegung im Datensatz muf in
dieser Richtung erfolgen. Es soll dabei beachtet werden, dafl mindestens dre: Gitterzellen

pro Prozessor vorhander sein sollen.

5. Wird ein zweidimensionales Problem (z.B. X-Z-Simulation) mit dem Kompaktverfahren
gerechnet, dann soll das Kompaktverfahren in der dritten Koordinatenrichtung (Y) ab-

geschaltet werden.

6. Wird das upwindgewichtete Kompaktverfahren (KU34) verwendet, dann mufl der Gewich-
tungsfaktor (GF' < 1.0) vom Anwender im Datensatz bestimmt werden. Bei GF' = 0.0
erhélt man das Kompakt-Upwindverfahren dritter Ordnung (KU3).

C.2 Behebung eventueller Probleme

Es empfiehlt sich vor der Verwendung des Kompaktverfahrens die Simulation mit dem Zentral-
differenzenverfahren zweiter Ordnung zu beginnen. Erst nach der Einlaufphase kann dann auf
das Kompaktverfahren vierter Ordnung umgeschaltet werden. Probleme machen sich bemerk-
bar in der hoheren Divergenz im Ausgabefile. Das erste woran der Nutzer in dieser Situation

denken sollte, ist der gewéhlte Zeitschritt. Gewdhnlich braucht man eine kleinere Zeitschranke
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beim Kompaktverfahren. Ist die Divergenz trotz des kleineren Zeitschritts immer noch viel zu
hoch, dann sollte man durch die Ausschaltung des Kompaktverfahrens in den Koordinatenrich-
tungen hintereinander das Problem lokalisieren. Hat man die Ursache des Problems erkannt
(z.B. die konvektiven Terme in der Hauptstromungsrichtung X), dann kann man es durch Ein-
greifen in die jeweiligen Routinen (vgl. AnhangB), z.B. durch Reduzierung der Ordnung an den

Réndern oder am Kérper, l6sen.

Hohe Reynoldszahl:

Numerische Berechnungen einer turbulenten Strémung {iber eine riickwérts gewandte Stufe
bei einer hohen Reynoldszahl (Re = 33000) zeigten Probleme hinsichtlich der numerischen
Stabilitat der Rechnung durch die verwendeten Randbedingungen hoherer Ordnung in der ver-
tikalen Richtung. Durch die Reduzierung der Ordnung an diesen Réndern auf zwe: konnte eine
stabile Simulation durchgefiihrt werden. Bei der numerischen Berechnungen einer turbulenten
Grenzschicht (Re = 10500) und einer Zauniiberstromung in einer turbulenten Grenzschicht
bei der gleichen Reynoldszahl, sowie bei allen in dieser Arbeit vorgestellten Simulationen sind
keine numerischen Instabilitdten aufgetreten. Diese Instabilitdten sind méglicherweise von der
Reynoldszahl abhéngig und kénnen durch Verdnderung der Randbedingungen vermieden wer-

den.

Turbulenzerzeuger:

Werden Turbulenzerzeuger (s. [12] und [49]) zur Generierung einer turbulenten Grenzschicht
verwendet, dann empfiehlt es sich, das Kompaktverfahren vierter Ordnung in der longitudina-
len und lateralen Richtung erst ab einer bestimmten Entfernung von den Turbulenzerzeugern
einzuschalten. Erfahrungen bei der Berechnung von turbulenten Grenzschichten haben gezeigt,
dafl dadurch eine hohere numerische Stabilitdt erreicht werden kann. Es wird empfohlen, das
Kompaktverfahren erst in einer Entfernung von etwa 2-3 mal der Héhe der Turbulenzerzeuger
anzuschalten. Um das zu realisieren, ist die Bestimmung des Parameters KBEG im Datensatz
notig. KBEG gibt den Zellindex in der Hauptstromungsrichtung an, ab dem das Kompaktver-

fahren angeschaltet wird und ist standardméfig auf 3 gesetzt.
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D Validierung des Kompakt-Upwindverfahrens dritter
Ordnung (KU3)

Das in Kapitel 5.2.2 vorgestellte Kompakt-Upwindverfahren wurde im Kapitel 6.3 erfolgreich
zur Dampfung hochfrequenter Wellenanteile (,,wiggles”) verwendet. In diesem Anhang werden
die Ergebnisse der Voruntersuchungen dieses Verfahrens im Vergleich zum Kompaktverfahren
vierter Ordnung dargestellt.

Es sei hier nochmals erwénht, dal obwohl dieses Verfahren formal nur von dritter Ordnung
genau ist, hat es dasselbe Phasenverhalten wie das Kompaktverfahren vierter Ordnung (identi-
scher Realteil der Ubertragungsfunktion beider Verfahren, vgl. (Gl. 5.24)). Die hohen Wellen-
anteile werden durch den Amplitudenfehler (Imaginérteil der Ubertragungsfunktion, vgl. Gl.
(5.25)) geddmpft.

D.1 Testproblem

Das hier verwendete Testproblem ist die eindimensionale konvektiv transportierte Sinuswelle

aus Kapitel 6.1. Die Randbedingungen sind nichtperiodisch.

D.2 Fehlerbetrachtung

Wird der Gitterabstand Az halbiert (d.h. die Anzahl der Gitterpunkte im Berechnungsge-
biet wird verdoppelt), dann ergibt sich im feineren Gitter ein geringerer Diskretisierungsfehler.
Durch den Vergleich der beiden Fille kann eine Aussage iiber die Abhéngigkeit des Fehlers vom

Gitterabstand gemacht und die Genauigkeit und Ordnung des Verfahrens bestimmt werden.

Tabelle D.1 zeigt den Gesamtfehler F., (vgl. Gl (6.5)) der verschiedenen Diskretisierungsver-
fahren in Abhéngigkeit von Gitterabstand Aux.

TABELLE D.1: Gesamtfehler F,.; der verwendeten Diskretisierungsverfahren

Az | Kompakt 4ter Ordng. | Kompaktupwind 3ter Ordng. (KU3) | Zentral 2ter Ordng,.

0.1 0.07400 0.1370 0.5428
0.05 0.00350 0.0460 0.1020
0.02 0.00110 0.0080 0.0130

0.01 0.00017 0.0021 0.0095
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Der Gesamtfehler des Kompaktverfahrens vierter Ordnung ist im Vergleich zu den anderen
Verfahren am kleinsten fiir alle Gitterabstdnde (Wellenzahlen). Das ist durch den kleineren
Abbruchfehler begriindet. Der Gesamtfehler steigt erwartungsgeméafl mit der abnehmenden
Ordnung der Verfahren. So liegt der Gesamtfehler beim Zentraldiffenzenverfahren um einige
GroBenordnungen hoher als beim Kompaktverfahren vierter Ordnung. Der Gesamtfehler liegt

beim Kompakt-Upwindverfahren dritter Ordnung zwischen den beiden anderen Verfahren.

D.3 TUbertragene Wellenzahlen

Viel interessanter als der Vergleich des Gesamtfehlers Fj.s der drei verschiedenen Verfahren
ist die Betrachtung der in der numerischen Simulation tatséchlich tibertragenen Wellenanteile.
Da am Einstromrand eine bestimmte Wellenzahl definiert ist, darf das Wellenzahlenspektrum
nur diese Wellenzahl enthalten. Alle zusétzliche Wellenzahlen sind somit ein rein numerisches
Abfallprodukt.

Betrachtet man das Spektrum der Losung des Zentraldifferenzenverfahrens zweiter Ordnung
(Abb. D.1, unten), dann stellt man neben der zu iibertragenden Wellenzahl eine zusétzliche
hohere Wellenzahl fest. Diese Wellenzahl entspricht den ,,wiggles”, die in der numerischen
Losung (oben) in Form von Zacken sichtbar sind. Abbildung D.2 zeigt die Losung des Kompakt-
verfahrens vierter Ordnung. Die hohe Wellenzahl ist nicht mehr vorhanden. Der hohe Wellen-
zahlenbereich ist jedoch nicht ganz glatt, was auf minimale Schwingungen hindeutet. Abbildung
D.3 zeigt die Losung des Kompakt-Upwindverfahrens dritter Ordnung. Die hohe Wellenzahl ist
ebenfalls nicht sichtbar. Bei der genaueren Betrachtung der numerischen Lésung stellt man
jedoch eine leichte Démpfung der zu transportierenden (physikalischen) Wellenzahl fest. Der
Phasenfehler ist mit dem Kompaktverfahren vierter Ordnung identisch (vgl. Abb. D.2 und D.3).
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E Validierung des upwindgewichteten Kompaktverfah-
rens dritter Ordnung
(KU34)

E.1 Eindimensionales Testproblem

Das hier verwendete Testproblem ist die eindimensionale konvektiv transportierte Sinuswelle
aus Kapitel 6.1. Die Randbedingungen sind nichtperiodisch. Die Fehlerbetrachtung erfolgt ana-
log zum Anhang D.

Tabelle E.1 zeigt den Gesamtfehler F,.; (Gl. (6.5)) des Verfahrens in Abhéngigkeit von Gitter-
abstand Az und dem Gewichtungsfaktor H (vgl. Gl. (5.26)).

TABELLE E.1: Abhéngigkeit des Gesamtfehlers Fi,., vom Gewichtungsfaktor

Az |, 1/H— | 1.0 1.2 1.5 3.0 10.0
0.1 0.073  0.074  0.084 0.115 0.13
0.05 0.0035  0.0156  0.02 0.03  0.04
0.02 0.0011  0.00275 0.0034  0.005 0.007
0.01 0.00017 0.0008  0.000975 0.0014 0.002

Vergleicht man den gemessenen Gesamtfehler des Verfahrens bei H = 1.0 (keine Dampfung)
und bei 1/H = 10.0 bzw. H = 0.1 (sehr hohe Dampfung) mit dem Gesamtfehler in der Ta-
belle D.1, dann stellt man fest, daB, entsprechend den theoretischen Uberlegungen, der Fehler
dieses Verfahrens mit dem Fehler des Kompaktverfahrens vierter Ordnung (H = 1.0) bzw. des
Kompakt-Upwind-Verfahren dritter Ordnung (1/H = 10.0 bzw. H = 0.1) nahezu identisch ist.
Abbildung E.1 zeigt den Verlauf des gemessenen Gesamtfehlers F,., (Gl (6.5)) in Abhéngigkeit
vom Gewichtungsfaktor H.

E.2 LES der turbulenten Stufenstrémung
E.2.1 Bezeichnung der berechneten Fille

Die Validierung des upwindgewichteten Kompaktverfahrens dritter Ordnung soll anhand einer
numerischen Simulation einer turbulenten Stromung erfolgen. Es soll u.a. geklédrt werden, inwie-
weit die Turbulenz durch die numerische Damfung des Verfahrens beeinflufit wird. Kommt es
unter Umsténden zu einer Relaminarisierung des Stromung ? Um diese Fragen zu beantworten,

wurden zwei LES der turbulenten Stufenstrémung von Kapitel 7.8 mit zwei Damfungsfaktoren
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ABBILDUNG E.1: Abhéngigkeit des gemessenen Gesamtfehlers F,., (Gl (6.5)) vom Gewich-
tungsfaktor H, Kreise: Az = 0.01, Dreiecke: Az = 0.02 (vgl. Tab. E.1)

TABELLE E.2: Bezeichnung der berechneten Félle

Fallbezeichnung Gewichtungsfaktor H | Turbulenzmodell
st_484 (vgl. Kapitel 7.8) | 1.0 (keine Dampfung) | DM
st_484_09 0.9 (10% Dampfung) | DM
st_484 08 0.8 (20% Dampfung) | DM

gerechnet. Eine LES mit 10% Gewichtung (Fall st_484 09) und eine LES mit 20% Gewichtung
(Fall st_484_08). Verglichen werden die beiden LES mit dem Referenzfall st_484. Tabelle E.2
zeigt die Parameter der Fille.

Die Fille st_484_09 und st_484_08 unterscheiden sich von dem Fall st_484 lediglich durch die
Diskretisierung der U-Komponente in der X-Richtung, die in beiden Féllen mit dem upwind-

gewichteten Kompaktverfahren dritter Ordnung erfolgt.

E.2.2 Ergebnisse

Die Unterschiede zwischen den Ergebnissen der Féllen st_484 und st_484_09 sind sowohl in
der Statistik erster als auch zweiter Ordnung sehr gering. Die verwendete Dampfung (10%) hat

in diesem Fall einen relativ geringen Effekt an der berechneten Grobstrukturenergie e, (ca. 5%
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weniger als beim Referenzfall st_ 484 an der Position X=2.0, s. Abb. E.2) 1°.

Dagegen ist die Dampfung des Falles st_484 _08 als zu hoch anzusehen, da die aufgeloste Grob-
strukturenergie in diesem Fall wesentlich geringer ist als beim Referenzfall (ca. 15% an der
Position X=2.0). In der Abbildung E.2 ist die integrierte Grobstrukturenergie £, = 12 eq - 0z
fiir die drei Fille dargestellt.

10

ABBILDUNG E.2: Aufgeloste Grobstrukturenergie F, = = eq - 0z zwischen X=0.0 und X=7.0,
— st.484, — — — st_484 09, - - - st_484 08

E.2.3 Fazit

Das upwindgewichtete Kompaktverfahren bietet dem Anwender die Moglichkeit, Einflufl auf die
numerische Dampfung in der Lésung zu nehmen und sie so zu verdndern, dafl unphysikalische
hochfrequente Wellenanteile (,,wiggles”) in der Stromung reduziert werden kénnen, ohne dabei
die aufgeloste Grobstrukturenergie stark zu ddmpfen und damit die Losung zu verfélschen. Es

ist daher ratsam, einen geringen Dampfungsfaktor des Verfahrens (< 10%) zu wihlen.

15Die verwendete Dampfung von 10% hat bei dieser Stromung (Re ~ 3300) einen geringen Effekt bei der
berechneten Grobstrukturenergie verursacht. Dies konnte bei einer hoheren Reynoldszahl nicht mehr der Fall

sein.
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F Divergenzverhalten beim Kompaktverfahren

Die Betrachtung des Divergenzverhaltens des Kompaktverfahrens bezieht sich in diesem Anhang

auf den Referenzfall st_484 (Kapitel 7.8). Die Divergenz eines Stromungsfeldes lautet:

ou Ov Ow
DIV_(%—'—@—Fa) (F.1)

Die implizite Gestalt des Kompaktverfahrens vierter Ordnung wirkt sich auf die Divergenz
der Stréomung in einer positiven Weise aus. Bereits nach ca. 200 Zeitschritte (d.h. 7" = 200 -
0.005 = 1.0) liegt die maximale Divergenz unter der geforderten Grenze von 1-1073 (vgl. Abb.
F.1). Diese Grenze ist beim Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung erst nach ca. 6000
Zeitschritte (T = 30) zu erreichen. Dadurch kann es in einer Simulation der Fall sein, da8
die erforderliche Rechenzeit beim Kompaktverfahren vierter Ordnung insgesamt niedriger liegt
als beim Zentraldifferenzenverfahren zweiter Ordnung, obwohl das Kompaktverfahren mehr

Rechenzeit pro Zeitschritt bendtigt.

10
DIVGMX
ITSTEP = 0.005 * U/h
o)
O
* 9
ol e
0 200 400 600 800
ITSTEP

ABBILDUNG F.1: Maximale Divergenz DIV, = (3% + g—z + 9u)
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