
Konstruktion induktiv geordneter Modelle ausalgebraischen Spezi�kationenPeter Kempf, Gunther Schmidt, Michael WinterFakult�at f�ur InformatikUniversit�at der Bundeswehr M�unchenZusammenfassungBei theoretischen Untersuchungen zur Softwareentwicklung werden unter an-derem Interpretationsmittel f�ur Funktionen h�oherer Ordnung und algebra-ische Spezi�kationen ben�otigt. Zur semantischen Beschreibung von Funktio-nen h�oherer Ordnung verwendet man Konstrukte wie algebraische cpo's. Alge-braische Spezi�kationen werden mit Hilfe der Termalgebra und einer Kongru-enz, die durch die Gesetze induziert wird, interpretiert. Will man nun seman-tische Bereiche direkt aus algebraischen Spezi�kationen gewinnen, so mu� dieInformationsordnung mit der induzierten Kongruenz vertr�aglich sein. Fr�uhereArbeiten (siehe [M�oller 85, Ji�ri et al. 91, Jouannoud Okada 91]) f�uhrten dabeieine Ordnung auf der dividierten Termalgebra ein und erhielten mittels Ideal-vervollst�andigung ein Modell. Wir zeigen, da� diese Methode zu ungewoll-ten E�ekten f�uhrt. Durch unseren Ansatz �uber die sogenannten vollst�andigenund approximationserhaltenden Kongruenzen auf Bereichen mit Keimen (sie-he [Gunter 85, Schmidt et al. 86, Schmidt et al. 89]) lassen sich diese E�ektevermeiden. Dieser Ansatz erlaubt es uns, direkt aus einer algebraischen Spezi-�kation mit einer erweiterten Herleitungslogik �uber den inversen Limes einensemantischen Bereich zu konstruieren, der das initiale Modell in der Klasseder induktiv geordneten Modelle dieser Spezi�kation ist.1 EinleitungZwei Methoden sind f�ur die theoretische Betrachtung von Softwareentwicklung vongro�er Bedeutung: Algebraische Spezi�kationen und die Semantik von Programmier-sprachen.Eine algebraische Spezi�kation wird meist durch Restklassen der freien Termalgebra�uber einer Signatur interpretiert. Die Gesetze der Spezi�kation induzieren dabei die�Aquivalenzrelation. Diese so entstandene Algebra ist zun�achst ungeordnet. Aller-dings ben�otigt man schon zur semantischen Beschreibung des klassischen �-Kalk�ulsgeordnete Mengen, speziell induktive Ordnungen. Die Kompaktheit der Elemente1



2und die Algebraizit�at eines solchen semantischen Bereiches sind dabei Vorausset-zung f�ur die Bildung des Funktionsbereichs (siehe [Gunter 85]).Die Kombination beider Ans�atze wirft Vertr�aglichkeitsfragen auf. Wie m�ussen Ord-nung und Kongruenz bescha�en sein, damit der Quotientenbereich wieder eine in-duktive Ordnung bildet? Welche Restklassen sind kompakt? Existiert der Funkti-onsbereich?Fr�uhere Arbeiten (siehe z.B. [M�oller 85, Ji�ri et al. 91, Jouannoud Okada 91]) f�uhr-ten dazu eine Ordnung erst auf der dividierten Termalgebra ein und erhielten mittelsIdealvervollst�andigung ein Modell. Wir wollen im Gegensatz dazu Modelle durch di-rekte Kongruenzbildung auf einer Term-Ordnung konstruieren. Ferner lassen wir einSondersymbol ? f�ur "unde�niert\ zu, das unbeschr�ankt zur Term- und Formelbil-dung zur Verf�ugung steht. Weiter sollen die Funktionssymbole "lazy\ und damitnicht notwendigerweise strikt interpretiert werden. Mit Hilfe der folgenden Forde-rungen erhalten wir die gew�unschte Ordnung auf den Termen:1. Der Term ? ist das kleinste Element der Algebra.2. Die Funktionssymbole sind stetige Abbildungen auf der vervollst�andigten Term-algebra.Durch die erste Forderung wird ? als Symbol f�ur "unde�niert\ wie �ublich das klein-ste Element der Ordnung. Im initialen Modell gilt o�ensichtlich f(?) 6= ?. Erstdurch Hinzunahme entsprechender Gesetze wird f in der dividierten Termalgebrazu einer strikten Abbildung. Die durch diese Axiome induzierte Ordnung auf denTermen dr�uckt den Grad der De�niertheit eines Elements in der Algebra aus. Diefr�uheren Ans�atze f�uhren unter diesen Voraussetzungen zu einem ungewollten E�ekt.Betrachten wir folgende algebraische Spezi�kation:type Natquot;cons 0 : Natquot;func s : Natquot -> Natquot;axioms s(0) = 0;endoftype;F�ur diese Spezi�kation erh�alt man die linke Ordnung der folgenden Gra�k (die"lazy\-nat�urlichen Zahlen) als geordnete Termalgebra, wobei die durch die Gesetzeinduzierte �Aquivalenzrelation auf den Termen durch � gekennzeichnet ist. DieseOrdnung ist nicht induktiv, da die Kette?; s(?); s2(?); s3(?); : : : durch keinen Termnach oben beschr�ankt wird und damit kein Supremum besitzt. Wir diskutieren nunM�oglichkeiten, diese Ordnung induktiv zu machen.1. Versuch: Ein solches Supremum gewinnt man durch Vervollst�andigung der Ord-nung. Dieses Supremum bezeichnen wir mit s!(?) in Anlehnung an den nichtend-lichen "Term\ bestehend aus einer !-fachen Anwendung von s auf ?. Geht man



3in unserem Beispiel zun�achst zur geordneten Menge von Restklassen �uber undvervollst�andigt diese, so erh�alt man die rechte induktive Ordnung.
w ?w s(?)w0 w s2(?)ws(0) w s3(?)ws2(0) w s4(?)ws3(0) qqqqqq

w [?]w [s(?)]w [s2(?)]w [s3(?)]w [s4(?)]g [s!(?)]qqqw [0]
���;Die Restklasse des Elements 0 liegt nach diesemVerfahren �uber dem nichtkompak-ten Element [s!(?)]. Dies erscheint schon deshalb nicht sinnvoll, da die "choice\-Funktion, die jeder kompakten Restklasse einen Vertreter zuordnet, keine mono-tone Funktion ist. Also ist der dividierte Bereich kein Retrakt des Urspr�unglichen.Damit ist dieser Ansatz auch nicht modular, d.h. eine nachtr�agliche Erweiterungder �Aquivalenz f�uhrt zu einem anderen Modell als eine vor der Modellbildungvergr�o�erte Gesetzesmenge.2. Versuch: Eine zweite m�ogliche Vorgehensweise ist es, zun�achst zu dividierenund anschlie�end nur die kompakten Elemente der Ordnung zu vervollst�andigen.In unserem Beispiel liefert dieses Verfahren folgendes:

w ?w s(?)w0 w s2(?)ws(0) w s3(?)ws2(0) w s4(?)ws3(0) qqqqqq
w [?]w [s(?)]w [s2(?)]w [s3(?)]w [s4(?)]g [s!(?)]qqq���;In diesem Fall ist die Restklasse der 0 gar nicht mehr vorhanden, da sie in der divi-dierten Ordnung kein kompaktes Element ist und somit vor der Vervollst�andigung



4 aus der Ordnung entfernt wurde. Eine Interpretationsfunktion kann daher nichtmehr eine einfache Klassenbildung sein. Selbst eine Identi�zierung der Klasse der0 mit der Restklasse [s!(?)] scheint nicht sinvoll, da alle zur 0 �aquivalenten Termeurspr�unglich nur endlich oft echt approximiert werden konnten, also kompakt wa-ren. Im dividierten Bereich ist eine unendliche Approximation dieser Restklassem�oglich, da sie ein nichtkompaktes Element der Ordnung ist. Tats�achlich kannman aber in endlicher Zeit zu entscheiden, ob ein Element in der Restklasse der 0liegt. Analog kann ein Programm auch jedes Element aus dieser Restklasse in end-licher Zeit erzeugen. Hier zeigt es sich, da� sich die Position einer Restklasse in derdividierten Ordnungsstruktur nicht durch die Menge aller Elemente dieser Rest-klasse "additiv\ ergibt, sondern, da� sie durch eine Art "Durchschnittsbildung\�uber alle Elemente bestimmt wird.3. Versuch: Die durch die Gesetze induzierte �Aquivalenz auf unserem Bereich istim obigen Beispiel zu klein, d.h. sie identi�ziert nicht gen�ugend viele Elemente.Deshalb werden wir sp�ater die Herleitungslogik der Spezi�kation erweitern, soda� die �Aquivalenz von 0 und s(?) im obigen Beispiel herleitbar ist. Dies spiegeltauch die Forderung wieder, da� alle Funktionssymbole "lazy\ interpretiert werdensollen. Aus s(0) = 0 folgt s(t) = 0 f�ur alle Terme t 2 f0; s(0); s2(0); : : :g. Somitliefert die Applikation von s auf jeden echten Wert | einen Term ohne ? | dieKonstante 0, d.h. die Auswertung von s(t) kann ohne Kenntnis der Gestalt vont geschehen, was in einem "lazy\-Kontext auch s(?) = 0 zur Folge haben sollte.Damit erhalten wir nun folgenden �Ubergang von einer geordneten Termalgebrazu einem ordnungstheoretischen Modell:
w ?w s(?)w0 w s2(?)ws(0) w s3(?)ws2(0) w s4(?)ws3(0) qqq w [?]w���; w ?w s(?)w0 w s2(?)ws(0) w s3(?)ws2(0) w s4(?)ws3(0) qqq ���; [0]

Dazu ben�otigen wir eine Klasse semantischer Bereiche, die unter Quotientenbil-dung abgeschlossen ist. Weiter sollten diese Bereiche konstruktiv �uber endlichenTeilbereichen, den sogenannten Keimen, aufgebaut sein. Die Klasse der Berei-che mit Keimen und Kongruenzen wurde erstmals 1982 und 1984 im Abschnitt�uber Bereichskonstruktionen in einer Vorlesung �uber Semantik von Programmier-sprachen von G. Schmidt betrachtet. Der Fall "Kongruenz = Identit�at\ wurdeausf�uhrlich in [Gunter 85, Schmidt et al. 86, Schmidt et al. 89] behandelt. Wir



5zeigen in dieser Arbeit, da� die Klasse der Bereiche mit Keimen und vollst�andi-gen und approximationserhaltenden Kongruenzen die oben geforderten Eigen-schaft hat. Dieses Ergebnis geht auf M. Abadi und G. Plotkin zur�uck (siehe[Abadi Plotkin 90]).Mit Hilfe dieser Klasse von semantischen Bereichen konstruieren wir zu einergegebenen algebraischen Spezi�kation ein geordnetes initiales Modell, das unsereAnforderungen erf�ullt.Dieser Artikel ist folgenderma�en gegliedert:In Kapitel 2 geben wir die grundlegenden ordnungstheoretischen Begri�e und dieDe�nition eines Keimes an.Mit Hilfe der vollst�andigen und approximationserhaltenden Kongruenzen de�nie-ren wir in Kapitel 3 Bereiche mit Keimen und Kongruenzen (kurz Bereiche) undbeweisen, da� der Quotientenbereich stets wieder ein Bereich ist.Anschlie�end besch�aftigen wir uns in Kapitel 4 mit Bereichskonstruktionen wieSummen-, Produkt- und Funktionsbereich. Wir zeigen, da� die Kategorie der Berei-che mit stetigen und kongruenzerhaltenden Abbildungen bikartesisch abgeschlossenist.Danach betrachten wir in Kapitel 5 Retraktionsfolgen von Bereichen in der Kategorieder Bereiche mit adjungierten Paaren. Es stellt sich heraus, da� diese Kategorieinverse Limiten hat.Die Kongruenzerweiterung modelliert die Hinzunahme eines neuen Gesetzes in einegegebene Spezi�kation. Wir zeigen in Kapitel 6, da� eine Kongruenz auf bestimmteArt und Weise erweitert werden kann, ohne da� die entscheidenden Eigenschaftenverloren gehen.Mit Hilfe dieser Theorie konstruieren wir in Kapitel 7 aus einer Spezi�kation einensemantischen Bereich. Wir zeigen hier, da� dieser Bereich das initiale Modell in derKlasse der induktiv geordneten Modelle der Spezi�kation ist.2 Ordnungen und KeimeIn diesem Artikel verwenden wir konkrete Relationen zwischen Mengen A und B,also Teilmengen vom kartesischen Produkt A � B. F�ur die Beziehung (x; y) 2 Rschreiben wir auch xR y. Die Komposition von zwei Relationen R und S notierenwir als RS. Wir verwenden die �ublichen mengentheoretischen Operationen auf Re-lationen. Zus�atzlich bezeichnet RT die Transponierte von R. Die leere Relation, dieAllrelation und die Identit�at notieren wir durch 0; L und I.Zun�achst f�uhren wir einige ordnungstheoretische und relationenalgebraische Begri�eein (siehe [Schmidt Str�ohlein 89]).Eine Pr�aordnung auf einer Menge D ist eine Relation P (in In�xschreibweise �),die I � P und PP � P erf�ullt, also reexiv und transitiv ist.



6Eine Ordnung auf einer Menge D ist eine Pr�aordnung E auf D (in In�xschreibweisev), die zus�atzlich E \ ET � I erf�ullt, also antisymmetrisch ist.Eine Teilmenge X � D einer pr�ageordneten Menge (D;P ) hei�t gerichtet, wennjede endliche Teilmenge von X eine obere Schranke in X besitzt. Eine geordneteMenge (D;E) hei�t eine induktive Ordnung, falls jede gerichtete Teilmenge X � Dein Supremum besitzt. Dieses Supremum bezeichnen wir mit sup X.Eine Relation R auf einer induktiven Ordnung (D;E) nennen wir vollst�andig, wennf�ur jede Teilmenge X � R, die bzgl. der Produktordnung �E�T \ �E�T gerichtet ist(� und � bezeichnen die erste bzw. zweite Projektion), auch sup X � R folgt. Einevollst�andige Relation erlaubt es also, Relationenbeziehungen auf Suprema fortzuset-zen X � R gerichtet =) sup�(X)R sup�(X):Dabei sind �(X); �(X) aufgrund der De�nition der Produktordnung selbst gerichteteMengen und damit sup�(X) und sup�(X) wohlde�niert.Ein Element a 2 D einer induktiven Ordnung (D;E) hei�t kompakt, wenn f�ur jedegerichtete Teilmenge X � D mit a v supX ein Element x 2 X existiert, so da�a v x gilt.Eine Relation F �M�N die F TF � I erf�ullt, also eindeutig ist, hei�t eine (partielle)Funktion. Erf�ullt eine Funktion zus�atzlich die Totalit�atsbedingung I � FF T so hei�tF eine Abbildung. Wir bezeichnen mit dem zugeh�origen kleinen Buchstaben dieFunktionen oder Abbildungen in ihrer klassischen Schreibweise, also f : M �! Nund f(x) = y statt F �M�N und xFy und ggf. f(x) unde�niert, falls 8y : :(xFy).Sind (D1; P1) und (D2; P2) zwei Pr�aordnungen, so hei�t eine Abbildung f : D1 ! D2monoton, wenn f�ur alle Elemente x; y 2 D1 mit x �1 y auch f(x) �2 f(y) gilt.Relational lautet die Monotoniebedingung P1F � FP2.Sind (D1; E1) und (D2; E2) zwei induktive Ordnungen, so hei�t eine Funktion f : D1�! D2 stetig, wenn f�ur jede gerichtete Teilmenge X � D1 auch f(X) � D2 gerichtetist und supf(X) = f(supX) gilt. Ein Pr�adikat � � D hei�t stetig, falls die von� induzierte Abbildung � : D �! IB stetig ist. Dabei ist IB := ftrue; falseg dieMenge der Wahrheitswerte mit trivialer Ordnung.Ist f : D �! D eine stetige Abbildung auf einer induktiven Ordnung (D;E), undgibt es ein Element b 2 D mit b v f(b), so hat f einen Fixpunkt, d.h. es gibt einElement a 2 D mit f(a) = a. Dieser Fixpunkt l�a�t sich durch a = supi�0f i(b)berechnen.Ist (D;E) eine induktive Ordnung, f : D �! D eine stetige Funktion, � ein stetigesPr�adikat mit der induzierten Abbildung � : D �! IB und a = supi�0f i(b) einFixpunkt von f , dann gilt das Prinzip der Berechnungsinduktion, d.h. aus �(b) =true mit b v a (Induktionsanfang) und 8d 2 D : �(d) = true �! �(f(d)) = true(Induktionsschlu�) folgt �(a) = true.Die reexiv-transitive H�ulleA� einer Relation A ist de�niert als die kleinste RelationA� � A, die reexiv und transitiv ist. Weiter ist die Relation A� ein Fixpunkt des



7Funktionals �A(X) = I [ AX und l�a�t sich berechnen durch A� = Si�0 � iA(0).Als Grundlage ben�otigen wir nun noch den Begri� des Keims einer geordneten Men-ge.De�nition 2.1 (Keim) Sei (D;E) eine geordnete Menge. Eine Teilmenge K � Dhei�t ein Keim von D, wenn die folgenden Eigenschaften erf�ullt sind:� K ist endlich.� Alle a 2 K sind kompakt.� F�ur jedes Element x 2 D hat die Menge fa 2 K j a v xg ein gr�o�tes Element.Dieses Element bezeichnen wir als die Approximation von x im Keim KappK(x) = supfa 2 K j a v xg: 2Die Approximationsabbildung appK (in relationaler Schreibweise APPK) ist nach[Schmidt et al. 86] f�ur jeden Keim K stetig.3 KongruenzenWir de�nieren nun vollst�andige und approximationserhaltende Kongruenzen. ImAnschlu� daran geben wir die De�nition eines Bereiches mit Keimen und Kongruenzan und zeigen, da� der Quotientenbereich stets wieder ein Bereich ist.Eine �Aquivalenzrelation auf einer Menge D ist eine Relation � (in In�xschreibweise�), die I � �, �� � � und �T � � erf�ullt, also reexiv, transitiv und symmetrischist. Mit [x] bezeichnen wir die Restklasse bzgl. des Elementes x 2 D und mit [D]die Menge aller Restklassen in D.Eine �Aquivalenzrelation � auf einer geordneten Menge (D;E), die (E�)�\(E�)�T �� erf�ullt, hei�e eine Kongruenz auf (D;E). F�ur eine Kongruenz ist garantiert, da�die Restklassen von � aufgrund der Ordnungsbeziehungen ihrer Elemente geord-net werden k�onnen. Betrachten wir folgendes Beispiel einer Ordnung E mit einer�Aquivalenz �: w bwa w dwcDa a v c und b v d gilt, sind die Restklassen fa; dg und fb; cg als �aquivalentanzusehen. In diesem Fall ist demnach die durch die Ordnung E und die �Aquivalenz� induzierte Relation auf der Menge der Restklassen nur eine Pr�aordnung. Diekleinste Kongruenz, die � enth�alt, ist in unserem Beispiel die Allrelation L.Eine ansonsten beliebige symmetrische Relation � werden wir nun durch die Kon-struktion �3E := (E�)� \ (E�)�T zu einer Kongruenz erweitern. (Im folgenden



8schreiben wir �3 statt �3E, falls die Ordnung aus dem Zusammenhang ersichtlichist.)Lemma 3.1 Sei (D;E) eine induktiv geordnete Menge und � eine symmetrischeRelation auf D. Dann ist �3 die kleinste Kongruenz auf (D;E), die � enth�alt.Weiter ist :3 ein H�ullenoperator auf den symmetrischen Relationen.Beweis: O�ensichtlich ist (E�)� eine Pr�aordnung. Damit folgt, da� �3 eine �Aqui-valenzrelation ist.Weiter ist �3 auch eine Kongruenz auf D. Mit(E�3)� � (E(E�)�)� � (E�(E�)�)� � (E�)�folgt dies aus (E�3)� \ (E�3)�T � (E�)� \ (E�)�T = �3:Aus � � (E�)� und � � �T � (E�)�T erhalten wir � � �3.Sei �0 eine weitere Kongruenz auf (D;E) mit � � �0. Dann haben wir�3 = (E�)� \ (E�)�T � (E�0)� \ (E�0)�T � �0:Somit ist �3 die kleinste Kongruenz auf (D;E), die � enth�alt.Sei nun � � �0. Dann folgt die Monotonie des Operators :3 aus (E�)� � (E�0)�.Aus �3 � (�3)3 und (�3)3 = (E�3)� \ (E�3)�T � �3 erhalten wir schlie�lich dieIdempotenz. 2Ist f : D1 ! D2 eine Abbildung von einer Tr�agermengeD1 mit Kongruenz �1 in eineweitere Tr�agermenge D2 mit Kongruenz �2, so hei�e f kongruenzerhaltend, wennf�ur alle x; y 2 D1 mit x �1 y auch f(x) �2 f(y) gilt. In relationaler Schreibweiselautet diese Bedingung �1F � F�2. Die Menge aller stetigen und kongruenzerhal-tenden Abbildungen von einer induktiven Ordnung (D1; E1) mit Kongruenz �1 ineine induktive Ordnung (D2; E2) mit Kongruenz �2 bezeichnen wir mit D1 7!D2.Ist R eine Relation auf einer Ordnung (D;E) mit einer Menge K von Keimen, sohei�e R approximationserhaltend, wenn aus xRy auch appK(x)R appK(y) f�ur alleKeime K 2 K folgt. x u yuRappK(x) u appK(y)uRE E+Ist � eine approximationserhaltende Kongruenz, so sind die Approximationen kon-gruenzerhaltende Abbildungen. Dementsprechend lautet hier die Bedingung in rela-tionaler Schreibweise � APPK � APPK� f�ur alle Keime K 2 K.



9Mit Hilfe eines Systems von Keimen und einer vollst�andigen und approximationser-haltenden Kongruenz k�onnen wir nun die Bereiche mit Keimen und Kongruenz (imfolgenden kurz Bereich) de�nieren.De�nition 3.2 (Bereich mit Keimen und Kongruenz) Ein Bereich mit Kei-men und Kongruenz ist de�niert als ein Quadrupel (D;E;K;�), das folgende Be-dingungen erf�ullt:� (D;E) ist eine induktiv geordnete Menge.� K ist ein inklusionsgerichtetes System von Keimen, und f�ur alle x 2 D gilt dieApproximationsgleichung:x = supfappK(x) j K 2 Kg:� � ist eine vollst�andige und approximationserhaltende Kongruenz. 2Vollst�andige und approximationserhaltende Relationen auf einemBereich lassen sichmit der Aussage des n�achsten Lemmas bereits durch ihr Verhalten auf den Keimencharakterisieren.Lemma 3.3 F�ur einen Bereich D = (D;E;K;�) und eine Relation R gilt:1. R approximationserhaltend , R � TK2KAPPKR APPTK.2. R vollst�andig ) TK2KAPPKR APPTK � R.3. RE \ ETR � R und TK2KAPPKR APPTK = R) R vollst�andig und approximationserhaltend.4. F�ur eine Kongruenz � auf D gilt:TK2KAPPK� APPTK = � , � vollst�andig und approximationserhaltend.Beweis:1. Nach De�nition ist R approximationserhaltend, falls8x; y : xRy ) 8K 2 K : appK(x)R appK(y)gilt. Die Umsetzung in relationale Form liefert f�ur die rechte Seite(�) 8K 2 K : appK(x)R appK(y) , 8K 2 K : x(APPKR APPTK)y, x( TK2KAPPKR APPTK)y:



10 Mithin gilt f�ur approximationserhaltendes R stets8x; y : xRy ) x(\K2KAPPKR APPTK)yd.h. R � TK2KAPPKR APPTK.2. Wir verwenden (�), so da� f(appK(x); appK(y)) j K 2 Kg � R eine gerichteteMenge von Paaren ist. Da R vollst�andig ist, folgtsup fappK(x) j K 2 KgR supfappK(y) j K 2 Kgund somit xRy.3. Aufgrund von Punkt 1 dieses Lemmas bleibt nur die Vollst�andigkeit von Rzu zeigen. Sei dazu f(x�; y�) j � 2 Jg � R eine bzgl. der Produktord-nung gerichtete Menge. Es gilt also x�R y� f�ur alle � 2 J , und die Mengenfx� j � 2 Jg und fy� j � 2 Jg sind gerichtet. Weiter ist sowohl appK(sup�x�)als auch appK(sup�y�) f�ur jeden Keim K 2 K kompakt. Damit gibt es einx�1 und ein y�2 mit appK(sup�x�) v x�1 und appK(sup�y�) v y�2. Weiter istappK(sup�x�) v appK(x�1), und f�ur jedes weitere a 2 K mit a v sup�x� gilta = appK(a) v appK(sup�x�). Damit ist appK(x�1) das gr�o�te Element in Kkleiner als sup�x�, woraus appK(sup�x�) = appK(x�1) nach De�nition der Ap-proximationsabbildung folgt. Analog erhalten wir appK(sup�y�) = appK(y�2).Da R approximationserhaltend ist und sowohl x�1R y�1 als auch x�2R y�2 gilt,folgt einerseitsappK(sup�x�) = appK(x�1) und appK(x�1)R appK(y�1)und appK(y�1) v appK(sup�y�)sowie andererseitsappK(sup�x�) w appK(x�2) und appK(x�2)R appK(y�2)und appK(y�2) = appK(sup�y�):Damit erhalten wir aus RE \ ETR � RappK(sup�x�)R appK(sup�y�)f�ur alle K 2 K, woraus mit TK2K(APPKR APPTK) = R die Behauptung folgt.4. Aus der Reexivit�at von E und � sowie der Symmetrie von � erhalten wir�E � E�E� � (E�)�und ET� = (�E)T � (E�)�T;woraus mit der Kongruenzeigenschaft von � und Punkt 3 dieses Lemmas dieBehauptung folgt. 2



11Wir wollen nun nicht eine beliebige approximationserhaltende Relation �, sonderneine st�arker zu E� in Beziehung stehende Relation studieren. Begonnen wird mit(E�)�.Lemma 3.4 Sei (D;E;K;�) ein Bereich und � eine approximationserhaltende Re-lation auf D. Dann ist die Pr�aordnung (E�)� approximationserhaltend.Beweis: Wir zeigen die Behauptung durch Berechnungsinduktion �uber das zurreexiv-transitiven H�ulle von E� geh�orige Funktional �E�(X) = I [ E�X. Of-fensichtlich ist die Monotonieeigenschaft ein stetiges Pr�adikat.Als Induktionsanfang gilt� 0E�(0)APPK = 0 APPK = 0 = APPK0 = APPK � 0E�(0):Mit der Monotonie der Abbildungen APPK bzgl. der Ordnung E und der Approxi-mationseigenschaft von � erhalten wir den Induktionsschlu� aus� i+1E� (0)APPK = (I [ E� � iE�(0))APPK= APPK [ E� � iE�(0)APPK� APPK [ E� APPK� iE�(0) Induktionsvoraussetzung� APPK [ E APPK� � iE�(0) � approximationserhaltend� APPK [APPKE� � iE�(0) APPK monoton= APPK(I [ E� � iE�(0))= APPK � i+1E� (0): 2Als Konsequenz des letzten Lemmas und der De�nition eines Bereiches erhalten wirfolgendes Korollar.Korollar 3.5 F�ur einen Bereich (D;E;K;�) ist die Pr�aordnung (E�)� approxima-tionserhaltend. 2Die Pr�aordnung (E�)� ist im allgemeinen nicht vollst�andig. Deshalb betrachtenwir eine weitere Pr�aordnung P � (E�)�, deren Vollst�andigkeit wir nachweisen.Daraus erhalten wir dann, da� die von dieser Pr�aordnung induzierte Ordnung aufden Restklassen induktiv ist. Zun�achst ben�otigen wir aber noch folgendes Lemma.Lemma 3.6 Sei R eine Pr�aordnung auf einem Bereich D = (D;E;K;�). Dann istTK2KAPPKRAPPTK ebenfalls eine Pr�aordnung.



12Beweis: Die Reexivit�at erhalten wir mit der Totalit�at der Approximationsfunk-tionen und der Reexivit�at von R ausI � \K2KAPPKAPPTK � \K2KAPPKRAPPTK:Die Transitivit�at folgt schlie�lich mit der Eindeutigkeit der Approximationsabbil-dungen aus(\K2KAPPKRAPPTK)(\K2KAPPKRAPPTK)� TK2K TK02KAPPKRAPPTKAPPK0RAPPTK0� TK2KAPPKRAPPTKAPPKRAPPTK� TK2KAPPKRRAPPTK APPK eindeutig� TK2KAPPKRAPPTK : R transitiv 2Damit de�nieren wir P wie folgt.De�nition 3.7 Sei D = (D;E;K;�) ein Bereich. Dann bezeichne P die RelationP := \K2KAPPK(E�)�APPTK: 2In Komponentenschreibweise ist P also de�niert durchx � y , 8K 2 K : appK(x)(E�)�appK(y):Wir ben�otigen noch einige Aussagen �uber die Relation P bevor wir diese als voll-st�andig nachweisen k�onnen.Lemma 3.8 Sei D = (D;E;K;�) ein Bereich. Dann ist P eine Pr�aordnung aufD, und es gilt (E�)� � P .Beweis: Nach Lemma 3.6 ist P eine Pr�aordnung. Wir zeigen nun, da� (E�)� �P gilt. Da (E�)� infolge von Korollar 3.5 approximationserhaltend ist, folgt nachLemma 3.3 Punkt 1 (E�)� � \K2KAPPK(E�)�APPTK = P: 2Damit ist klar, da� sowohl E � (E�)� � P als auch � � (E�)� � P oder inKomponentenschreibweisex v y ) x � y; x � y ) x � ygilt. Im n�achsten Lemma werden wir weitere wichtige Eigenschaften der Pr�aordnungP zusammenfassen.



13Lemma 3.9 F�ur einen Bereich D = (D;E;K;�) gelten folgende Aussagen:1. Die Approximationsabbildungen sind bzgl. der Pr�aordnung P monoton.2. F�ur die durch die Pr�aordnung P induzierte �Aquivalenzrelation gilt P \P T = �.Beweis:1. Mit Lemma 3.8 folgt die Behauptung ausP APPK0 = ( TK2KAPPK(E�)�APPTK)APPK0� APPK0(E�)�APPTK0APPK0� APPK0(E�)�� APPK0P:2. Zun�achst gilt (E�)� \ (E�)�T = �, da � eine Kongruenz ist und � � (E�)� \(E�)�T trivialerweise gilt. Mit Lemma 3.3 und der Eindeutigkeit der Approxi-mationsabbildung erhalten wir die Behauptung ausP \ P T = \K2KAPPK(E�)�APPTK \ \K2KAPPK(E�)�TAPPTK= \K2K(APPK(E�)�APPTK \ APPK(E�)�TAPPTK)= \K2KAPPK((E�)� \ (E�)�T)APPTK= \K2KAPPK� APPTK= �: 2Mit dem bisher gezeigten erhalten wir nun folgendes Lemma.Lemma 3.10 F�ur einen Bereich (D;E;K;�) ist die Pr�aordnung P vollst�andig.Beweis: Sei dazu X � P eine bzgl. der Produktordnung zu P gerichtete und mithinnichtleere Menge. Da die Approximationsabbildungen nach Lemma 3.9 monotonbzgl. P und idempotent sind, folgt mit der Kompaktheit von appK(sup�(x)) dieBehauptung aus8K 2 K9p 2 X : appK(sup�(X)) v �(p) � �(p) v sup�(X)) 8K 2 K : appK(sup�(X)) � sup�(X)) 8K 2 K : appK(sup�(X)) � appK(sup �(X)), 8K;K 0 2 K : appK0(appK(sup�(X)))(E�)�appK0(appK(sup�(X)))) 8K 2 K : appK(sup�(X))(E�)�appK(sup�(X)), sup�(X) � sup�(X): 2



14Die Pr�aordnung P induziert zun�achst eine Relation E� := �TP�, (in Komponen-tenschreibweise [x] vj� [y] :, x � y) auf der Menge [D] der Restklassen von D.Dabei sei � : D �! [D] die nat�urliche Projektion mit ��T = �.Lemma 3.11 Ist D = (D;E;K;�) ein Bereich, dann ist E� := �TP� eine Ordnungauf der Menge [D] der Restklassen. Weiter ist � monoton.Beweis: Aus der Surjektivit�at von � und der Reexivit�at von P erhalten wirI � �T� � �TP� = E�:Die Transitivit�at von E� folgt ausE�E� = �TP��TP� � �TP�P� � �TPPP� � �TP� = E�:Im folgenden verwenden wir die Beziehung S \RQ = (SQT\R)Q, mit eindeutigemQ und beliebigem R und S. Einen Beweis �ndet man z.B. in [Schmidt Str�ohlein 89]Satz 4.2.2(iii). Mit Lemma 3.9 Punkt 4, obiger Aussage und der Eindeutigkeit von� folgt die Antisymmetrie ausE� \ ET� = �TP� \ �TP T�= (�TP��T \ �TP T)� � eindeutig= �T(P��T \ ��TP T)� � eindeutig= �T(P� \ (�TP T))� � = ��T� �T(PP \ (PP )T)� � � P� �T(P \ P T)� P transitiv= �T�� P \ P T = �= �T��T� � = ��T� I: � eindeutigSchlie�lich erh�alt man die Monotonie von � wie folgtE� � P� � �P� = ��TP� = �E�: 2Nach dieser Vorbereitung sind wir nun in der Lage zu beweisen, da� ein �Ubergangauf den Bereich der Restklassen stets m�oglich ist.Satz 3.12 (Quotientenbereich) Sei D = (D;E;K;�) ein Bereich. Dann ist derQuotientenbereich [D] := ([D]; E�;K�; I) mit� E� := �TP�,� [K] := f[a] j a 2 Kg,� K� := f[K] j K 2 Kg,� app[K]([x]) := [appK(x)].ein Bereich im Sinne von De�nition 3.2. Weiter ist � eine stetige und kongruenzer-haltende Abbildung.



15Beweis: Wir zeigen, da� E� induktiv ist. Dazu betrachten wir zuerst eine gerichteteMenge f[x�] j � 2 Jg von �Aquivalenzklassen, f�ur die fx� j � 2 Jg bereits v-gerichtet ist. O�ensichtlich ist [sup�x�] eine obere Schranke von f[x�] j � 2 Jg, dax� v sup�x� f�ur alle � 2 J gilt. Sei nun [z] 2 [D] eine weitere obere Schranke vonf[x�] j � 2 Jg. Dann folgt nach Lemma 3.10 mit y� := z, da� sup�x� � sup�y� = zund somit [sup�x�] vj� [z] ist. Zusammen gilt also sup�[x�] = [sup�x�].Sei nun f[x�] j � 2 Jg eine gerichtete Menge von �Aquivalenzklassen, bei der diex� nicht notwendigerweise eine bzgl. E gerichtete Menge bilden m�ussen. Wir unter-scheiden zwei F�alle.Im ersten Fall sei diese Menge endlich. Endliche gerichtete Mengen besitzen stets eingr�o�tes Element, und dieses ist trivialerweise das Supremum der gerichteten Mengef[x�] j � 2 Jg.Sei im zweiten Fall die Menge f[x�] j � 2 Jg (und damit auch D und K) nicht-endlich. Dann de�nieren wir Teilmengen IK � K zu jedem Keim K durchIK := fa 2 K j 8x�9x�0 � x� : appK(x�0) = ag:MitK ist auch jedes IK endlich. Weiterhin sind alle IK nichtleer. Denn angenommenIK sei leer, so folgt die Existenz eines x�a f�ur jedes a 2 K, so da� f�ur alle x�0 � x�astets appK(x�0) 6= a gilt. Die endlich vielen x�a besitzen eine obere Schranke x�� inder Menge der x�. Damit folgt der Widerspruch appK(x�) 62 K f�ur alle x� � x��.Au�erdem ist f�ur alle a 2 IK die Menge fx� j appK(x�) = ag unendlich, da ansonstenf�ur alle x�00 mit x�00 � x�0 f�ur eine obere Schranke x�0 von fx� j appK(x�) = agunmittelbar appk(x�00) 6= a und damit ein Widerspruch zur De�nition von IK folgt.Es zeigt sich, da� zu je zwei Keimen K1 � K2 und einem beliebigen Element a1 2IK1 stets ein Element a2 2 IK2 mit a1 v a2 existiert. Zum Beweis dieser Aussagebetrachten wir die unendliche MengeM := fx� j appK1(x�) = a1g:Von den Bildpunkten appK2(M) liegt mindestens ein Element a2 in IK2, da sonstaus der Endlichkeit von K auch die von M folgen w�urde. Damit gibt es also einx�0 2M mit appK2(x�0) = a2 und appK1(x�0) = a1. Mit K1 � K2 gilt aberappK1(a2) = appK1(appK2(x�0)) = appK1(x�0) = a1und damit a1 v a2.Sei nun mit Hilfe des Auswahlaxioms in der inklusionsgerichteten Menge K einemaximale Kette C = (Ki)i2N von Keimen ausgew�ahlt, d.h. f�ur jedes x 2 D giltx = supKappK(x) = supiappKi(x):Weiter sei b1 2 IK1. Aufgrund obiger Aussage l�a�t sich nun f�ur jedes i 2 N einElement bi 2 IKi derart bestimmen, so da� bi v bi+1 gilt; also die Menge fbi j i 2 Ng



16eine Kette ist. Wie schon weiter oben gezeigt, gilt supi[bi] = [supibi]. Es bleibt nochzu zeigen, da� [supibi] = sup�[x�] unabh�angig von der Wahl von C gilt.Die De�nition von IKi impliziert f�ur jedes x� die Existenz eines x�0 mit [x�] vj� [x�0]und appKi(x�0) = bi. Damit erhalten wir mit der Monotonie der Approximationsab-bildungen bzgl. der vollst�andigen Pr�aordnung P[x�] vj� [x�0], x� � x�0) appKi(x�) � appKi(x�0) = bi appKi monoton bzgl. �) supiappKi(x�) � supibi fbi j Ki 2 Cg und fappKi(x�) j Ki 2 Cgsind bzgl. E gerichtet, x� � supibi C ist maximale Kette in K, [x�] vj� [supibi];da� [supibi] eine obere Schranke von f[x�] j � 2 Jg ist. Sei nun [z] eine weitere obereSchranke von f[x�] j � 2 Jg, und sei f�ur alle Ki 2 C ein �i 2 J so gew�ahlt, da�bi = appKi(x�i) gilt. Dann ergibt sich8Ki 2 C : [bi] = [appKi(x�i)] vj� [x�i] vj� [z]) 8Ki 2 C : bi � z) supibi � z fbi j Ki 2 Cg ist bzgl. E Kette, [supibi] vj� [z]:Damit ist sup�[x�] = [supibi] und somit ([D]; E�) eine induktive Ordnung.Wir zeigen nun, da� die Menge [K] = f[x] j x 2 Kg ein Keim von [D] ist. O�ensicht-lich ist [K] endlich. ZumBeweis, da� alle [a] 2 [K] f�ur ein kompaktes a 2 K kompaktsind, sei [a] vj� sup�[x�] und fbi j Ki 2 C � Kg wie oben eine zu fx� j � 2 Jggeh�orige Kette von Repr�asentanten. Wegen der Kompaktheit von appK(supibi) folgtdie Behauptung aus[a] vj� sup�[x�] = [supibi], a � supibi) a = appK(a) � appK(supibi)) a � bj f�ur einen Keim Kj 2 C) a � bj = appKj(x�0) v x�0 f�ur ein �0 2 J) a � x�0, [a] vj� [x�0]:Zur Existenz der Approximation eines Elementes [x] 2 [D] zeigen wir zun�achst, da�die Menge f[a] 2 [K] j [a] vj� [x]g nicht leer ist. Da es in jedem Keim K 2 K einElement a 2 K gibt mit a v x, ist o�ensichtlich [a] 2 [K] und [a] vj� [x]. Weiterzeigen wir, da� [appK(x)] = sup f[a] 2 [K] j [a] vj� [x]gund damit app[K]([x]) = [appK(x)] gilt. Zun�achst gilt nat�urlich [appK(x)] 2 [K]. Sei



17[a] 2 [K] ein weiteres Element mit [a] vj� [x]. Dann kann nach der De�nition von[K] der Repr�asentant a stets so gew�ahlt werden, da� a 2 K gilt. Damit folgt[a] vj� [x] , a � x) a = appK(a) � appK(x), [a] vj� [appK(x)]:Also ist [appK(x)] = supf[a] 2 [K] j [a] vj� [x]g = app[K]([x]).Das Keimsystem [K] ist auch �-gerichtet, denn seien zwei Keime [K1]; [K2] 2 [K]gew�ahlt, so gibt es eine obere SchrankeK 2 K vonK1 undK2. Dann ist o�ensichtlich[K] obere Schranke von [K1] und [K2] in [K].Es bleibt noch die Approximationsgleichung zu zeigen. Da die Menge fappK(x) jK 2 Kg bzgl. E gerichtet ist, erhalten wir diese sofort aussup[K]app[K]([x]) = sup[K][appK(x)] = [supKappK(x)] = [x]:Also ist [D] = ([D]; E�;K�; I) ein Bereich.Die Monotonie von � wurde bereits in Lemma 3.11 gezeigt. Sei nun fx� j � 2 Jgeine bzgl. E gerichtete Menge. Dann ist f[x�] j � 2 Jg bzgl. E� gerichtet, und esgilt sup�[x�] = [sup�x�]. Damit erhalten wir die Stetigkeit von � aus�(sup�x�) = [sup�x�] = sup�[x�] = sup��(x�):Weiter folgt �� = ��T� � �I; also ist � kongruenzerhaltend. 2Als Abschlu� dieses Kapitels zeigen wir noch, da� wir mit Hilfe des weiter obende�nierten H�ullenoperators :3 eine beliebige symmetrische und approximationser-haltende �Aquivalenzrelation zu einer Kongruenz erweitern k�onnen. Dies werden wirsp�ater zur De�nition der Kongruenzerweiterung eines Bereiches nutzen.Lemma 3.13 Sei � eine symmetrische und approximationserhaltende Relation aufeinem Bereich D. Dann ist �2 := TK2KAPPK�3APPTK eine vollst�andige und appro-ximationserhaltende Kongruenz auf D.Beweis: Zun�achst ist �3 eine Pr�aordnung (sogar eine �Aquivalenzrelation) und da-mit �2 nach Lemma 3.6 ebenfalls eine Pr�aordnung. Die Symmetrie folgt aus dervon �3, so da� �2 eine �Aquivalenzrelation ist.Wir zeigen nun, da� �2 eine Kongruenz ist. Dazu ben�otigen wir die Aussage(�) (APPK
APPTK)� � APPK
�APPTKf�ur beliebige Relationen 
. Wir zeigen dies durch Berechnungsinduktion �uber diebeiden Funktionale �
(X) = I [ 
X und �APPK
APPTK (X) = I [ APPK
APPTKX.O�ensichtlich ist obige Bedingung ein stetiges Pr�adikat.



18Sei i = 0. Dann folgt die Behauptung aus� 0APPK
APPTK(0) = 0 � APPK� 0
(0)APPTK:Der Induktionsschritt folgt mit den Abbildungseigenschaften der Approximations-abbildungen aus� i+1APPK
APPTK(0) = I [APPK
APPKT� iAPPK
APPTK (0)� I [APPK
APPKTAPPK� i
(0)APPTK Ind. Vor.� I [APPK
� i
(0)APPTK APPK eindeutig� APPKAPPTK [APPK
� i
(0)APPTK APPK total= APPK(I [ 
� i
(0))APPTK APPK eindeutig= APPK� i+1
 (0)APPTK:Aus obiger Aussage erhalten wir(E�2)� = (E TK2KAPPK�3APPTK)�� ( TK2KEAPPK�3APPTK)�� ( TK2KAPPKE�3APPTK)� APPK monoton� TK2K(APPKE�3APPTK)�� TK2KAPPK(E�3)�APPTK nach (�):Damit folgt die Kongruenzeigenschaft aus(E�2)� \ (E�2)�T � \K2KAPPK(E�3)�APPTK \ \K2KAPPK(E�3)�TAPPTK= \K2KAPPK((E�3)� \ (E�3)�T)APPTK� \K2KAPPK�3APPTK= �2:Wir zeigen nun, da� f�ur eine approximationserhaltende Relation � auch �3 approxi-mationserhaltend ist. Dazu ben�otigen wir die Aussage, da� eine monotone AbbildungF bzgl. einer Ordnung E auch monoton bzgl. ET ist. Wir habenET � FF TET = F (EF )T � F (FE)T = FETF T;woraus mit der Eindeutigkeit von F die Behauptung ETF � FET folgt.Da die Relation (E�)� nach Lemma 3.4 approximationserhaltend und APPK ein-deutig ist, folgt die Behauptung aus



19�3APPK = ((E�)� \ (E�)�T)APPK� (E�)�APPK \ (E�)�TAPPK� APPK(E�)� \APPK(E�)�T= APPK((E�)� \ (E�)�T)= APPK�3:Weil �3 approximationserhaltend ist und damit nach Lemma 3.3 Punkt 1�3 � \K2KAPPK�3APPTK = �2gilt, folgt aus �2APPK0 = ( TK2KAPPK�3APPTK)APPK0� APPK0�3APPTK0APPK0� APPK0�3� APPK0�2;da� auch �2 approximationserhaltend ist.Weiter erhalten wir aus der Eindeutigkeit und Idempotenz der APPK\K2KAPPK�2APPTK = TK2KAPPK( TK02KAPPK0�3APPTK0)APPTK= TK2K TK02KAPPKAPPK0�3APPTK0APPTK� TK2KAPPKAPPK�3(APPKAPPK)T= TK2KAPPK�3APPTK= �2:Aufgrund der weiter oben gezeigten Approximationseigenschaft von �2 haben wirsogar die Gleichheit TK2KAPPK�2APPTK = �2, woraus mit Lemma 3.3 Punkt 4 dieBehauptung folgt. 24 Die Kategorie der BereicheIn diesem Kapitel betrachten wir die Kategorie D der Bereiche mit stetigen undkongruenzerhaltenden Abbildungen. Zun�achst ben�otigen wir aber noch einige kate-gorientheoretische Begri�e (siehe [Asperti Longo 91]).



204.1 Kategorientheoretische GrundlagenWie �ublich de�niert man eine Kategorie wie folgt.De�nition 4.1 (Kategorie) Eine Kategorie C besteht aus� einer Klasse von Objekten ObjC,� einer Klasse von Morphismen MorC(a; b) f�ur alle Objekte a; b 2 ObjC mitida 2 MorC(a; a) f�ur alle a 2 ObjC,� einer Operation �, die zwei Morphismen f 2 MorC(a; b) und g 2 MorC(b; c)einen Morphismus g � f 2 MorC(a; c) zuordnet.Folgende Gleichungen gelten f�ur alle Morphismen f 2 MorC(a; b); g 2 MorC(b; c) undh 2 MorC(c; d)idb � f = f; g � idb = g; (h � g) � f = h � (g � f): 2Als erstes kategorielles Konstrukt de�nieren wir das Produkt.De�nition 4.2 (Kategorielles Produkt) Sei C eine Kategorie und a; b 2 ObjC.Ein Objekt a � b 2 ObjC zusammen mit zwei Morphismen � 2 MorC(a � b; a) und� 2 MorC(a � b; b) hei�t das kategorielle Produkt von a und b, falls es zu jedemPaar von Morphismen f 2 MorC(c; a), g 2 MorC(c; b) einen eindeutig bestimmtenMorphismus h 2 MorC(c; a� b) gibt, so da� das folgende Diagramm kommutiert:a a� b� � b-�cf �����	 ?h g@@@@@R 2Als n�achstes kategorielles Konstrukt betrachten wir das Coprodukt. Alternativ l�a�tsich das Coprodukt auch als das Produkt in der dualen Kategorie de�nieren.De�nition 4.3 (Kategorielles Coprodukt) Sei C eine Kategorie, und seiena; b 2 ObjC. Ein Objekt a + b 2 ObjC zusammen mit zwei Morphismen � 2MorC(a; a+ b) und � 2 MorC(b; a+ b) hei�t das kategorielle Coprodukt von a und b,falls es zu jedem Paar von Morphismen f 2 MorC(a; c), g 2 MorC(b; c) einen eindeu-tig bestimmten Morphismus h 2 MorC(a+ b; c) gibt, so da� das folgende Diagrammkommutiert: a a+ b-� b� �cf������ 6h g@@@@@I 2



21Wir zeichnen zwei Objekte innerhalb einer Kategorie durch die eindeutige Existenzvon Morphismen von bzw. zu diesem Objekt aus.De�nition 4.4 (Initiales und terminales Element) Sei C eine Kategorie. EinObjekt 1 2 ObjC hei�t terminal, falls es von jedem Objekt a 2 ObjC einen eindeutigbestimmten Morphismus von a nach 1 gibt. Dual hei�t ein Objekt 0 2 ObjC initial,falls es zu jedem Objekt a 2 ObjC einen eindeutig bestimmten Morphismus von 0nach a gibt. 2Zur Interpretation von Programmiersprachen in einer Kategorie verwendet man kar-tesisch abgeschlossene Kategorien. Grundlegend daf�ur sind die kartesischen Katego-rien.De�nition 4.5 (Kartesische Kategorie) Eine Kategorie C hei�t kartesisch, fallsdas terminale Objekt 1 2 ObjC und zu jedem Paar a; b 2 ObjC von Objekten dasProdukt a� b 2 ObjC existiert. 2Als letztes betrachten als die Rechtsadjungierte des Produktfunktors, den Exponen-tenfunktor.De�nition 4.6 (Exponent) Sei C eine kartesische Kategorie und a; b 2 ObjC. EinObjekt ba 2 ObjC zusammen mit einem Morphismus eval 2 MorC(ba�a; b) hei�t derkategorielle Exponent von a und b, falls es zu jedem Morphismus f 2 MorC(c� a; b)einen eindeutig bestimmten Morphismus curry(f) 2 MorC(c; ba) gibt, so da� dasfolgende Diagramm kommutiert:bac?curry(f) c� a b-fba � a?curry(f)� id eval������ 2Besitzt eine Programmiersprache Summentypen, so verwendet man zur Semantik-konstruktion bikartesisch abgeschlossene Kategorien. Dieses sind spezielle kartesischabgeschlossene Kategorien.De�nition 4.7 (Bikartesisch abgeschlossene Kategorie) Eine kartesische Ka-tegorie C hei�t bikartesisch abgeschlossen, falls ein initiales Objekt 0 2 ObjC und zujedem Paar a; b 2 ObjC von Objekten das Coprodukt a+ b 2 ObjC und der Exponentba 2 ObjC existiert. 2



224.2 Die Kategorie DEs stellt sich heraus, da� die Kategorie D bikartesisch abgeschlossen ist. In denBeweisen dieses Kapitels zeigen wir nur die Bedingungen, die zus�atzlich an die Kon-gruenz des betrachteten Bereichs gestellt werden. Zum Beweis der anderen Eigen-schaften verweisen wir auf [Schmidt et al. 86, Schmidt et al. 89].Zun�achst betrachten wir das Lifting eines Bereiches. Wir haben aus technischenGr�unden darauf verzichtet, auch das Lifting kategoriell zu beschreiben. Eine solcheBeschreibung ben�otigt den Begri� der partiellen Morphismen, deren De�nition undn�ahere Betrachtung den hier gesetzten Rahmen �ubersteigen w�urden.Satz 4.8 (Lifting) Sei (D;E;K;�) ein Bereich. Dann ist auch das Lifting D? :=(D?; E?;K?;�?) von D mit� D? ist die disjunkte Vereinigung von D und f?g,� K? := fK [ f?g j K 2 Kg [ ff?gg,� E? ist die um ein kleinstes Element erweiterte Ordnung Ex v? y :, (x = ? _ x v y);� �? ist die um ein Element erweiterte Kongruenz �x �? y :, (x � y _ x = y = ?);ein Bereich im Sinne der De�nition 3.2.Beweis: Trivialerweise ist �? eine vollst�andige und approximationserhaltende Kon-gruenz auf D?. 2Als n�achste Konstruktion betrachten wir das Produkt von Bereichen.Satz 4.9 (Produkt von Bereichen) Seien (Di; Ei;Ki;�i)i=1;2 Bereiche. Dann istdas Produkt D1 �D2 := (D1 �D2; E�;K�;��) von D1 und D2 mit� D1 �D2 ist die Menge aller Tupel mit Komponenten aus D1 bzw. D2,� K� = fK1 �K2 j K1 2 K1;K2 2 K2g,� E� ist die komponentenweise de�nierte Ordnung auf D1 �D2(x1; x2) v� (y1; y2) :, x1 v1 y1 ^ x2 v2 y2;� �� ist die komponentenweise de�nierte Kongruenz auf D1 �D2(x1; x2) �� (y1; y2) :, x1 �1 y1 ^ x2 �2 y2;das kategorielle Produkt von D1 und D2 in D.



23Beweis: Zun�achst zeigen wir, da� D1 �D2 ein Bereich ist. Dazu gen�ugt es, �� alseine vollst�andige und approximationserhaltende Kongruenz nachzuweisen.O�ensichtlich ist �� eine �Aquivalenzrelation.Man �uberzeugt sich leicht durch komponentenweise Argumentation, da� mit �1 und�2 auch �� eine Kongruenz ist.Zum Beweis der Vollst�andigkeit von �� sei f((x1;�; x2;�); (y1;�; y2;�)) j � 2 Jg � ��eine bzgl. der Produktordnung zu E� gerichtete Menge. Aus der De�nition von ��und E� folgt, da� folgende Bedingungen f�ur alle � 2 J geltenx1;� �1 y1;�; x2;� �2 y2;�:Da �1 und �2 vollst�andig sind, erhalten wir die Gleichungensup�x1;� �1 sup�y1;�; sup�x2;� �2 sup�y2;�:Aus der De�nition von �� und E� folgt schlie�lich die Behauptung.Die Kongruenz erh�alt auch die Approximationen. Sei dazu (x1; x2) �� (y1; y2). Dannfolgt aus der De�nition von ��, da� f�ur i = 1; 2 auch xi �i yi gilt. Da �i dieApproximationen erh�alt, haben wir appKi(xi) �i appKi(yi). Die De�nition von ��und (appK1(x); appK2(y)) = appK1�K2(x; y) impliziert schlie�lichappK1�K2(x1; x2) �� appK1�K2(y1; y2):Es bleibt noch zu zeigen, da� D1 �D2 auch das kategorielle Produkt ist. Seien al-so f : C �! D1 und g : C �! D2 stetige und kongruenzerhaltende Abbildungen.Nach [Gunter 85] bleibt nur nachzuweisen, da� �; � und h(x) :=<f(x); g(x)> kon-gruenzerhaltend sind. Aufgrund der De�nition von �� gilt diese Behauptung abertrivialerweise. 2Auch das Coprodukt von Bereichen existiert.Satz 4.10 (Summe von Bereichen) Seien (Di; Ei;Ki;�i)i=1;2 Bereiche. Dann istdie Summe D1 +D2 := (D1 +D2; E+;K+;�+) von D1 und D2 mit� D1 +D2 ist die mengentheoretische disjunkte Vereinigung von D1 und D2,� K+ = fK1 +K2 j K1 2 K1;K2 2 K2g,� E+ ist die direkte Summe von E1 und E2x v+ y :, � x v1 y falls x; y 2 D1x v2 y falls x; y 2 D2;� �+ ist direkte Summe von �1 und �2x �+ y :, � x �1 y falls x; y 2 D1x �2 y falls x; y 2 D2:das kategorielle Coprodukt von D1 und D2 in D.



24Beweis: Zun�achst zeigen wir, da� D1 +D2 ein Bereich ist. Dazu gen�ugt es, �+ alseine vollst�andige und approximationserhaltende Kongruenz nachzuweisen.O�ensichtlich ist �+ eine �Aquivalenzrelation.Wir zeigen zun�achst, da� �+ auch eine Kongruenz auf D1+D2 ist. Seien dazu zweiElemente a; b 2 D1+D2 gew�ahlt mit a(E+�+)�b und b(E+�+)�a. Dann liegen diesezwei Elemente nach der De�nition von E+ und �+ entweder in D1 oder in D2. OhneEinschr�ankung nehmen wir an, sie liegen in D1. Dann gilt f�ur diese Elemente aucha(E1�1)�b und b(E1�1)�a. Da �1 eine Kongruenz auf D1 ist folgt a�1b. Mit derDe�nition von �+ erhalten wir die Behauptung.Zum Beweis der Vollst�andigkeit von �+ sei f(x�; y�) j � 2 Jg � �+ eine bzgl. derProduktordnung zu E+ gerichtete Menge. Dann liegen wiederum alle x�; y� nachder De�nition von �+ und E+ entweder in D1 oder in D2. Ohne Einschr�ankungseien also alle x�; y� 2 D1. Dann gilt nat�urlich auch x� �1 y� f�ur alle � 2 J . Da �1vollst�andig ist, folgt sofort sup�x� �1 sup�y�. Mit der De�nition von �+ erhaltenwir die Behauptung.Die Kongruenz erh�alt auch die Approximationen. Sei dazu x1 �+ x2. Dann folgt wie-derum direkt aus der De�nition von �+, da� x1 und x2 entweder inD1 oderD2 liegen.Ohne Einschr�ankung sei wieder angenommen, beide liegen in D1. Dann gilt nat�urlichauch x1 �1 x2. Da �1 die Approximationen erh�alt, gilt appK(x1) �1 appK(x2) f�ur al-leK 2 K. Aus der De�nition von �+ und der Tatsache, da� appK1(x) = appK1+K2(x)f�ur alle x 2 D1 und alle K1 2 K1 und K2 2 K2 nach [Schmidt et al. 86] ist, folgtschlie�lich appK1+K2(x1) = appK1+K2(x2).Es bleibt noch zu zeigen, da� D1 + D2 auch das kategorielle Coprodukt ist. Seienalso f : D1 �! C und g : D2 �! C stetige und kongruenzerhaltende Abbildungen.Nach [Gunter 85] bleibt nur nachzuweisen, da� sowohl die mengentheoretischen In-jektionen � : D1 �! D1 +D2 und � : D2 �! D1 +D2 als auch die Abbildungh(x) := � f(x) falls x 2 D1g(x) falls x 2 D2kongruenzerhaltend sind. Aufgrund der De�nition von �+ gilt diese Behauptungaber trivialerweise. 2Als letztes betrachten wir den Funktionsbereich.Satz 4.11 (Funktionsbereich) Seien (Di; Ei;Ki;�i)i=1;2 Bereiche. Dann ist derFunktionsbereich (D1 7!D2; E7!;K7!;�7!) von D1 nach D2 mit� D1 7!D2 ist die Menge der stetigen und kongruenzerhaltenden Abbildungen vonD1 nach D2,� K7! := fK1 7!K2 j K1 2 K1;K2 2 K2g, wobeiK1 7!K2 := ff � appK1 j f : K1 ! K2 monoton und kongruenzerhaltend g;



25� E7! ist die punktweise de�nierte Ordnung auf D1 7!D2f v 7! g :, 8x 2 D1 : f(x) v2 g(x);� �7! ist die punktweise de�nierte Kongruenz auf D1 7!D2f � 7! g :, 8x 2 D1 : f(x) �2 g(x);der kategorielle Exponent von D1 und D2 in D.Beweis: Zun�achst zeigen wir, da�D1 7! D2 ein Bereich ist. Da der Funktionsbereichin diesemArtikel per De�nition weniger Funktionen enth�alt als der Funktionsbereichin [Schmidt et al. 86], ist der dortige Beweis nicht �ubertragbar.Zun�achst zeigen wir, da� (D1 7!D2; E7!) eine induktive Ordnung ist. Sei dazu ff� j� 2 Jg eine gerichtete Teilmenge von D1 7!D2. Dann ist die Funktion �f : D1 ! D2mit �f(x) := sup�f�(x) stetig und das Supremumder gerichtetenMenge ff� j � 2 Jg.Es bleibt noch zu zeigen, da� �f kongruenzerhaltend ist. Sei dazu x1 �1 x2. Da allef� kongruenzerhaltend sind und �2 vollst�andig ist, folgt�f(x1) = sup�f�(x1) �2 sup�f�(x2) = �f(x2):Also ist (D1 7!D2; E 7!) induktiv.Zum Beweis, da� K7! 2 K 7! ein Keim von D1 7!D2 ist, gen�ugt es, die Existenzder eindeutigen Approximation eines Elementes f 2 D1 7!D2 im Keim K7! zu zei-gen. Die anderen Eigenschaften eines Keimes folgen aus der Tatsache, da� jederKeim K7! per De�nition eine Teilmenge eines Keimes im Sinne der De�nition von[Schmidt et al. 86] ist. Nach [Schmidt et al. 86] gibt es in der Menge der stetigenFunktionen fg : D1 ! K2 j 8x 2 D1 : g(x) v2 f(x)gein gr�o�tes Element �g : D1 ! K2 mit �g(x) = appK2(f(x)). Zu zeigen bleibt noch, da�mit f auch �g kongruenzerhaltend ist. Dazu sei x1 �1 x2. Da �2 die Approximationenerh�alt, folgt sofort �g(x1) = appK2(f(x1)) �2 appK2(f(x2)) = �g(x2). Also sind alleK7! 2 K7! Keime von D1 7!D2.Das Keimsystem ist auch inklusionsgerichtet. Der Beweis hierzu verl�auft analog zumBeweis in [Schmidt et al. 86].Der Beweis der Approximationsgleichung verl�auft ebenfalls analog zum Beweis in[Schmidt et al. 86].O�ensichtlich ist � 7! eine �Aquivalenzrelation.Weiter ist �7! eine Kongruenz auf D7!. Seien f; g 2 D1 7!D2 zwei Elemente mitf(E7!� 7!)�g und g(E7!� 7!)�f . Nach der De�nition von �7! und E7! gilt dann8x 2 D1 : f(x)(E2�2)�g(x) ^ g(x)(E2�2)�f(x):



26Da �2 eine Kongruenz auf D2 ist, folgt 8x 2 D1 : f(x)�2g(x). Die De�nition von�7! liefert die Behauptung.Zum Beweis der Vollst�andigkeit von � 7! sei f(f�; g�) j � 2 Jg � �7! eine bzgl. derProduktordnung zu E7! gerichtete Menge. Damit gilt nach der De�nition von �7!8� 2 J; x 2 D1 : f�(x) �2 g�(x):Da die Mengen ff�(x) j � 2 Jg und fg�(x) j � 2 Jg bzgl. E2 gerichtet sind und �2vollst�andig ist, folgt sup�f�(x) �2 sup�g�(x). Die De�nitionen von �7! und sup�f�liefern die Behauptung.Die Kongruenz erh�alt auch die Approximationen. Sei dazu f1 � 7! f2. Dann folgt ausder De�nition von � 7!, da� f�ur alle x 2 D1 auch f1(appK1(x)) �2 f2(appK1(x)) gilt.Da auch �2 die Approximationen erh�alt, haben wirappK2(f1(appK1(x))) �2 appK2(f2(appK1(x)))f�ur alle K1 2 K1;K2 2 K2 und x 2 D1. Aus der De�nition von �7! und analogzum Nachweis in [Schmidt et al. 86], da� appK1 7!K2(f)(x) = appK2(f(appK1(x)))ist, erhalten wir schlie�lich appK1 7!K2(f1) � 7! appK1 7!K2(f2).Damit ist auch der Funktionsbereich ein Bereich im Sinne von De�nition 3.2.Es bleibt noch zu zeigen, da� D1 7! D2 auch der kategorielle Exponent ist. Seialso f : C � D1 �! D2 eine stetige und kongruenzerhaltende Abbildung. Nach[Gunter 85] bleibt nur nachzuweisen, da� curry(f)(x) := hx mit hx(y) := f(x; y)und eval(g; x) := g(x) kongruenzerhaltend sind.Sei a �C b. Dann ist < a; x >�< b; y > f�ur alle x; y 2 D1 mit x �1 y. Weilf kongruenzerhaltend ist, folgt curry(f)(a)(x) = ha(x) = f(a; x) �2 f(b; y) =hb(y) = curry(f)(b)(y). Damit haben wir curry(f)(a) � curry(f)(b). Also istcurry(f) kongruenzerhaltend.Sei < f; a >��< g; b > mit f; g : D1 �! C stetig und kongruenzerhaltend unda; b 2 D1. Dann ist f � 7! g und a �1 b, woraus eval(f; a) = f(a) �2 g(a) �2g(b) = eval(g; b) folgt. Damit ist auch eval kongruenzerhaltend. 2Die vorherigen S�atze liefern uns folgende Aussage.Satz 4.12 Die Kategorie D ist bikartesisch abgeschlossen.Beweis: Es bleibt nach [Gunter 85] nur noch zu zeigen, da� die eindeutig existie-renden Abbildungen 1A : A �! 1 und 0A : 0 �! A mit 1 := (f?g; I; ff?gg; I) und0 := (;; 0; ;; 0) kongruenzerhaltend sind. Das ist aber trivialerweise erf�ullt. 2



275 Rekursiv de�nierte BereicheIn diesem Kapitel wollen wir Retraktionsfolgen und inverse Limiten in der Kategorieder Bereiche und adjungierten Paare betrachten. Dazu ben�otigen wir einige weiterekategorientheoretische Begri�e.De�nition 5.1 (Inverses System) Sei C eine Kategorie und (di; (fi;j)j�i)i2I eineMenge von Objekten di 2 ObjC und Morphismen fi;j 2 MorC(di; dj) mit I gerichtet,so da� fi;j = fk;j �fi;k f�ur alle j � k � i gilt. Dann hei�t (di; (fi;j)j�i)i2I ein inversesSystem in C. 2Zu einem gegebenen inversen System lassen sich "obere Schranken\ bilden, die so-genannten Kegel.De�nition 5.2 (Kegel) Sei C eine Kategorie und D := (di; (fi;j)j�i)i2I ein inver-ses System. Ein Objekt c 2 ObjC zusammen mit einer Familie (fi 2 MorC(c; di))i2Ihei�t ein Kegel von D, falls folgendes Diagramm f�ur alle i; j; k 2 I kommutiert:cfi @@@@@@@I� � � di dj� fj;i dk � � �� fk;j6fj fk�������� 2Zu einem inversen System D bilden die Kegel von D eine Kategorie KegD. DieMorphismen dieser Kategorie sind diejenigen Morphismen g : c �! c0 von einemKegel (c; (fi 2 MorC(c; di))i2I) nach (c0; (f 0i 2 MorC(c0; di))i2I), so da� f�ur alle i 2 Igilt f 0i � g = fi.De�nition 5.3 (Inverser Limes) Sei C eine Kategorie. Das terminale Objekt inder Kategorie KegD des inversen Systems D bezeichnen wir als den inversen Limesvon D. Eine Kategorie C hat inverse Limiten, wenn f�ur alle Kegel der inverse Limesin C existiert. 2Zur L�osung rekursiver Bereichsgleichungen de�nieren wir ein adjungiertes Paar wie�ublich mit der zus�atzlichen Forderung, da� beide Abbildungen kongruenzerhaltendsein m�ussen. Diese De�nition unterscheidet sich allerdings von der De�nition in[Schmidt et al. 86]. Wir fordern die sogenannte "sprout-faithful\-Eigenschaft derProjektion nicht, welche zu jedemKeimK die Existens eines Keims Lmit '(K) � Lverlangt. Wir zeigen hier, da� diese Forderung auch nicht ben�otigt wird. Dadurchist der hier de�nierte inverse Limes eines inversen Systems in der Kategorie der



28Bereiche mit adjungierten Paaren im Gegensatz zu [Schmidt et al. 86] ein kategori-elles Konstrukt. Dort wird die Klasse der betrachteten Kegel beim �Ubergang zuminversen Limes auf die sogenannten "sprout-bounded cones\ eingeschr�ankt, da derinverse Limes nicht allgemein existiert.De�nition 5.4 (Adjungiertes Paar) Seien (Di; Ei;Ki;�i)i = 1; 2 zwei Bereiche.Zwei stetige und kongruenzerhaltende Abbildungen ' 2 D1 7!D2 und  2 D2 7!D1hei�en ein adjungiertes Paar (von D1 nach D2), wenn folgende Bedingungen erf�ulltsind ' �  = idD2 ;  � ' v idD1: 2Im Rest dieses Kapitels betrachten wir die Kategorie der Bereiche mit adjungier-ten Paaren. Diese ist wie �ublich nicht bikartesisch abgeschlossen und wird nur zurL�osung rekursiver Bereichsgleichungen verwendet. Inverse Systeme in dieser Kate-gorie bezeichnen wir als Retraktionsfolgen (oder Retraktionssysteme). Den inversenLimes eines solchen Retraktionssystems konstruieren wir wie �ublich.Satz 5.5 (Inverser Limes) Sei (Di; ('ij;  ij)j�i)i2I ein gerichtetes Retraktionssy-stem. Dann ist D1 := lim Di = (D1; E1;K1;�1) mit� D1 ist die Menge von unendlichen Tupeln <xi>i2I mit xi 2 Di f�ur alle i 2 I,so da� f�ur alle j � k gilt: 'kj (xk) = xj,� E1 ist die komponentenweise de�nierte Ordnung auf D1<xi>i2Iv1<yi>i2I :, 8i 2 I : xi vi yi;� K1 ist die Verschmelzung aller Keime der Elemente der RetraktionsfolgeK1 := fKi;K j i 2 I;K 2 Kigmit Ki;K := f<xj>j2I2 D1 j xi 2 K; k � i impliziert xk =  ki (xi)g;� �1 ist die komponentenweise de�nierte Kongruenz auf D1<xi>i2I�1<yi>i2I :, 8i 2 I : xi �i yi;der inverse Limes der Retraktionsfolge (Di; ('ij;  ij)j�i)i2I .Beweis: Wir zeigen zun�achst, da� D1 ein Bereich ist. In [Schmidt et al. 86] wirddie "sprout-faithful\-Eigenschaft nur einmal verwendet. Wir haben daher hier nurzu zeigen, da� die Gleichungxj = (sup fappKi;K (x) j Ki;K 2 K1g)j



29gilt. Da appK(xi) = (appKi;K(x))i ist, haben wir aufgrund der Struktur der Elementeaus D1 auch (appKi;K (x))j = ('kj �  ki )(appK(xi))f�ur eine obere Schranke k von i und j. Damit k�onnen wir nun obige Gleichung zeigen.Da 'kj und  ki stetig sind, erhalten wir die Behauptung aus(supfappKi;K (x) j Ki;K 2 K1g)j= supf(appKi;K (x))j j Ki;K 2 K1g= supf('kj �  ki )(appK(xi)) j K 2 Ki ^ i 2 Ig= supf('kj �  ki )(supfappK(xi) j K 2 Kig) j i 2 Ig= supf('kj �  ki )(xi) j i 2 Ig= supfxj j i 2 Ig= xj:O�ensichtlich ist �1 eine �Aquivalenzrelation.Die �Aquivalenzrelation �1 ist eine Kongruenz auf D1. Seien dazu zwei Elemente<ai>i2I; <bi>i2I2 D1 mit <ai>i2I (E1�1)� <bi>i2Iund <bi>i2I (E1�1)� <ai>i2Igew�ahlt. Nach der De�nition von E1 und �1 folgt, da�8i 2 I : ai(Ei�i)�bi ^ bi(Ei�i)�aigilt. Da alle �i Kongruenzen auf Di sind, erhalten wir 8i 2 I : ai�ibi. Die De�nitionvon �1 liefert die Behauptung.Zum Beweis der Vollst�andigkeit sei f((< xi >i2I)�; (< yi >i2I)�) j � 2 Jg � �1.Dann folgt aus der De�nition von �1, da� 8i 2 I : (xi)� �i (yi)� gilt. Da alle�i vollst�andig sind, haben wir f�ur alle i 2 I auch sup�(xi)� �i sup�(yi)�. Aus derDe�nition von �1 erhalten wir schlie�lich die Behauptung.Die Kongruenz erh�alt auch die Approximationen. Sei dazu < xi >i2I�1< yi >i2I.Dann folgt aus der De�nition von �1, da� f�ur alle i 2 I auch xi �i yi gilt. Da alle �idie Approximationen erhalten, haben wir appK(xi) �i appK(yi) f�ur alle K 2 Ki undi 2 I. Aus der De�nition von �1 und der Tatsache, da� nach [Schmidt et al. 86] diei-te Komponente von appKi;K (<xi>i2I) gleich appK(xi) f�ur alle i 2 I und K 2 Kiist, erhalten wir schlie�lichappKi;K (<xi>i2I) �1 appKi;K(<yi>i2I):Damit ist der inverse Limes einer Retraktionsfolge ein Bereich im Sinne von De�ni-tion 3.2.Es bleibt noch zu zeigen, da� D1 auch der inverse Limes der Retraktionsfolge ist.Nach [Gunter 85] gen�ugt es nachzuweisen, da� die Abbildungen'1i : D1 �! Di mit '1i (x) := xi



30  1i : Di �! D1 mit ( 1i (x))j := � 'ij(x) falls j � i ji (x) falls j > i� : D1 �! B mit � := supfqi � '1i j i 2 Ig	 : B �! D1 mit 	 := supf 1i � pi j i 2 Igmit pi : B �! Di und qi : Di �! B die adjungierten Paare von einem weiteren KegelB von (Di)i2I nach Di kongruenzerhaltend sind.Da die i-te Projektion aufgrund der De�nition von �1 trivialerweise kongruenzer-haltend ist, folgt die Behauptung sofort f�ur '1i .Die Abbildungen 'ij und  ji sind kongruenzerhaltend, da die Komposition von kon-gruenzerhaltenden Abbildungen kongruenzerhaltend ist. Damit erhalten wir f�ur allex; y 2 Di mit x �i y( 1i (x))j = � 'ij(x) falls j � i ji (x) falls j > i � �j � 'ij(y) falls j � i ji (y) falls j > i � = ( 1i (y))j:Aufgrund der De�nition von �1 folgt die Behauptung.Sei x �1 y. Dann haben wir f�ur alle i 2 I(qi � '1i )(x) �B (qi � '1i )(y):Da �B vollst�andig ist, giltsup f(qi � '1i )(x) j i 2 Ig �B sup f(qi � '1i )(y) j i 2 Igund somit die Behauptung �(x) �B �(y).Analog folgt die Behauptung f�ur 	. 2Wir haben damit gezeigt, da� der inverse Limes f�ur alle Kegel in der Kategorieder Bereiche mit adjungierten Paaren existiert. Diese Aussage formulieren wir alsKorollar.Korollar 5.6 Die Kategorie der Bereiche mit adjungierten Paaren hat inverse Li-miten. 2Zum Schlu� dieses Kapitels sei noch bemerkt, da� die zu den kategoriellen Kon-strukten Lifting, Produkt und Exponent geh�origen Funktoren in dieser Kategoriestetig sind und damit die terminalen Fixpunkte dieser Funktoren existieren. Aufeinen Beweis soll an dieser Stelle verzichtet werden.



316 KongruenzerweiterungInterpretiertman algebraische Spezi�kationen durch geordnete Algebren, so w�unschtman sich die M�oglichkeit, auch die Hinzunahme eines neuen Gesetzes durch einen�Ubergang von der alten zu einer neuen Interpretation zu modellieren. Man mu� alsodie M�oglichkeit haben, die Kongruenz eines Bereiches so zu erweitern, da� wiederein Bereich ensteht. Dies erreichen wir mit Hilfe des H�ullenoperators :2 aus Lemma3.13.Satz 6.1 (Kongruenzerweiterung) Sei D = (D;E;K;�) ein Bereich und � ei-ne symmetrische Relation auf D. Falls � [ � approximationserhaltend ist, ist dieKongruenzerweiterung D� := (D;E;K; (� [ �)2) von D durch � ein Bereich imSinne von De�nition 3.2.Beweis: Unter Anwendung des Lemmas 3.13 ist zu zeigen, da� � [ � reexiv undsymmetrisch ist. Diese Eigenschaften folgen aber trivialerweise aus denen von � bzw.�. 2Ist schon � approximationserhaltend, so auch � [�, was aus(� [�)APPK = �APPK [ �APPK � APPK� [APPK� = APPK(� [ �)folgt.7 Algebraische Spezi�kationenIn diesem Kapitel wollen wir aus einer gegebenen Spezi�kation direkt ein geordnetesModell konstruieren. Dabei werden Partialit�aten der spezi�zierten Funktionen mitHilfe einer Sonderkonstanten ? notiert. Durch die Interpretation dieser Konstantenals das kleinste Element generieren wir eine induktive Ordnung. Es zeigt sich, da�dieses Modell in der Klasse aller geordneten Modelle der gegebenen algebraischenSpezi�kation initial ist.Zun�achst de�nieren wir, was zum syntaktischen Material einer algebraischen Spezi-�kation geh�ort.De�nition 7.1 (Signatur) Sei C eine endliche Menge von Konstantenbezeich-nern, s 2 N, F = S1�n�sFn die disjunkte endliche Vereinigung endlicher MengenFn von Funktionsbezeichnern der Stelligkeit n und X eine Menge von Variablen.Sind alle drei Mengen paarweise disjunkt und gilt ? 62 (C [ F [ X), so hei�e dasTripel � = (C;F;X) eine Signatur. 2Aus diesem syntaktischen Material lassen sich nun Terme bilden.



32De�nition 7.2 (Terme) Die Menge T Y� der Terme mit freien Variablen Y � Xeiner Signatur � = (C;F;X) ist induktiv wie folgt de�niert:� ? 2 T ;� .� Falls c 2 C, dann ist c 2 T ;� .� Falls x 2 X, dann ist x 2 T fxg� .� Mit ti 2 T Yi� f�ur 1 � i � n, Z = nSi=1Yi und f 2 Fn ist f(t1; :::; tn) 2 T Z� .Ein Term t 2 T ;� hei�t geschlossen. Mit T� := SY �X T Y� bezeichnen wir die Mengealler Terme. 2Sp�ater ben�otigen wir zur De�nition einer Herleitung den Begri� der Substitutioneines Terms f�ur eine Variable.De�nition 7.3 (Substitution) Sei � = (C;F;X) eine Signatur, und seien s; t 2T� Terme. Dann ist die Substitution s[x=t] 2 T� des Terms t f�ur die Variable x imTerm s induktiv �uber den Aufbau von s wie folgt de�niert� ?[x=t] = ?,� c[x=t] = c,� y[x=t] = � t falls x = yy falls x 6= y;� f(t1; : : : ; tn)[x=t] = f(t1[x=t]; : : : ; tn[x=t]). 2Eine Signatur l�a�t sich interpretieren, indem man jedem Symbol ein geeignetes Ele-ment �uber einer Tr�agermenge zuweist.De�nition 7.4 (�-Algebra) Sei � eine Signatur. Dann hei�t das Paar (A;�) be-stehend aus einer Menge A und einer Abbildung �, die jedem Element c 2 C [ f?gein Element �(c) 2 A und jeder Funktionsbezeichnung f 2 Fn eine Abbildung�(f) : An �! A zuordnet, eine �-Algebra. 2Mit Hilfe der Abbildung � einer �-Algebra l�a�t sich nun jedem Term induktiv einWert zuordnen.De�nition 7.5 (Wert) Sei (C;F;X) eine Signatur und (A;�) eine �-Algebra. Zueiner Belegung v : X �! A ist der Wert VA(t)[v] eines Terms t 2 T� induktiv wiefolgt de�niert



33� VA(?)[v] = �(?),� VA(c)[v] = �(c),� VA(x)[v] = v(x),� VA(f(t1; : : : ; tn))[v] = �(f)(VA(t1)[v]; : : : ;VA(tn)[v]). 2Da sich unsere De�nition des Wertes eines Terms nicht von der �ublichen De�nitionunterscheidet, gelten auch hier das Substitutions- und das Koinzidenzlemma. Wirformulieren diese deshalb als ein Korollar.Korollar 7.6 Sei (C;F;X) eine Signatur und (A;�) eine �-Algebra. Dann gilt:1. Ist t 2 T Y� und stimmen zwei Belegungen v1 und v2 auf allen Variablen aus Y�uberein, so gilt VA(t)[v1] = VA(t)[v2].2. F�ur alle Terme t; t0 2 T� gilt VA(t[x=t0])[v] = VA(t)[vfx VA(t0)[v]g] mitvfx ag(y) := � v(x) falls x 6= ya falls x = y: 2Der Wert eines geschlossenen Terms t 2 T ;� h�angt damit nicht von der Belegung vab. Deshalb schreiben wir in diesem Fall auch VA(t) f�ur den Wert des Terms t.Aufgrund unserer Argumentation in der Einleitung ben�otigen wir einen Approxima-tionsbegri� auf Termen.De�nition 7.7 (Termapproximation) Sei � = (C;F;X) eine Signatur. Dannde�nieren wir ein System von Abbildungen Vi : T ;� �! T ;� f�ur alle i 2 N induktiv�uber den Aufbau von t 2 T ;� wie folgt:� V0(t) := ?,� Vi+1(t) := � t falls t 2 C [ f?gf(Vi(t1); : : : ; Vi(tn)) falls t = f(t1; : : : ; tn):Vi(t) bezeichnen wir auch als die Approximation des Terms t durch Beschr�ankungauf Schachtelungstiefe i. 2Die Termapproximation verh�alt sich | in gewisser Weise analog zu den Approxi-mationsfunktionen eines Bereiches | idempotent.Lemma 7.8 Es gilt Vi � Vj = Vmin(i;j).



34Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Induktion �uber (i; j) 2 N � N. Isti = 0 oder j = 0, so folgtV0(Vj(t)) = ? = V0(t) bzw. Vi(V0(t)) = Vi(?) = ? = V0(t):Sei nun i � 1 und j � 1. Im Fall t 2 C [ f?g erhalten wir die Behauptung ausVi(t) = Vj(t) = t. Der Fall t = f(t1; : : : ; tn) folgt ausVi(Vj(f(t1; : : : ; tn))) = Vi(f(Vj�1(t1); : : : ; Vj�1(tn)))= f(Vi�1(Vj�1(t1)); : : : ; Vi�1(Vj�1(tn)))= f(Vmin(i�1;j�1)(t1); : : : ; Vmin(i�1;j�1)(tn)) Ind. Vor.= Vmin(i;j)(f(t1; : : : ; tn)): 2Durch die Termapproximation k�onnen wir eine Ordnung auf den Termen de�nieren.Lemma 7.9 Seien t1; t2 2 T ;� geschlossene Terme einer Signatur � = (C;F;X).Dann ist die Relation t1 � t2 :, 9i : t1 = Vi(t2)eine Ordnung.Beweis: Da jedes t 2 T ;� von endlicher Schachtelungstiefe ist, gibt es o�ensichtlichein i 2 N, so da� Vi(t) = t und somit � reexiv ist.Sei nun t1 � t2 und t2 � t3. Dann gibt es ein i 2 N und ein j 2 N mit t1 = Vi(t2) undt2 = Vj(t3). Die Transitivit�at erhalten wir somit aus t1 = Vi(Vj(t3)) = Vmin(i;j)(t3).Sei t1 � t2 und t2 � t1. Dann gibt es ein i 2 N und ein j 2 N mit t1 = Vi(t2) undt2 = Vj(t1). Damit erhalten wir aus Lemma 7.8t1 = Vi(t2) = Vi(Vj(t1)) = Vmin(i;j)(t1):Dies liefert t2 = Vj(t1) = Vj(Vmin(i;j)(t1)) = Vmin(i;j)(t1) = t1: 2Die Ordnung � auf Termen sagt etwas �uber deren Gestalt aus. Zwei Terme stehen inOrdnungsbeziehung, wenn der kleinere Term durch Substitution von ? f�ur gewisseTeilterme aus dem gr�o�eren Term hervorgeht.Lemma 7.10 Ist t � t0, so gilt einer der drei folgenden F�alle:1. t = ?,2. t = t0 = c f�ur ein c 2 C,3. t = f(t1; : : : ; tn) und t0 = f(t01; : : : ; t0n) f�ur Terme t1; : : : ; tn; t01; : : : ; t0n 2 T ;� mitt1 � t01; : : : ; tn � t0n.



35Beweis: Wir unterscheiden drei F�alle aufgrund des Aufbaus von t.1. Ist t = ?, so ist die Behauptung trivial.2. Ist t = c f�ur ein c 2 C und t = Vi(t0), so folgt i > 0 und t0 = c.3. Ist t = f(t1; : : : ; tn) und t = Vi(t0), so folgt wieder i > 0. Angenommen, es istt0 2 C [f?g. Dann folgt Vi(t0) = t0 6= t. Daher mu� t0 die Gestalt g(t01; : : : ; t0m)f�ur ein m 2 N und ein g 2 Fm haben. Angenommen, es gilt g 6= f . Dann folgtder Widersprucht = Vi(t0) = Vi(g(t01; : : : ; t0m)) = g(Vi�1(t01); : : : ; Vi�1(t0m)) 6= f(t1; : : : ; tn) = t:Damit ist also t0 = f(t01; : : : ; t0n) f�ur Terme t01; : : : ; t0n 2 T ;� . Gilt nun tj 6� t0j f�urein 1 � j � n (also tj 6= Vk(t0j) f�ur alle k 2 N), so erhalten wir wiedert = Vi(t0) = Vi(f(t01; : : : ; t0n)) = f(Vi�1(t01); : : : ; Vi�1(t0n)) 6= f(t1; : : : ; tn) = t:2Aus obigem Lemma erhalten wir folgendes Korollar.Korollar 7.11 f(t1; : : : ; tn) � f(t01; : : : ; t0n) , ti � t0i f�ur alle 1 � i � n. 2Als Gesetze einer Spezi�kation wollen wir allquanti�zierte Gleichungen zulassen,deren Quantoren wir nicht notieren. Aus diesen Gesetzen werden mit Hilfe einesHerleitungssystems neue Gleichungen hergeleitet. Dabei gehen die Ergebnisse derDiskussion in der Einleitung durch die spezielle Approximationsregel in den Kalk�ulein.De�nition 7.12 (Herleitbarkeit) Sei � eine Signatur und L eine Menge vonGleichungen. Dann hei�t eine Gleichung t = t0 in (�; L) herleitbar, (�; L) ` t = t0,falls es eine Herleitung im Kalk�ul mit folgenden Axiomen und Schlu�regeln gibt:Axiom: t1 = t1Schlu�regeln: t1 = t2t2 = t1 t1 = t2 t2 = t3t1 = t3t1 = t2 t3 = t4t1[x=t3] = t2[x=t4] u1 = u2Vi(u1) = Vi(u2)mit t1; t2; t3; t4 2 T�; u1; u2 2 T ;� und i 2 N. 2Eine Menge von Gesetzen kann ein Symbol zu einer puren Abk�urzung eines l�angerenTerms degradieren. So wird zum Beispiel das Symbol 1 durch das Gesetz 1 = s(0) zueiner Abk�urzung f�ur den Term s(0). Da die Termapproximation durch Beschr�ankung



36auf Schachtelungstiefe i aber wesentlich von der Anzahl der Applikationen abh�angt,erhalten wir hier ungewollte E�ekte. In unserem Kalk�ul l�a�t sich sofort folgendeHerleitung angeben (dabei ist V1(s(0)) = s(V0(0)) = s(?) und V1(1) = 1):1 = s(0)s(0) = 1s(?) = 1 1 = s(0)s(?) = s(0)Modelle, die diesen Gesetzen gen�ugen, w�urden deswegen im wesentlichen kollabieren.Legen wir allerdings eine Signatur ohne das Symbol 1 (und damit ohne das Gesetz1 = s(0)) zugrunde, so l�a�t sich diese Formel nicht herleiten. Solche abk�urzendenSymbole wollen wir daher in einer algebraischen Spezi�kation nicht zulassen, solange es um die Konstruktion der Tr�agermenge geht.De�nition 7.13 (Algebraische Spezi�kation) Sei � eine Signatur und L eineMenge von Gleichungen. Ein Symbol s 2 C [ F hei�t unn�otig, falls zu jedem Termt, in dem s vorkommt, ein Term t0, in dem s nicht vorkommt, existiert mit (�; L) `t = t0. Das Paar (�; L) hei�t eine algebraische Spezi�kation, falls es keine unn�otigenSymbole gibt. 2Wir wollen nun Modelle algebraischer Spezi�kationen im obigen Sinn betrachten.Dabei sind f�ur uns nur solche Strukturen interessant, die Bereiche mit Kongruenzenbilden.De�nition 7.14 (Modelle) Sei (�; L) eine algebraische Spezi�kation und D =(D;E;K;�) ein Bereich.1. Ein Tupel (D;�) hei�t ein Modell von (�; L), falls gilt(a) (D;�) ist eine �-Algebra,(b) �(?) ist das kleinste Element von D,(c) �(f) 2 Dn 7! D f�ur alle Funktionssymbole f 2 Fn, d.h. �(f) ist stetigund kongruenzerhaltend,(d) Sind t; t0 2 T� und gilt (�; L) ` t = t0, so folgt f�ur alle Belegungen vVD(t)[v] � VD(t0)[v].2. Ein Modell (D;�) von (�; L) hei�t termerzeugt, falls es f�ur alle kompaktenElemente x 2 D einen Term t 2 T ;� gibt mit VD(t) = x. 2Eine wesentliche Eigenschaft aller Modelle liefert uns folgendes Lemma.Lemma 7.15 Sei (�; L) eine algebraische Spezi�kation und (D;�) ein Modell von(�; L). Dann gilt f�ur alle Terme t; t0 2 T ;�t � t0 ) VD(t) v VD(t0):



37Beweis: Wir beweisen die Aussage durch Induktion �uber den Aufbau von t. Dabeiverwenden wir mehrfach Lemma 7.10.1. Ist t = ?, so folgt VD(t) = VD(?) = �(?) = ? v VD(t0).2. Ist t = c 2 C, so folgt t0 = c und damit VD(t) = VD(c) = VD(t0).3. Ist t = f(t1; : : : ; tn), so folgt t0 = f(t01; : : : ; t0n) mit t1 � t01; : : : ; tn � t0n. NachInduktionsvoraussetzung gilt VD(t1) v VD(t01); : : : ;VD(tn) v VD(t0n), worausschlie�lich folgtVD(t) = VD(f(t1; : : : ; tn))= �(f)(VD(t1); : : : ;VD(tn))v �(f)(VD(t01); : : : ;VD(t0n)) �(f) monoton= VD(f(t01; : : : ; t0n))= VD(t0): 2Zu einer gegebenen algebraischen Spezi�kation k�onnen wir ein ganzes System vonModellen angeben.De�nition 7.16 Sei (�; L) eine algebraische Spezi�kation. Dann de�nieren wir einSystem von Bereichen und Abbildungen (Di; �i)i2N und V�1Di : Di �! T ;� wie folgt� D0 := (f?g; I; ff?gg; I),� �0(t) := ?, falls t 2 C [ f?g,� �0(f)(x1; : : : ; xn) := ?,� V�1D0 (?) := ?,sowie rekursiv� Di+1 := ((C + F1 �Di + � � � + Fs �Dsi )?)�i+1 | der um die Kongruenz �i+1erweiterte geliftete Bereich der Terme mit Schachtelungstiefe i+1 | gegebendurch1. C := (C; I; fCg; I),2. Fi := (Fi; I; fFig; I) f�ur alle 1 � i � s,3. V�1Di+1(x) :=8<: ? falls x = ?c falls x = �0(c)f(V�1Di (x1); : : : ;V�1Di (xn)) falls x = �n(<f; x1; : : : ; xn>);wobei �0 : C �! Di+1 und �n : Fn �Dni �! Di+1 die entsprechenden In-jektionen bezeichnen,4. x �i+1 y :, (�; L) ` V�1Di+1(x) = V�1Di+1(y),� �i+1(?) := ?,



38 � �i+1(c) := �0(c), f�ur c 2 C,� �i+1(f)(x1; : : : ; xn) := �n(<f; (VDi � V�1Di+1)(x1); : : : ; (VDi � V�1Di+1)(xn)>). 2Bevor wir nun beweisen, da� alle Elemente des obigen Systems ein Modell der Spe-zi�kation sind, ben�otigen wir noch einige Hilfsaussagen, die im folgenden Lemmazusammengefa�t sind.Lemma 7.17 Sei (�; L) eine algebraische Spezi�kation und (Di; �i)i2N das Systemaus De�nition 7.16. Dann gelten folgende Aussagen:1. x v y ) V�1Di (x) � V�1Di (y)2. (VDi � V�1Dj � VDj)(t) = VDi(t) f�ur alle t 2 T ;� f�ur alle j � i.3. Vi(t) = (V�1Di � VDi)(t) f�ur alle t 2 T ;� .4. VDi � V�1Dj = appDi f�ur alle j � i.5. V�1Dj (x) = V�1Di (x), f�ur alle j � i und x 2 Di.Beweis:1. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach i. Der Fall i = 0 ist trivial.Im Fall i+ 1 unterscheiden wir drei F�alle.(a) Ist x = ?, so folgt V�1Di+1(x) = V�1Di+1(?) = ? = V0(V�1Di+1(y)), worausV�1Di+1(x) � V�1Di+1(y) folgt.(b) Ist x = �0(c), so folgt aufgrund der De�nition der Ordnung Ei+1 in Di+1,da� x = y gilt und somit die Behauptung trivial ist.(c) Ist x = �n(< f; x1; : : : ; xn >), so folgt y = �n(< f; y1; : : : ; yn >) mitx1 v y1; : : : ; xn v yn nach De�nition von Ei+1. Nach der Induktionsvor-aussetzung haben wir V�1Di (x1) � V�1Di (y1); : : : ;V�1Di (xn) � V�1Di (yn), wor-aus V�1Di (x1) = Vk1(V�1Di (y1)); : : : ;V�1Di (xn) = Vkn(V�1Di (yn)) f�ur k1; : : : ; kn 2N und somit V�1Di (x1) = Vk(V�1Di (y1)); : : : ;V�1Di (xn) = Vk(V�1Di (yn)) f�urk = maxfk1; : : : ; kng nach Lemma 7.8 folgt. Somit erhalten wir die Be-hauptung ausV�1Di+1(x) = f(V�1Di (x1); : : : ;V�1Di (xn))= f(Vk(V�1Di (y1)); : : : ; Vk(V�1Di (yn)))= Vk+1(f(V�1Di (y1); : : : ;V�1Di (yn)))= Vk+1(V�1Di (y)):



392. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach i. Im Fall i = 0 folgt dieBehauptung aus(VD0 � V�1Dj � VDj)(t) = VD0((V�1Dj � VDj)(t))= ?= VD0(t):Im Fall i+ 1 ist also i+ 1 � j. Wir unterscheiden drei F�alle.(a) Ist t = ?, so folgt(VDi+1 � V�1Dj � VDj)(?) = (VDi+1 � V�1Dj )(?) = VDi+1(?):(b) Ist t = c, so folgt(VDi+1 � V�1Dj � VDj)(c) = (VDi+1 � V�1Dj )(�0(c)) da 0 < i+ 1 � j= VDi+1(c):(c) Ist t = f(t1; : : : ; tn), so folgt die Behauptung mit zweifacher Anwendungder Induktionshypothese aus(VDi+1 � V�1Dj � VDj)(f(t1; : : : ; tn))= (VDi+1 � V�1Dj )(�j(f)(VDj(t1); : : : ;VDj(tn)))= (VDi+1 � V�1Dj )(�n(<f; (VDj�1 � V�1Dj � VDj)(t1); : : : ;(VDj�1 � V�1Dj � VDj)(tn)>))= VDi(f((V�1Dj�1 � VDj�1 � V�1Dj � VDj)(t1)); : : : ;(V�1Dj�1 � VDj�1 � V�1Dj � VDj)(tn)))= �i(f)((VDi � V�1Dj�1 � VDj�1 � V�1Dj � VDj)(t1); : : : ;(VDi � V�1Dj�1 � VDj�1 � V�1Dj � VDj)(tn))= �i(f)((VDi � V�1Dj � VDj)(t1); : : : ; (VDi � V�1Dj � VDj)(tn))= �i(f)(VDi(t1); : : : ;VDi(tn))= VDi(f(t1; : : : ; tn)):3. Wir beweisen diese Aussage durch vollst�andige Induktion nach i. Sei i = 0.Dann folgt die Behauptung aus(V�1D0 � VD0)(t) = V�1D0 (?) = ? = V0(t):Im Fall i+ 1 unterscheiden wir drei F�alle.(a) Ist t = ?, so folgt(V�1Di+1 � VDi+1)(?) = V�1Di+1(?) = ? = Vi+1(?):



40 (b) Ist t = c 2 C, so folgt wegen i > 0(V�1Di+1 � VDi+1)(c) = V�1Di+1(c) = c = Vi+1(c):(c) Ist t = f(t1; : : : ; tn), so folgt mit Punkt 2 dieses Lemmas(V�1Di+1 � VDi+1)(f(t1; : : : ; tn))= V�1Di+1(�i+1(f)(VDi+1(t1); : : : ;VDi+1(tn))= V�1Di+1(�n(<f; (VDi � V�1Di+1 � VDi+1)(t1); : : : ;(VDi � V�1Di+1 � VDi+1)(tn)>))= V�1Di+1(�n(<f;VDi(t1); : : : ;VDi(t1)>))= f((V�1Di � VDi)(t1); : : : ; (V�1Di � VDi)(tn))= f(Vi(t1); : : : ; Vi(tn))= Vi+1(f(t1; : : : ; tn)):4. Wir beweisen die Aussage durch vollst�andige Induktion nach i. Sei i = 0. D0enth�alt nur das Element ?, woraus(VD0 � V�1Dj )(x) = ? = appD0(x)folgt. Im Fall i+ 1 unterscheiden wir drei F�alle.(a) Ist x = ?, so folgt (VDi+1 � V�1Dj )(?) = VDi+1(?)= ?= appDi+1(?);da ? 2 Di+1 gilt.(b) Ist x = �0(c), so folgt(VDi+1 � V�1Dj )(�0(c)) = VDi+1(c) da j > i+ 1= �0(c)= appDi+1(�0(c));da �0(c) 2 Di+1 gilt.(c) Ist x = �n(< f; x1; : : : ; xn >), so folgt mit der De�nition von Fn, derApproximationsabbildungen im Produkt und Punkt 2 dieses Lemmas dieBehauptung aus(VDi+1 � V�1Dj )(x)= VDi+1(f(V�1Dj�1(x1); : : : ;V�1Dj�1(xn)))= �i+1(f)((VDi+1 � V�1Dj�1)(x1); : : : ; (VDi+1 � V�1Dj�1)(xn))



41= �n(<f; (VDi � V�1Di+1 � VDi+1 � V�1Dj�1)(x1); : : : ;(VDi � V�1Di+1 � VDi+1 � V�1Dj�1)(xn)>)= �n(<f; (VDi � V�1Dj�1)(x1); : : : ; (VDi � V�1Dj�1)(xn)>)= �n(<f; appDi(x1); : : : ; appDi(xn)>)= �n(appFn�Dni (<f; x1; : : : ; xn>))= appDi+1(�n(<f; x1; : : : ; xn>)):5. Wieder beweisen wir die Aussage durch vollst�andige Induktion nach i. Im Falli = 0 enth�alt D0 nur das Element ?, worausV�1D0 (x) = ? = V�1Dj (x)folgt. Im Fall i+ 1 unterscheiden wir drei F�alle.(a) Ist x = ?, so folgt wieder V�1Di+1(x) = ? = V�1Dj (x).(b) Ist x = �0(c), so folgt wegen i > 0V�1Di+1(x) = c = V�1Dj (x):(c) Ist x = �n(<f; x1; : : : ; xn>), so folgt wegen x1; : : : ; xn 2 Di sofortV�1Di+1(x) = f(V�1Di (x1); : : : ;V�1Di (x1))= f(V�1Dj�1(x1); : : : ;V�1Dj�1(x1)) Ind. Vor.= V�1Dj (x): 2Nach dieser Vorbereitung erhalten wir folgenden Satz.Satz 7.18 Sei (�; L) eine algebraische Spezi�kation und (Di; �i)i2N das System ausDe�nition 7.16. Dann ist (Di; �i)i2N ein gerichtetes System von termerzeugten Mo-dellen von (�; L).Beweis: Alle Di sind endlich. Daher wird Di aufgrund der De�nition 6.1 einerKongruenzerweiterung zu einem Bereich, falls �i eine approximationserhaltende undsymmetrische Relation auf Di ist.Die Symmetrie erhalten wir ausx �i y , (�; L) ` V�1Di (x) = V�1Di (y), (�; L) ` V�1Di (y) = V�1Di (x), y �i x:



42Die Relation �i ist auch approximationserhaltend. F�ur j � i erh�alt man n�amlichaus 7.17 Punkt 3-5 wegen V�1Di (x) 2 CT ;�x �i y , (�; L) ` V�1Di (x) = V�1Di (y)) (�; L) ` Vj(V�1Di (x)) = Vj(V�1Di (y)), (�; L) ` (V�1Dj � VDj � V�1Di )(x) = (V�1Dj � VDj � V�1Di )(y), (�; L) ` (V�1Dj � appDj)(x) = (V�1Dj � appDj)(y)) (�; L) ` (V�1Di � appDj)(x) = (V�1Di � appDj)(y), appDj(x) �i appDj(y):Zum Beweis der Monotonie unterscheiden wir wieder zwei F�alle. Der Fall i = 0ist trivial. Im Fall i + 1 sei x1 v y1; : : : xn v yn. Dann folgt die Behauptung mitder Monotonie der Approximationsabbildungen und Injektion �n, der De�nition derProduktordnung und Lemma 7.17 Punkt 4 aus�i+1(f)(x1; : : : ; xn) = �n(<f; (VDi � V�1Di+1)(x1); : : : ; (VDi � V�1Di+1)(xn)>)= �n(<f; appDi(x1); : : : ; appDi(xn)>)v �n(<f; appDi(y1); : : : ; appDi(yn)>= �n(<f; (VDi � V�1Di+1)(y1); : : : ; (VDi � V�1Di+1)(yn)>= �i+1(f)(y1; : : : ; yn):Da alle Di endlich sind, sind somit die �i(f) auch stetig.Sei nun (�; L) ` t = t0, wobei h�ochstens die Variablen x1; : : : ; xm in t und t0 vor-kommen, und v : X �! Di eine Belegung. Da VDi � V�1Di = idDi nach Lemma 7.17Punkt 4 gilt, folgt mit dem SubstitutionslemmaVDi(t)[v] = VDi(t)[vfx1 (VDi � V�1Di )(v(x1))g; : : : ; fxm (VDi � V�1Di )(v(xm))g]= VDi(t[x1=V�1Di (v(x1)); : : : ; xm=V�1Di (v(xm))]):Analog erhalten wir VDi(t0)[v] = VDi(t0[x1=V�1Di (v(x1)); : : : ; xm=V�1Di (v(xm))]). Da nunabert[x1=V�1Di (v(x1)); : : : ; xm=V�1Di (v(xm))] = t0[x1=V�1Di (v(x1)); : : : ; xm=V�1Di (v(xm))]und damit auch Vi(t[x1=V�1Di (v(x1)); : : : ; xm=V�1Di (v(xm))])= Vi(t0[x1=V�1Di (v(x1)); : : : ; xm=V�1Di (v(xm))])in (�; L) herleitbar ist, folgt mit Lemma 7.17 Punkt 3 und der De�nition von �iVDi(t[x1=V�1Di (v(x1)); : : : ; xm=V�1Di (v(xm))])�i VDi(t0[x1=V�1Di (v(x1)); : : : ; xm=V�1Di (v(xm))]):



43Insgesamt erhalten wir damit VDi(t)[v]�i VDi(t0)[v].Da V�1Di total ist, ist Di ein termerzeugtes Modell.Als letztes bleibt uns noch zu zeigen, da� jeweils ein adjungiertes Paar zwischen Diund Di+1 existiert. Wir zeigen hier wieder nur, da� diese Abbildungen kongruenz-erhaltend sind. Die Projektion von Di+1 nach Di ist die i-te Approximation, unddie Einbettung von Di nach Di+1 ist die Identit�at auf Di. Da beide Abbildungenkongruenzerhaltend sind, folgt die Behauptung. 2Im folgenden wollen wir die Klasse der Modelle einer Spezi�kation n�aher betrachten.Zur semantischen Beschreibung einer Programmiersprache, die auf algebraischenSpezi�kationen aufbaut, sind wir insbesondere am initialen Modell der Spezi�kationinteressiert.Mit Hilfe solcher Modelle kommenwir einer sogenannten "fully abstract\Semantik nahe, da die Tr�agermenge nicht zu "viele\ kompakte Elemente beinhaltet.Modelle mit "kleinerer\ Tr�agermenge k�onnen zur abstrakten Interpretation einersolchen Sprache verwendet werden.Wir ben�otigen zun�achst den Begri� eines Homomorphismus in unserer Klasse vonModellen.De�nition 7.19 (�-Homomorphismus) Sei (�; L) eine algebraische Spezi�kati-on , und seien (A;�A); (B;�B) Modelle von (�; L). Eine stetige und kongruenzer-haltende Abbildung G : A �! B hei�t ein �-Homomorphismus, falls G � VA = VBf�ur alle t 2 T ;� gilt. 2Damit wird die Klasse der Modelle mit �-Homomorphismen zu einer Kategorie. Dasinitiale Objekt dieser Kategorie ist in den termerzeugten Modellen zu suchen, wiedas n�achste Lemma zeigt.Lemma 7.20 Sei (�; L) eine algebraische Spezi�kation, (A;�A) ein termerzeugtes,(B;�B) ein beliebiges Modell von (�; L), und seien G;H : A �! B zwei �-Homomor-phismen von A nach B. Dann gilt G = H.Beweis: Sei x 2 A. Dann ist x = supfappK(x) j K 2 Kg. Da appK(x) kompakt istund A termerzeugt, gibt es zu jedem K einen Term tK mit VA(tK) = appK(x). Mitder Stetigkeit von G und H folgt die Behauptung ausG(x) = G(supfappK(x) j K 2 Kg)= G(supfVA(tK) j K 2 Kg)= supf(G � VA)(tK) j K 2 Kg= supfVB(tK) j K 2 Kg= supf(H � VA)(tK) j K 2 Kg= H(supfVA(tK) j K 2 Kg)= H(supfappK(x) j K 2 Kg)= H(x):



44 2Damit sind wir in der Lage, das initiale Modell wie �ublich auszuzeichnen. Wie obenschon angedeutet ist dieses Modell ein initiales Objekt in der Kategorie der Modelleund damit bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.De�nition 7.21 (Initiales Modell) Ein termerzeugtes Modell I hei�t initial,falls es von I zu jedem Modell A (genau) einen �-Homomorphismus gibt. 2Wir gehen nun zum inversen Limes der Retraktionsfolge aus De�nition 7.16 �uber.Satz 7.22 Sei (�; L) eine algebraische Spezi�kation und (Di; �i)i2N das System ausDe�nition 7.16. Dann ist D1 := (lim (Di; 'ji ;  ji ); �1) mit� 'ji := appDi,�  ji := id,� �1(c) :=<�0(c); �1(c); : : :>,� �1(f)(x1; : : : ; xn) :=<�0(f)('10 (x1); : : : ; '10 (xn)); �1(f)('11 (x1); : : : ; '11 (xn)); : : :>,das initiale Modell von (�; L).Beweis: Wir zeigen hier nur, da� D1 initial ist. Alle anderen Eigenschaften folgenaus der De�nition von D1.Sei dazu (A;�A) ein weiteres Modell von (�; L). Dann de�nieren wir einen �-Homomorphismus von D1 nach A durchG(x) := supf(VA � V�1Di � '1i )(x) j i 2 Ng:O�ensichtlich ist G stetig, da G per De�nition eine stetige Fortsetzung von mono-tonen Funktionen auf endlichen Teilordnungen der induktiven Ordnung A ist.Sei nun x � y. Dann folgt, da� G kongruenzerhaltend ist mit den Modelleigenschaf-ten von A ausx �1 y , 8i 2 N : '1i (x) �i '1i (y), 8i 2 N : � ` (V�1Di � '1i )(x) = (V�1Di � '1i )(y)) 8i 2 N : (VA � V�1Di � '1i )(x) � (VA � V�1Di � '1i )(y)) supf(VA � V�1Di � '1i )(x) j i 2 Ng � supf(VA � V�1Di � '1i )(y) j i 2 Ng, G(x) � G(y):



45Es bleibt noch zu zeigen, da� G � VD1 = VA f�ur alle t 2 T ;� ist. Dies beweisen wirdurch Induktion �uber den Termaufbau. Im Fall t 2 C [ f?g folgt die Behauptungaus (G � VD1)(t) = supf(VA � V�1Di � '1i � VD1)(t) j i 2 Ng= supf(VA � V�1Di � '1i )(<?; t; t; : : :>) j i 2 Ng= supf(VA � V�1Di )(?); (VA � V�1Di )(t)g= supf?;VA(t)g= VA(t):Aus der Stetigkeit von �A(f) und(G � VD1)(f(t1; : : : ; tn))= supf(VA � V�1Di � '1i � VD1)(f(t1; : : : ; tn)) j i 2 Ng= supf(VA � V�1Di � '1i )(�1(f)(VD1(t1); : : : ;VD1(tn))) j i 2 Ng= supf(VA � V�1Di )(�i(f)(('1i � VD1)(t1); : : : ; ('1i � VD1)(tn))) j i 2 Ng= supf(VA � V�1Di )(�n(<f; (VDi�1 � V�1Di � '1i � VD1)(t1); : : : ;(VDi�1 � V�1Di � '1i � VD1)(tn)>)) j i 2 Ng= supf(VA � V�1Di )(�n(<f; (appDi�1 � '1i � VD1)(t1); : : : ;(appDi�1 � '1i � VD1)(tn)>)) j i 2 Ng= supf(VA � V�1Di )(�n(<f; ('ii�1 � '1i � VD1)(t1); : : : ;('ii�1 � '1i � VD1)(tn)>)) j i 2 Ng= supf(VA � V�1Di )(�n(<f; ('1i�1 � VD1)(t1); : : : ; ('1i�1 � VD1)(tn)>)) j i 2 Ng= supfVA(f((V�1Di�1 � '1i�1 � VD1)(t1); : : : ; (V�1Di�1 � '1i�1 � VD1)(tn))) j i 2 Ng= supf�A(f)((VA � V�1Di�1 � '1i�1 � VD1)(t1); : : : ;(VA � V�1Di�1 � '1i�1 � VD1)(tn)) j i 2 Ng= �A(f)(supf(VA � V�1Di�1 � '1i�1 � VD1)(t1) j i 2 Ng; : : : ;supf(VA � V�1Di�1 � '1i�1 � VD1)(tn) j i 2 Ng)= �A(f)((G � VD1)(t1); : : : ; (G � VD1)(tn))= �A(f)(VA(t1); : : : ;VA(tn))= VA(f(t1; : : : ; tn))erhalten wir den Induktionsschritt. 2In diesem Kapitel haben wir uns aus technischen Gr�unden auf einsortige Spezi�ka-tionen beschr�ankt. Beim �Ubergang zur Mehrsortigkeit erh�alt man ein verschr�anktrekursives System von Bereichen. Die Konstruktion des inversen Limes eines sol-chen Systems ist aufgrund der Funktoreigenschaft der Bereichskonstruktoren stetsm�oglich. Somit lassen sich die Ergebnisse dieses Kapitels auf allgemeine Spezi�ka-tionen �ubertragen.
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