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Kurzbeschreibung des Themas

In dieser Arbeit wird ein Verfahren vorgestellt, das die Berechnung von zwei- und dreidimen-
sionalen, kompressiblen, reibungsbehafteten, stationiiren Unter- und Uberschallstrémungen mit
Verdichtungsstofen auf der Basis von Stromlinien ermdéglicht. Durch die quasi-1D Formulierung
der Erhaltungsgleichungen entlang der Stromlinien erlaubt es bereits mit wenigen Stromlinien
die effiziente Berechnung von Startlosungen fiir komplexe, konvektions-dominierte Strémungen.
Zum Anderen wird mit steigender Stromliniendichte eine Genauigkeit erreicht, die vergleichbar
mit der kommerziell eingesetzter Navier-Stokes Verfahren ist.

Jede Stromlinie wird als Teil einer Stromrohre betrachtet, die abschnittsweise mit jeweils lokal
benachbarten Stromlinien-Segmenten gebildet werden. Die Stromlinienform wird so bestimmt,
dass der Massenstrom in diesen Stromrohren-Segmenten konstant gehalten wird. Die ther-
modynamischen Zustandsgrofen sind durch die Randbedingungen und den Querschnitt der
Stromrohren-Segmente eindeutig bestimmt. Der Einfluss der Viskositdt wird iiber Quellterme
fiir Totaldruck und -temperatur modelliert. Auch Stromungsphénomene wie Rezirkulationen,
Ablésung und Wiederanlegen der Stromung kénnen behandelt werden.

Die rdumliche Diskretisierung ist iiber die Stromlinien gegeben. Dariiber hinaus ist kein Re-
chennetz erforderlich. Nur die Rander des Rechengebiets miissen in diskretisierter Form fiir die
Anwendung der Randbedingungen vorliegen.

Verdichtungsstofe werden diskret behandelt und die Zustandsdnderung iiber den Stof analy-
tisch mit Hilfe der Rankine-Hugoniot Gleichungen bestimmt. Die Form von schiefen Verdich-
tungsstofsen ergibt sich direkt aus der erforderlichen Umlenkung der Stromlinien. Im Fall von
senkrechten bzw. starken Verdichtungsstofen werden Stoftform und -abstand iterativ so be-
stimmt, dass der analytisch berechnete Druck hinter dem Stofs dem entspricht, der an diesem
Ort aufgrund der Stromlinenform und der Absténde zu Nachbarstromlinien vorliegt.

Die Anpassung der rdumlichen Diskretisierungsgenauigkeit der Stromlinien kann automatisiert
erfolgen, beispielsweise gesteuert durch Gradienten wichtiger thermodynamischer Gréfen oder
der geometrischen Kriimmung der Stromlinien.

In der hier verwendeten Version des Stromlinien-Verfahrens ist die Berechnung zweidimen-
sionaler, kompressibler und reibungsbehafteter Unterschall-Stromungen mdoglich und anhand
mehrerer Beispiele validiert. Die Algorithmen fiir eine Erweiterung des Anwendungsbereichs
auf dreidimensionale sowie Uberschall-Stromungen werden detailliert beschrieben.
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Abstract

A method is presented which allows the analysis of two- and three-dimensional, compressible,
viscous, subsonic and supersonic flows with shocks on the basis of streamlines. On the one hand,
initial solutions for convection-dominated complex flows can be computed efficiently with only
a few streamlines. On the other hand, an accuracy comparable to commercially used Finite-
Volume Navier-Stokes codes is achieved with increasing streamline density.

Each streamline is considered to be part of a streamtube, which is formed in sections with
adjacent streamlines. The streamline shape is adapted such that the mass flow is kept constant
in streamtube segments. Thermodynamic quantities are uniquely determined by the bounda-
ry conditions and the cross-section of the streamtube segments. The influence of viscosity is
modeled through source terms for total pressure and total temperature.

The computational domain is discretized only by streamlines. No mesh is required beyond that.
Only discretized boundaries are needed for the application of the boundary conditions.

Shocks are treated discretely and the change of flow properties across the shock is determined
analytically by the Rankine-Hugoniot equations. The shape of oblique shocks is given by the
deflection of streamlines. In the case of strong and normal shocks, shape and shock-standoff
distance is iteratively adapted so that the analytically computed pressure behind the shock
corresponds to what results from streamline shape and distance to adjacent streamlines in the
subsonic region behind the shock.

The adjustment of the spatial discretization accuracy of streamlines can be automated, for
example, determined by local gradients of thermodynamic quantities or the geometric curvature
of streamlines.

The version of the streamline-method used here allows the computation of two-dimensional,
compressible and viscous subsonic flows and is validated on several examples. The algorithms
for the extension to three-dimensional and supersonic flows are described in detail.
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1 Einleitung

DAs WICHTIGSTE IN KURZE

o Gestiegene Rechnerleistung fiihrt nicht zu kiirzeren Rechenzeiten, sondern eher
zu erhohter Komplexitidt von Simulationen. Deswegen ist ein effizientes Ver-
fahren zur Berechnung von Startlésungen immer wertvoll.

e Stromlinien-Verfahren haben einige grundsitzliche Vorteile. Teilweise verein-
facht sich die Modellierung von Transportvorgdngen und es konnen physikali-
sche Phédnomene ausgeniitzt werden, wie z.B. ein konstanter Totaldruck entlang
einer Stromlinie in einer isentropen Stromung.

e Gute Startlosungen erlauben die Erzeugung von ,perfekten (in Bezug auf den
rdaumlichen Diskretisierungsfehler) Finite-Volumen-Netzen fiir Navier-Stokes
Verfahren.

e Bisher entwickelte Stromlinien-Verfahren haben einen eingeschrinkten Anwen-
dungsbereich.

e Ein neuer, allgemein anwendbarer Ansatz wird vorgestellt.

Sowohl die Rechenleistung heutiger Arbeitsplatzrechner, als auch die Giite und Modellierungs-
tiefe kommerziell verfiigbarer Stromungs-Simulationssoftware erlaubt die Berechnung immer
komplexerer Aufgabenstellungen zur Unterstiitzung der Entwicklung und Optimierung von
Prozessen und Produkten. Aufgrund ihrer Vielseitigkeit werden héufig dreidimensionale Navier-
Stokes-Verfahren eingesetzt, die sich in vielen Bereichen als zuverldssige Werkzeuge erweisen.

Allerdings hingt die Giite der Ergebnisse der weit verbreiteten Klasse der Finite-Volumen Ver-
fahren stark von der Qualitit der rdumlichen Diskretisierung ab. Gute Vernetzungs-Programme
zur automatisierten Erzeugung unstrukturierter Netze fiir komplexe Geometrien erleichtern die-
se Aufgabenstellung sehr. Ein gutes Netz hiangt jedoch nicht nur von geometrischen Einflussgro-
fsen ab, sondern auch von der Strémungstopologie. Die Zellgréfse sollte in etwa umgekehrt pro-
portional zu Gradienten wichtiger Stromungsgrofen sein, der Diskretisierungsfehler moglichst
homogen verteilt und die Zellgrofe effizient in Bezug auf das gewiinschte Ergebnis angepasst
sein. Einige Programme bieten deswegen die Mdoglichkeit, das Netz abhéngig von benutzerdefi-
nierten Steuergrdfsen automatisiert zu verfeinern. Daraus ergibt sich, dass es auch heutzutage
immer noch entweder lange Rechenzeiten oder viel Erfahrung erfordert, ein gutes Rechennetz
ZU erzeugen.



1.1 Motivation

Auch wenn Stromlinien-Verfahren in der heutigen Simulationspraxis nur ein Nischendasein fri-
sten, haben sie doch einige grundlegende Vorziige, die eine ndhere Betrachtung rechtfertigen.
Einige physikalische Transportmechanismen gehorchen unterschiedlichen Gesetzméfigkeiten in
und quer zur Stromungsrichtung. Ein Beispiel dafiir ist der Totaldruck. In einer isentropen
Stromung ist er konstant entlang von Stromlinien. Es gibt aber keine Gesetzméfbigkeit, die
die Anderung dieser Gréfe quer zur Stromungsrichtung beschreibt. Aus diesem Grund taucht
der Totaldruck in der mathematischen Formulierung der Navier-Stokes Gleichungen nicht als
eigenstindige Erhaltungsgrofe auf. Sein Wert kann z.B. zur Uberpriifung einer Losung nach-
traglich ermittelt werden. Fiir ein Stromlinien-Verfahren hingegen kann der Totaldruck als sehr
einfach zu behandelnde Erhaltungsgrofse dienen. Da die Anzahl der erforderlichen Gleichungen
zur Beschreibung einen physikalischen Prozesses gleich der Anzahl der unabhéngigen Variablen
ist, vereinfacht die Mdoglichkeit, den konstanten Totaldruck als eine der Erhaltungsgréfien ver-
wenden zu konnen, die mathematische Komplexitit der Modellierung erheblich. Das birgt das
Potential einer Rechenzeitverkiirzung aufgrund einer héheren Effizienz des Losungsalgorithmus.

Ein weiterer Vorteil von stromlinienbasierten Verfahren ist, dass sie kein Rechennetz benotigen,
da die dynamisch erzeugten und angepassten Stromlinien selbst die rdumliche Diskretisierung
darstellen.

Auch in der Vergangenheit haben unter anderem diese Vorteile dazu gefiihrt, dass fiir bestimm-
te Anwendungszwecke sehr effiziente stromlinienbasierte Methoden entwickelt wurden. Eine
Hochzeit der Stromlinien-Verfahren diirfte dabei die frithe Phase des Computerzeitalters gewe-
sen sein, in der die Simulation komplexer Stromungen und Prozesse aufgrund der geringen Re-
chenleistung unmoglich war. Die meisten Ansétze basieren jedoch auf einer Potentialgleichung
zur Beschreibung der Strémung, was die Anwendung auf isentrope, reibungsfreie, drehungs-
freie, adiabate Stréomungen ohne starke Verdichtungsstobe, Ablosungen und Rezirkulationen
beschrankt.

Ziel des hier vorgestellten Verfahrens ist es daher, die grundsétzlichen Vorteile eines stromlini-
enbasierten Ansatzes fiir die Simulation allgemeiner Stromungen anwendbar zu machen.

In der Praxis kann eine kombinierte Verwendung eines Navier-Stokes Programms und dem
Stromlinien-Verfahren zu einer deutlichen Reduktion der gesamten Bearbeitungszeit fiihren.
Die Starke des Stromlinien-Verfahrens ist es, schnell und effizient eine Startlosung zu erzeugen,
was dazu beitragt, die Hauptschwéche des Navier-Stokes Ansatzes auszugleichen. Diese besteht
darin, dass die Losung sehr von der Giite der riumlichen Diskretisierung abhéngt, die wiederum
von der Losung abhingt. Liegt jedoch bereits eine Losung vor, kann auf dieser Basis automa-
tisiert ein Finite-Volumen-Netz mit geringem Diskretisierungsfehler erzeugt werden. Dariiber
hinaus verkiirzt eine gute Startlosung die gesamte Bearbeitungszeit der Simulationsaufgabe,
deren Ergebnis aufgrund des ,guten Netzes auch noch zuverlédssiger und genauer ist.

1.2 Stand der Technik

Seit den ersten Anfingen der numerischen Strémungs-Simulation in den 1960er Jahren wurde
versucht, die Erhaltungsgleichungen problemangepasst umzuformulieren oder Modellierungen
zu vereinfachen, so dass sie entweder mit der damals verfiigharen Rechenleistung iiberhaupt
l6sbar oder komplexere Probleme berechenbar waren.



1.2 Stand der Technik

Zu diesem Zweck wird haufig auf die Potential-Gleichung zuriickgegriffen. Sie entspricht der
Euler-Gleichung fiir reibungsfreie, isentrope (Vs = 0) und isoenergetische (Vh; = 0) Stromun-
gen. Ist eine Stromung zusétzlich drehungsfrei (rot ¥ = 0), wird die Massenerhaltungs-Gleichung
von den Impulserhaltungs-Gleichungen entkoppelt. Das erlaubt die Formulierung fiir Geschwin-
digkeitspotentiale (siehe z.B. [1, S. 268 ff]). Die Anzahl der unabhéngigen Variablen wird von
fiinf (Masse, Impuls in x-, y- und z-Richtung und Energie) auf zwei (das Geschwindigkeits-
Potential ® und ein weiterer Skalar ¢, z.B. die Machzahl) reduziert. Weitere algebraische Glei-
chungen erlauben die Berechnung der abhangigen thermodynamischen Gréfsen. Fiir inkompres-
sible Stromungen wird die Energiegleichung mathematisch von der Massenerhaltungs- und den
Impulserhaltungs-Gleichungen entkoppelt. In diesem Fall ist eine einzige Potential-Gleichung
ausreichend, um die Stromung zu beschreiben, die Laplace-Gleichung (siehe z.B. [1, S. 274]).
Zusammen mit einer Form der Energieerhaltungs-Gleichung, fiir reibungsfreie stationére Stro-
mungen in einem Potentialfeld (z.B. einem Gravitationsfeld), iiblicherweise der Bernoulli’schen
Erhaltungsgleichung der mechanischen Energie (siche z.B. [2, S. 82 fl]), ldsst sich aus dem
Geschwindigkeitsfeld das Druckfeld bestimmen.

Eine erste Anwendung der Potential-Gleichung ist die Skelett-Theorie nach Birnbaum [3], Acker-
mann und Glauert ([4], [5]) zum Entwurf und der Nachrechnung von zweidimensionalen Flii-
gelprofilen, die in Kapitel 9.1 genauer beschrieben ist.

Fiir die Berechnung stationdrer Stréomungen um dreidimensionale Korper entwickelten Hess
und Smith [6] ein Panelverfahren, bei dem die Kérperoberfliche durch drei- oder viereckige Pa-
nele diskretisiert wird. Deren Quellverteilung wird so bestimmt, dass die Neumann-Bedingung
(die Stromungsrichtung muss parallel zur Oberfliche sein) in den Mittelpunkten aller Panele
erfiillt ist. Als Ergebnis erhélt man das Geschwindigkeits-Potential, dass die Bestimmung von
Geschwindigkeit und Druck im gesamten Rechengebiet erlaubt. Aufer im (Vor-)Entwurf von
Flugzeugen wird dieser Ansatz auch im Automobilbau [7] sowie im Schiffbau ([8], [9]) nach wie
vor verwendet.

Die Quellstéirke (oder auch die Wirbelstirke) auf jedem Panel héingt jedoch von der jedes ande-
ren Panels ab. Das kann man sich anschaulich vorstellen, da jede Quelle die Stromungsrichtung
an jedem Ort im Rechengebiet beeinflusst. Die Strémungsrichtung muss aber wiederum parallel
zu jedem Panel verlaufen. Das Ergebnis ist eine vollbesetzte Matrix, die recht aufwindig zu
16sen ist.

Eine andere Mdglichkeit zur Losung der Potential-Gleichung besteht darin, sie in Stromlinien-
Koordinaten (2D: x, Stromfunktion W) zu formulieren, die von Mises [10| einfiihrte und diese
dann diskret fiir die Zellen eines, an den Stromlinien ausgerichteten Netzes, 16st. Durch die
rdumliche Diskretisierung ist das Geschwindigkeits-Potential nur noch von den Nachbarzellen
abhingig und die Matrix wird zwar grofer, bekommt aber eine tridiagonale Form, die wesent-
lich einfacher zu l6sen ist. Dariiber hinaus vereinfacht die Ausrichtung des Netzes entlang der
Stromlinien die Formulierung der Randbedingungen, da alle Wande Stromlinien sind. Martin
[11] leitet die Erhaltungsgleichungen eines viskosen, inkompressiblen Fluids fiir eine stationére,
zweidimensionale Stromung ohne externe Kréfte in Stromlinien-Koordinaten her.

Greywall [12| wendete diesen Ansatz auf stationére, inkompresible 2D Stréomungen an.

Barron und Naeem [13], sowie An und Barron [14] beschreiben ein Verfahren, mit dem die
vollstdndigen Potentialgleichungen in Stromlinien-Koordinaten fiir stationire, isentrope, dre-
hungsfreie, zweidimensionale, kompressible transonische Stromungen um symmetrische Profile
ohne Anstellwinkel gelost werden. Starke Verdichtungsstéfe werden mit Hilfe des Stok-Punkt-
Operators (shock point operator - SPO) behandelt, wobei die Anderung iiber den Stof mit Hilfe



der Rankine-Hugoniot Gleichungen bestimmt werden.

An et al. [15] beschreiben die Formulierung fiir instationdre 1D Strémungen in Stromlinien-
Koordinaten. Anwendungsmdoglichkeiten sind Berechnungen von Stérungsausbreitungen, Ex-
pansions- und Kompressionswellen, Wellenreflexion und -interaktion, Stofirohr-Stromungen,
Diisenstromungen, usw.

Boynton und Thomson [16] berechnen mit einer Methode, die auf den Erhaltungsgleichun-
gen entlang von Stromréhren beruht, mehrere stationire, kompressible, reibungsbehaftete 2D
Uberschall-Stromungen (unterexpandierte Abgasstrahlen). Verdichtungsstofe werden diskret
behandelt. Die Stromrohren werden segmentweise in Stromungsrichtung angefiigt. Diese Vor-
gehensweise verhindert die Anwendung auf Unterschall-Strémungen, da sie nur Informations-
transport in Stromungsrichtung ermdglicht. Abgesehen von Einschrinkungen der Schrittweite
aus Stabilitdtsgriinden besteht der Hauptnachteil dieses Ansatzes darin, dass es in dreidimensio-
nalen Stromungen oder bei Ablése- und Anlegelinien nicht immer mdoglich ist, eine durchgéngige
Ebene senkrecht zu den Stromlinien zu konstruieren. Beide genannten Probleme kann der Autor
dieser Arbeit durch vorangegangene Versuche mit einem dhnlichen Ansatz bestétigen.

Auch Latypov [17] verwendete die Euler-Gleichungen in Stromlinien-Koordinaten in einem or-
thogonalen System der Stromfunktion und der dazu orthogonalen Geschwindigkeits-Potential-
funktion zur Berechnung einer kompressiblen, reibungsfreien 2D-Stromung. Dieser Ansatz hat
den Vorteil, dass die Koordinatentransformation auch moglich ist, wenn die Strémung senkrecht
zur x-Achse verlauft.

Fiir inverse Aufgabenstellungen, bei denen z.B. die korrekte Geometrie fiir einen vorgegebenen
Druck- oder Geschwindigkeitsverlauf entlang einer Kanalwand gefunden werden soll, sind u.a.
von Stanitz [18] und Zannetti [19] Methoden entwickelt worden, die fiir kompressible, reibungs-
freie zweidimensionale Stromungen auch mit Verdichtungsstofen geeignet sind. Allerdings ist
die Formulierung speziell an die typischen Randbedingungen des inversen Problems angepasst.

Eine Methode, die der hier Vorgestellten grundsédtzlich &hnlich ist, beschreiben Hamala et
al. [20]. Sie ist auf stationire, reibungsbehaftete, zweidimensionale Unter- und Uberschall-
Stromungen anwendbar. Das Netz wird in jeder Iteration der neuen Stromlinienform entspre-
chend ausgerichtet. Die Erhaltungsgleichungen werden in einer quasi-1D Formulierung entlang
der Stromlinien verwendet, die auch einen Informationstransport stromaufwirts erlauben. Die
Abhéngigkeit von einem, parallel zum Geschwindigkeitsvektor ausgerichteten Netz, schrinkt
die Anwendbarkeit jedoch insbesondere bei dreidimensionalen Stromungen deutlich ein. Die
Intention der Autoren ist jedoch gerade, dass die Stromlinien-Formulierung die automatische
Erzeugung und Anpassung des Netzes ermdglicht. Der Fokus liegt dabei auf inversen Aufga-
benstellungen, bei der die korrekte Geometrie z.B. fiir einen vorgegebenen Druckverlauf entlang
einer Kanalwand gefunden werden soll. Das trifft jedoch nur auf stetige Konturdnderungen ohne
Ablésungen zu.

Yang et al. [21] stellen eine Variante fiir Realgas-Zustandsgleichungen vor.

Fiir eine niherungsweise Berechnung dreidimensionaler Stromungen zeigte Giese [22], dass sta-
tiondre, kompressible, reibungsfreie, dreidimensionale und drehungsbehaftete Strémungen mit
zwei Sétzen, senkrecht aufeinander stehenden Stromflichen (konstante Werte der Stromfunk-
tionen) approximiert werden kénnen. Die Schnittlinien beider Flichen stellen die Stromlinien
dar.

Wu [23] wendete diese Methode als Erster auf Stromungen zwischen den Schaufeln von Turbo-
maschinen an. Da sie bis heute zu den Standard-Verfahren im Turbomaschinen-Bereich zéhlt,



1.2 Stand der Technik

wird sie in Kapitel 9.4 etwas detaillierter mit dem hier beschriebenen Stromlinien-Verfahren
verglichen.

Yih |24] erweiterte den Ansatz auf instationdre Stromungen.

Auch Huang und Dulikravich [25] arbeiteten an einem vergleichbaren Verfahren, dass aber auf
drehungsfreie Potentialstromungen eines barotropen Fluids (der Druck ist nur eine Funktion
der Dichte) beschréinkt ist.

In einem Kommentar in einer spiteren Verdffentlichung nennt Dulikravich [26] die Nachteile
aller auf Potential-Gleichungen und Stromlinien-Koordinaten basierenden Verfahren: sie sind
generell nicht fiir reibungsbehaftete Stromungen anwendbar (Viskositdt verursacht Rotation,
damit ist eine Hauptannahme von Potentialstromungen verletzt), die Jakobi-Determinante wird
singuldr, wenn die Stromlinie senkrecht zur x-Achse verlduft und Stromlinien diirfen nicht
mehrmals dieselbe x-Koordinate haben (multivaluedness), was Rezirkulationen ausschlieft.

Khosla und Abdallah [27] beschreiben eine Form, bei der auf den, zueinander senkrecht ver-
laufenden Ebenen, die Euler-Gleichungen ohne weitere Einschrankungen in effizienter Weise in
Stromlinien-Koordinaten gelost werden.

Pearson [28] stellt eine Methode zur Berechnung stationérer, isentroper, reibungsfreier, drei-
dimensionaler Unter- und Uberschall-Strémungen vor. Auch dieser Ansatz ist dem hier Vor-
gestellten dhnlich. Die Erhaltungsgleichungen entlang der Stromlinien sind so formuliert, dass
deren Losung zu iterativ angepassten Stromlinien-Formen fiihrt. Im Gegensatz dazu ist die,
in dieser Arbeit beschriebenen Methode, unabhingig von einer Koordinatenrichtung formu-
liert, die Erhaltungsgleichungen sind fiir eine effiziente Losung etwas anders kombiniert und die
Berechnung viskoser Stromungen ist moglich.

Kansa [29] beschreibt iibersichtlich Euler- und Navier-Stokes Gleichungen, die lokal parallel
zum Geschwindigkeitsvektor gedreht sind. Wie bereits mehrfach erwihnt, vereinfacht sich die
Berechnung dadurch erheblich und numerische Fehler, aufgrund von ungiinstiger Ausrichtung
der Stromung zum Netz, werden deutlich reduziert. Aber auch Kansa zweifelt daran, ob es fiir
allgemeine, dreidimensionale Strémungen moglich ist, das Netz iiberall entlang von Stromlinien
auszurichten und sieht einen Einsatz eher mit netzlosen Verfahren.

Die Vorteile einer Formulierung in Stromlinien-Koordinaten bei der Berechnung stationérer
Stromungen nicht-Newton’scher (Bingham-) Fluide beschreibt Chung et al. [30].

Ein anderern Ansatz zur Vereinfachung der Berechnung der vollstindigen Navier-Stokes Glei-
chungen verfolgen Patankar und Spalding [31], die eine Form der Navier-Stokes Gleichungen
aufstellen, die als Parabolisierte oder Reduzierte Navier-Stokes Gleichungen (PNS/RNS) be-
zeichnet werden. Sie erlauben eine vereinfachte Stromungs-Berechnung fiir den Fall, dass (a)
eine ausgezeichnete Stromungsrichtung vorliegt, also keine Rezirkulationen, (b) die Diffusion
von Impuls, Masse, Wirme, etc. in dieser Richtung vernachléssigbar sind und (c) das strom-
abwirtige Druckfeld nur einen sehr geringen Einfluss auf die stromaufwirtige Stromung hat.
Diese Annahmen treffen z.B. auf Grenzschichten zu. Grundsétzlich sind die Navier-Stokes Glei-
chungen elliptischer Natur, d.h. der Wert einer Feldgrofe wird durch das gesamte iibrige Feld
beeinflusst. Hauptséchlich der Druckgradient in Stromungsrichtung sorgt fiir den Informations-
transport entgegen dem Geschwindigkeitsvektor und fiihrt zu der elliptischen Natur der Glei-
chungen. Durch die Entkopplung der Druckgradienten in Langs- und Querrichtung wird das
System parabolisch. Das wiederum erlaubt die effiziente Losung der vereinfachten Gleichungen
mit Schritt-Techniken in Strémungsrichtung.

Vigneron et al. [32] verwenden die PNS Gleichungen fiir Berechnung des Stromungsfeldes eines
Delta-Fliigels mit hohem Anstellwinkel im Uberschall mit Unterschall-Vorderkantenstrémung.



Kim et al. |33] erweitern den PNS Ansatz, indem sie ein Stromlinien-Koordinatensystem ver-
wenden. Damit berechnen sie das Strémungsfeld hinter einem abgelosten, gekriimmten Stofs
und einem stumpfen Koérper mit hohem Anstellwinkel im Hyperschall. Besonders bei hohen
Anstellwinkeln weicht die Stromungsrichtung oft erheblich von der Hauptrichtung, eines am
Korper ausgerichteten Rechennetzes, ab. PNS-Verfahren losen die Gleichungen aber in einer
speziellen Richtung entlang des Netzes. Deswegen wird dieses nach einer Aktualisierung des
Geschwindigkeitsfeldes jeweils wieder parallel und senkrecht zum lokalen Geschwindigkeitsvek-
tor ausgerichtet.

Eine sehr umfangreiche Ubersicht iiber PNS/RNS Ansitze stammt von Rubin und Tannehill
[34].

Obwohl die Berechnung von Turbulenz nicht Gegenstand dieser Arbeit ist, soll dennoch eine
interessante Entwicklung von Wang |35] erwdhnt werden, der aus der Losung der (nicht verein-
fachten) Navier-Stokes Gleichungen Stromrohren berechnet, entlang derer er vielversprechende
Ergebnisse in Bezug auf die quantitative Beschreibung von Turbulenz erzielt. Dieser Ansatz
liefse sich ideal mit dem hier vorgestellten Stromlinien-Verfahren kombinieren.

Der Vollstiandigkeit halber soll auch ein weiteres grokes Anwendungsgebiet von Stromlinien-
Verfahren genannt werden, nadmlich die Reservoir-Simulation. Fiir die Stromung in pordsen
Medien (z.B. Grundwasser oder Rohol in Gesteinen) wird schon lange eine spezielle Variante
von Stromlinien-Methoden verwendet. Vereinfacht gesagt werden dabei die Druck- und Ge-
schwindigkeitsfelder auf einem (Euler’schen) Netz berechnet, welche dann konstant gehalten
werden und mit einer Anzahl von 1D Simulationen entlang von Stromlinien die Konzentra-
tionen der beteiligten Spezies (z.B. von Salzwasser oder einem Schadstoff in einem Aquifer)
aktualisiert werden. Dabei wird das ,time of flight* Konzept angewendet, dass die Zeit wieder-
gibt, die ein neutrales Partikel (Tracer) gebraucht hat, um an die jeweilige Stelle der Stromlinie
zu gelangen. Eine Ubersicht iiber Methoden aus diesem Gebiet ist in [36] zu finden.

1.3 Zielsetzung und Vorgehensweise

Der Ubersicht iiber den Stand der Technik sind folgende Haupteinschrinkungen bisher ent-
wickelter Methoden zu entnehmen:

e auf einer Potential-Gleichung basierende Ansétze haben den Nachteil, dass keine dre-
hungsbehafteten Stromungen berechnet werden kénnen. Das schliefst viskose Strémungen
aus, ebenso wie gekriimmte Verdichtungsstofse. Desweiteren kénnen ohne zuséitzliche Mo-
delle allgemein keine starken Stofe behandelt werden.

e alle Verfahren, bei denen das Rechennetz so angepasst wird, dass es parallel zu den Strom-
linien ausgerichtet ist, um die Anwendung der Erhaltungsgleichungen in vereinfachter
Form zu erlauben, sind nur eingeschrénkt auf komplexe, dreidimensionale Stréomungsto-
pologien anwendbar.

e Methoden, die auf den parabolisierten Navier-Stokes Gleichungen basieren, sind ebenfalls
nicht fiir allgemeine, dreidimensionale Stromungen geeignet, da sie physikalisch relevante
Mechanismen der Stoérungsausbreitung nicht abbilden.

Das Ziel dieser Arbeit ist daher der Versuch, eine Methode zu entwickeln, die die Vorteile der Re-
duktion der Erhaltungsgleichungen entlang von Stromlinien auf einfache, algebraische Gleichun-
gen ausnutzen kann und trotzdem auf allgemeine, kompressible, dreidimensionale, drehungs-
weil reibungsbehaftete, Unter- und Uberschallstrémungen anwendbar ist.



1.3 Zielsetzung und Vorgehensweise

Anhand von mehreren Validierungsrechnungen wird demonstriert, dass mit dem vorgestellten
Ansatz Ergebnisse dhnlicher Qualitdt wie mit Navier-Stokes Verfahren erzielt werden, jedoch
mit teilweise deutlich kiirzeren Rechenzeiten. Dariiber hinaus wird kein Rechennetz bendtigt.
Der rdumliche Diskretisierungsfehler kann durch Anpassung der Stromliniendichte und des Ab-
standes von Stromlinien-Stiitzpunkten automatisiert an einen vorgegebenen Grenzwert ange-
passt werden. Das Verfahren ist konservativ. Da bereits mit wenigen Stromlinien in kurzer Zeit
eine qualitativ gute Losung berechnet wird, ist es gut geeignet zur Erzeugung von Startlésungen.

Nach einem kurzen Gesamtiiberblick in der Kurzbeschreibung des Themas, werden im Abschnitt
2 alle verwendeten thermodynamischen und strémungsmechanischen Grundlagen erlautert. Die
Anforderungen an die Diskretisierung der Stromlinien sind in Kapitel 3 geschildert. Eine de-
taillierte Beschreibung des iterativen Losungsalgorithmus zur Anpassung des Druckfeldes, der
Einhaltung der Randbedingungen und der Stromlinienform folgt in Kapitel 4. Die Realisie-
rung verschiedener Randbedingungskombinationen fiir Unter- und Uberschallstromungen ist in
Kapitel 5 diskutiert. Nachdem es sich um ein komplett neu entwickeltes Verfahren handelt,
wird die Implementation der einzelnen Komponenten des Losers in Kapitel 6 separat verifiziert.
Zum Vergleich der folgenden Validierungsrechnungen wird das kommerzielle CFD-Programm
STAR-CCM+ der Firma CD-adapco herangezogen. Die Funktionsweise dieses Navier-Stokes-
Verfahrens ist kurz in Kapitel 7 beschrieben. Anschliefend folgt in diesem Abschnitt ein de-
taillierter Vergleich der Ergebnisse des hier vorgestellten Stromlinien-Verfahrens und der kom-
merziellen Software an Beispielen stark und schwach kompressibler, interner Kanalstrémungen
sowie einer kompressiblen, externen Profilumstréomung und einer ebenen Plattengrenzschicht.
In der aktuellen Implementation ist der Funktionsumfang des Stromlinien-Verfahrens noch auf
zweidimensionale Untschallstromungen begrenzt. Mégliche Erweiterungen auf dreidimensionale
und Uberschallstromungen, sowie Aspekte der Parallelisierung, werden in Kapitel 8 behandelt.
In Kapitel 9 werden kurz dhnliche Verfahren, bzw. solche mit vergleichbarem Anwendungsbe-
reich, vorgestellt und die Unterschiede zu der hier beschriebenen Methode diskutiert.



2 Grundlagen

DAs WICHTIGSTE IN KURZE

Héufig verwendete Bezeichnungen werden definiert.

Alle verwendeten thermodynamischen und stromungsmechanischen Zusam-
menhénge - der ,Werkzeugkasten - werden zusammengefasst bzw. hergeleitet.

Die Losungsvariablen des Stromlinien-Verfahrens sind:

Statischer Druck, Totaldruck und Totaltemperatur.

Die zentrale Gleichung des Stromlinien-Verfahrens

—_— k+1
Y T —1 T 2(k—1)
U LI v (1 + ”—Mcf)
Ap; K 2

ist eine gekoppelte Massen-, Impuls- und Energieerhaltungsgleichung. Sie wird
mit einem Newton-Verfahren geldst um die Machzahl entlang einer Stromréhre
zu berechnen.

e Um den Massenstrom in einer Stromrohre zwischen zwei Stromlinien zu berech-
nen, miissen die Losungsvariablen auf Beiden bekannt sein. Um die Konvergenz
zu beschleunigen und den Datenaustausch zu minimieren, werden die Werte
auf der Nachbarstromlinie nicht entlang der Stromlinie interpoliert, sondern
iiber die radialen Gradienten der Losungsvariablen approximiert.

e Der Einfluss der Viskositat wird durch Quellterme fiir den Totaldruck und die
Totaltemperatur modelliert.

e Fehler numerischer Verfahren im Allgemeinen und die hier verwendet Methode
zur Quantifizierung von Diskretisierungsfehlern werden beschrieben.

2.1 Definitionen

Zunichst sollen einige haufig verwendete Begriffe in ihrer hier verwendeten Bedeutung definiert
werden.



2.1 Definitionen

2.1.1 Stromlinie

Wie in Bild 2.1 dargestellt, verlduft eine Stromlinie tangential zu den Geschwindigkeitsvektoren
eines stationdren Stromungsfeldes. Stromlinien konnen sichtbar gemacht werden, indem einem
Fluid Schwebeteilchen (Tracer) zugesetzt werden und anschliefend ein Foto mit einer Belich-
tungszeit aufgenommen wird, die so gewahlt ist, dass sich die Teilchen in diesem Zeitfenster um
eine kleine Strecke fortbewegen. Da die Stromung immer tangential zu Stromlinien verlauft,
gibt es keinen konvektiven Massenaustausch quer zu einer Stromlinie. Der Massenstrom zwi-
schen zwei Stromlinien (im Fall einer zweidimensionalen Stromung) ist also immer konstant.
Stromlinien verlaufen, ausgenommen an Verdichtungs-Stoken, immer stetig und koénnen sich
nicht schneiden, da es in jedem Punkt einer Stromung einen eindeutigen Geschwindigkeitsvek-
tor gibt.
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Abbildung 2.1: Stromlinie

2.1.2 Stromrohre

Die Gesamtheit aller Stromlinien, die durch eine geschlossene Kurve (bezeichnet mit K in
Bild 2.2) im Raum verlaufen, bilden zusammen die Oberfliche einer Stromrohre. Da sie von
undurchstrombaren Stromlinien begrenzt wird, ist der Massenstrom in einer Stromréhre immer
konstant.

Abbildung 2.2: Stromréhre



2.1.3 Stromfaden

2.1.3 Stromfaden

Ein Stromfaden ist eine Stromrohre mit so kleinem Querschnitt, dass alle Stromungsgrofen als
konstant iiber den Querschnitt betrachtet werden konnen.

Das hier beschriebene Verfahren geht jedoch von linearen Verldufen der Zustandsgrofen {iber
den Querschnitt aus. Stromrohren werden also nicht als Stromfaden betrachtet.

2.2 Thermodynamische und stromungsmechanische
Grundlagen des Verfahrens

Thermische Zustandsgleichung idealer Gase

Die thermische Zustandsgleichung idealer Gase beschreibt das Verhiltnis zwischen dem Druck p,

der Temperatur 7" und der Dichte p in Abhingigkeit der spezifischen Gaskonstante R = Rﬁi, die

mit der universellen Gaskonstante R,,; = Nakp = 8314, 46@, dem Produkt der Avogadro-

Konstante N = 6,022 - 10**-L. und der Boltzmann-Konstante kg = 8,617 - 107%3-L und der
molaren Masse M des Gases gebildet wird [37, S. 2]

p = pRT. (2.1)
Ein Gas, das diese thermische Zustandsgleichung erfiillt, wird thermisch ideal genannt.

Kalorische Zustandsgleichung idealer Gase

Eine kalorische Zustandsgleichung beschreibt die Abhéngigkeit der Zustandsgrofe innerer Ener-
gie u in Abhéngigkeit der Temperatur und des Volumens (bzw. des spezifischen Volumens
v = %), nach [37, S. 2] gilt

u=u(T,v). (2.2)

Mit Hilfe des ersten Hauptsatzes kann man zeigen (siehe z.B. [37, S. 2|), dass

du = ¢, dT + [T (g—g)v - p} dv. (2.3)

Dabei steht ¢, fiir die spezifischen Wirmekapazitét bei konstantem Volumen (siehe [37, S. 3|)

also der partiellen Ableitung der spezifischen inneren Energie u nach der Temperatur bei kon-
stantem Volumen.

Mit ¢, ist die spezifische Warmekapazitit bei konstantem Druck bezeichnet (siehe [37, S. 3])

- (S—ﬁ) (25)

also der partielle Ableitung der spezifischen Enthalpie h nach der Temperatur bei konstantem
Druck.
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2.2 Thermodynamische und strémungsmechanische Grundlagen des Verfahrens

Wenn die spezifischen Wérmekapazitaten bei konstantem Druck ¢, und bei konstantem Volu-
men c¢, konstant sind, bezeichnet man das Gas als kalorisch ideal. Dann lisst sich die kalorische
Zustandsgleichung Gl. 2.3 nach [37, S. 2] auch schreiben als

du = ¢, dT. (2.6)

Die Differenz zwischen den spezifischen Wirmen ist (siehe |37, S. 3])

@)@, e

Fiir ein thermisch ideales Gas gilt also (siehe [37, S. 3])

C

»— Cy = R. (2.8)

Der Isentropenexponent x ist definiert als das Verhéltnis der spezifischen Warmekapazititen
(siehe [37, S. 3])
%
=2z 2.9
K . (2.9)

Kombiniert man die Gleichungen 2.8 und 2.9, erhilt man

cp—c—lf - R, (2.10)

¢ = . (2.11)

Schallgeschwindigkeit

Die Schallgeschwindigkeit ¢ eines thermisch und kalorisch idealen Gases ist gegeben durch (siehe

37, S. 4])
@@, e

Machzahl

Die Machzahl Ma ist das Verhéltnis der Stromungsgeschwindigkeit und der Schallgeschwindig-

keit (siehe [37, S. 4])
v v
Ma=-= . 2.13
¢ VKRT ( )

Isentrope Zustandsinderung

Ein Prozess, bei dem iiber die Systemgrenzen keine Masse oder Energie zugefiihrt wird, ist die
Beziehung zwischen statischer Temperatur 7" und Totaltemperatur T; nach [37, S. 4] gegeben
durch

Ma®. (2.14)
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Ist der Prozess nicht nur adiabat, sondern auch isentrop, gilt nach |37, S. 4| dartiber hinaus fiir
das Verhéltnis zwischen Totaldruck p; und statischem Druck p

K

1 =
%: (1 + = 5 Ma2> . (2.15)

Der Bezug auf totale Zustandsgrofsen hat im Vergleich zu den statischen Grofsen den Vorteil,
dass sie Erhaltungsgroffen sind. Der Totaldruck beispielsweise dndert sich nur, wenn mecha-
nische Arbeit iiber die Systemgrenzen zu- oder abgefiihrt wird oder dissipative Prozesse fiir
eine Umwandlung (kinetischer oder potentieller) mechanischer Energie sorgen (z.B. durch Vis-
kositiit). Eine Anderung der Totaltemperatur liegt nur dann vor, wenn dem System z.B. iiber
Wiérmeleitung, Strahlung oder chemische Prozesse Energie zu- oder abgefiihrt wird oder eben-
falls bei dissipativen Prozessen. In einer reibungsfreien Unter- oder Uberschallstromung ist sie
jedoch im gesamten Stromungsgebiet konstant.

Loésungsvariablen

Die priméren Losungsvariablen des Stromlinien-Verfahrens fiir kompressible Strémungen sind:
e Statischer Druck p,
e Totaldruck py,
e Totaltemperatur T;.

Diese Werte werden in jedem Stiitzpunkt einer Stromlinie gespeichert. Alle weiteren thermo-
dynamischen und stromungsmechanischen Grofen lassen sich daraus eindeutig bestimmen:

1.) Ma(p,p) B = (1+ ”“7_1]\4@2)ﬁ Gl 2.15
2.) T (Ma,T;) L =1+ 51Ma? Gl. 2.14
3) ppT) p = pRT Gl 2.1

4) v(Ma,T) v = MavkRT Gl 2.13

Tabelle 2.1: Berechnung der abhéngigen Gréfen aus den Lésungsvariablen.

Obwohl mit Gl. 2.15 eine Isentropenbeziehung verwendet wird, ist diese Vorgehensweise nicht
eingeschrinkt auf isentrope Stromungen, da sich alle Werte auf denselben Stromlinienpunkt
beziehen.

Der Grund fiir die Wahl dieser Losungsvariablen ist, dass die Totaltemperatur in einem Stro-
mungsfeld nur variiert, wenn dissipative Prozesse z.B. durch die Wirkung der Viskositit, War-
meleitung, Verdichtungsstofe oder chemische Reaktionen statt finden. Fiir reibungsfreie, kom-
pressible Unter- und Uberschallstrémungen bleibt sie jedoch im gesamten Stromungsfeld kon-
stant. Der Totaldruck dndert sich in einer stoffreien Strémung nur, wenn mechanische Arbeit
zugefiihrt wird oder kinetische Energie durch viskose Effekte dissipiert wird. Fiir reibungsfreie
reine Unter- oder Uberschallstromungen bleibt er konstant. Uber Verdichtungsstéfe kann die
Anderung des Totaldrucks analytisch mit Gl. 8.11 ermittelt werden. Die Variation der beiden
totalen Zustandsgrofien ist also entweder null oder sie ist analytisch einfach berechenbar. Die
Wahl des statischen Drucks als dritte Losungsvariable ist nicht zwingend. Ebenso konnte die
Machzahl verwendet werden. Fiir den statischen Druck spricht in Bezug auf die Datenstruktur
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2.2 Thermodynamische und strémungsmechanische Grundlagen des Verfahrens

im Programm, dass er auch fiir inkompressible Stromungen definiert ist. Die Schallgeschwin-
digkeit inkompressibler Fluide ist hingegen unendlich grof.

Volumenstrom

Abbildung 2.3: Volumenstrom durch eine Stromréhre der Flache A mit der Stromungsgeschwin-
digkeit v.

Der Volumenstrom V durch eine Stromrohre ist

o dV
- . 2.1
Vv o (2.16)
Das totale Differential dV' des Volumens lautet ausgeschrieben
dV =d(A-s)=A-ds+ s-dA. (2.17)

Wenn die Querschnittsinderung dA im Vergleich zur Verschiebung ds vernachlissigt werden
kann, also dA < ds, gilt

dV ~ A - ds. (2.18)

Es wird also angenommen, dass der Querschnitt A {iberall genau senkrecht durchstrémt wird.
Das ist jedoch nur dann korrekt, wenn eine Stromroéhre einen konstantem Querschnitt hat.

Eingesetzt in Gl. 2.16 ergibt sich
L dV _d(A-ds) ds

V= n ot = A = AU, (2.19)

mit der mittleren Geschwindigkeit ¥ normal zur Querschnittsflache.

Massenstrom in einer Stromrohre

Der Massenstrom 7 in einer Stromrohre mit bekanntem Querschnitt A bei einer mittleren
Stromungsgeschwindigkeit v und der mittleren Dichte p ist gegeben durch

d d(p- dp d )
o dm _ 4G V) _ydp AV s

dt dt dt dt v (2:20)

I
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Fiir stationiire Stromungen, also 7 = 0 ergibt sich unter Verwendung von GI. 2.19

1 = pV = pAT. (2.21)

Die Mittelwerte fiir die Dichte und die Geschwindigkeit zwischen zwei Stromlinien kdnnen
approximiert werden durch

p+ PN

sy (2.22)
7 o= ”J;”N, (2.23)

mit den Werten ohne Index auf der betrachteten Stromlinie und dem Index y fiir die jeweilige
Nachbarstromlinie.

Die Grofen auf den Nachbarstromlinien kénnen z.B. im entsprechenden Punkt aus den Werten
der jeweils stromauf- beziechungsweise stromabwirts gelegenem Stiitzpunkten interpoliert wer-
den. In Bezug auf die Konvergenz und die Parallelisierung erweist es sich jedoch als sinnvoll,
diese statt dessen zu approximieren.

Fiir die Approximation des statischen Drucks auf einer Nachbarstromlinie wird der Impulser-
haltungssatz in radialer Richtung fiir reibungsfreie Stromungen (Euler-Gleichung) angewendet

op _ pv?

o
mit dem Druckgradient radial zur betrachteten Stromlinie dp/0r, der Dichte p, der Stromungs-
geschwindigkeit v und dem lokalen Kriimmungsradius r.

(2.24)

Der approximierte statische Druck auf der Nachbarstromlinie p}, mit einem radialen Abstand
dr ist damit

N = —=dr. 2.25

Pn a/r r ( )

Dieser Wert ist nur fiir eine auskonvergierte Losung (beinahe) gleich dem Wert, den eine In-

terpolation entlang der Nachbarstromline liefern wiirde. Wie in Bild 2.4 illustriert, weicht also

z.B. der interpolierte Druck p; auf der linken Nachbarstromline von dem approximierten Wert
p; ab.

Aufser dem statischen Druck miissen auch die beiden {ibrigen Losungsvariablen p;, und T; auf der
Nachbarstromlinie approximiert werden. Bild 2.5 zeigt, wird dazu aus allen radialen Gradienten
der jeweiligen Grofe ein mittlerer Gradient Op;/0r bzw. 0T;/Or ermittelt, der &hnlich der
Vorgehensweise beim statischen Druck dazu verwendet wird, den approximierten Totalzustand
p; und T} auf der Nachbarstromlinie zu approximieren.

Die Kenntnis aller (approximierter) Losungsvariablen auf der Nachbarstromlinie erlaubt die
Bestimmung des Massenstroms zwischen beiden Stromlinien nach Gl. 2.21 (siehe Kapitel 8.2
fiir die Besonderheiten bei 3D-Strémungen).

14



2.2 Thermodynamische und strémungsmechanische Grundlagen des Verfahrens

Abbildung 2.4: Approximation des statischen Drucks auf benachbarten Stromlinien.

Abbildung 2.5: Approximation des Totaldrucks auf benachbarten Stromlinien. Die Vorgehens-
weise fiir die Approximation der Totaltemperatur ist analog.
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Machzahl in einer Stromrdéhre
Der Massenstrom 1 in einer Stromrohre mit bekanntem Querschnitt A bei einer mittleren
Stromungsgeschwindigkeit ¥ und der mittleren Dichte p ist fiir stationdre Stromungen gegeben
durch GI. 2.21, die hier wiederholt angegeben wird

m = pAv.

Die mittlere Dichte p kann nun mit Hilfe der thermischen Zustandsgleichung fiir ein ideales Gas
(Gl. 2.1) durch einen mittleren Druck p ersetzt werden

,_ PAT

=2 2.26
= (2.26)

Wird die Geschwindigkeit durch die Machzahl ausgedriickt, ergibt sich
i = AL NaVkRT = ApMa, | —=. (2.27)
RT RT

Die statischen Zustandsgrofen p und 7" kénnen mit Hilfe der Gleichungen 2.14 und 2.15 durch
die totalen Grofen ersetzt werden

- — ]__ T 2(k—1)
— ApMa (1 + “TMaQ) o (2.28)

Die Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit von GIl. 2.28 sind also noch einmal zusammen
gefasst:

e stationdre Stromung (siche Gl 2.21),

e adiabate Stromung (wegen der Verwendung der Gleichungen Gl. 2.14 und 2.15)
e ideales Gas (siehe Gleichungen 2.1, 2.12 und 2.13),

e kleine Querschnittsinderungen der Stromrohre (siehe Gl. 2.18).

Die Stromung muss also zwischen beiden Querschnitten adiabat aber nicht isentrop sein, da die
Relationen zwischen statischem und Totalzustand nur im jeweils selben Querschnitt verwendet
werden.

In dem Kontext, in dem GIl. 2.28 angewendet wird, sind die Werte fiir den Massenstrom m,
die Totaltemperatur T}, den Totaldruck p; und den Stromréhrenquerschnitt A bekannt und die
Gleichung wird verwendet, um die Machzahl in diesem Querschnitt zu berechnen. Zu diesem
Zweck eignet sich die Form

K+1

m |RT, —— k—1—"9\ 2D

— = =Mal|1+——"M . 2.29

Api\ &k “ ( + 2 @ ) (2.29)
LS RS
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2.2 Thermodynamische und strémungsmechanische Grundlagen des Verfahrens

Die Berechnung der Machzahl besteht also darin, die Nullstelle einer Funktion f zu berechnen,
die der Differenz zwischen der rechten Seite RS und der linken Seite LS dieser Gleichung
besteht, also

f(Ma) := RS — LS = 0. (2.30)

Bild 2.6 zeigt den typischen Verlauf der Funktion f fiir eine Austrittsflache, die der 1,1-fachen
Groke der Eintrittsfliche entspricht (der absolute Betrag der Fliche édndert den Funktionswert
nicht) fiir Stromungs-Machzahlen von 0,1, 0,5 und 0,9. Dieses Stromrohren-Segment entspricht
also einem Diffusor.

Aaus =11 Aein

0,4

0,2
(ﬁ // I - —
s e

-0,2 o=

04 =T

-0,6

0o o1 02 03 04 05 06 0,7 08 09 1
Machzahl
f(M_ein=0,1) —f(M_ein=0,5) - - f(M_ein=10,9)

Abbildung 2.6: Typischer Verlauf der Machfunktion f fiir eine Austrittsfliche des Stromrohren-
Segments, die der 1,1-fache Grofke der Eintrittsfliche entspricht, fiir die drei
verschiedene Stromungs-Machzahlen 0,1, 0,5 und 0,9, mit x = 1,4 und R =
287,1Jkg ' K~!. Die Werte fiir Totaldruck und Totaltemperatur sind jeweils
so ermittelt, dass im Einstrom-Querschnitt ein statischer Druck von 100000 Pa
und eine statische Temperatur von 300 K vorliegt.

Bei der niedrigen Machzahl von 0,1 verzogert sich die Stromung nur geringfiigig, bei einer
Machzahl von 0,9 hingegen liegt die Ausstrom-Machzahl nur noch bei rund 0,68.

Der Verlauf der Funktion ist glatt, die Anderung der Kriitmmung ist miifig und sie hat jeweils
nur eine Nullstelle im Unterschall- und im Uberschallbereich. Damit ist ein Newton-Verfahren
(siehe z.B. [38, S. 362]) eine geeignete Wahl fiir die effiziente Berechnung der Nullstelle. Als
Startwert wird die Einstrom-Machzahl verwendet.

Gl. 2.29 ist eine Kombination aus Gleichungen fiir die Massenerhaltung (Gl. 2.21), der kineti-
schen Energie (Gl. 2.15) und der inneren Energie (GL. 2.14).

Fiir inkompressible reibungsfreie Fluide ohne Volumenkréfte lautet der Satz von Bernoulli

P+ ng = p; = const. (2.31)
entlang einer Stromrohre. Dieser Satz ist auch unter dem Namen Bernoulli’sche Energieglei-
chung bekannt. Er kann jedoch auch aus dem 2. Newton’schen Gesetz F' = ma hergeleitet
werden, der die Basis jeder Impulserhaltungsgleichung ist, also ohne die Verwendung einer
Energieerhaltungsgleichung. Dies soll in einem kurzen Einschub gezeigt werden.
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Betrachtet wird ein Rohr mit einer Fliche A, welches mit einem Fluid der Dichte p gefiillt
ist, das sich, getrieben durch einen Druckgradienten dp, mit der Geschwindigkeit v = dz/dt
bewegt. Korperkrifte wie die Gravitation werden vernachlissigt. Wendet man nun Newtons
zweites Gesetz auf ein Fluidvolumen Adx an, erhilt man

F = ma
dp dv
pA — <p + %dx> A = m
—dpA = Ad:p@
pA = p i
dv dp
- = X 2.32
Pt dz (2:32)

In einer stationdren Stromung ist v nur vom Ort und nicht von der Zeit abhingig, also gilt

2
Verwendet man diesen Zusammenhang in Gl. 2.32, erhdlt man
% (p”; +p) _0. (2.34)
Daraus folgt der Satz von Bernoulli
p+ gvz = const. (2.35)

Die Konstante entspricht dem Totaldruck in der Stromrohre. Das verdeutlicht, dass die Erhal-
tung des Totaldrucks in diesem Fall auch einer Impulserhaltungsggleichung entspricht.

Fiir kompressible Stromungen ist es erforderlich, zuséitzlich eine Form der Energieerhaltungs-
gleichung zu verwenden. Daher ldsst sich der Satz von Bernoulli fiir kompressible Fluide nicht
mehr allein aus Newtons zweitem Gesetz herleiten. Das der Impuls in einer Stromréhre mit kon-
stantem Totaldruck trotzdem erhalten ist, soll an dem in Bild 2.7 dargestellten Kontrollvolumen
fiir eine isentrope Stromung demonstriert werden.

Yoben

. A aus aus
m,v,. Kontroll- s |l=—
— Aem volumen p
aus
pein

Abbildung 2.7: Stromliniensegment mit Querschnittsidnderung zur Abschétzung des Fehlers in
der Impulserhaltung.

Es wird angenommen, dass die Losungsvariablen p, p, und T; im Einstrom-Querschnitt, sowie

die Geometrie des Kontrollvolumens bekannt sind. In einer isentropen Stromung sind der Total-
druck und die Totaltemperatur konstant. Damit kann fiir den gegbenen Einstrom-Massenstrom
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2.2 Thermodynamische und strémungsmechanische Grundlagen des Verfahrens

mit Gl. 2.29 der statische Druck im Ausstromquerschnitt berechnet werden. Der Impulserhal-
tungssatz vereinfacht sich, wenn keine dufere Arbeit an den Begrenzungen des Kontrollvolumens
verrichtet wird, zu

Y B, =) rw,

peinAein + Fa:,oben — Paus— = meinvein - mausvaus» (236)

mit der Summe der aus den Normalspannungen resultierenden Kréften ) F), und der x-Kom-
ponente der Druckkraft auf die Oberseite des Kontrollvolumens F), e, die approximiert wird
als e + P

Fz,oben - T
Da diese Approximation nicht dem tatséchlichen Druckverlauf entspricht, ist der Impulserhal-
tungssatz 2.36 nicht erfiillt. Fine genauere Naherung fiir den Druckverlauf erhélt man, wenn
man Gl. 2.29 verwendet, um den Druck in zusitzlichen Zwischenquerschnitten zu berechnen.
Bild 2.8 zeigt die Lage der Hilfs-Schnitte zwischen Ein- und Ausstrom-Querschnitt des Kon-
trollvolumens.

(Adus — Aein) - (2.37)

h A

1 2 N/ n-1

n
Anzahlder Stitzstellen

Abbildung 2.8: Stromliniensegment mit zusétzlichen Hilfs-Querschnitten zur Abschétzung des
Fehlers in der Impulserhaltungsgleichung in Stromungsrichtung.

Die x-Komponente der Druckkraft auf die gesamte obere Fliche des Kontrollvolumens ist fiir
n zusatzliche Schnittebenen nun angenédhert durch

"~ Dot + P
-Fx,oben = Z Z% (An - An—l) . (238)
=1

Bild 2.9 zeigt, dass sich der normierte Fehler in der x-Impulserhaltungsgleichung 2.36 mit stei-
gender Anzahl an Hilfs-Ebenen bis auf Rundungsgenauigkeit reduziert. Die Erhaltung des To-
taldrucks entspricht daher auch fiir kompressible Medien einer Impulserhaltungsgleichung.

Zusammenfassend kann also festgehalten werden, dass Gl. 2.29 eine Kombination aus den Er-
haltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie darstellt.
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Fehler der Impulserhaltungsgleichung in Strémungsrichtung
1,0E+0
1,0E-1 .\
1,0E-2 \\
1,0E-3
1,0E-4 \
1,0E-5
1,0E-6 \
1,0E-7

1,0E-8 \u

1,0E+0 1,0E+1 1,0E+2 1,0E+3 1,0E+4
Anzahl der Hilfs-Ebenen zwischen Start- und Endquerschnitt

Normierteer Fehler

Abbildung 2.9: Numerischer Betrag des Fehlers in der Kriftebilanz iiber ein Stromrohrenseg-
ment in Stromungsrichtung.

Energieerhaltung

Die Energieerhaltungsgleichung, z.B. in Form der Totalenthalpieerhaltung lautet nach [37, S.
4] fiir einen adiabaten Prozess

02
5
Mit Gl. 2.13 kann die Geschwindigkeit fiir ein ideales Gas durch die Machzahl ausgedriickt

werden

ht = Cth = CpT + (239)

T
¢Ti = ¢T + - RMa? (2.40)

Ersetzt man R mit Hilfe von Gl. 2.11, erhilt man

T -1
cply = )T+ %cpK Ma?
k—1__,

Fiir ein ideales Gas ist Gl. 2.41, die fiir die Berechnung der Machzahl in einer Stromréhre
verwendet wird (Gl. 2.28), folglich dquivalent zur Erhaltungsgleichung fiir die Totalenthalpie,
Gl. 2.39.

2.3 Modellierung viskoser Effekte

Die Viskositit eines Fluids fiihrt beim Auftreten von Scherstromungen zu einer Impuls-Dissi-
pation, also einer Umwandlung von kinetischer in innere Energie. Diese wird beim Stromlinien-
Verfahren durch Quellterme fiir den Totaldruck und die Totaltemperatur modelliert. Fiir die
Herleitung dieser Grofen wird ein Kontrollvolumen um ein Stromliniensegment definiert, dass
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2.3 Modellierung viskoser Effekte

NN N N N NN N
Wand

(a) benachbarte Stromlinie (b) benachbarte Wand

Abbildung 2.10: Kontrollvolumen fiir die Bestimmung der viskositdtsbedingten Quellterme fiir
Totaldruck und -temperatur.

wie in Bild 2.10 gezeigt, bis zur Hélfte des Abstandes zu einer benachbart gelegenen Stromlinie
reicht (a) oder bis zu einer benachbarten Wand (b).

In Bild 2.10 (a) ist angedeutet, dass die Punkte D und E auf den Verbindungslinien zwischen
zwei Stromlinien liegen, die jeweils senkrecht zur mittleren Stromungsrichtung verlaufen. Die
Punkte A und B in Bild 2.10 (b) sind die Schnittpunkte der senkrecht zur Stromungsrichtung
verlaufenden Linien mit der Wand. Die Kontrollvolumina werden jeweils durch die Strecken
zwischen den Punkten A, B, C', D, E, F und wieder A begrenzt.

Wird der Wert eines Skalars ¢ in einem Eckpunkt des Kontrollvolumens, z.B. im Punkt D
beno6tigt, wird er erster Ordnung interpoliert

¢p = % (¢ + éc), (2.42)

mit den Werten ¢y im jeweiligen Punkt N. Der Punkt J liegt jedoch zwischen zwei Stiitzpunk-
ten auf der Nachbarstromlinie. Der Wert in diesem Punkt wird ebenfalls erster Ordnung entlang
der Stromlinie mit den Werten aus dem stromauf- und stromabwirts gelegenen Stiitzpunkten
J~ und J* interpoliert

¢y = gdm + <1 - g) G- (2.43)

2.3.1 Quellterm fiir den Totaldruck

Der Quellterm fiir den Totaldruck dient der Kompensation der Schubspannungen in der Kraf-
tebilanz in Stromungsrichtung iiber das Kontrollvolumen, also der Impulserhaltung.

Im Vergleich zur Kréftebilanz in Stromungsrichtung fiir eine reibungsfreie Stromung aus GI.
2.36 kommt nun der Beitrag der Schubspannungen auf der linken Seite der Gleichung hinzu,
die auf die seitlichen Begrenzungen des Kontrollvolumens wirken, also in Stromungsrichtung
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2.3.1 Quellterm fiir den Totaldruck

links der Fliiche A; = DE -t (mit der Einheitstiefe ¢ = 1m) und rechts A, = AB - t. Diese
miissen entweder durch eine Impulsénderung innerhalb des Kontrollvolumens oder durch eine
Anderung der Normalspannungen auf der Ausstromfliche A, = BC'D -t kompensiert werden.

Fiir Newton’sche Fluide im thermodynamischen Gleichgewicht gilt fiir eine ebene Strémung der
folgende lineare Zusammenhang zwischen der Schubspannung 7, der dynamischen Viskositit u
und dem Geschwindigkeitsgradienten normal zur Strémungsrichtung dv/or

ov
T= (2.44)

Damit ist die Kraft in Stromungsrichtung, die durch Schubspannungen verursacht wird gleich

FT:M[E

T AT} , (2.45)

mit den mittleren Geschwindigkeitsgradienten normal zur Stromungsrichtung (dv/0r), und
(Ov/0r), auf den Flachen A; und A,, die erster Ordnung approximiert werden

ov 1 [/ 0ov ov 1 fvy—ve v —vp

N - = 2.4
or|, 2<8rD or E) 2( JC * KE )’ (2.46)
ov 1/ ov ov 1 (vg —ve  vog—vp

N - = 2.4
or|, 2(87"3 or A) 2( HC - GF >’ (247)

(2.48)

mit den Geschwindigkeiten vy im jeweiligen Punkt N in Bild 2.10 (a). Die Geschwindigkeiten
in den Eckpunkten des Kontrollvolumens miissen entsprechend Gl. 2.42 interpoliert werden.

Damit die Kréftebilanz ausgeglichen ist, muss der aus den Schubspannungen resultierenden
Kraft F. eine gleich grofe, entgegengesetzt wirkende Druckkraft F), gegeniiber stehen

F,=—F.,. (2.49)

p

Diese Druckkraft F, = ApA, entsteht durch eine Anderung des statischen Drucks, der auf
den Ausstromquerschnitt A, wirkt. Ap ist dabei die Differenz zwischen dem Wert, mit dem
die Kréiftebilanz der reibungsbehafteten Stromung ausgeglichen ist minus dem, der im Aus-
stromquerschnitt vorliegt, wenn der Totaldruck gleich dem im Einstrémquerschnitt ist, also

Ap= =2 (2.50)

Fiir die, zu Beginn der Iteration vorliegende Machzahl im Ausstréomquerschnitt, ist das Ver-
héltnis zwischen statischem und Totaldruck nach GI. 2.15

1 .
&:<1+ﬁ Ma2> .
D 2

Um eine gewiinschte Anderung im statischen Druck Ap zu erhalten, muss sie mit dem, von der
Machzahl abhéngigen ,,Proportionalitits-Faktor* multipliziert werden

—k_
k—1

1
Ap, = Ap (1 + ETM&) . (2.51)
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2.3 Modellierung viskoser Effekte

Ob sich die Anderung des Totaldrucks nun in einer Verzogerung der Stromung bei gleichblei-
bendem statischem Druck auswirkt, wie es z.B. bei einer Grenzschicht entlang einer parallel
angestromten ebenen Platte der Fall ist oder in einem Druckverlust entlang eines Kanals mit
konstantem (Querschnitt bei gleichbleibender Stromungsgeschwindigkeit, hingt davon ab, ob
die benachbarten Stromlinien sozusagen ,ausweichen® kénnen. Bei der Berechnung des visko-
sitdtsbedingten Quellterms fiir den Totaldruck miissen diese beiden Félle nicht unterschiedlich
behandelt werden.

2.3.2 Quellterm fiir die Totaltemperatur

Der Quellterm fiir die Totaltemperatur modelliert die Dissipation von kinetischer in innere
Energie. Er sorgt also fiir die Energieerhaltung unter Einwirkung viskositdtsbedingter Einfliisse.

Die dissipierte Energie pro Einheitsvolumen Ae,, ist (z.B. nach [1, S. 252]) gegeben durch
Ae;py=7:Vv=pud,, (2.52)

mit der Dissipationsfunktion @,
v, \ o, \ 2 v, \ 2
" [(a) +<ay) *(az”
+ %_f_avx 2_|_ 8vz+% 2+ %4_87}2 ’
or  Jy oy 0z 0z  Ox

2 ov,  Ov,  Ov, 2
~- . ke ) . 2.
3 (8x+8y+62> (2.53)

Das Kontrollvolumen der Linge ds = FC ist beim Stromlinien-Verfahren immer tangential
zur Stromlinie ausgerichtet. Somit existiert nur eine einzige Geschwindigkeits-Komponente
mit einem Betrag ungleich null. Bei einer zweidimensionalen Stromung kann nur die Ableitung
dieser Geschwindigkeit in radialer (Index r) und in Stromungs-Richtung (Index s) ungleich null
sein. Damit kann GIl. 2.53 entlang einer Stromlinie vereinfacht werden zu

2 2 2
2
b — 2 v N dus\" 2 [0Ou,
s or 3 \0s
4 (v’ v\’

- . (= = 2.54
3 (83) i (87") ’ (2:54)
dv  we —vp

s  COF
Der mittlere radiale Geschwindigkeitsgradient im Kontrollvolumen wird als der arithmetische

Mittelwert der beiden in Gl. 2.46 und 2.47 berechneten radialen Geschwindigkeitsgradienten
angenomrien

mit v, = v und

(2.55)

ov

N El—i_ar

o _1(n
or 2

> . (2.56)

Die innerhalb des Kontrollvolumens (mit dem Volumen Vi, der gesamten darin befindlichen
Fluidmasse mgy) pro Einheitsmasse dissipierte Energie Ae, ,, betrigt also

V )
Aer = pd—2 = Ll (2.57)

—_
mgv PKV
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mit der mittleren Dichte im Kontrollvolumen pgy,, berechnet aus den teilweise nach Gl. 2.43
interpolierten Werten

1
PEV =& (pa+pB+ pc+pp+pe+ pr)- (2.58)

Fiir ein kalorisch ideales Gas gilt
e=c,T. (2.59)

Der Quellterm fiir die Totaltemperatur aufgrund viskositdtsbedingt dissipierter, spezifischer
Energie pro Einheitsmasse Ae, ,,, betrigt also
Ae,
AT, = =5mm (2.60)

Cy

2.4 Grenzschichtstromungen

Ein viskoses Fluid haftet an einer Wandoberfliche. Ist die Stromungsgeschwindigkeit weiter
entfernt von der Wand ungleich der Wandgeschwindigkeit, bildet sich durch den Einfluss der
Viskositdt ein Geschwindigkeitsprofil normal zur Wandoberfliche aus. Man unterscheidet zwi-
schen laminaren und turbulenten Grenzschichten. Der entscheidende strémungsmechanische
Ahnlichkeitsparameter, der einen Hinweis darauf gibt, welche dieser beiden Stromungstypen
vorliegt, ist die Reynoldszahl. Ist diese Zahl fiir zwei Stromungen gleich, liegt eine mechanische
Ahnlichkeit zwischen beiden vor. Die dimensionslose Kennzahl ist definiert als das Verhéltnis
zwischen Tragheitskraft und Reibungskraft

_ Tragheitskraft  pvL

fe = Reibungskraft — p

, (2.61)

mit einer charakteristischen Linge L.

Beispielsweise liegt die kritische Reynoldszahl fiir eine ebene Plattengrenzschicht nach [39, S.
418] zwischen 3,5 - 10° bis 1 - 10°. Die charakteristische Linge ist dabei die Linge der Platte.
Fiir Rohrstromungen liegt sie, bezogen auf den Durchmesser, bereits bei etwa 2300. Unterhalb
dieser Werte ist die Grenzschicht laminar, oberhalb turbulent, wobei je nach Situation ein
ausgeprigtes Ubergangsgebiet vorliegen kann.

Im folgenden werden nun nur die Grundlagen der Grenzschichttheorie aus diesem umfassenden
Gebiet herausgegriffen, die fiir diese Arbeit relevant sind. Fiir eine umfassende Ubersicht iiber
dieses Thema sei auf Referenz [39] verwiesen. Da fiir einige ausgezeichnete Grenzschichten
analytische Losungen der fiir diese Fille vereinfachten Navier-Stokes Gleichungen vorliegen,
werden diese zur Validierung herangezogen.

Poiseuille-Kanalstrémung

Als Poiseuille-Stromung wird eine voll-ausgebildete, ebene und stationdre Kanalstromung be-
zeichnet, wie sie in Bild 2.11 dargestellt ist. Die analytische Losung fiir das Geschwindigkeitspro-
fil dieser Stromung ist nach [1, S. 98]

_ 3em

¢(n) =" (1 - Z—Z) : (2.62)

fiir eine Kanalh6he von 2H, und eine mittlere Stromungsgeschwindigkeit c,,.
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2.4 Grenzschichtstromungen

2H c(n)

Abbildung 2.11: Geschwindigkeitsprofil einer Poiseuille-Kanalstromung (aus [1, S. 98]).

Blasius-Plattengrenzschicht

Die laminare Grenzschicht einer parallel angestrémten ebenen und halbunendlichen Platte ohne
Druckgradient in Stromungsrichtung ist bekannt unter dem Namen Blasius-Grenzschicht, die
Bild 2.12 schematisch zeigt.

Ueo

i
—-]
-
i
—

Abbildung 2.12: Schematische Darstellung der Grenzschicht einer ldngsangestromten ebenen
Platte (aus [39, S. 156]).

Diese Losung der Prandtl’schen Grenzschichtgleichungen ergibt eine Differentialgleichung 3.
Ordnung fiir die Stromfunktion

o f =0, (2.63)

wobei f eine Funktion der dimensionslosen Variable 7 ist
Uso pUs
_ — Fre 2.64
=Y\l 5, =9 2 (2.64)

und f' die Differentiation nach 7 bedeutet.

Die beiden Geschwindigkeitskomponenten parallel zur Plattenoberfliche u und senkrecht dazu
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v konnen aus der Funktion f wie folgt ermittelt werden:

u = Usf, (2.65)
. ,LLUOO '

v =5 (= 1) (2.66)

ou . ono 1"

3 - Uso Tns f. (2.67)

Zur Losung der Blasius-Gleichung werden die drei Randbedingungen verwendet:

y=0 : u=0,v=0;
y—>o00 : u=U,

bzw. geschrieben in den dimensionslosen Koordinaten:

77:() : f:O’fl:O’
n—oo : f =1,

GI. 2.63 kann z.B. mit einem Runge-Kutta Verfahren gelost werden. Fiir praktische Anwendun-
gen liegt die Losung auch in tabellierter Form vor (z.B. [40] oder die hier verwendete Tabelle
aus |41], die im Anhang 11.1 reproduziert ist).

2.5 Fehlerabschatzung

Da numerische Lésungen aus verschiedenen Griinden immer nur Ndherungslésungen des eigent-
lichen physikalischen Problems sind, ist es wichtig, die einzelnen Fehlerquellen genau zu kennen
und méglichst genau zu quantifizieren. Ublicherweise wird zwischen drei Fehlern unterschieden,
dem Modellfehler, dem Diskretisierungsfehler und dem Iterationsfehler (siehe z.B. [42, S. 393
ff]). Jedoch sollte auch die endliche Genauigkeit der Rechenmaschine, also der daraus resultie-
rende Rundungsfehler, nicht vernachléassigt werden. Diese Fehler sollen mit Bezug auf das hier
vorgestellte Verfahren beschrieben und bestimmt werden.

2.5.1 Modellfehler

Der Modellfehler ist der Unterschied zwischen dem realen Zustand (eines Gases, einer Stréomung,
etc.) und der exakten Losung der angewendeten Modellierung.

Ein Beispiel dafiir ist die thermische Zustandsgleichung idealer Gase. Sie beschreibt das Ver-
hiltnis der thermodynamischen Zustandsgréfen in einem moderaten Druck- und Temperatur-
bereich mit akzeptabler Genauigkeit, vernachléssigt aber z.B. das Eigenvolumen der Molekiile
und idealisiert Stofse zwischen Molekiilen als vollkommen elastisch, was bei hohen Driicken zu
deutlichen Abweichungen des Zustandes vom idealen Gasgesetz fiihrt.

Daher ist es wichtig, die Grenzen der Modellierung zu kennen (beispielsweise die Limitierung
der Anwendbarkeit der fiir das Stromlinien-Verfahren wichtigen Gl. 2.29) und mit den Anfor-
derungen der Problemstellung zu vergleichen.
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2.5 Fehlerabschitzung

2.5.2 Rundungsfehler

Rundungsfehler entstehen durch die endliche Menge an Speicher fiir eine Gleitkommazahl in
einer Rechenmaschine und durch sogenannte Unter- oder Uberlaufe beim Verrechnen zweier
Zahlen, da sie zunéchst in denselben Wertebereich gebracht werden miissen.

Eine bindre Zahl mit 32-Bit hat im Dezimalsystem eine Genauigkeit von 7 signifikanten Ziffern,
bei 64-Bit sind es mindestens 15. Diese Anzahl ergibt sich aus der Uberlegung, das fiir eine
doppelt genaue Gleitkomma-Zahl 53 Bit fiir die Mantisse, 10 fiir den Exponenten und ein Bit
fiir das Vorzeichen verwendet werden. Die Prézision im Dezimalsystem ist also niherungsweise

53log,, (2) ~ 15, 955.

Aus diesem Grund sollte die Verrechnung zweier Zahlen mit deutlich unterschiedlicher Groéfen-
ordnung bereits bei der Programmierung moglichst vermieden werden.

2.5.3 Ilterationsfehler

Der Tterationsfehler ist der Unterschied zwischen der perfekten algebraischen Losung der an-
gewendeten Modellierung auf einer Rechenmaschine mit endlicher Genauigkeit der Zahlendar-
stellung, also inklusive dem Rundungsfehler und deren iterativer Losung.

Iterative Losungen konnen zwar prinzipiell bis zur Rundungsgenauigkeit der verwendeten Re-
chenmaschine genau gelost werden. Zum Einen ist aber auch diese immer endlich, zum Anderen
wird in der Praxis meist eine deutlich hohere Abbruchtoleranz vorgegeben. Schlieblich ist es

unnotig, eine Modellgleichung mit einem deutlich kleineren Fehler zu berechnen, als dem Mo-
dellfehler selbst.

2.5.4 Diskretisierungsfehler

Der Diskretisierungsfehler ist der Unterschied zwischen der Lésung der angewendeten Model-
lierung inklusive Rundungs- und Iterationsfehler aber mit unendlich feiner Diskretisierung der
Gleichungen, verglichen mit der tatsidchlich verwendeten, endlichen Diskretisierung.

Im Fall einer Stromungssimulation hat man es mit rdumlichen Diskretisierungsfehlern zu tun,
da ein Rechennetz mit endlicher Zellgréfse verwendet wird und im Fall transienter Simulatio-
nen auch mit der zeitlichen Diskretisierung, also einem endlichen Zeitschritt. Das Stromlinien-
Verfahren ist in der aktuellen Form nur fiir stationdre Stromungen anwendbar, daher liegen
hier nur rdumliche Diskretisierungsfehler durch Stromlinien-Segmente endlicher Lénge vor.

Die Auswertung der Vergleichsrechnungen zur Verifikation des Stromlinien-Verfahrens folgt den
Richtlinien des ASME Journal of Fluids Engineering fiir die Abschétzung und Dokumentation
von Diskretisierungsfehlern in CFD Anwendungen [43]. Die darin empfohlene Vorgehensweise
besteht aus fiinf Schritten, die hier kurz zusammenfassend beschrieben werden:

Schritt 1

Definition einer reprisentativen Zellgrofe bzw einer Referenzgrobe, die die rdumliche Diskreti-
sierung widerspiegelt. Fiir zweidimensionale Simulationen eignet sich

1 N
h= [NZmAi)

=1

2

: (2.68)
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2.5.4 Diskretisierungsfehler

wobei AA; die Fliche der i-ten Zelle und N die Gesamtanzahl der Zellen des Rechengebietes
ist.

Nachdem h dem mittleren Abstand der Datenpunkte (Zellzentren oder Knotenpunkte) eines
Finite-Volumen-Netzes entspricht, wird beim Stromlinien-Verfahren analog das Gesamtvolumen
des Rechengebiets durch die Anzahl der Stromlinien-Stiitzpunkte dividiert.

Schritt 2

Die Simulation sollte auf drei systematisch verfeinerten Netzen durchgefiihrt werden. Der Fak-
tor, der die Anderung der Netzgrofe beschreibt, indem die Referengrifen zweier Netze ins
Verhiltnis gesetzt werden

o hgrob

— _grob 2.69
: hfein’ ( )

sollte dabei erfahrungsgeméf mindestens 1,3 betragen.

Ein fiir die Auswertung relevanter Skalar ¢ wird gewihlt, dessen Anderung in den Losungen
auf den drei Netzen deutlich ungleich null sein sollte. Das kann eine globale Grofse, wie z.B. ein
Druckverlust oder eine Wiederanlegeldnge sein aber auch lokale Skalarwerte in den Zellen bzw.
Stromlinien-Segmenten. Da die meisten Validierungsrechnungen isentrope Strémungen sind,
bei denen Totaldruck und Totaltemperatur konstant sind, ist die einzig variierende Grofe der
statische Druck.

Voraussetzung fiir die Verwendung der Ergebnisse der drei Netze ist eine monotone Konvergenz.
Schritt 3

Wenn nun hy < hg < hg, 791 = ha/hy und ro3 = hg/hs ist, kann die Ordnung des Verfahrens p
mit dem folgenden Ausdruck berechnet werden

1 €32
= In|—| + , 2.70
p ™ (7’21)‘ o q(p) (2.70)
rb. —s
= In(-2LZ= 2.71
i) = w (=), (271)
s = 1-sign <Eﬁ>, (2.72)
€21

mit €35 = 3 — @9 und €91 = P9 — Py, wobei ¢, die Losung auf dem k-ten Netz reprisentiert.

Zuerst wird das Vorzeichen der Anderung der Losung mit Gl. 2.72 bestimmt. Dann werden
die Gl. 2.71 und 2.70 iterativ geldst, indem fiir Gl. 2.71 zunédchst ein konstanter geschétzter
Startwert fiir die Ordnung p des Verfahrens angenommen wird. Anschliefend kann ein verbes-
serter Werte von p mit 2.70 berechnet werden, der wiederum die Korrektur von ¢ (p) erlaubt.
Im Allgemeinen sind nur einige wenige Schritte erforderlich, um die Ordnung des Verfahrens
mit Rundungsgenauigkeit zu bestimmen.

Wird eine globale Grofse ¢ verwendet, wird die Ordnung des Diskretisierungsfehlers nur mithilfe
der drei Werte ¢1, ¢ und ¢3 berechnet. Beim Vergleich lokaler Grofen wird p fiir jede Zelle bzw.
fiir jedes Stromlinien-Segment berechnet und fiir die Extrapolation zu einer netzunabhangigen
Losung verwendet.
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2.6 Eigenschaften des Verfahrens

Wenn die Verhéltnisse der repriasentativen Referenzgrofen ro; und 739 gleich sind, ist g (p) =0
und es gilt vereinfacht

€32
€21

‘m

p= (2.73)

ln (7"21) '
€32/€21 < 0 deutet darauf hin, dass die Losung oszilliert. Nach Moglichkeit ist der Anteil der
Zellen anzugeben, in denen oszillatorische Konvergenz auftritt. Ursache hierfiir kann im ungiin-
stigen Fall eine nicht-monotone Konvergenz sein, im gilinstigsten Fall kann es auch bedeuten,
dass die Losung auf dem feinsten Netz bereits sehr nah an der netzunabhéngigen Losung liegt,
so dass die Differenzen nicht mehr aussagekriftig sind.

Schritt 4

Ist die Ordnung des Verfahrens bekannt, kann aus den Ergebnissen von zwei unterschiedlichen
Netzen die netzunabhéngige Losung fiir h — 0 extrapoliert werden

Bt = %bl TnfL— 2 (2.74)
bzw. analog auch ¢32,.
Schritt 5
Der relative Fehler zweier Losungen auf unterschiedlichen Netzen ist

2= ‘—d)l — (2.75)
und der extrapolierte relative Fehler
Poar — ¢
2;:15 = t21 - . (276)
ext

Der Netz-Konvergenzindex, auch GCI (Grid Convergence Index) genannt, kann nun berechnet
werden

1,25e2!
GCI3,, = = -
T21 —

(2.77)

Dieser Wert entspricht der, durch den Diskretisierungsfehler verursachten numerischen Unsi-
cherheit des Ergebnisses, der in Form von Fehlerbalken in Diagramme aufgenommen werden
kann.

2.6 Eigenschaften des Verfahrens

Im Folgenden wird das Stromlinien-Verfahren in Bezug auf die wichtigsten Eigenschaften eines
numerischen Verfahrens untersucht.
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2.6.1 Konsistenz

2.6.1 Konsistenz

Nach [42, S. 37| bedeutet Konsistenz, dass die Diskretisierung fiir eine gegen null strebende
Diskretisierungs-Schrittweite exakt werden soll und in die urspriingliche mathematische For-
mulierung libergehen soll.

Diese Eigenschaft hat das Stromlinien-Verfahren uneingeschrénkt, weil die zugrunde liegende
mathematische Formulierung nicht diskretisiert, sondern direkt gelost wird. Eine besondere
Bedeutung haben hierbei die Gleichungen 2.29 (gekoppelte Massen-, Impuls- und Energieer-
haltung) und 2.24 (radiale Impulserhaltung). Zwar wird die mathematische Beschreibung in
diskreten Stellen berechnet, jedoch in unverénderter Form.

2.6.2 Stabilitat

Ein numerisches Verfahren ist stabil, wenn numerische oder physikalische Stérungen nicht an-
gefacht werden.

Liegen Stromlinien-Stiitzpunkte im Vergleich zum Abstand zweier Stromlinien sehr nahe zu-
sammen, kann eine kleine Verschiebung eines Stiitzpunktes in Richtung der Nachbarstromlinie
dazu fiihren, dass sich die Kriimmung der Stromlinie stark &ndert, was zu einem stark verinder-
ten radialen Druckgradienten fiihrt und damit auch zu einem stark reduzierten, approximierten
Druck auf der Nachbarstromlinie. Zusammen mit dem (zumindest im Fall einer isentropen
Stromung) konstanten approximierten Totaldruck auf der Nachbarstromlinie fithrt das zu einer
deutlich héheren approximierten Stromungs-Geschwindigkeit und dadurch zu einem erhdhten
Massenstrom in der Stromrohre (die Reduktion der Dichte aufgrund des niedrigeren Drucks
wird in ihrem Einfluss auf den Massenstrom meist iiberkompensiert durch die Erh6hung der
Stromungsgeschwindigkeit). Durch die Verschiebung des Punktes in Richtung der Nachbar-
stromlinie sollte jedoch eine Reduktion des Massenstroms zwischen beiden Stromlinien erreicht
werden. Diese Umkehrung der Wirkung eines Anpassungsvorgangs kann zur Divergenz fiihren.

Dieses Problem kann entweder vermieden werden, wenn immer nur die Kriimmung der Stromli-
nie vor der Anpassung der Lage der Stiitzpunkte verwendet wird und nicht die jeweils aktuelle
Kriimmung. Das wirkt sich jedoch negativ auf die Konvergenz aus.

Besser ist es dagegen, einen relativen Mindestabstand der Stiitzpunkte einer Stromlinie, bezogen
auf den Abstand der Nachbarstromlinie, von mindestens eins einzuhalten. Schwierig wird das
nur in der Ndhe eines Staupunkts, da dort die Stromlinien aufgrund der geringen Stromungsge-
schwindigkeit weit auseinander liegen. Einerseits sollten aufgrund der Stabilitit deswegen die
Abstinde der Stiitzpunkte erhoht werden, andererseits ist die Kriimmung der Stromlinie dort
auch besonders grofs, was aus Diskretisierungsgriinden fiir kleine Stiitzpunktabstinde spricht. In
diesem Fall sollten zusédtzliche, nur aus wenigen Segmenten bestehende, kurze Hilfs-Stromlinien
zwischen der urspriinglichen Staustromlinien und dem Staupunkt eingefiigt werden um kurze
Stiitzpunkt-Abstinde verwenden zu kénnen, ohne Stabilitdtsprobleme zu bekommen.

2.6.3 Konvergenz

Konvergenz bedeutet nach [44, S. 144] ,die Eigenschaft eines Diskretisierungsverfahrens, wenn
der numerische Fehler mit grofser werdender Anzahl von Diskretisierungsstellen abfallt”. Wie
schnell das bei einer systematischen Verfeinerung der Diskretisierung der Fall ist, wird durch
die Konvergenzrate beschrieben.
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2.6 Eigenschaften des Verfahrens

Nach dem Aquivalenz-Theorem von Lax [45] gilt fiir den Fall, dass ein gut gestelltes Anfangs-
wertproblem und eine konsistente Finite-Differenzen-Approximation verwendet wird, dass Sta-
bilitdt eine notwendige und ausreichende Bedingung fiir die Konvergenz ist.

Nachdem das Stromlinien-Verfahren uneingeschrankt konsistent ist, hangt es einzig von der
Stabilitidt ab, ob das Verfahren auch konvergent ist.

2.6.4 Konservativitat

Die dem Stromlinien-Verfahren zugrunde liegende mathematische Formulierung représentiert
Erhaltungsgleichungen. Die numerische Umsetzung muss diese Eigenschaft ebenfalls sowohl
lokal, als auch global erfiillen.

Bei Finite-Differenzen- oder Finite-Volumen-Verfahren bezieht sich dieses Kriterium haupt-
sichlich darauf, dass die Approximation der Differentialgleichungen dazu fiihren kann, dass
beispielsweise entweder lokal oder global die Summe aller Quellen und Senken in einem Kon-
trollvolumen oder dem gesamten Rechengebiet nicht zwingend gleich dem Nettofluss einer Er-
haltungsgréfe durch die Rinder des Kontrollvolumens ist. Dieses Problem gibt es bei dem
Stromlinien-Verfahren nicht, da die exakte mathematische Formulierung fiir die Berechnung
verwendet wird.

Im Fall einer zweidimensionalen Stromung werden die thermodynamischen und stromungsme-
chanischen Grofen so angepasst, dass der Massenstrom in jeder Iteration konstant ist innerhalb
einer Stromrohre, die durch die beiden Nachbarstromlinien um eine zentrale Stromlinie gebil-
det wird und vom Einstrém- bis zum Ausstrémrand reicht. Da die Berechnung aller Gréfen in
einer Stromréhre mit einer gekoppelten Massen-, Impuls- und Energieerhaltungsgleichung (Gl.
2.29) durchgefiihrt wird, ist die Erhaltung in jedem Stromréhrenquerschnitt in jeder Iteration
gegeben. Beziiglich der Impuls- und Energieerhaltung ist die Konservativitit noch offensicht-
licher dadurch gegeben, dass Totaldruck und Totaltemperatur entlang der Stromlinie (fiir rei-
bungsfreie Stromungen) konstant sind. Im Fall von reibungsbehafteten Stromungen ist durch
die raumfiillende Unterteilung des Rechengebiets in Kontrollvolumina und die konsistente Be-
rechnung der Geschwindigkeitsgradienten auf Randern, die von benachbarten Kontrollvolumina
geteilt werden, die Konservativitit des Impulses gewéhrleistet.

Wenn jedoch die Nachbarstromlinie wechselt oder ein Staupunkt in einer Stromréhre liegt und
zwei benachbarte Stromlinien einen Korper auf unterschiedlichen Seiten passieren, ist die Kon-
servativitat beziiglich des Massenstroms und des Impulses nicht mehr zwangsléufig gegeben. In
diesen Fillen miissen geeignete Mafknahmen ergriffen werden, die zumindest eine globale Erhal-
tung aller Grofen gewidhrleisten. Bei einem Wechsel der Nachbarstromlinie kann das z.B. die
Auswertung des Massenstroms in einer grofseren Stromrohre sein, die den Bereich umschlieft,
in dem der Wechsel der Nachbarstromlinie stattfindet.
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3 Raumliche Diskretisierung

DAs WICHTIGSTE IN KURZE

e Das Verfahren benotigt kein Rechennetz, nur die diskretisierten Rénder des
Rechengebiets und die Stromlinien.

e Fiir die Berechnung des Massenstroms zwischen einer Stromlinie und ei-
ner Nachbarstromlinie wird der Fufpunkt einer Linie, die senkrecht zur
mittleren Stromungsrichtung verlduft, in relativen Koordinaten (Index des
Nachbarstromlinien-Segments und die Lage des Punktes relativ zur Segment-
lange) gespeichert. Nur die absolute Lage der Nachbarpunkte wird in jeder
[teration neu berechnet. Die Relative nur alle 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 128,
128 , ... Tterationen um Rechenzeit zu sparen.

e Der Abstand der Stromlinien wird durch Einfiigen Zusétzlicher so angepasst,
dass der Diskretisierungsfehler ausreichend klein bleibt. Dasselbe gilt fiir den
Abstand der Stromlinien-Stiitzpunkte.

e Die Verlidufe der Losungsvariablen wird quer zur Stromungsrichtung mit einer
Funktion erster Ordnung, die Form der Stromlinie mit einer Funktion dritter
Ordnung approximiert.

e Die Vorgehensweise bei Rezirkulation, Ablésung und Wiederanlegen wird be-
schrieben.

e Die globale Ordnung des Diskretisierungs-Schemas liegt bei den vorgestell-
ten Testféllen zwischen zwei und drei. Die Druckapproximation quer zur Stro-
mungsrichtung ist meistens der limitierende Faktor.

3.1 Rechengebiet

Fiir das Stromlinien-Verfahren ist prinzipiell kein Rechennetz erforderlich. Nur die Geometrie
der Rinder des Rechengebietes wird benotigt um die Orte festzulegen, an denen die Randbedin-
gungen gelten. Die diskretisierte Geometrie der Réander muss die Kérpergeometrie ausreichend
genau abbilden. Die Losungsvariablen werden ausschlieflich in Stromlinien-Stiitzpunkten ge-
speichert.

In der aktuellen Version den Stromlinien-Verfahrens werden jedoch die Stromlinien-Stiitzpunkte
durch die Schnittpunkte der Stromlinien mit Netzlinien (Zellflichen in 2D, Verbindungslinien
zweier Knotenpunkte) definiert. Das ist jedoch willkiirlich und nur durch die Entwicklungsge-
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3.2 Stromlinien

schichte des Verfahrens begriindet. In einer fritheren Variante hatten die Netzlinien noch eine
Funktion bei der Aktualisierung des Druckfeldes, der hier kurz zusammengefasst ist:

e Bestimmung der Schnittpunkte der Stromlinien mit den Netzlinien.
e Berechnung des radialen und tangentialen Druckgradienten im Schnittpunkt.

e Die Tangential-Komponente des Druckgradienten wird fiir jede geschnittene Netzlinie
gespeichert und fiir alle Netzlinien ohne Schnittpunkt interpoliert. Fiir das gesamte Re-
chengebiet liegt nun ein Druckgradientenfeld vor.

e Ausgehend von einer Druckrandbedingung wird der statische Druck im gesamten Rechen-
gebiet auf der Basis des Gradientenfeldes aktualisiert.

Diese Vorgehensweise wird nicht mehr angewendet. In der aktuellen Form des Stromlinien-
Verfahrens wird der statische Druck im Rechengebiet entlang der Stromlinien aktualisiert (siehe
dazu die detaillierte Beschreibung in Kapitel 4.2). Eine Unterteilung des Rechengebiets in Zellen
ist daher nicht mehr erforderlich. Allerdings stammen aus dieser Zeit noch einige Programmteile,
die mit der Organisation der Stiitzpunkt-Verteilung entlang der Stromlinien zu tun haben. Das
ist der einzige Grund, weswegen auch in der aktuellen Version noch ein Netz beniitzt wird.

3.2 Stromlinien

3.2.1 Geometrie

Die kontinuierlichen Stromlinien werden durch diskrete Stiitzpunkte approximiert. Diese Stiitz-
punkte liegen in der aktuellen Version des Stromlinien-Verfahrens in den Schnittpunkten der
Stromlinien mit den Netzlinien des kartesischen Gitters. Wenn kein Volumen-Netz verwendet
wird, kann der Abstand der Stiitzpunkte bspw. in Abhéngigkeit des Abstandes zu Nachbar-
stromlinien gewéhlt werden oder umgekehrt proportional zur Kriitmmung der Stromlinie.

Um eine moglichst dquidistante Verteilung der Stiitzpunkte zu erhalten, werden wie in Bild 3.1
dargestellt, nur Schnittpunkte beriicksichtigt, deren Winkel zur Netzlinie grofer oder gleich 45°
ist.

Die Kriimmung der Stromlinien in diesem Punkt ist gleich der eines Kreises durch diesen
und die beiden stromauf- und stromabwérts gelegenen Punkte. Im ersten und letzten Punkt
einer Stromlinie ist die Kriimmung gleich null. Diese Annahme impliziert, dass die Gradienten
der thermodynamischen Grofen auf den Réndern des Rechengebiets gleich null sind. Im Fall
einer Neumann-Randbedingung fiir den Druck wird die Kriimmung der Stromlinien aus dem
vorgegebenen Druckgradienten berechnet.

Generell gilt, dass zwei Stiitzpunkte derselben oder zweier benachbarter Stromlinien nur so weit
auseinander liegen sollten, dass:

e die Interpolation erster Ordnung der thermodynamischen Daten zwischen zwei Stiitz-
punkten und

e die Annahme eines linearen radialen Druckgradienten iiber den Stromréhrenquerschnitt

akzeptable Ndherungen sind.
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3.2.2 Bestimmung der néchstgelegenen Punkte auf Nachbarstromlinien

Netzllnlen-\:i

Stromllinie

® Stltzpunkte
O Keine Stiitzpunkte

Abbildung 3.1: Stromlinienstiitzpunkte.

3.2.2 Bestimmung der nachstgelegenen Punkte auf
Nachbarstromlinien

Bild 3.2 illustriert die folgende Beschreibung der Bestimmung des néchstgelegenen Punktes auf
der Nachbarstromlinie.

Abbildung 3.2: Bestimmung der nichstgelegen Punkte auf den Nachbarstromlinien oder einer
Wand.

Zunichst wird der Stiitzpunkt auf der benachbarten Stromlinie mit dem geringsten Abstand zu
dem Punkt S auf der betrachteten Stromlinie gesucht. Die mittlere Stromungsrichtung zwischen
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3.2 Stromlinien

beiden Stromlinien wird gleich der Tangente an den Kriimmungskreis im Stiitzpunkte S ange-
nommen. Der néachstgelegene Punkt N auf der Nachbarstromlinie liegt im Schnittpunkt einer
Linie senkrecht zur mittleren Stromungsrichtung durch den Punkt S und dem Nachbarsegment.
Gespeichert wird er in baryzentrischen Koordinaten, indem der Index des Nachbarsegments ge-
speichert wird und ein Faktor f, der die Lage des Punktes N relativ zur Linge des Segments
festlegt.

Im Vorgriff auf die spéatere Beschreibung des iterativen Berechnungsverfahrens in Kapitel 4
soll an dieser Stelle nur kurz erwidhnt werden, dass der Grund fiir die Speicherung in baryzen-
trischen Koordinaten darin besteht, dass zwar die absolute Lage der Nachbarpunkte in jeder
Iteration aktualisiert wird, die relative Lage jedoch deutlich seltener, da die Ermittelung des
nichstgelegenen Stromlinien-Stiitzpunktes auf einer benachbarten Stromlinie relativ teuer ist.

Ist zu Beginn der Rechnung noch nichts {iber die Nachbarschaftsbeziehungen der Stromlinien
bekannt, muss einmalig der nichste Punkt von jeder anderen Stromlinie gesucht werden. Aus all
diesen Punkten wird dann der Néchste ermittelt. Ist dies einmal fiir alle Punkte durchgefiihrt,
kann bei jeder folgenden Aktualisierung auf die bereits vorliegenden Informationen zuriickge-
griffen werden. Auch wenn z.B. bei einer dreidimensionalen Rechnung eine andere Stromlinie
naher herangeriickt ist, als die bisher Nachstgelegene, miissen nur in einem bestimmten Radi-
us alle Stromlinien gepriift werden. Also erst die bei der letzten Uberpriifung nichstgelegenen
Punkte, dann die Néchstgelegenen dieser Punkte und moglicherweise sicherheitshalber noch die
Nachstgelegenen der im letzten Schritt neu hinzugekommenen Punkte. Im Fall einer zweidimen-
sionalen Rechnung vereinfacht sich das Verfahren dadurch, dass die niachstgelegene Stromlinie
immer auch die ist, die im Einstromquerschnitt benachbart ist, da sich Stromlinien definitions-
gemik nie schneiden.

3.2.3 Kriimmungskorrektur

Je stérker die Kriimmung der Stromlinie ist, desto grofer ist der Fehler in der Lage des
Punktes auf der Nachbarstromlinie bzw. einer Wand durch die abschnittsweise lineare Form
der Stromlinien- bzw. Wand-Segmente. Die Qualitdt der Lésung kann auch ohne eine ver-
besserte rdumliche Diskretisierung in Form von enger zusammen liegenden Stromlinien und
-Stiitzpunkten deutlich verbessert werden, wenn der Ort des nichstgelegenen Punktes auf
der Nachbarstromlinie unter Beriicksichtigung der lokalen Kriimmung der Stromlinie korrigiert
wird.

Teil (a) von Bild 3.3 zeigt die Situation, in der zum Stiitzpunkt S auf der Stromlinie / die Lage
des néchstgelegenen Punktes N auf der Nachbarstromlinie /7 korrigiert werden soll. Punkt N
liegt zwischen denen mit 1 und 2 bezeichneten Endpunkten eines Segments. Der Kriimmungs-
kreis fiir Punkt 1 mit dem Radius rq ist dadurch definiert, dass er durch Punkt 1 selbst und
durch den stromauf- und stromabwérts gelegenen Punkt verlduft. Dasselbe gilt fiir den Kriim-
mungskreis des Punktes 2 mit dem Radius 3. Die Kriimmung im Punkt N wird nun abhéngig
von seiner baryzentrischen Koordinate f (im Teil (b) des Bildes) linear aus den Kriimmungen
in den Punkten 1 und 2 interpoliert.

Die Kriimmung eines Kreises c ist gleich
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3.2.3 Kriimmungskorrektur

!

b
1 Stromlinie
@ i _._—_@__._-:P /
/ N @
(a) Kriimmungskreise beider Stiitzpunkte (b) Mittlerer Kriimmunggkreis

Abbildung 3.3: Bestimmung der mittleren Kriimmung im néchstgelegenen Punkt auf einer
Nachbarstromlinie.

Die mittlere Kriimmung am Ort N ist also

on = frl (- (3.2)

2 r1

Der mittlere Radius Ry ist damit wiederum

1
=, 3.3
N N (3.3)

Allgemein gilt fiir die in Bild 3.4 gezeigte Sekante der Lange L des Kreises mit dem Radius r
fiir den Abstand h des Kreismittelpunktes von der Sekante

h= %\/47& ) (3.4)

Wendet man dies nun auf die Situation in Bild 3.5 an, das das benachbarte Stromlinien-Segment
mit der Lange L zeigt, fiir das der mittlere Kriimmungskreis um dessen Zentrum Z mit dem
Radius rpy fiir den Ort mit der baryzentrischen Koordinate f dargestellt ist, ist der Abstand d
des nichstgelegenen Punktes N von dem Segment gegeben durch

1
d(p) =rysing — 3 43 — L2 (3.5)

Der Winkel ¢ abhéngig vom Faktor f und der Lange des Segments L, ist dabei

N

() = anccos (36)

Der Abstand des ndchstgelegenen Punktes auf der Nachbarstromlinie bzw. der Wand muss also
um den Betrag d () aufgrund der Kriimmung der Stromlinie korrigiert werden.
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3.2 Stromlinien

e

Abbildung 3.4: Léinge einer Sekante.

Abbildung 3.5: Kriimmungskorrektur - korrigierte Lage des néchstgelegenen Punktes N auf
dem Nachbarsegment.
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3.2.4 Aktualisierung der nichstgelegenen Punkte auf Nachbarstromlinien

Durch die lineare Interpolation der Kriimmung zwischen zwei Stiitzpunkten wird die Strom-
linienform durch eine Kurve dritter Ordnung approximiert, die Wendepunkte zwischen zwei
Stiitzpunkten abbilden kann.

Auch wenn die Korrektur d () in den meisten Féllen recht klein ist, wirkt sie sich trotzdem vor
allem bei eng zusammen liegenden Stromlinien in einer signifikanten relativen Querschnittsénde-
rung aus, die in die Berechnung des Massenstroms oder des statischen Drucks in der Stromrdhre
einfliefst.

3.2.4 Aktualisierung der nachstgelegenen Punkte auf
Nachbarstromlinien

Ist die topologische Nachbarschaft seit der letzten Aktualisierung gleich geblieben, also der
nachstgelegene Punkt auf der Nachbarstromlinie liegt immer noch auf demselben Segment,
muss nur der Faktor f aktualisiert werden. Im Gegensatz zur Erstbestimmung ist der néchst-
gelegene Punkt nun bereits ndherungsweise bekannt. Das erlaubt die genauere Bestimmung der
mittleren Stromungsrichtung zwischen beiden Stromlinien. Die Kriimmung der Nachbarstrom-
linie ist in den beiden Endpunkten bekannt. Die mittlere Kriimmung im Punkt N wird mit dem
alten Faktor f linear interpoliert. Die Geometrie der Nachbarstromlinie zwischen den beiden
nichstgelegenen Stiitzpunkten wird nun genauer approximiert durch die Annahmen, dass der
Punkt f auf dem mittlere Kriimmungskreis durch beide nichstgelegene Stiitzpunkte mit der
interpolierten Kriimmung liegt. Der mittlere Stromungsvektor wird dann gebildet, indem der
normierte Tangentialvektor an diesen mittleren Kriimmungskreis der Nachbarstromlinie mit
dem Tangentialvektor an den Kriimmungskreis im Punkt S addiert wird. Anschliefend wird
der néchstgelegene Punkt auf der Nachbarstromlinie dadurch ermittelt, dass eine Linie senk-
recht zu diesem mittleren Stromungsvektor mit dem Nachbarsegment geschnitten wird. Aus
dem neuen Schnittpunkt wird dann der aktualisierte Faktor f bestimmt.

Andert sich die relative Lage der Stromlinien nur noch wenig, ist der Fehler durch die veraltete
relative Lage der Nachbarpunkte vernachlissigbar klein, da eine kleine Verschiebung entlang
des Segments sich nur sehr wenig auf den Abstand der Punkte S und N auswirkt.

3.2.5 Anpassung der Stromliniendichte

Wie bereits im Abschnitt zur Stabilitdt des Stromlinien-Verfahrens beschrieben, hiangt diese von
dem Verhiltnis zwischen Stromlinien-Abstand zu Stiitzpunkt-Abstand ab. Auch die Genauig-
keit wird durch einen zu grofen Stromlinien-Abstand negativ beeinflusst, da die Approximatio-
nen von Werten auf einer Nachbar-Stromlinie mit einem linearen Gradienten zu Fehlern fiihrt.
Daraus folgt, dass die Stromlinien-Dichte an die Stromungstopologie angepasst werden sollte.
Das geschieht automatisiert auf der Basis des Stabilitiitskriteriums als Steuergrofe. Ubersteigt
der Stromlinien-Abstand den Stiitzpunkt-Abstand um einen Faktor von 1,5, wird eine zusétzli-
che Stromlinien eingefiigt, deren Startpunktes in der Mitte zwischen den beiden Startpunkten
der Nachbarstromlinien liegt. Anschliefend werden Stromlinien-Stiitzpunkte hinzugefiigt, die
jeweils denselben Abstand zu beiden Nachbarstromlinien haben. Dieser Prozess wird so lange
wiederholt, bis eines der folgenden Abbruch-Kriterien erfiillt ist:

e die Stromlinie schneidet einen durchstrombaren Rand,

e sie erreicht eine, vom Benutzer vorgegebene, maximale Léinge,
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3.2 Stromlinien

e sie erreicht ein Gebiet, in dem der mittlere Abstand zu beiden Nachbarstromlinien weniger
als halb so grof ist, wie der Abstand der Stiitzpunkte,

e der Startpunkt der Stromlinie wird als Nachbarpunkt ermittelt, was im Fall einer Rezir-
kulation auftreten kann.

Nachdem die Ziel-Anzahl an Stiitzpunkten fiir die neue Stromlinie erreicht ist, wird ihre Lage re-
lative zu beiden Nachbarstromlinien mit dem reguldren Algorithmus angepasst, indem zunéchst
der Druck entlang dieser einen Stromlinie separat aktualisiert wird, dann der Totalzustand und
anschliefsend die Lage der Stiitzpunkte. Wéahrend alle anderen Stromlinien unangetastet blei-
ben, werden so mehrere Iterationen nur fiir die neue Stromlinie durchgefiihrt, bis sich deren
Lage kaum mehr dndert. Erst dann wird die reguldre Anpassung aller Stromlinien inklusive der
Neuen fortgesetzt.

3.2.6 Behandlung von Rezirkulation, Ablosung und Wiederanlegen

Die Behandlung von Strémungen mit Rezirkulation, Ablésung und Wiederanlegen werden am
Beispiel einer riickwirts-gewandten Stufe erldutert, wie sie in Bild 3.6 gezeigt ist. Diese Stro-
mungstopologie ist nur mit viskosen Fluiden moglich. Eine reibungsfreie Stromung wiirde ein-
fach parallel vom Ein- zum Ausstrémrand verlaufen, ohne ihren Strémungs-Querschnitt zu ver-
grofsern, da der einzige Mechanismus zur Aufweitung der Impulsverlust der untersten Stromlinie
zum, zundchst noch ruhenden, Rezirkulationsgebiet ist.

Wand
NN NN N N N N N N N N N N NN

rand Neuer Startpunkt

Ausstrom-
rand

|
|
Einstrédm- ‘
|
|
|

~
]
I
I

\\\\\\\\
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o
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St N |
AN R TAN MR
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Abbildung 3.6: Riickwirts gewandte Stufe.

Zunéchst werden am Einstromrand die grau gezeichneten Stromlinien gestartet und bis zum
Ausstromrand verldngert. Die Form richtet sich anfangs danach, dass jede Stromlinie moglichst
den gleichen Abstand zu beiden Nachbarstromlinien hat. Der, von den Stromlinien eingenom-
mene Stromungsquerschnitt, weitet sich dadurch (kiinstlich) vom Ein- zum Austromquerschnitt
auf, ohne jedoch dass eine Rezirkulation entsteht.

Ausgehend von diesem Zustand wird nach der Initialisierung die Notwendigkeit iiberpriift, ob
zusitzliche Stromlinien eingefiigt werden miissen (siehe dazu auch das vorangegangene Kapitel
Anpassung der Stromliniendichte). Dabei zeigt sich, dass die wandnahe Stromlinie iiber eine be-
stimmte Linge keine Nachbarpunkte auf Stromlinien oder Wénden innerhalb eines maximalen
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3.2.7 Gespeicherte Daten

Such-Radius hat. Es liegt also eine geometrisch bedingte Ablosung vor. Daraufhin wird neben
dem ersten Punkt, der keinen Nachbarn mehr hat, mit demselben Abstand wie die Stromlinie
zur anderen Seite ein neuer Startpunkt eingefiigt.

Der Totaldruck in diesem Punkt ist anfangs gleich dem statischen Druck im benachbarten
Punkt auf der Wandstromlinie und die Totaltemperatur ist auf beiden Stromlinien gleich. Der
Hintergrund fiir die Wahl des Totaldrucks ist, dass sich dadurch entlang der neuen Stromlinie
aufgrund der Beschleunigung durch viskose Krifte ein niedrigerer statischer Druck ergibt, der
fiir eine Umlenkung in Richtung des noch nicht mit Stromlinien diskretisierten Bereichs sorgt.

Anschliefsend werden parallel zur wandnahen Stromlinie weitere Stromlinien-Segmente hinzu-
gefiigt. In dem Punkt, in dem sich die wandnahe Stromlinie wieder an die untere Wand hinter
der Stufe anlegt, wird der Massenstrom zwischen dieser und der Wand 1y ermittelt und mit
dem vorlaufigen Wert zwischen der Neuen und der wandnahen Stromlinie 1 verglichen. Ist
Mo > 1y, wird sie zwischen der wandnahen Stromline und der Wand hinter der Stufe bis zum
Ausstromrand verldngert. Ist my < 1y, wie in Bild 3.6 illustriert, wird sie von dem neu er-
kannten Staupunkt weg, stromaufwirts umgelenkt. Allgemein gilt fiir den Wandabstand von
Stromlinien stromabwirts von Staupunkten, dass 1y = 1y + ms3. Weitere Elemente werden
angefiigt, bis eines der vier Abbruchkriterien erreicht ist, die im Abschnitt Anpassung der
Stromliniendichte genannt sind - in diesem Fall ist es das Auffinden des eigenen Startpunk-
tes als Nachbarpunkt. Anschliefend wird die neue Stromlinie mit dem normalen Algorithmus
angepasst, mit einer Besonderheit, da es sich um eine ,,geschlossene Stromlinie handelt: der To-
taldruck auf der neuen Stromlinie, der sich durch viskose Krifte bis zum Staupunkt erhéht und
anschliefsend entlang der Wand wieder reduziert, wird im letzten Stiitzpunkt nicht denselben
Wert wie im Startpunkt haben, was bei einer (nahezu) geschlossenen Stromlinie jedoch der Fall
sein muss. Deswegen werden alle Anderungen im Totaldruck vom Startpunkt bis zum Endpunkt
mit einem konstanten Faktor skaliert, so dass im Endpunkt derselbe Wert wie im Startpunkt
erreicht wird. Nachdem die neue Stromlinie einige Iterationen lang separat angepasst wurde,
wird die regulidre Anpassung aller Stromlinien inklusive der Neuen wieder aufgenommen. Das
Kréftegleichgewicht quer zu den Stromlinien bestimmt die Form des Rezirkulationsgebiets sowie
die Lage des Staupunkts hinter der Stufe.

Bei der niichsten Uberpriifung der Stromlinien-Dichte stellt sich dann wiederum heraus, dass
auf der Innenseite der neuen Stromlinie keine Nachbarstromlinie zu finden ist. Daraufhin wird
eine Weitere nach demselben Algorithmus eingefiigt. Dieser Prozess wird so lange fortgesetzt,
bis die innere Stromlinie innerhalb des vorgegebenen Such-Radius immer nur sich selbst als
Nachbarstromlinie findet.

3.2.7 Gespeicherte Daten

Grundsatzlich kann bei der Implementation eines Algorithmus der Bedarf an Arbeitsspeicher
und Rechenzeit in gewissen Grenzen variiert werden. Zwingend ist ein Mindestsatz an Infor-
mationen, aus denen alle benotigten Grofen berechnet werden kénnen. Wird eine Grofe in
einer Iteration wiederholt bendtigt, kann es sinnvoll sein, diese abzuspeichern. Die optimale
Losung ist meistens weder, nur den absoluten Minimalsatz an Werten zu speichern und alle
anderen bei Bedarf daraus zu berechnen, noch alle mehr als einmal pro Iteration bendétigten
Werte komplett abzuspeichern. Das Optimum héngt u.a. auch von der verfiigharen Computer-
Architektur ab. Es ist meistens nur durch aufwéndiges ,Profiling” zu finden. Dabei werden
detailliert die Rechenzeiten einzelner wichtiger Teilschritte des Algorithmus ermittelt, um die
besonders Kritischen herauszufinden und separat zu optimieren.
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3.2 Stromlinien

Vor diesem Hintergrund wird nun zunéchst der Mindestsatz an Informationen aufgelistet, die
in Stromlinien-Stiitzpunkten gespeichert werden miissen.

Index des Stiitzpunktes (nur bei Verwendung von Indizes statt Zeigern)

Index (Zeiger) der stromauf- und stromabwérts gelegenen Stiitzpunkte (der Speicherbe-
darf ist identisch, ob Indizes oder Zeiger gespeichert werden)

Liste aller Indizes (Zeiger) direkt benachbarter Stromliniensegmente

Liste aller Faktoren f, die die relative Lage der nichstgelegenen Punkte auf diesen Seg-
menten beschreiben

Geometrischer Ort (absolute Koordinaten oder Index der Netzlinie und relativer Ort auf
dieser)

Thermodynamische Daten:
— Statischer Druck
— Totaldruck

— Totaltemperatur

Weitere Werte, die wiahrend einer Iteration mehr als einmal benotigt werden, sind:
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Index der Stromlinie (z.B. um direkt auf den Startpunkt der Stromlinie zugreifen zu
konnen und damit auf die Randbedingung am Einstrémrand; prinzipiell konnte man auch
entlang der Stromlinie Element fiir Element stromaufwérts bis zum Startpunkt gehen.)

Einen Index, der besagt, ob der Stiitzpunkt auf einer horizontalen oder einer vertikalen
Netzlinie liegt

Liste der Koordinaten aller Nachbarpunkte

Liste der Abstinde aller Nachbarpunkte

Koordinaten des Zentrums und der Radius des Kriimmungskreises
Tangentialvektor des Segments

Radialvektor des Segments (Vektor vom Zentrum des Kriimmungskreises zum Stiitz-
punkt)

Exakter Stromungsvektor (Tangentialvektor des Kriimmungskreises)
Mittlere Stromungsvektoren zu allen Punkten auf Nachbarstromlinien / Wénden
Tangentialer Druckgradient
Radialer Druckgradient
Mittlerer tangentialer Druckgradient entlang des Segments
Weitere thermodynamische Daten:
— Statische Temperatur
— Dichte
— Machzahl
— Geschwindigkeit



3.3 Konvergenzordnung des Verfahrens

Bei einem Navier-Stokes Verfahren miissen (nichtlineare, partielle) Differentialgleichung zweiter
Ordnung diskretisiert werden, also erste, zweite und gemischte Ableitungen. Beim Stromlinien-
Verfahren ist die Situation anders, da nur algebraische Gleichungen sequentiell gelost werden.
Die mathematische Beschreibung der physikalischen Prozesse wird also nicht in einer diskre-
tisierten Form gelost, sondern direkt (bis auf Rundungsgenauigkeit). Was jedoch diskretisiert
wird, ist die Stromlinienform und der radiale Verlauf der Losungsvariablen p, p; und T; fiir die
Massenstrom-Berechnung zwischen zwei Stromlinien.

Wie im Abschnitt zur Krimmungskorrektur beschrieben ist, wird die Kriimmung der Stromlinie
zwischen den Stiitzpunkten linear interpoliert. Die Form der Stromlinie wird daher dritter
Ordnung genau approximiert.

Fiir die Berechnung des Massenstroms in einer Stromréhre (siehe Kapitel Thermodynamische
und stromungsmechanische Grundlagen des Verfahrens) wird der radiale Verlauf des statischen
Drucks, des Totaldrucks und der Totaltemperatur iiber den Stromréhrenquerschnitt mit einer
Funktion erster Ordnung approximiert.

Die einzige Aussage die daraus abgeleitet werden kann ist, dass das Stromlinien-Verfahren insge-
samt eine Konvergenzordnung zwischen eins und drei hat, die sich nur durch die Anwendung auf
eine konkrete Simulationsaufgabe genauer ermitteln lasst. Vorgreifend sei gesagt, dass sich fiir
die, im Folgenden untersuchten Validierungsfille, eine Konvergenz zwischen zweiter und dritter
Ordnung ergibt. Das bedeutet, dass die Diskretisierungsgenauigkeit der Stromlinienform die ge-
samte Konvergenz meistens dominiert. Verlaufen die Isobaren (iiberwiegend) senkrecht zu den
Stromlinien, wirkt sich der Diskretisierungsfehler der linearen Approximation des Druckverlaufs
zwischen zwei Stromlinien {iberhaupt nicht aus. In diesem Fall sollte die Konvergenzordnung
Werte nahe drei ergeben (siehe dazu z.B. die Auswertungen der Validierungsfille 7.2.2 und
7.3.1). Verlaufen die Isobaren spitzwinklig zu den Stromlinien und weisen eine deutliche Kriim-
mung auf, wird die Konvergenzordnung etwas niedriger ausfallen (siehe dazu die Auswertung
des Validierungsfalls 7.2.1).

Eine Approximation des Verlaufs des statischen Drucks quer zur Stromlinie zweiter Ordnung
kann realisiert werden, indem ein Polynom zweiten Grades (z.B. eine Parabel) verwendet wird,
das definiert ist {iber die folgenden drei Randbedingungen:

e der Wert des statischen Drucks im Stiitzpunkt der betrachteten Stromlinie ist gleich dem
dort gespeicherten Wert,

e der Wert der ersten Ableitung in diesem Punkt, sowie dem Punkt auf der benachbar-
ten Stromlinie, wird mit Hilfe der radialen Impulserhaltungsgleichung dp/0r = (pv?)/r
ermittelt.

Eine Approximation dritter Ordnung wiirde zusétzlich noch den radialen Gradienten der Nach-
barstromlinie auf der anderen Seite (im Fall einer 2D Strémung) beriicksichtigen.

Die Berechnung des Massenstroms zwischen zwei Stromlinien ist von zentraler Bedeutung fiir
das Stromlinien-Verfahren, da sie sowohl Bestandteil der Druckaktualisierung, als auch der
Stromlinienform-Anpassung ist. In diese gehen alle erwdhnten Diskretisierungsfehler ein. Da-
her soll der Einfluss der Diskretisierungsfehler dieser Grofen auf den Massenstrom genauer
betrachtet werden. Nach den Gleichungen 2.21, 2.22 und 2.23 wird der Massenstrom mit den
arithmetischen Mittelwerten fiir Dichte und Geschwindigkeit berechnet, also

p+pNv+UN
2 2

A (3.7)
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3.3 Konvergenzordnung des Verfahrens

Nach der thermischen Zustandsgleichung 2.1 ist die Abhéngigkeit der Dichte vom Druck gleich

op_ 1

op RT’

Fiir Luft mit R = 287,1J - kg! - K~! bei einer Temperatur von T = 300K bedeutet das,
dass ein auf eins normierter Fehler im statischen Druck einen Fehler der Grofsenordnung 1 -

107° in der Dichte verursacht. Ein Fehler in der Abschitzung des statischen Drucks auf der
Nachbarstromlinie wirkt sich also nur sehr geringfiigig auf den Betrag des Massenstroms aus.

(3.8)

Um die Abhéangigkeit zwischen statischem Druck und Stréomungsgeschwindigkeit zu berechnen,
werden die folgenden Gleichungen kombiniert:

1.) Ma(p,p;) : B = (1+ "T_ljwaz)ﬁ Gl 2.15
2) T(Ma,T,) : LZ=1+%5tMd’ Gl. 2.14
3.) v(Ma,T) v = MavKkRT Gl 2.13
zu
1 ~ReT
p=p 1+W_1] =p(pi, Ty, v) .- (3.9)
v2(k—1)

Wihlt man eine beliebige Machzahl zwischen null und eins und berechnet fiir einen statischen
Druck von z.B. p = 100000Pa und eine statische Temperatur von z.B. T' = 300K die ent-
sprechende Machzahl (Gl. 2.13), sowie den Totaldruck (Gl. 2.15) und die Totaltemperatur (GL.
2.14), ist Gleichung 3.9 identisch erfiillt. Behélt man die Werte fiir p, und T} bei und berech-
net den Druck p einmal fiir v — 0,1m/s und v 4 0, 1m/s erhélt man die numerisch ermittelte
Anderung des Drucks in Abh#ngigkeit einer Anderung der Geschwindigkeit, also

d_p_p(v—O,lm/s)—p(v+O,1m/s)
dv Av =0,2m/s

. (3.10)

Da jedoch das Verhiltnis zwischen Geschwindigkeitsdnderung und Druckdnderung in Abhén-
gigkeit der Machzahl gesucht sind, zeigt Bild 3.7 den Kehrwert g—;.

Z.B. bei einer Machzahl von 0,25 fiihrt ein Approximationsfehler des Drucks zu einem Feh-
ler in der Geschwindigkeit, der etwa zwei Grofsenordnungen kleiner ist. Da ein Fehler in der
Geschwindigkeit linear in die Massenstromberechnung eingeht, beeinflussen Druckfehler den
Massenstrom iiber die Geschwindigkeit mit einem Faktor von 1072 bei einer Machzahl von
0,25. Der Fehler in der Geschwindigkeit wird gréfer fiir kleine Machzahlen, weil die Differenz
zwischen Totaldruck und statischem Druck in diesem Fall kleiner wird und ein gleicher absoluter
Druckfehler bei kleinen Machzahlen zu einem vergleichsweise groferen relative Fehler fiihrt.

Ein auf eins normierter Fehler in der Approximation des Drucks auf der Nachbarstromlinie
verursacht somit aufgrund des daraus resultierenden Fehlers in der Dichte einen Fehler von
107 und aufgrund des daraus resultierenden Fehlers in der Geschwindigkeit einen Fehler der
GroRenordnung 1073 — 10° auf den Massenstrom.

Aufser dem statischen Druck werden auch Totaldruck und Totaltemperatur mit konstanten
Gradienten iiber dem Stromrohrenquerschnitt approximiert. Beide Werte sind aufserhalb einer
Grenzschicht konstant. Der Fehler im Massenstrom verursacht durch den Diskretisierungsfehler

43



10

0,1 \

dv/dp

N

0,01 _—

0,001

00 01 02 03 04 05 06 0,7

Machzahl

0,8

0,9

1,0

Abbildung 3.7: Verhéltnis zwischen Geschwindigkeitsénderung und Druckinderung in Abhén-
gigkeit der Machzahl fiir k = 1,4, R = 287,1J - kg~ - K~! und einen statischen

Druck von p = 100000Pa und einer statischen Temperatur von 7' = 300K.

o
)]

~

o
921

o
=N

o
N

~

e

o
=

_—

- - -

Maximale Relative Anderung
o
w

-
-
/ I

o

== (T_t-T)/T_t

Machzahl

—(p_t-p)/p_t

o0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

1,0

Abbildung 3.8: Maximale relative Totaldruck- und Totaltemperaturdnderung in einem Stro-
mungsfeld abhingig von der maximalen Stromungs-Machzahl.
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3.3 Konvergenzordnung des Verfahrens

beider Gréken wirkt sich also nur innerhalb von Grenzschichten aus. Die maximale relative
Anderung des Totaldrucks und der Totaltemperatur in Abhangigkeit der maximalen Strémungs-
Machzahl ist in Bild 3.8 dargestellt.

Aufgrund des Exponent x/(x—1) der GI. 2.15 im Vergleich zu GI. 2.14 ist die relative Anderung
des Totaldrucks betragsmibig groker, als die der Totaltemperatur. Eine Anderung beider Werte
von maximal 3 % ist beim Totaldruck fiir Machzahlen bis 0,2 gegeben, bei der Totalemperatur
bis zu einer Machzahl von knapp 0,4. Ein Fehler bedingt durch eine konstante Approximation
der Gradienten beider Grofen zwischen zwei Stromlinien wirkt sich bei geringen Machzahlen
daher kaum aus. Bei hoheren Machzahlen ist das aber durchaus der Fall, da sich die gesamte
Anderung auf den rdumlich eher kleinen Bereich der Grenzschicht konzentrieren.
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4 |terativer Losungsalgorithmus
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DAs WICHTIGSTE IN KURZE

Nur die Rénder des zweidimensionalen Rechengebietes miissen in diskretisierter
Form vorliegen.

Ein Vektorfeld, dass den Verlauf der Start-Stromlinien vorgibt, wird durch ei-
ne Uberlagerung der vorgegebenen Start-Strémungsrichtung mit der Richtung
der Tangente des ndchstgelegenen Wandsegments, die bis zu einem Maximal-
abstand mit dem inversen Abstand gewichtet wird.

Die Startpunkte der Stromlinien werden mit einem vorgegebenen Abstand auf
den Einstrémrindern erzeugt. Anschliefend werden die Stromlinien parallel
zu dem Richtungsfeld verldngert bis sie entweder (a) eine vorgegebene Maxi-
malldnge erreichen, (b) einen durchstrombaren Rand kreuzen oder (c) ihren
eigenen Startpunkt als Nachbarpunkt finden.

Der Abstand der Stromlinien wird durch Einfiigen Zusétzlicher so angepasst,
dass der Diskretisierungsfehler ausreichend klein bleibt. Dasselbe gilt fiir den
Abstand der Stromlinien-Stiitzpunkte.

Der Losungsalgorithmus besteht aus drei Schritten pro Iteraton:

— Der statische Druck wird entlang von Stromlinien, ausgehend von
der Druckrandbedingung am Ausstréomrand, mit einem Raumschritt-
Verfahren entgegen der Stromungsrichtung unter Verwendung der gekop-
pelten Massen-, Impuls- und Energieerhaltungsgleichung (Gl. 2.29) ak-
tualisiert.

— Um die Einstréom-Randbedingung fiir das neue Druckfeld einzuhalten,
miissen Totaldruck und Totaltemperatur im Startpunkt jeder Stromlinie
angepasst werden. Diese Anderung wird dann entlang der Stromlinie auf
jeden Stiitzpunkt angewendet. Dieser Schritt ermdoglicht eine unendlich
grofe Ausbreitungsgeschwindigkeit von Informationen durch das Rechen-
gebiet, was die Konvergenz der Berechnung kompressibler Strémungen
verbessert.

— Als letztes wird die Stromlinienform in einem Raumschritt-Verfahren in
Stromungsrichtung so angepasst, dass das Verhéltnis der Massenstrome
zu Nachbarstromlinien in einem Stiitzpunkt gleich dem ist, das im strom-
aufwarts Gelegenen vorliegt.




4.2 Aktualisierung des statischen Drucks

4.1 Initialisierung

Ziel der Initialisierung ist es, Startwerte fiir die erforderlichen thermodynamischen Gréfen und
eine vorldufige Form der Stromlinien bereitzustellen, die die Anwendung des iterativen Rechen-
verfahrens ermoglicht.

Zuerst wird entweder ein Finite-Volumen-Netz importiert, auf das anschliekend die Losung
interpoliert werden soll, oder zumindest die Rénder des Rechengebietes in diskretisierter Form.
Fiir jeden Einstromrand ist vom Benutzer ein konstanter initialer Abstand der Startpunkte der
Stromlinien vorzugeben, sowie eine Hauptstromungsrichtung im Rechengebiet.

Dann wird entweder fiir jedes Zellzentrum oder in dquidistant im Rechengebiet verteilten Punk-
ten die mittlere Stromungsrichtung an jedem dieser Orte berechnet. In Punkten die nicht in
der Nihe einer Wand liegen, ist diese Richtung gleich der vorgegebenen Hauptstromungsrich-
tung. Fiir die Punkte, die innerhalb eines vom Benutzer festgelegten Abstandes zu einer Wand
liegen, wird der Vektor der Hauptstrémungsrichtung und ein wandtangentialer Vektor addiert,
der mit dem inversen Abstand zur Wand gewichtet ist. Dadurch ist gewéhrleistet, dass bereits
die initialen Stromlinien innerhalb einer festgelegten Distanz von einer Wand kontinuierlich um
einen nicht-durchstréomten Bereich des Rechengebiets umgelenkt werden. Soll die Strémung in
einem beliebig gekriimmten Kanal initialisiert werden, sorgt die berechnete mittlere Stromungs-
richtung zwischen den Kanalwidnden unabhéngig von der Hauptstromungsrichtung dafiir, dass
die Stromlinien iiberall parallel zu den Winden verlaufen.

Nachdem die durch den vorgegebenen Abstand der Startpunkte festgelegte Anzahl an Strom-
linien an einem Einstromrand erzeugt sind, wird deren Abstand nach bestimmten Kriterien
beurteilt. Z.B. das Verhéltnis des lokalen Abstands zu den Nachbarstromlinien und der Kan-
tenlidnge der durchquerten Zellen oder der Kriimmung der Stromlinie. Uberschreiten diese Kri-
terien die im Programm festgelegten Grenzwerte, werden so lange zwischen zwei Stromlinien-
Startpunkten weiter Startpunkte eingefiigt, bis das gesamte Rechengebiet ausreichend mit
Stromlinien abgedeckt ist. Die Form der zusatzlichen Stromlinien ist dadurch bestimmt, dass
sie zu allen bereits vorhandenen Nachbarstromlinien denselben Abstand einhalten. Dann wer-
den die benutzerdefinierten Startwerte der thermodynamischen Grofen auf alle Stromlinien-
Stiitzpunkte angewendet.

Besonders bei hohen Stromlinien-Anzahlen und komplizierten Geometrien ist es sinnvoll, eine
vorlaufige Adaption der Stromlinienform durchzufiihren, bevor der regulére Lésungsalgorithmus
angewendet wird. Diese besteht darin, dass die Form aller Stromlinien so angepasst wird, dass
sie jeweils moglichst gleiche Absténde zu allen Nachbarstromlinien hat. Die thermodynamische
Grofsen bleiben dabei unangetastet.

4.2 Aktualisierung des statischen Drucks

Die Aktualisierung des statischen Drucks ist der erste Schritt innerhalb einer Tteration.

Er wird in den Stiitzpunkten der Stromlinie bei einer Unterschallstromung entgegen der Stro-
mungsrichtung von der, geeigneter Weise am Ausstromrand gelegenen, Druckrandbedingung
aus aktualisiert. Im letzten Stiitzpunkt der Stromlinie wird der Druck gleich dem der Randbe-
dingung gesetzt. Von dort ausgehend wird der Druck nach und nach im jeweils stromaufwérts
gelegenen Stiitzpunkt bestimmt, bis der Einstromrand erreicht ist.
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Die Prozedur, anhand der der statische Druck nun im jeweils stromaufwérts gelegenen Strom-
linien-Stiitzpunkt aktualisiert wird, soll an dem in Bild 4.1 dargestellten Stromliniensegment
zwischen den Punkten A und B erldutert werden. Die in Stromungsrichtung links gelegenen
Punkte auf den Nachbarstromlinien sind mit dem Index ’;’, die Rechten mit ’,” bezeichnet.

Wand
— B A —
Einstrom- :' H Ausstrom-
Rand ! ] Rand
B1 Al
_ m —_—
i
1 1
d 1
B, A‘
— ] —
_//T'-VM

Abbildung 4.1: Aktualisierung des statischen Drucks.

Fiir die Aktualisierung des statischen Drucks in B wird nun ein Stromrohrensegment zwischen
den Punkten A und B gebildet. Liegen die Punkte A; und B; auf derselben Stromlinie (was
z.B. bei einer Rezirkulation nicht immer der Fall ist), zahlt der Bereich zwischen der mittleren
und der linken Stromlinie zu dieser Stromrohre. Ist das bei A, und B, ebenfalls der Fall, zidhlt
auch der rechtsseitige Bereich dazu. Falls z.B. A, und B, auf unterschiedlichen Stromlinien
liegen, besteht das Stromrohrensegment nur aus dem Teil, der durch die Punkte A, A;, B; und
B begrenzt wird. Je nachdem, welche Nachbarstromlinien giiltige Begrenzungen des Stromroh-
rensegments sind, wird der Massenstrom zwischen der mittleren Stromlinie und diesen zum
Gesamt-Massenstrom des lokalen Stromrohrensegments addiert.

Mit den alten Werten des statischen Drucks, des Totaldrucks und der Totaltemperatur im
Punkt B wird der Gesamt-Massenstrom zu den giiltigen Nachbarstromlinien berechnet. Da die
thermodynamischen Gréfsen iiber den Stromrohren-Querschnitt jedoch variieren konnen, wird
zunachst mit Gl. 2.28 fiir den Massenstrom der vorherigen Iteration und die sonstigen ther-
modynamischen Groéfen in Punkt B der dquivalente Querschnitt einer quasi-eindimensionalen
Stromrohre berechnet. Das ist die Hohe, die eine Stromrohre hétte, durch die der berechnete
Massenstrom fliefst und fiir die alle thermodynamischen Grofsen konstant iiber den gesamten
Querschnitt gleich den Werten in Punkt B sind. Diese Hohe ist gleich oder kleiner als der tat-
séchliche geometrische Querschnitt. Diese dquivalente Querschnittsfliche sowie der Totaldruck,
die Totaltemperatur und der Gesamt-Massenstrom im Stromrohrensegments (aus Querschnitt
A) werden nun in Gl. 2.29 eingesetzt, um die aktualisierte Machzahl im Punkt B zu berechnen.
Die neue Machzahl, der alte Totaldruck und die alte Totaltemperatur erlauben nun die Berech-
nung der aktualisierten Werte fiir den statischen Druck (Gl. 2.15), die statische Temperatur
(Gl. 2.14) und die Dichte (Gl. 2.1). Dabei ist es nicht erforderlich, dass der Totaldruck oder
die Totaltemperatur iiber dieses Stromrohrensegment konstant ist, da die Relation zwischen
Total- und statischem Zustand jeweils nur im selben Punkt angewendet wird. Die Grundlage
der Aktualisierung der thermodynamischen Gréfien ist ausschlieflich die Massenstromerhaltung
im Segment. Folglich ist der Algorithmus fiir reibungsfreie wie reibungsbehaftete Stromungen
identisch.

Hinter der Berechnung des dquivalenten Stromrohren-Querschnitts in Punkt B auf der Basis
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4.4 Finschub fiir reibungsbehaftete Stréomung

der alten Werte steht die Annahme, dass sich das Verhéltnis zwischen geometrischem und
dquivalentem Querschnitt durch die Aktualisierung nicht dndert. Diese Annahme ist nur fiir die
auskonvergierte Losung korrekt. Allerdings ist sie bereits dann schon ausreichend genau erfiillt,
wenn sich die Topologie des Druck- und Geschwindigkeitsfeldes qualitativ nicht mehr wesentlich

andert, was meistens schon nach einem kleinen Teil der insgesamt benotigten Iterationen der
Fall ist.

Die Druckaktualisierung mit Gl. 2.29 entspricht der Anwendung einer impliziten, nichtlinea-
ren algebraischen Gleichung, die eine Kombination aus Massen-, Impuls- und Energieerhaltung
entlang der Stromlinie in einer quasi-eindimensionalen Form darstellt. Echt eindimensional ist
sie deswegen nicht, weil in die Massenstromberechnung die radialen Gradienten der Losungs-
variablen (statischer Druck, Totaldruck, Totaltemperatur) eingehen.

4.3 Aktualisierung des Totaldrucks und der
Totaltemperatur

Der Totaldruck und die Totaltemperatur werden wihrend der Druckaktualisierung nicht ver-
andert. Dies erfolgt nun im zweiten Schritt innerhalb jeder Iteration. Die aktualisierten Werte
des statischen Drucks und der statischen Temperatur, die von der Druckrandbedingung zum
Einstromquerschnitt transportiert sind, fiihren bei einer noch nicht vollstédndig auskonvergier-
ten Rechnung dazu, dass die Einstrom-Randbedingungen nicht mehr korrekt erfiillt sind. Ist
beispielsweise die Einstromgeschwindigkeit vorgegeben und hat sich der statische Druck im
Einstromquerschnitt reduziert, erhéht sich dadurch die Stromungsgeschwindigkeit bei unverén-
dertem Totaldruck. Deswegen werden nach der Druck-Aktualisierung im Einstrémquerschnitt
die Werte fiir Totaldruck und -temperatur berechnet, die wieder fiir eine Ubereinstimmung mit
der Einstrom-Randbedingung sorgen. Die Differenz zwischen Ziel- und Istwert wird dann kon-
stant in jedem Stiitzpunkt der Stromlinie angewendet. Das Totaldruck und -temperaturniveau
wird also entlang der gesamten Stromlinie um diesen konstanten Korrekturfaktor gesenkt oder
erhoht. Die Korrektur muss dabei natiirlich limitiert werden, damit die korrigierten totalen
Grofsen nicht kleiner als die entsprechenden statischen Grofen werden.

4.4 Einschub fiir reibungsbehaftete Stromung

Bei reibungsbehafteten Stromungen wird nach der Aktualisierung des Totaldrucks und der To-
taltemperatur noch ein Schritt vor der Anpassung der Stromlinienform eingefiigt. In diesem
Schritt wird nach GI. 2.51 die Anderung des Totaldrucks und nach Gl. 2.60 die der Totaltempe-
ratur aufgrund viskoser Effekte relativ zu den Werten im stromaufwirts gelegenen Stiitzpunkt
berechnet und unter-relaxiert angewendet. Dabei hat die Reihenfolge, in der dies fiir die einzel-
nen Stromlinien durchgefiihrt wird, keinen Einfluss auf das Ergebnis, da fiir die Berechnung der
Geschwindigkeits-Gradienten zu den Nachbar-Stromlinien bzw. Wénden aus Stabilitatsgriinden
die Werte aus der vorangegangenen Iteration verwendet werden.

Fiir die Ermittlung des Abstandes der ersten wandnahen Stromlinie sowie der Geschwindigkeit
in deren Stiitzpunkten wird eine Wandfunktion verwendet. In diesem Bereich ist die lineare
Approximation des Geschwindigkeits-Profils unzureichend. Da in einer der folgenden Validie-
rungsrechnungen eine Blasius-Grenzschicht berechnet wird, wird eine tabelliert vorgegebene
Form der Losungen der Blasius-Gleichung 2.63 verwendet. Diese liefert die Geschwindigkeit,
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sowie die fiir die Massenstrom-Berechnung erforderliche mittlere Geschwindigkeit in der wand-
nichsten Stromrohre, in Abhéngigkeit des Wandabstands. Die wandnéchsten Stromlinie spie-
gelt also direkt die analytische Losung der Blasius-Gleichung wieder. Fiir alle weiter entfernten
Stromlinien werden die Geschwindigkeits-Gradienten quer zur Stromungsrichtung linear appro-
ximiert und die Quellterm fiir Totaldruck und -temperatur auf dieser Basis berechnet.

4.5 Aktualisierung der Stromlinienform

Nach der Aktualisierung des statischen Drucks, des Totaldrucks und der Totaltemperatur folgt
als letzter wichtiger Punkt jeder Iteration die Aktualisierung der Stromlinienform.

Analog zur Anpassung des Druckfeldes, bei der der Druck ausgehend von der entsprechenden
Randbedingung durch das Rechengebiet transportiert wird, ist es auch bei der Aktualisierung
der Stromlinienform sinnvoll, von der ,Strémungsrichtungs-Randbedinung” ausgehend durch
das Rechengebiet fortzuschreiten. Die Stromungsrichtung ist nur an Winden eindeutig festge-
legt und im iibrigen Bereich nur schwach durch das Druckfeld festgelegt. Deswegen beschleunigt
es die Konvergenz erheblich, wenn die Stromlinien nach ihrem Abstand zur nichstgelegenen
Wand sortiert aktualisiert werden. Diese Reihenfolge wird nach der Initialisierung ermittelt
und im Verlauf der Rechnung noch einige wenige Male aktualisiert um eventuelle Anderungen
in der Stréomungstopologie widerzuspiegeln.

Ist bei einer Aufsenstrémung das Rechengebiet quer zur Stromungsrichtung auf der einen Seite
durch eine Wand und auf der Anderen durch eine Druckrandbedingung begrenzt, ist es in Bezug
auf die Anpassung der Stromlinienform sinnvoll, die Korrektur stirker zu gewichten, die relativ
zur wandnédheren Stromlinie berechnet wird. In diesem Fall erweisen sich Gewichtungsfaktoren
von rund 0,8 - 0,95 als geeignet. In einer Kanalstromung hingegen sollten die Korrekturen auf
der Basis beider Nachbarstromlinien gleich gewichtet in die Verschiebung eines Stiitzpunktes
auf der mittleren Stromlinie eingehen. Der Gewichtungsfaktor ist also 0,5.

In einer Aufsenstromung werden also die Stromlinienformen ausgehend von den kérpernahen zu
den korperfernen Stromlinien aktualisiert und die Korrektur relativ zur kérpernahen Stromli-
nie stiarker gewichtet. Gelangt man nun wéihrend des Anpassungsvorgangs der Form zu einer
Stromlinie, die einen gewissen Abstand zur Korperoberfliche hat, haben sich quer zur Stro-
mungsrichtung bereits die Verschiebungen der kérpernéheren Stromlinien akkumuliert. Im Fall
einer einseitigen Gewichtung der Verschiebungs-Korrektur erweist es sich als hilfreich, die aktu-
ell anzupassende Stromlinie zunéichst ebenfalls, versehen mit einem Unterrelaxationsfaktor im
Bereich von 0,6 - 0,8, um den Betrag der Verschiebung der stirker gewichteten Nachbarstromli-
nie zu verschieben. Bevor der reguldre Anpassungsprozess fiir eine Stromlinie durchgefiihrt wird,
wird sie also zunéchst so verschoben, dass die Verschiebung der Nachbarstromlinie kompensiert
wird, auf die sich die héher gewichtete Verschiebungs-Korrektur bezieht.

Die Anpassung der Lage der Stromlinien-Stiitzpunkte verlduft in Stromungsrichtung ausgehend
vom Startpunkt der Stromlinie. Zunéchst wird dafiir im ersten Stiitzpunkt der Massenstrom
zu allen Nachbar-Stromlinien als Steuergrofte fiir die Formanpassung ermittelt. Solange die
Nachbar-Stromlinien dieselben bleiben, werden diese Werte unverdndert fiir stromabwérts gele-
gene Stiitzpunkte verwendet. Sobald mindestens ein Massenstrom zu einem Nachbarn bekannt
ist, beginnt die Anpassung der Lage der Stiitzpunkte. Ansonsten werden so lange stromabwirts
gelegene Punkte besucht, bis zum ersten Mal eine Nachbarstromlinie oder eine Wand ,sichtbar®
ist (die Entfernung, in der relevante Nachbarpunkte beriicksichtigt werden, ist aus praktischen
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4.5 Aktualisierung der Stromlinienform

Gesichtspunkten limitiert) und der Massenstrom zu mindestens einem Nachbarn bestimmbar
ist.

Daraufhin wird in jedem stromabwérts gelegenen Punkt wiederum der Massenstrom zu allen
Nachbar-Stromlinien oder Winden ermittelt. Hat eine Stromlinie nur einen Nachbarn, wird
der Stiitzpunkt so verschoben, dass dieser Massenstrom erhalten bleibt. Hat sie jedoch zwei
oder mehrere Nachbarn, wird die neue Lage des Punktes so gewdhlt, dass das Verhiltnis der
Massenstrome zu den Nachbarn gleich dem im stromaufwirts gelegenen Punkt bleibt. Es wird
also nicht versucht, den Massenstrom konstant zu halten. Ist die Losung auskonvergiert, fithren
konstante Verhiltnisse auch zu identischen absoluten Massenstromen.

Um den Hintergrund dieses Ansatzes zu erldutern wird eine Stromlinie betrachtet, die zwar per-
fekt mittig zwischen ihren Nachbarn liegt aber der Querschnitt des Stromrohren-Segments zwi-
schen einem stromaufwirts gelegenen Stiitzpunkt und dem anzupassenden Stiitzpunkt sich z.B.
noch félschlicherweise zu stark verringert. In diesem Fall ist zwar die relative Lage der Strom-
linie korrekt, die Massenstrome zu den Nachbar-Stromlinien werden aber noch nicht erhalten.
Die Verwendung der absoluten Massenstrome als Steuergrofte wiirde zu dem Ergebnis fiihren,
dass der Stiitzpunkt sich von allen Nachbarn etwa gleich weit wegbewegen muss. Wenn sich die
daraus resultierenden Korrekturen auch rechnerisch genau autheben, ist alles in Ordnung und
die korrekte relative Lage bleibt erhalten. In der Praxis ist die Summe aller Verschiebungen je-
doch hiufig aufgrund von akkumulierten Rechen-, Rundungs- und Abbruchfehlern nicht gleich
null, so dass dadurch eine unphysikalische Storung der Stromlinienform resultiert. Wird jedoch
das Verhéltnis der Massenstrome untereinander zu erhalten versucht, sind die resultierenden
Korrekturen aufgrund der korrekten relativen Lage des Stiitzpunktes von vorn herein gleich
null und kénnen keine Stérung verursachen.

Fiir die Bestimmung der Verschiebung aufgrund eines Fehlers im Massenstrom zu einer Nachbar-
Stromlinie wird die Abhéngigkeit des Massenstroms vom Abstand linearisiert. Sollte der Mas-
senstrom z.B. 10 % grofer sein als er ist, wird angenommen, dass der korrekte Abstand zu dieser
Nachbarstromlinie der 1,1-fache des aktuellen Wertes ist. Diese Annahme ist nur fiir kleine Ver-
schiebungen korrekt, da sich durch die Verschiebung des Stiitzpunktes bedingt, wiederum auch
die thermodynamischen Grofen sowohl in diesem Punkt selbst, als auch im Nachbar-Stiitzpunkt
dndern. Fiir eine auskonvergierte stationire Losung sind schlieflich alle Verschiebungen theore-
tisch gleich null. Diese Annahme hat also keinen Einfluss auf die Endlésung. Wie allerdings bei
beinahe jeder Korrektur, die auf einer Linearisierung basiert, ist es auch in diesem Fall sinnvoll,
einen Unterrelaxationsfaktor anzuwenden. Die angewendete Verschiebung des Stiitzpunktes ist
also die Berechnete multipliziert mit einem Faktor zwischen null und eins. In der Praxis haben
sich Werte um 0,5 bewéhrt. Dariiber hinaus ist es insbesondere bei Stromlinien mit sehr gerin-
gem Abstand zueinander sinnvoll, den Abstand pro Iteration maximal zu halbieren, weil sich
ansonsten der statische Druck so stark dndern wiirde, dass die Linearisierung des Massenstroms
so falsch ist, dass daraus keine sinnvolle Verschiebung mehr bestimmt werden kann.

Die Anpassung der Stromlinienform entspricht der Anwendung einer Kombination aus Massen-
erhaltung in Stromungsrichtung und Impulserhaltung normal zur Strémungsrichtung.
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5 Randbedingungen

DAs WICHTIGSTE IN KURZE

e Verschiedene mogliche Kombinationen von Randbedingungen fiir Unter- und
Uberschallstromungen werden genannt, sowie ihr Einfluss den in Kapitel 4
beschriebenen, iterativen Losungsalgorithmus.

5.1 Kombinationen von Randbedingungen fiir
Unterschallstromungen

Voraussetzung fiir die im Folgenden beschriebenen Schritte zur Einhaltung der Randbedingun-
gen ist im Unterschall immer der im gesamten Rechengebiet aktualisierte statische Druck nach
der in Kapitel 4.2 beschriebenen Vorgehensweise.

5.1.1 Einstromrand: Machzahl, Temperatur - Ausstromrand: Druck

Die fehlenden Grofen am Einstromrand werden nun wie folgt berechnet:

e Die vorgegebene Machzahl am Einstréomrand zusammen mit dem aktualisierten statischen
Druck erlaubt nach Gl. 2.15 die Berechnung des Totaldrucks.

e Die Totaltemperatur ist am Einstromrand mit Gl. 2.14 bestimmbar, wenn die Machzahl
und die statische Temperatur gegeben ist.

e Die Dichte kann iiber die thermische Zustandsgleichung 2.1 mit der Temperatur und dem
statischen Druck ermittelt werden.

5.1.2 Einstromrand: Geschwindigkeit, Temperatur - Ausstromrand:
Druck

Die Vorgehensweise in diesem Fall ist analog zu der in Kapitel 5.1.1 beschriebenen, aufser dass
zunachst aus der statischen Temperatur am Einlass die Schallgeschwindigkeit mit Gl. 2.12 be-
rechnet wird, die dann nach GI. 2.13 zusammen mit der vorgegebenen Einstrom-Geschwindigkeit
die Machzahl festlegt.
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5.2 Kombinationen von Randbedingungen fiir Uberschallstrémungen

5.1.3 Einstromrand: Totaltemperatur, Totaldruck, Stromungsrichtung

- Ausstromrand: Druck

Sind Totaldruck und -temperatur am Einstromrand vorgegeben, konnen die iibrigen Grofen
wie folgt berechnet werden:

Mit dem aktualisierten statischen und dem gegebenen Totaldruck wird nach Gl. 2.15 die
Machzahl ermittelt.

Mit der vorgegebenen Totaltemperatur und der Machzahl ist iiber Gl. 2.14 die statische
Temperatur festgelegt.

Die thermische Zustandsgleichung GI. 2.1 liefert die Dichte abhéngig von Temperatur und
Druck.

5.1.4 Einstromrand: Massenstrom, Temperatur - Ausstromrand:

Druck

Fiir einen vorgegebenen Massenstrom und einer statischen Temperatur sind folgende Schritte
zur Bestimmung der iibrigen Grofen am Einstromrand erforderlich:

Die Dichte ist iiber Gl. 2.1 abhéngig von Druck und Temperatur gegeben.

Die Querschnittsfliche der Stromrdhren um eine Stromlinie ist iiber den Abstand der
Startpunkte berechenbar.

Sind Massenstrom und Dichte bekannt, kann fiir die berechnete Querschnittsfliche nach
Gl. 2.21 die Einstromgeschwindigkeit ermittelt werden.

Die Schallgeschwindigkeit ist aufgrund der vorgegebenen Temperatur nach Gl. 2.12 gege-
ben.

Mit der Geschwindigkeit und der Schallgeschwindigkeit ist iiber Gl. 2.13 die Machzahl
festgelegt.

Nun kann nach Gl 2.15 der Totaldruck aus dem statischen Druck und der Machzahl
bestimmt werden.

Analog kann mit Gl. 2.14 die Totaltemperatur aus der vorgegebenen Statischen und der
Machzahl berechnet werden.

5.2 Kombinationen von Randbedingungen fiir

Uberschallstromungen

Im Gegensatz zu einer Unterschallstrémung ist im Uberschall kein Informationstransport ent-
gegen der Stromungsrichtung moglich. Das erklért, warum bei rein supersonischen Strémungen
der statische Druck auch am Einstromrand festgelegt sein muss. Die Aktualisierung des stati-
schen Drucks wird also in Stromungsrichtung durchgefiihrt.
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5.2.1 Einstromrand: Machzahl, Temperatur, Druck - Ausstromrand: Druck

5.2.1 Einstromrand: Machzahl, Temperatur, Druck - Ausstromrand:
Druck

Aus den vorgegebenen Grofen am Einstromrand kénnen die Ubrigen wie folgt ermittelt werden:
e Uber die Machzahl und den Druck ist nach Gl. 2.15 der Totaldruck gegeben.

e Mit der Machzahl und der statischen Temperatur kann mit Gl. 2.14 die Totaltemperatur
berechnet werden.

e Fiir den Fall, dass ein Unterschallgebiet hinter einem starken Stof den Ausstromrand
erreicht, wird zusétzlich ein statischer Druck festgelegt, der in diesem Fall die erforderliche
Unterschall-Austrittsrandbedingung darstellt.
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6 Verifikation der Implementation

DAs WICHTIGSTE IN KURZE

e Die Implementation der Algorithmen fiir die Druckanpassung, die Anpassung
der Stromlinienform und der Quellerme fiir die Viskositat ergeben nur noch
Abweichungen im Bereich der Rundungsgenauigkeit.

In diesem Kapitel werden Ergebnisse gezeigt, die die korrekte Implementation der folgenden
Komponenten des Berechnungsalgorithmus des Stromlinien-Verfahrens demonstrieren:

e Anpassung des statischen Drucks entlang der Stromlinie in Ubereinstimmung mit einer
Druckrandbedingung.

e Anpassung des Totaldrucks und der Totaltemperatur in Ubereinstimmung mit den Rand-
bedingungen.

e Anpassung der Stromlinienform mit dem Ergebnis konstanter Massenstrome zwischen
Stromlinien (im Fall einer zweidimensionalen Rechnung).

e Quellterm fiir den Totaldruck um die Wirkung viskoser Krafte auf das Fluid zu model-
lieren.

6.1 Druckanpassung - gerade Stromrohre, variabler
Querschnitt

Mit dieser Simulation wird die korrekte Berechnung des statischen Drucks entlang einer Stromli-
nie mit variablem Querschnitt in Ubereinstimmung mit der Druckrandbedingung am Ausstrom-
rand iiberpriift. Um das moglichst unbeeinflusst durch eventuelle Fehler in anderen Bereichen
machen zu konnen, ist der Testfall so gewihlt, dass weder eine Anpassung der Stromlinienform,
noch des Totaldrucks oder der Totaltemperatur erforderlich ist, um die Randbedingungen zu
erfiillen.

Geometrie

Diese quasi-eindimensionale Geometrie, dargestellt in Bild 6.1, besteht aus einer einzigen, ge-
raden Stromlinie im Mittelschnitt eines zweidimensionalen Kanals mit variablem Querschnitt.
Die Lange des Kanals betrigt 0,3 m, Einstrom- und Ausstromhohe ist mit 0,02 m gleich, die
maximale Kanalhohe betragt 0,028 m und die Minimale 0,012 m.

In diesem Fall ist das Netz absichtlich so gestaltet, dass die gerade Stromlinie orthogonal zu den
Netzlinien verlauft, die Stromlinien-Stiitzpunkte dquidistant sind und die Wandsegmente mit
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Abbildung 6.1: Gerade Stromrohre mit variablem Querschnitt, Geometrie
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konstantem Querschnitt am Ein- und Ausstromrand parallel zur Stromlinie verlaufen. Damit
sollen die Einfliisse der Geometrie oder der rdumlichen Diskretisierung moglichst gering gehalten
werden.

Randbedingungen

Am linken Einstromrand ist die Einstrom-Machzahl mit 0,1 sowie die statische Temperatur mit
300 K vorgegeben. Am rechten Ausstromrand betriigt der statische Druck 1-10° Pa. Die oberen
und unteren Wénde haben eine Gleitrandbedingung.

Das Fluid ist thermisch und kalorisch ideale, trockene Luft mit den in Tabelle 6.1 zusammen-
gefassten thermodynamischen Eigenschaften.

Molare Masse 28,9664 k—gol

km

Spezifischen Warmekapazitat 1003,62 kgLK

Dynamische Viskositét 0 Pa - s (reibungsfrei)

Tabelle 6.1: Thermodynamische Eigenschaften thermisch und kalorisch idealer, trockener Luft.

Die Stromlinienform wird hierbei nicht angepasst, die initiale Form entspricht der korrekten
Losung. Es handelt sich um eine isentrope Stromung, da viskose Effekte vernachlissigt wer-
den. Da die Stromréhrenquerschnitte am Ein- und Ausstrémrand identisch sind, muss auch
der statische Druck am Ein- und Ausstromrand identisch sein und zwar gleich dem durch die
Druckrandbedingung vorgegebenen Wert. Das hat zur Folge, dass Totaldruck und -temperatur
entlang der Stromlinie gegeniiber den initialen Werten nicht verdndert werden miissen, da der
initiale Totaldruck zur Einhaltung der vorgegebenen Geschwindigkeitsrandbedingung am Ein-
lass unverandert bleibt.

Auswertung

Der statische Druck ist also die einzige Grofe, die entlang der Stromlinie variiert. Dessen Werte
zeigt Bild 6.2.

Ein Fehler in der Druckberechnung entsteht zum Einen daraus, dass in jedem Stromrohrenquer-
schnitt der Massenstrom neu bestimmt wird und zum Anderen durch den Abbruchfehler der
iterativen Berechnung der Machzahl (mit einer Abbruch-Toleranz von 1-107'%) im stromauf-
wartigen Element sowie sonstiger akkumulierter Rundungsfehler wie z.B. bei der Berechnung
des statischen Drucks in Abhéingigkeit der Machzahl.
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6.1 Druckanpassung - gerade Stromrohre, variabler Querschnitt

Stromlinien-Verfahren, Verifikation Druckanpassung,
1 Stromlinie, Mittelschnitt = Stromlinie

100600

100400

100200 //’\
100000 %

938800 \ /ﬁ
939600 \ /
939400 \ /

99200 \\ /
99000 \ /
98800

98600

Statischer Druck (Pa)

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
x (m)

Abbildung 6.2: Gerade Stromrohre mit variablem Querschnitt, Statischer Druckverlauf entlang
der Stromlinie.

Uber die 31 Stromlinienstiitzpunkte transportiert liegt der Druck am Einstromrand bei x —
0,0 um 6,2 - 1072 Pa unterhalb der 1-10° Pa, die am Ausstrémrand vorgegeben sind. Bei einer
Gesamtanzahl von 31 Stromlinien-Segmenten entsteht also pro Segment ein Fehler in der 15.
signifikanten Stelle des Drucks (2 - 107! Pa bei einem statischen Druck der Griéfenordnung
1-10° Pa). Die iterative Berechnung des statischen Drucks hat also fiir jedes Segment nur einen
Fehler im Bereich der Rundungsgenauigkeit.

Zur Validierung der Implementation der iterativen Machzahlberechnung nach GIl. 2.29 wird
Microsoft Excel verwendet. Die Software enthélt einen iterativen Loser und arbeitet ebenfalls
mit doppelt genauen Gleitkommazahlen. Einzig entscheidend fiir die Wahl des Referenz-Losers
ist, dass die Berechnung mit einem Programm durchgefiihrt wird, die nicht vom Autor des
Stromlinien-Verfahrens geschrieben ist. Ausgehend von den bereits erwihnten Randbedingun-
gen ist der gesamte Rechenweg inklusive der Berechnung der spezifischen Gaskonstante, des
Isentropenexponenten, des Totaldrucks, der Totaltemperatur und des Massenstroms in der
Stromrohre, sowie der iterativen Bestimmung der Machzahl und der darauf folgenden Berech-
nung des statischen Drucks nach Gl. 2.15 in Excel implementiert. Einzig die numerisch ermittel-
te Hohe der Stromréhre an den 31 Stiitzpunkten ist vom Stromlinien-Verfahren iibernommen.
Der Grund dafiir ist, dass nicht direkt der vertikale Abstand zwischen Stromlinie und Wand
verwendet wird, sondern die Linge einer Linie, die senkrecht zur mittleren Stromungsrichtung
verlduft. Diese hat bei einer Querschnittdnderung eine kleine x-Komponente, was zu ungeraden
Werten fiir die Hohe fiihrt. Diese Werte wurden nur auf Plausibilitit iiberpriift. Dariiber hin-
aus haben sie keine weitere Relevanz fiir die Validierung der Machzahl- und Druckberechnung.
Wairen sie falsch, wiirden sie schlicht eine leicht andere Geometrie reprisentieren, fiir die der
Druck ebenso korrekt berechnet werden konnen muss.

Diagramm 6.3 zeigt mit einer durchgezogenen grauen Linie die Differenz der mit Excel er-
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mittelten Machzahl entlang der Stromlinie und den Werten des Stromlinien-Verfahrens. Die
maximale Differenz der mit beiden Verfahren berechneten Machzahlen liegt bei rund 6,5-1078.
Um die Ursache des, fiir eine Rechnung mit doppelter Genauigkeit, recht hohen Fehlers heraus-
zufinden, ist der Abbruchfehler der iterativen Berechnung der Machzahl im selben Diagramm
mit einer gestrichelten schwarzen Linie dargestellt. Die Differenz der Machzahl zwischen Excel
und dem Stromlinien-Loser sind nahezu identisch zu dem Abbruchfehler von Excel. Damit ist
die Ursache des Fehlers geklért, die beinahe ausschliefslich bei Excel liegt, weil das Stromlinen-
Verfahren eine zwei GroRenordnungen niedrigere Abbruchtoleranz von 110719 verwendet. Der
Abbruchfehler in Excel konnte auch durch die Angabe einer geringeren Toleranz nicht weiter
reduziert werden.
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Abbildung 6.3: Differenz zwischen der mit Excel und dem Stromlinien-Verfahren berechneten
Machzahl.

Da nicht nur die Berechnung der Machzahl validiert werden soll, sondern die des statischen
Drucks, zeigt Bild 6.4 die Differenz des mit Excel berechneten Drucks und den Werten des
Stromlinien-Verfahrens. Da das Druckniveau bei rund 1-10° Pa liegt, erhoht sich die Differenz
von dem, durch die Machzahlberechnung verursachten Fehler der Gréfenordnung 1 - 1078, auf
rund 1 - 1073, Der qualitativ #hnliche Verlauf der Abweichung mit dem des Abbruchfehlers
der Machzahlberechnung verraten deren Ursache. Ein zusétzlicher signifikanter Fehler bei der
Druckberechnung aus der Machzahl ist nicht zu erkennen. Die Implementation der Druckbe-
rechnung ist damit erfolgreich validiert.
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6.1 Druckanpassung - gerade Stromrohre, variabler Querschnitt
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Abbildung 6.4: Differenz zwischen der Druckberechnung in Excel und mit dem Stromlinien-
Verfahren.
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6.2 Druckanpassung - kreisformige Stromrohre,
konstanter Querschnitt

Im Gegensatz zum vorherigen Beispiel, in dem der Einfluss der rdumlichen Diskretisierung wei-
testgehend vernachlissigbar ist, soll in diesem Beispiel genau dieser Fehler betrachtet werden.
Das begriindet die Auswahl einer Geometrie, bei der die Stromlinie die Netzlinien unter allen
Winkeln schneidet. Auch die wichtige Querschnittsbestimmung der Stromrohre wird fiir jede
Ausrichtung relativ zum Netz iiberpriift.

Des Weiteren eignet sich dieser Fall auch zur Validierung der Stromlinenform-Anpassung, da
die Stromlinie auch nach erfolgter Anpassung (zumindest in dem Bereich, der ein Stiick von
Ein- und Ausstromrand entfernt ist) wieder kreisférmig sein muss (siehe dazu die Geometrie des
Falls in Bild 6.5). Der genaue Radius der Stromlinie nach der Formanpassung kann analytisch
nicht ganz genau spezifiziert werden, die Abweichungen von der Kreisform dagegen erlauben
eine Quantifizierung des Fehlers der Stromlinienform-Anpassung.

Geometrie

Die Geometrie dieses Falls ist ein kreisformiger Kanal, der im Gegen-Uhrzeigersinn iiber einen
Bereich von 1,8 7 durchstrémt wird. Er hat einen Radius von 0,1 m im Mittelschnitt und eine
konstante Hohe von 0,01 m. In Bild 6.5 sind zwei gerade Segmente erkennbar, die mit jeweils
0,02 m Lange tangential an beide Enden des kreisformigen Teils anschliefen. Diese sind erfor-
derlich, um eine korrekte Druckrandbedingung am Ausstromrand festzulegen. Im kreisférmigen
Bereich des Kanals liegt ein radialer Druckgradient vor, in der aktuellen Version des Stromlinien-
Verfahrens konnen auf einem Rand mit einer Druckrandbedingung nur ein konstanter Druck
vorgegeben werden. Die geraden Segmente sorgen also dafiir, dass alle Zustandsgrofsen zu den
Réandern hin konstant werden und physikalisch korrekte Randbedingungen verwendet werden.

Um einen maximalen Diskretisierungsfehler zu erreichen, ist das Rechengebiet mit vergleichs-
weise grofen Zellen der Kantenlinge von 4,52 - 1073 m vernetzt. So passen beispielsweise ho-
rizontal neben dem Kanalzentrum gerade noch gut zwei ganze Zellen in den 0,01 m breiten
Kanal hinein.

Randbedingungen

Am Einstromrand ist die Machzahl mit 0,2 und die statische Temperatur mit 300 K festgelegt.
Am Ausstromrand der Druck mit 1 - 10° Pa. Alle anderen Rénder sind adiabate Winde mit
Gleit-Randbedingungen. Die hohe Stromungsgeschwindigkeit ist deswegen gewéhlt, um fiir den
Vergleich méglichst grofe Druckschwankungen und Rechenfehler zu bekommen.

Als Fluid wird wieder ideale, trockene und reibungsfreie Luft verwendet, deren thermodynami-
schen Eigenschaften Tabelle 6.1 entnommen werden kénnen.

Auswertung

Theoretisch bleibt der Mittelwert des Drucks in einem Kanal mit konstantem Querschnitt
ebenfalls konstant. Deswegen miissen auch weder der Totaldruck noch die Totaltemperatur
am Einstrémrand angepasst werden um die vorgegebene Machzahl einzuhalten, da die initia-
len Werte gleichermafen die korrekte Losung sind. Die Stromlinienform hingegen muss jedoch
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6.2 Druckanpassung - kreisformige Stromrohre, konstanter Querschnitt
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Abbildung 6.5: Kreisformige Stromrohre, Geometrie



angepasst werden. Der radiale Druckgradient im kreisformigen Teil des Kanals hat zur Fol-
ge, dass die Stromungsgeschwindigkeit in Richtung Kreiszentrum steigt weil der Druck sinkt
und umgekehrt Richtung Kreisaufenseite sinkt weil der Druck steigt. Es handelt sich bei die-
ser reibungsfreien Kanalstromung also um einen Ausschnitt eines Potentialwirbels. Die hohe-
re mittlere Stromungsgeschwindigkeit auf der Innenseite der Stromlinie sorgt dafiir, dass der
Massenstrom dort grofer ist als auf der Aufenseite. Zwar verursacht ein hoherer Druck auch
eine hohere Dichte, die genauso linear in die Berechnung des Massenstroms eingeht wie die
Stromungsgeschwindigkeit. Fiir Luft iiberwiegt jedoch die Anderung der Geschwindigkeit. Die
Anpassung der Stromlinienform muss also zur Folge haben, dass sich diese etwas zum Kreiszen-
trum hin verschiebt, da die Massenstrome im geraden Teil am Einstromrand auf beiden Seiten
der Stromlinie gleich sind.

Bild 6.6 zeigt zunéchst die numerisch ermittelte Stromrohrenhéhe entlang der Stromlinie, da
diese entscheidend fiir die Berechnung des Massenstroms fiir die Anpassung der Stromlinineform
und fiir die Druckberechnung ist. Sie sollte idealerweise iiberall gleich 0,01 m sein. Es sind
allerdings Oszillationen mit einer maximalen Amplitude von etwa 1,75 - 1075 m erkennbar.

Die Ursache dafiir ist ein systematischer Diskretisierungsfehler, der wie die periodischen Os-
zillationen in Bild 6.6 vermuten lassen, von dem Winkel abhéngt, in dem die Stromlinie die
Netzlinien schneidet. Figentlich sollten die Kanalwidnde und die Stromlinie selbst perfekte Krei-
se sein. Wie in Bild 6.7 zu erkennen ist, sind die Kanalwinde durch Sekanten approximiert,
die die Zellen schneiden. Nur die mit schwarzen Kreuzen markierten Schnittpunkte der Kanal-
wande mit den Netzlinien liegen genau auf den jeweiligen Kreisen. Das bedeutet, dass es bei
der Bestimmung der Stromréhrenhdhe darauf ankommt, ob die nichstgelegenen Punkte auf der
diskretisierten Wand z.B. genau auf einem Stiitzpunkt der Wandkontur liegen (siche Bild 6.7)
oder im schlechtesten Fall in der Mitte zwischen zwei Stiitzpunkten (siche Bild 6.8). Abgesehen
davon, dass die Berechnung der Stromrohrenhéhe dadurch erheblich betroffen ist, kommt noch
dazu, dass die Kanalgeometrie im Fall von Bild 6.8 auch noch ein Stiick zum Kreiszentrum hin
versetzt erscheint, da beide Nachbarpunkte auf den Kanalwéinden nahe der Mitte der Sekanten
der Wandelemente liegen. Das bewirkt, dass auch die Stromlinienform falsch angepasst werden
wiirde und sie im auskonvergierten Zustand nicht kreisf6rmig wiére.

Ein Fehler in der Stromréhrenhdhe von 1,75-107° m scheint zwar nicht besonders grof zu sein,
er bewirkt jedoch bei der absichtlich hoch gewidhlten Stromungsgeschwindigkeit Druckschwan-
kungen mit einer maximalen Amplitude von etwa 10 Pa, wie Bild 6.9 zeigt. Er demonstriert
deutlich die Notwendigkeit der in Kapitel 3 erlduterten Kriimmungskorrektur.

Wie in Bild 6.10 zu erkennen ist, weicht die Stromrohrenhohe bei Verwendung der Kriim-
mungskorrektur nur noch maximal um 4 - 10~" m vom theoretischen Wert von 0,1 m ab. Das
entspricht einer Reduktion des kriimmungsbedingten Fehlers um rund zwei Gréfenordnungen.
Zu bedenken ist auch, dass die Stiitzpunkte der Geometrie in einfacher Genauigkeit, also mit 7
signifikanten Stellen eingelesen wird. Der Diskretisierungsfehler kann also praktisch nicht weiter
reduziert werden, da die Genauigkeit der Ausgangsdaten in derselben Grofsenordnung liegt.

Deutlich erkennbar ist in Bild 6.11 dementsprechend auch die Reduktion des Druckfehlers. Die
maximale Abweichung betragt nun weniger als 0,3 Pa. Die hohe Strémungsgeschwindigkeit ist
deswegen gewéhlt, damit er in diesem Fall noch gut erkennbar ist.

Mit der Kriimmungskorrektur ist keine signifikante, systematische Abhéngigkeit des Druckver-
laufs von der Richtung erkennbar, in der die Stromlinie die Netzlinien schneidet. Die Werte
,rauschen* aufgrund unsystematischer Uberlagerung von Rundungs-, Abbruchs- und Diskreti-
sierungsfehlern. Es kann also festgehalten werden, dass der Diskretisierungsfehler bei Verwen-
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6.2 Druckanpassung - kreisformige Stromrohre, konstanter Querschnitt

Stromlinien-Verfahren, Druckanpassung,
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Abbildung 6.6: Kreistférmige Stromroéhre, grobes Netz, numerisch ermittelte Hohe der Strom-
rohre {iber der Lange der Stromlinie

Abbildung 6.7: Kreisformige
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6.2 Druckanpassung - kreisformige Stromrohre, konstanter Querschnitt
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Abbildung 6.10: Kreisformige Stromrohre, grobes Netz, numerisch ermittelte Hohe der Strom-
rohre {iber der Lange der Stromlinie
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Abbildung 6.11: Kreisformige Stromrdhre, grobes Netz, statischer Druck iiber der Lange der
Stromlinie
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dung der Kriimmungskorrektur akzeptabel klein ist, d.h in diesem Fall in der Gréfsenordnung
sonstiger Fehler.

Im Folgenden wird die Anpassung der Stromlinienform iiberpriift. Diagramm 6.12 zeigt dazu die
Differenz zwischen dem Abstand der einzelnen Stromlinien-Stiitzpunkte und dem Radius des
Mittelschnitts des kreisformigen Kanals von 0,1 m, der gleichzeitig der Startlage der Stromlinie
entspricht. Wie bereits erwihnt, sollte die Anpassung der Stromlinien-Form dazu fiithren, dass
die Stiitzpunkte etwas nach innen versetzt werden. Nach Bild 6.12 betrigt die Verschiebung
im Schnitt etwa —6,06 - 1075 m. Entscheidend ist jedoch, dass die Abweichung der Lage der
einzelnen Stiitzpunkte in einem Intervall der Breite 3-10~7 m liegen. In Anbetracht der Tatsache,
dass die Kanal-Geometrie nur mit einfacher Genauigkeit eingelesen wurde, also &=1-10~7 m, ist
dieser Fehler im Bereich der Rundungsgenauigkeit.

Stromlinien-Verfahren, Druckanpassung,
Kreisformige Stromlinie
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Abbildung 6.12: Abweichung der Lage der Stromlinien-Stiitzpunkte von einem Kreis mit Radius
r=0,1m
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6.3 Anpassung von Druck und Stromlinienform - gekriimmte Stromrohre, variabler
Querschnitt

6.3 Anpassung von Druck und Stromlinienform -
gekriimmte Stromrohre, variabler Querschnitt

Gegenstand dieses Verifikationsfalls ist die Uberpriifung der Anpassung der Stromlinienform.
Im Gegensatz zu dem Testfall mit dem kreistérmigen Kanal ist hier jedoch keine analytische
Lésung fiir die Stromliniengeometrie bekannt. Die korrekte Adaption kann aber indirekt iiber-
priift werden. Steuergrofe fiir die Anpassung der Lage eines Stromlininepunktes ist der links-
und rechtsseitige Massenstrom. Das dieser richtig berechnet wird, haben die vorangegangenen
Verifikationsfille gezeigt, die das Druckfeld iiberpriift haben. In die Druckberechnung geht der
Massenstrom (siehe Gl. 2.29) mafgeblich mit ein. Die Anpassung der Stromlinienform sollte in
diesem Fall zur Folge haben, dass fiir das auskonvergierte Druckfeld die links- und rechtsseitigen
Massenstrome identisch sind, da die Stromlinie in der Mitte des Einstrémquerschnitts startet.

Geometrie

Bei dem in Bild 6.13 gezeigten Fall, handelt es sich ebenfalls um eine einzelne Stromlinie in
einem gekriimmten Kanal mit verdnderlichem Querschnitt. Diese Geometrie soll eine typische
Situation einer einzelnen Stromrohre darstellen, die aus einem Stromungsfeld herausgegriffe-
nen ist. Zur einfacheren Bewertung des Druckfeldes sind jedoch auch hier wieder Ein- und
Ausstromquerschnitt gleich.

0,02m y= 0:0|175 m 0,3m 0,02 m
l ol [
le

y=0,0025 m

y=-0,01375 m

Abbildung 6.13: Gekriimmte Stromrohre, Geometrie

Randbedingungen

Am FEinstromrand ist die Machzahl mit 0,1 und die statische Temperatur mit 300 K festgelegt.
Am Ausstromrand der Druck mit 1-10° Pa. Alle anderen Réinder sind adiabate Winde mit
Gleit-Randbedingungen.

Das Fluid ist ideale, trockene und reibungsfreie Luft, deren thermodynamischen Eigenschaften
in Tabelle 6.1 entnommen werden koénnen.

Auswertung

Zur Uberpriifung der Konvergenz wird der Druck am Einlass mit dem Sollwert verglichen.
Dieser weist einen, iiber 55 Stromlinienelemente akkumulierten Fehler von —2,2- 107 Pa auf.
Damit wird auch hier die aus den vorher beschriebenen Féllen bekannte Grofenordnung (12. si-
gnifikante Stelle des Drucks) dieses Fehlers bestatigt. Auch variierende radiale Druckgradienten
vergrofern diesen Fehler nicht erkennbar.
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Stromlinien-Verfahren, Stromlinienformanpassung,
1 Stromlinie
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Abbildung 6.14: Gekriimmte Stromlinie, links- wund rechtsseitiger Abstand zu
Kanalwéanden.

Stromlinien-Verfahren, Stromlinienformanpassung,
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Abbildung 6.15: Gekriimmte Stromlinie, links- und rechtsseitiger Massenstrom.
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6.3 Anpassung von Druck und Stromlinienform - gekriimmte Stromrohre, variabler
Querschnitt

In Bild 6.14 sind die seitlichen Abstinde der Stromlinie von der jeweiligen Kanalwand dar-
gestellt. Z.B. bei einer Linge der Stromlinie vom etwa 0,12 m ist deutlich zu sehen, dass der
radiale Druckgradient dazu fiihrt, dass die Stromlinie zum Kriimmungszentrum hin abgelenkt
wird.

Die entscheidende Steuergrdfe fiir die Stromlinienformanpassung sind die links- und rechtsseiti-
gen Massenstrome. Die Unterschied zwischen beiden Massenstrémen ist in Bild 6.15 dargestellt.
Die Differenz zwischen dem héchsten und dem niedrigsten Wert betragt 1- 10_13% und das auch
nur wegen des einen ,Ausreiffers® nach unten. Die anderen Werte oszillieren eher mit Betri-
gen von rund 1 - 10_14% um den Zielwert. Die Stromlinienformanpassung erreicht also beinahe
Rundungsgenauigkeit.

Eine weitere Moglichkeit, die Anpassung der Stromlinienform zu verifizieren wére es, ihre Geo-
metrie direkt mit einer Referenzlosung zu vergleichen. Ein Navier-Stokes Verfahren auf der
Basis finiter raumlicher Diskretisierung ist dafiir jedoch nicht geeignet, da die Stromlinien erst
in einem Auswertungs-Schritt aus Segmenten, die in jeder Zelle parallel zum Geschwindigkeits-
vektor stehen. Fiir eine unendlich feine rdumliche Diskretisierung liefert dieser Ansatz auch die
korrekte Stromlinienform. Fiir endliche Zellgrofen ,driftet“ die Stromlinie jedoch mit jedem
Kriimmungswechsel ein wenig zur kurvenduferen Seite weg. Da sich alle Diskretisierungsfehler
entlang der Stromlinie bei diesem Ansatz addieren, werden sie in der Summe deutlich zu grof,
um als Referenz fiir das Stromlinien-Verfahren verwendbar zu sein. Beispielsweise im Fall des
im Folgenden behandelten Validierungsfalls der schwach kompressiblen Kanalstrémung erreicht
selbst auf dem feinsten Netz mit STAR-CCM-+ keine im Einstromquerschnitt gestartete Strom-
linie iberhaupt den Austrittsquerschnitt. Alle enden irgendwo dazwischen an einer Kanalwand.

Sinnvoller ist es daher, ein Referenzverfahren auf der Basis kompressibler Potential-Gleichungen
zu verwenden. Das liefert eine Stromlinien-Form, die fiir einfache Testfélle iiberhaupt nicht von
Diskretisierungsfehlern beeintrachtigt sind. Selbst bei komplexeren, allgemeinen GGeometrien ist
der Fehler zwar aufgrund der finiten Diskretisierung der Kérpergeometrie endlich, er kann aber
auf ein beliebig niedriges Niveau reduziert werden. Dieses Verfahren erfiillt alle Anforderungen
an ein Referenzverfahren zur Verifikation der Stromlinienform-Anpassung. Dem Autor liegt
jedoch kein derartiges Programm vor.

Eine Erweiterung des Stromlinien-Verfahrens auf inkompressible Stromungen wiirde es ermdg-
lichen, die Stromlinienform fiir bestimmte Stromungstopologien auf der Basis einer analytisch
bekannten Losung, z.B. Hyperbeln im Fall einer ebenen Staupunktstrémung, zu verifizieren.
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6.4 Druckverlust einer laminaren Kanalstromung

Um die Korrektheit des in Kapitel 2.3.1 beschriebenen Quellterms fiir den Totaldruck sowie
dessen Implementation zu iiberpriifen, wird der Druckverlust einer laminaren Kanalstromung
simuliert und mit dem Wert der analytischen Losung verglichen.

Geometrie

Die Geometrie des dafiir verwendeten Testfalls ist in Bild 6.16 dargestellt. Es handelt sich um
einen Kanal mit einer Lange von 0,1 m und einer Hohe von 0,01 m. Am Ein- und Ausstrémrand
ist der Kanal jeweils noch um eine halbe Zelle, also 0,0025 m verlédngert. Fiir das erste und
letzte Stromliniensegment wird allerdings kein Quellterm fiir den Totaldruck berechnet, da
angenommen wird, dass sich der thermodynamische Zustand der Strémung auf diesen beiden
Elementen nicht &ndert. Durch diese Geometrie haben die Stromlinien-Segmente, auf denen die
durch die Viskositdt verursachten Quellterme angewendet werden, eine effektive Gesamtlénge
von genau 0,1 m, auch wenn der Kanal tatséchlich 0,105 m lang ist. Das vereinfacht den
Vergleich mit der analytischen Losung.

0,0025 m 0,1m 0,0025 m

*1* L I

]
0,01m | -- gl -

Abbildung 6.16: Druckverlust einer laminaren Kanalstromung, Geometrie

Randbedingungen

Am Einstromrand ist die Geschwindigkeit mit 1 % und die statische Temperatur mit 300,0
K festgelegt. Am Ausstromrand der Druck mit 1 -10° Pa. Alle anderen Rénder sind adiabate
Winde mit einer Haft-Randbedingungen.

Das Fluid ist ideale, trockene und reibungsfreie Luft, deren thermodynamischen Eigenschaften
in Tabelle 6.1 aufgelistet sind. Allerdings ist die dynamische Viskositét willkiirlich zu g = 1-1073
Pa s gewdhlt, um iiber die kurze Kanallinge einen deutlichen Druckverlust zu verursachen.

Da der Kanalquerschnitt konstant ist, ist auch die Stromungsgeschwindigkeit nahezu konstant.
Eine kleine Abweichung von maximal 4 - 10_5% kommt daher, dass sich die Dichte entlang der
Stromlinie aufgrund der Druckerh6hung zum Einstromrand hin etwas erhoht. Mit der aktuellen
Version des Stromlinien-Verfahrens konnen jedoch keine Fluide konstanter Dichte modelliert
werden.

Fiir diesen Testfall wird keine Wandfunktion verwendet. Der Grund dafiir ist, dass dann der
Geschwindigkeits-Gradient normal zur Wand einfach analytisch berechnet werden kann, ebenso
wie der daraus folgende Druckverlust der Kanalstromung.

Auswertung

Da fiir diesen Testfall keine Wandfunktion verwendet wird, ist der Geschwindigkeitsgradient
normal zu der einzelnen, in der Kanalmitte verlaufenden Stromlinie durch die beiden seitlichen
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6.4 Druckverlust einer laminaren Kanalstromung

Winden mit einer Haftrandbedingung festgelegt zu

ov 1= 1
o s 900~ 1
on 0,005m OOS (6.1)

Aufgrund des konstanten Kanalquerschnitts liegt keine Impulsdnderung der Fluids im Rechen-
gebiet vor, daher lautet die Kraftbilanz in integraler Form iiber den gesamten Kanal der Linge
L mit der Hohe h und der Einheitstiefe ¢

Apht = 2,ug—:;Lt. (6.2)

Auf der linken Seite der Gleichung steht die Druckdifferenz iiber den Kanal in Strémungsrich-
tung, multipliziert mit der Kanalquerschnittfliche, also die Kraft, die die Stromung antreibt.
Auf der rechten Seite die verzogernde Kraft der Schubspannungen, die proportional zur dyna-
mischen Viskositdat und dem Geschwindigkeitsgradienten ist und auf die Ober- und Unterseite
des Kanals wirkt, die jeweils eine Fliache gleich dem Produkt aus Kanallinge und Einheitstiefe
hat.

In diesem Fall ergibt sich also fiir den Druckverlust

L 1 1
Ap = zu%ﬁ =2(1-10Pa-s) - (—200;) : 00’01”; = —4Pa. (6.3)

Bild 6.17 bestétigt diesen Wert des Druckverlusts {iber die Kanallinge und zeigt aukerdem den
physikalisch korrekten linearen Verlauf des Drucks.

Stromlinien-Verfahren, Viskose Kanalstromung,
Mittelschnitt = Stromlinie
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Abbildung 6.17: Kanalstrémung, Druckverlust

Die Wirkung viskoser Krifte auf ein Fluid wird in diesem Fall durch das Stromlinien-Verfahren
korrekt abgebildet.
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7 Validierung

DAs WICHTIGSTE IN KURZE

e Fiir die Validierung der komplexeren Testfille, fiir die keine analytischen Lo-
sungen verfiigbar sind, wird die kommerzielle Software STAR-CCM+ der Fir-
ma CD-adapco verwendet.

e Fiir alle Testfille werden mit beiden Simulations-Programmen jeweils drei
Rechnungen mit systematisch verfeinerter riumlicher Diskretisierung durchge-
fiihrt. Damit kann eine Losung extrapoliert werden, die von der Diskretisierung
unabhingig ist und eine Quantifizierung des rdumlichen Diskretisierungsfehlers
erlaubt.

e Bei den Validierungsfillen fiir interne Stromungen, einer schwach kompressi-
blen Kanalstromung und einer stark kompressiblen Diisenstromung, zeigt sich,
dass die unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von Informationen durch die
Vorgehensweise zur Anpassung des Totalzustandes zu einer Reduktion der Re-
chenzeit im Vergleich zu STAR-CCM+ um einen Faktor von 100-1000 fiihrt.

e Bei der Simulation einer reibungsfreien Aufenumstromung um ein NACA 0012
Fliigelprofil ist der Totalzustand bei der Initialisierung gleich dem der Endlo-
sung. Damit kann die Rechenzeit dieses Falls unabhéngig von dem Vorteil bei
der Totalzustands-Anpassung beurteilt werden. Aufgrund der Vereinfachungen
in der mathematischen Modellierung wird aber auch hier eine Reduktion der
Rechenzeit um einem Faktor von 2 erreicht.

e Die Berechnung des Geschwindigkeitsprofils einer ebenen Poiseuille-Strémung
und die einer ebenen Plattengrenzschicht zeigen, dass die Modellierung der
viskosen Effekte iiber Quellterme fiir den Totaldruck und die Totaltemperatur
sinnvolle Ergebnisse liefern.

e In allen getesteten Fillen stimmen die Ergebnisse des Stromlinien-Verfahrens
stimmen sehr gut mit den Referenzlosungen iiberein.

7.1 Referenzsoftware - STAR-CCM+

STAR-CCM-+ ist eine integrierte, multi-disziplinire CAE (Computer Aided Engineering) Um-
gebung der Firma CD-adapco. Zu dieser Software-Umgebung gehort ein CFD (Computational
Fluid Dynamics) Simulations-Programm zur Losung der Navier-Stokes Gleichungen, das in
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7.1 Referenzsoftware - STAR-CCM+

dieser Arbeit als Referenz-Verfahren verwendet wird. Es handelt sich dabei um ein dichte-
basiertes, zell-zentriertes Finite-Volumen-Verfahren, das sowohl mit strukturierten, als auch
mit unstrukturierten Netzen arbeitet, die mit dem integrierten Vernetzungs-Programm erzeugt
werden koénnen.

Fiir die konvektiven Fliisse wird ein von Weiss und Smith modifiziertes Roe-Schema oder ein
AUSM-+ Schema von Liou verwendet (siehe [47] und [46]), fiir die diffusiven Fliisse eine Zentral-
Differenz- Approximation jeweils zweiter Ordnung verwendet. Ein Gauss-Seidel Loser fiir das
lineare Gleichungssystem wird durch ein algebraisches Mehrgitter-Verfahren [46] beschleunigt.
Fiir stationdre Stromungen findet ein implizites Pseudo-Zeitschritt-Verfahren Anwendung. Die
Druckkorrekturgleichung wird mit Hilfe des SIMPLE-Algorithmus geldst. Beziiglich weiterer
Details sei hier auf das Benutzerhandbuch von STAR-CCM+ und [47] verwiesen.

7.1.1 Erhaltungsgleichungen

Die Eigenschaften der reibungsbehafteten Strémung eines Newton’schen Fluids werden durch
die Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben. Die Losung dieses Gleichungssystems liefert die
gemittelten Stromungseigenschaften fiir beliebig geformte Kontrollvolumina V' mit der differen-
tiellen Oberflache a.

In STAR-CCM+ werden die folgenden Erhaltungsgleichungen in integraler Form berechnet:

Masse

% pdV—l—]{p-(v —v,)-da= /SudV, (7.1)
A A v

mit dem Geschwindigkeits-Vektor v, dem Netzgeschwindigkeits-Vektor v, und einem benutzer-
definierten Massen-Quellterm S,.

Impuls

0
a/pvdV—l— pv R (v—v,) - -da =
v

pI-da—i—}{T-da + /(fr+fg+fp+fu+fw+fL)dV, (7.2)
A \%4

:-k\e\.\ :BKS\

mit dem Einheitstensor I, dem Spannungstensor T, den Volumenkréften aufgrund von Rotation
f., Gravitation f,, porésen Medien f,, benutzerdefinierten Volumenkréften f, und Lorentzkraf-
ten fL-

Energie

%/pEdV%—f[pH (V—v,) +vyp]-da= —i{q-da—kjl{T-Vda+/f~vdV+/SudV, (7.3)

\%4 A A A 14 \%4

mit der spezifischen totalen Energie E, der spezifischen totalen Enthalpie H, dem Warmestrom-
Vektor q und dem Vektor der Volumenkréfte f, der unter anderem die Beitréige von Rotation
und Gravitation enthélt. S, reprisentiert wieder einen benutzerdefinierten Energie-Quellterm.
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7.1.2 Validierungsfille

Die spezifische totale Energie ist gegeben durch

E=H-2 (7.4)
p
mit der spezifischen Totalenthalpie
2
H=h+ % (7.5)
und der spezifischen Enthalpie
h=c,)T. (7.6)

Der Spannungstensor fiir laminare Stromungen lautet

T:W{VV+VVP—§W“ﬂ4. (7.7)

Fiir turbulente Stromungen wird der turbulente Spannungstensor (auch Reynolds-Spannungs-
tensor genannt) verwendet. Wird kein Reynolds-Spannungsmodell verwendet, wird die Boussi-
nesq-Niherung angewendet, so dass der gesamte Spannungstensor wie folgt aussieht

2
T = piess |:VV+VVT—§<V'V)I:| : (7.8)

mit einer effektiven Viskositdt pi.rs, die gleich der Summe der laminaren und der turbulenten
Viskositét ist

Heff = U+ . (79)
Zur Schliefung des Gleichungssystems im Fall turbulenter Stromungen sind verschiedene Tur-

bulenzmodelle implementiert, die jedoch bei den in dieser Arbeit gerechneten Validierungsfallen
nicht angewendet werden.

7.1.2 Validierungsfalle

STAR-CCM+ ist vielfach fiir die unterschiedlichsten Anwendungszwecke validiert. Einige, fiir
die Anwendung in dieser Arbeit relevante Referenzen, werden stellvertretend herausgegriffen.

In [48] wird eine Hochauftriebs-Konfiguration des AIAA High-Lift Prediction Workshop (HiLift-
PW-1) mit ausgeschlagenem Vorfliigel und Klappe auf Netzen zwischen 10 und 34 Millionen
Zellen berechnet und die Ergebnisse mit experimentellen Daten aus den Jahren 1998-2003
verglichen.

Referenz [49] dokumentiert die Stromungs-Simulation um eine Rakete bei Machzahlen von 0,5
bis 1,3 mit Anstellwinkeln von —5° bis +25° mit verschiedenen Turbulenzmodellen auf Netzen
zwischen 4 und 9 Millionen Zellen. Die Ergebnisse werden mit Windkanaldaten verglichen.

In dem Bericht [50] aus der (6ffentlich zugénglichen) Technischen Bibliothek von CD-adapco
sind die Ergebnisse mehrerer Validierungs-Rechnungen zusammenfassend ausgewertet:

o RAE 2822
e Onera M6
o Multi-Element Airfoil
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7.2 Interne Strémung

e Drag-Prediction Workshop (Wing-Body)
e Joint Common Missile (Lockheed Martin Missiles and Fire Control)

e Missile Validation Cases (NAVAIR China Lake)
e Impinging Jet & Supersonic Nozzle

Ebenfalls aus dieser Quelle stammt der Bericht [51], in dem die Larmausbreitung im Fern-
feld eines NACA0012-Profils untersucht und mit der experimentellen Referenz der NASA [52]
verglichen wird.

7.2 Interne Stromung

Bei der Validierung wird zwischen internen und externen Stréomungen unterschieden, weil sie
etwas unterschiedlich behandelt werden. Wie in Kapitel 4.5 beschrieben, wird die Form der
Stromlinien der Reihe nach mit steigendem Wandabstand durchgefiihrt. Die Verschiebung der
beiden benachbarten Stromlinien wird dabei mit einem Gewichtungsfaktor versehen und unter-
relaxiert auch auf die gerade anzupassende Stromlinie angewendet. Bei einer Aufenstromung
ist dieser Gewichtungsfaktor, der immer das Gewicht der wandndheren Nachbarstromlinie re-
préasentiert, gleich eins. Bei internen Strémungen, z.B. der als erstes vorgestellten schwach kom-
pressiblen Kanalstromung, ist er dagegen 0,5 um den Einfluss beider Kanalwinde gleichermafen
zu berticksichtigen.

7.2.1 Schwach kompressible Kanalstromung

Der Zweck dieser Rechnung ist die Validierung des Stromlinien-Verfahrens fiir schwach kom-
pressible, reibungsfreie Stromungen. Daher wurden die Randbedingungen so gewéhlt, dass die
maximale Machzahl von rund 0,14 deutlich unter 0,3 bleibt, was iiblicherweise als die Grenze
angesehen wird, ab der kompressible Effekte relevant werden. Trotzdem wird das Gas in dieser
Rechnung als kompressibel modelliert, da mit der aktuellen Version des Stromlinien-Verfahrens
nur kompressible Stromungen gerechnet werden kénnen.

Sowohl STAR-CCM-+, als auch das Stromlinien-Verfahren, verwenden dieselbe thermische Zu-
standsgleichung zur Beschreibung des hier verwendeten Fluids. Daher wird diesbeziiglich keine
Abschétzung des Modellfehlers vorgenommen, da dieser als identisch fiir beide Rechnungen
angenommen wird.

Die Behandlung von Randbedingungen ist bei beiden Verfahren nicht ganz identisch. Vorgrei-
fend sei jedoch erwihnt, dass sich bis auf die, in Kapitel 6.2 behandelte Validierung der Druck-
berechnung am Beispiel des kreisférmigen Kanals, kein erkennbarer Einfluss auf die Ergebnisse
der Testfille gezeigt hat. Deswegen besteht keine Notwendigkeit diesen zu quantifizieren.

Alle Simulationen sind soweit auskonvergiert, dass keine weitere Reduktion des Iterationsfehlers
mehr erkennbar ist (siehe Bild 7.3 und 7.9). Deswegen wird dieser Fehler fiir die einzelnen
Rechnungen auch nicht quantifiziert.

Geometrie

Der von links nach rechts durchstromte zweidimensionale Kanal, der in Bild 7.1 dargestellt ist,
hat eine Gesamtlinge von 1,5 m. Er besteht aus einem Einstromsegment von 0,25 m Lénge mit
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7.2.1 Schwach kompressible Kanalstréomung

einer konstanten Hohe von 0,04 m. Daran schliefst tangential ein kosinusférmiges Segment der
Lange 0,25 m an, iiber das die Kanalhohe auf 0,03 m reduziert wird. Darauf folgt ebenfalls ein
konsinusférmiges Segment iiber dessen Linge von 0,75 m die Kanalhéhe wieder auf 0,075 m
erweitert wird. Das am Ausstromrand gelegene Segment von 0,25 m Léinge hat wiederum eine
konstante Hohe von 0,075 m.

0,25m 1,0m ,_ 0,25m

< 1€ |

| ™
& BSm | |0,115m
0,04m ¥_. SN F USRI,

-0.132 m

Abbildung 7.1: Schwach kompressible Kanalstromung, Geometrie.

Randbedingungen

Das Fluid ist thermisch und kalorisch ideale Luft, deren thermodynamische Figenschaften Tab.
6.1 entnommen werden kdnnen.

Am linken Einstromrand sind ein Totaldruck von 100175,11 Pa, eine Totaltemperatur von
300,15 K und ein Einstromwinkel von 0°, also normal zum Einstrémrand, vorgegeben.

Am rechten Ausstrémrand ist ein statischer Druck von 1-10° Pa vorgegeben. Da es sich um eine
reibungsfreie Stromung handelt, sind Totaldruck und -temperatur im gesamten Rechengebiet
konstant.

Die Einstrom-Machzahl betragt demnach 0,05, was einer Geschwindigkeit von etwa 17,36 ~*
entspricht.

Die oberen und unteren Kanalwinde sind adiabat und haben eine Gleit-Randbedingung.

Ergebnisse: STAR-CCM+

Die Rechennetze von STAR-CCM+ bestehen aus polyederférmigen Zellen, sowie zwei Schichten
prismatischer Zellen entlang der Wénde. Bild 7.2 zeigt beispielhaft einen Ausschnitt der drei
zur Abschéitzung des Diskretisierungsfehlers verwendeten Netze.

Als Vorraussetzung fiir die folgende Auswertung zeigt Bild 7.3 die unnormierten Residuen der
Rechnungen auf drei unterschiedlich feinen Netzen. Alle drei Rechnungen sind soweit auskon-
vergiert, dass keine nennenswerte weitere Reduktion des Iterationsfehlers erreicht wird.

Im Vorgriff auf den dritten Schritt der in Kapitel 2.5.4 beschriebenen Vorgehensweise zur Er-
mittelung des Diskretisierungsfehlers werden die Unterschiede in den Druckverldufen auf der
oberen und der unteren Kanalwand zwischen den drei verschiedenen Netzen in den Bildern 7.4
und 7.5 dargestellt.

Zwischen der Losung auf dem groben und dem mittleren Netz sind noch signifikante Unter-
schiede in den Druckverldufen zu erkennen, zwischen dem mittleren und dem feinen Netz jedoch
kaum mehr. Damit ist eine der Voraussetzungen fiir eine Extrapolation der Ergebnisse im posi-
tiven Sinn verletzt, nimlich dass die Anderung der Werte auf den drei Netzen deutlich ungleich
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Mittleres Netz (15106 Zellen)
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(a) Grobes Netz (6703 Zellen)

) Feines Netz (34029 Zellen)
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(

Abbildung 7.2: Schwach kompressible Kanalstromung, Ausschnitte der STAR-CCM+ Netze

mit 6703, 15106 und 34029 Zellen.
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Abbildung 7.3: Schwach kompressible Kanalstromung, unnormierte Residuen.
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STAR-CCM+, Schwach kompressible Kanalstromung,
Obere Wand
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Abbildung 7.4: Schwach kompressible Kanalstromung, Druckdifferenzen der Losungen mit
STAR-CCM+ auf der oberen Wand der drei verschiedenen Netze.
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Abbildung 7.5: Schwach kompressible Kanalstromung, Vergleich der Druckdifferenzen der Lo-
sungen mit STAR-CCM+ auf der unteren Wand mit unterschiedlich feinen
Netzen.
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7.2.1 Schwach kompressible Kanalstréomung

null sein muss. Da die Residuen in Bild 7.3 darauf hinweisen, dass alle drei Félle gut auskon-
vergiert sind und die maximale Druckdifferenz zwischen der Lésung auf dem feinen und dem
mittleren Netz nach Bild 7.4 kleiner als +2,8Pa ist, wird in diesem Fall die Losung auf dem
feinen Netz direkt als Referenzlosung verwendet.

Abgesehen vom Diskretisierungsfehler gibt es noch eine weitere Quelle fiir einen Fehler im
Druckverlauf. Der Totaldruck, der eigentlich konstant gleich 100175,11 Pa sein muss, weicht
wie in Bild 7.6 zu erkennen ist, von diesem Wert maximal um etwa 2,5 Pa auf der oberen Wand
und maximal etwas iiber 3,0 Pa auf der unteren Wand vom Sollwert ab.

STAR-CCM+, Schwach kompressible Kanalstromung

1,5
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0,5 ls
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0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6

X (m)

1

Fehlerim Totaldruck (Pa)

—pt_fein - pt_ref (Obere Wand) pt_fein - pt_ref (Untere Wand)

Abbildung 7.6: Schwach kompressible Kanalstrémung, Fehler im Totaldruck der Losungen mit
STAR-CCM+ entlang der oberen und der unteren Wand mit dem feinsten Netz.

Wegen der geringen Machzahl ist der daraus resultierende Fehler im statischen Druck etwa
gleich grok.

Die Totaltemperatur in Bild 7.7 zeigt eine durchweg sehr geringe Abweichung von der analytisch
korrekten Losung von 300,15 K auf. Das liegt daran, dass die Totalenthalpie eine Losungsva-
riable ist die nur iiber den Faktor spezifische Warmekapazitit mit der Totaltemperatur zusam-
menhingt. Eine Abweichung von 1- 1073 K liegt also in der sechsten von sieben signifikanten
Stellen (die Rechnung mit STAR-CCM+- ist mit einfacher Genauigkeit durchgefiihrt).
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STAR-CCM+, Schwach kompressible Kanalstromung,
Obere Wand
__0,00100
=
S 0,00050 } i
®
}
qé_ 0,00000 gy, Www%
2 -0,00050 |
M
=
F -0,00100
} ..
&
< -0,00150
= 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6
S x (m)
(V9
—Tt_fein - 300,15 K

Abbildung 7.7: Schwach kompressible Kanalstromung, Fehler in der Totaltemperatur der Lo-
sungen mit STAR-CCM+ auf der oberen Wand mit dem feinsten Netz.

Ergebnisse: Stromlinien-Verfahren

Ein Ausschnitt der drei systematisch verfeinerten Netze, die fiir die Rechnungen mit 4, 8 und
16 Stromlinien verwendet werden, sind in Bild 7.8 zu sehen.

7 (%4 %)

P > L] 7 229772%
2%7 ; A
/7 K

7 7 3
[ N I = oL
v b Q%Sm< Y
k = QZXZ
(a) Grobes Netz (4 Stromlinien) (b) Mittleres Netz (8 Stromlinien)

(c) Feines Netz (16 Stromlinien)

Abbildung 7.8: Schwach kompressible Kanalstromung, Ausschnitte der Netze des Stromlinien-
Verfahrens mit 4, 8 und 16 Stromlinien.

Auch diese drei Rechnungen sind so lange fortgefiihrt, bis keine weitere Reduktion des Itera-

tionsfehlers mehr erreicht werden kann. Die maximalen und mittleren Druckkorrekturen sowie
die maximale Verschiebung eines Stromlinien-Stiitzpunktes zeigt Bild 7.9. Die Spriinge, die bei
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7.2.1 Schwach kompressible Kanalstréomung

4, 8, 16, 32 und alle weiteren Vielfachen von 64 Iterationen zu erkennen sind, sind dadurch
begriindet, dass zu diesen Zeitpunkten die relative Lage der Punkte auf den benachbarten
Stromlinine bzw. Wénden aktualisiert werden (siehe hierzu die Beschreibung in Kapitel 4).
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Abbildung 7.9: Schwach kompressible Kanalstromung, Stromlinien-Verfahren, maximale
Druckéinderung pro Iteration (Pa), mittlere Druckinderung pro Iteration (Pa)
und maximale Verschiebung eines Stromlinien-Stiitzpunktes (m), jeweils fiir 4,

8, 16 Stromlinien.

Die Abschitzung des Diskretisierungsfehlers folgt der Vorgehensweise aus Kapitel 2.5.4. Zu-
néchst wird die Referenzgrofe der raumlichen Diskretisierung (Flache des Rechengebiets geteilt
durch die Anzahl der Stromliniensegmente) fiir alle drei Félle ermittelt und in Tabelle 7.2.1

zusammengefasst.

Netzindex i Stromlinien Stromlinien-Segmente h (1073 m)

1 16
2 8
3 4

12841 2,446768
3390 4,762032
940 9,043328

Tabelle 7.1: Schwach kompressible Kanalstromung, mittlere Stromlinien-Segmentlinge.
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7.2 Interne Strémung

Fiir die Bestimmung der Ordnung des Diskretisierungsfehlers wird die einzige variierende Gréfse
verwendet, der statische Druck. Die Differenzen der Werte auf den unterschiedlichen Netzen
sowie der extrapolierte Verlauf ist in den Bildern 7.10 fiir die obere und 7.11 fiir die untere
Wand dargestellt.
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Abbildung 7.10: Schwach kompressible Kanalstromung, Vergleich der Druckdifferenzen der Lo-
sungen mit dem Stromlinien-Verfahren sowie der extrapolierten Losung auf
der oberen Wand mit unterschiedlicher Stromlinienanzahl.
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Abbildung 7.11: Schwach kompressible Kanalstromung, Vergleich der Druckdifferenzen der Lo-
sungen mit dem Stromlinien-Verfahren sowie der extrapolierten Losung auf
der unteren Wand mit unterschiedlicher Stromlinienanzahl.

Die Ergebnisse der Auswertung des Diskretisierungsfehlers sind in Tabelle 7.2.1 zusammenge-
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7.2.1 Schwach kompressible Kanalstréomung

fasst.

Obere Wand Untere Wand

ror 1,946254 1,946254
T2 1,899048 1,899048
Prin 0,0044 0,0045
Pav 2,8356 1,9994
Pmaz 13,7233 12,5422
e2! 0,0002 % 0,0002 %
e2l, 0,0000 % 0,0001 %

GCI3, 0,0043%  0,0098 %
£, 14,36 % 12,84 %

Tabelle 7.2: Schwach  kompressible Kanalstromung, FErgebnisse der Beurteilung des
Diskretisierungsfehlers.

Die Verhéltnisse der mittleren Segmentlangen r liegen alle nahe 2, da die Zellgrofe halbiert
wurde, weswegen sich im Mittel die Segmentlinge ebenfalls etwa halbiert hat. Die extrapolier-
ten Werte des statischen Drucks sind jeweils mit dem arithmetischen Mittelwert der lokalen
Werte fiir die Ordnung des Diskretisierungsfehlers p,, berechnet. Dieser liegt, wie in Kapi-
tel Konvergenzordnung des Verfahrens beschrieben, erwartungsgemaif zwischen eins und drei,
je nachdem, ob der Einfluss des Diskretisierungsfehlers der Druck- oder der Stromlinienform-
Approximation iiberwiegt. Die Fehlerabschatzungen e, fiir den Fall mit 16 Stromlininen sowie
der extrapolierten Losung e.,; liegen alle auf einem sehr niedrigen Niveau vom unter 0,0002
%. Auch der Gesamtfehler GCT ist mit etwa 0,01 % sehr niedrig. Der Anteil der Zellen, in
denen oszillatorische Konvergenz vorliegt f, ist mit rund 15 % im erwarteten Bereich, da die
L&sung mit 16 Stromlinien bereits sehr nahe an der extrapolierten Losung liegt. Je ndher man
der netzunabhéngigen Losung kommt, desto hoher wird naturgeméfs der Anteil der Zellen mit
oszillatorischer Konvergenz. Insgesamt weisen diese Werte iibereinstimmend auf eine allgemein
gute Konvergenz hin. Dementsprechend ist in den Bildern 7.10 und 7.11 zumindest fiir die Fille
mit vier und acht Stromlinien auch noch eine systematische Reduktion der Druckunterschiede
zu erkennen. Etwas schwer zu erkennen ist, dass die Losung mit 16 Stomlinien bereits beinahe
identisch mit der extrapolierten Losung ist.

Vergleich der Ergebnisse

Die Druckverldufe der Losungen mit dem Stromlinien-Verfahren mit 8 Stromlinien und der Lo-
sung auf dem feinsten Netz mit STAR-CCM-+ auf der oberen Wand in Bild 7.12 und auf der un-
teren Wand in Bild 7.13 zeigen optisch iibereinanderliegende Linien. Das Stromlinien-Verfahren
gibt die Physik dieser Strémung also in guter Ubereinstimmung mit der Referenzlosung wieder.

Fiir eine genauere Bewertung zeigt Bild 7.14 und 7.15 die Differenzen der extrapolierten Lo-
sungen beider Verfahren auf der oberen und der unteren Wand. Abgesehen davon, dass die
Druckwerte um maximal 0,01 % differieren, kommt noch dazu, das das Stromlinienverfahren
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STAR-CCM+ / Stromlinien-Verfahren, Schwach kompressible
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Abbildung 7.12: Schwach kompressible Kanalstromung, Verlauf des statischen Drucks der Lo-
sungen mit STAR-CCM+ und dem Stromlinien-Verfahren auf der oberen

Wand.
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Abbildung 7.13: Schwach kompressible Kanalstrémung, Verlauf des statischen Drucks der Lo-
sungen mit STAR-CCM+ und dem Stromlinien-Verfahren auf der unteren

Wand.
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7.2.1 Schwach kompressible Kanalstréomung

im Gegensatz zu STAR-CCM+ den Druck im Einstromquerschnitt korrekt wiedergibt. Die Dif-
ferenzen bei x = 0 m sind Fehler von STAR-CCM+, bedingt durch den in Bild 7.6 gezeigten
Fehler im Totaldruck.
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Abbildung 7.14: Schwach kompressible Kanalstromung, Vergleich der Druckdifferenzen der Lo-
sungen mit STAR-CCM+ und dem Stromlinien-Verfahren auf der oberen
Wand.
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Abbildung 7.15: Schwach kompressible Kanalstromung, Vergleich der Druckdifferenzen der Lo-
sungen mit STAR-CCM+ und dem Stromlinien-Verfahren auf der unteren
Wand.
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Vergleich der Rechenzeiten

Die Rechenzeiten konnen nur niherungsweise verglichen werden, da gerechter Weise zwei Simu-
lationen beider Verfahren fiir den Vergleich herangezogen werden sollten, die eine etwa gleich
groke Abweichung zur jeweiligen netzunabhingigen Losung haben. Das dies bei drei Rechnun-
gen pro Verfahren zufillig bei Zweien iibereinstimmt, ist dabei recht unwahrscheinlich.

Beide Rechnungen wurden auf demselben Computer jeweils nur auf einem Prozessorkern durch-
gefithrt, da das Stromlinienverfahren noch nicht parallelisiert ist. Die absoluten Zeiten sind
daher irrelevant, das Verhéltnis ist entscheidend.

Eine dhnliche Grokenordnung der Abweichungen von der extrapolierten Losung des jeweiligen
Verfahrens haben die Rechnung auf dem mittleren Netz mit STAR-CCM+ und der Fall mit 8
Stromlinien. Die Druckdifferenzen beider Verfahren sind stellvertretend auf der oberen Wand
in Bild 7.16 dargestellt.
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Abbildung 7.16: Schwach kompressible Kanalstromung, Vergleich der Druckdifferenzen der Lo-
sungen mit STAR-CCM+ und dem Stromlinien-Verfahren auf der oberen
Wand.

Mit STAR-CCM+ dauerte diese Rechnung 563,56 s, mit dem Stromlinienverfahren 6,44 s, also
nur etwa 1,14 % der Rechenzeit von STAR-CCM .

Zusammenfassung

Grundsitzlich ist die Ubereinstimmung der Druckverliufe beider Verfahren sehr gut. Das
Stromlinien-Verfahren ist in der Lage, die Physik dieser Strémung in guter Ubereinstimmung
mit der Referenzlosung wiederzugeben. Die maximale Abweichung im Druckverlauf liegt unter
0,01 %. Die Rechenzeit des Stromlinien-Verfahrens betriagt jedoch bei vergleichbarem Fehler
nur etwa 1,14 % der Rechenzeit von STAR-CCM+.
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7.2.2 Stark kompressible Kanalstréomung

7.2.2 Stark kompressible Kanalstromung

Mit dieser Rechnung soll das Stromlinien-Verfahren fiir deutlich kompressible, reibungsfreie
Stromungen validiert werden. Aus diesem Grund sind die Randbedingungen so gewéhlt, dass
eine maximale Machzahl von 0,8513 auftritt (siche Bild 7.17).

STAR-CCM+, Stark kompressible Kanalstromung, Mittelschnitt
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Abbildung 7.17: Stark kompressible Stromung, STAR-CCM+, Machzahl im Mittelschnitt des
Kanals auf dem feinsten Netz.

Da beide Simulationsprogramme grundséitzlich dieselben Modellierungsansitze fiir Zustands-
anderungen des Gases, die Randbedingungen sowie fiir die Stromungsberechnung verwenden,
ist ein Vergleich der FErgebnisse uneingeschriankt moglich. Daher wird auch bei diesem Beispiel
fiir die Validierungsrechnungen keine Abschitzung des Modellfehlers vorgenommen, da dieser
wieder als identisch fiir beide Rechnungen angenommen wird.

Alle Simulationen sind soweit auskonvergiert, dass keine weitere Reduktion des Iterationsfehlers
mehr erkennbar ist (siche Bild 7.20 und 7.27), weswegen der dadurch bedingte Fehler fiir die
einzelnen Rechnungen ebenfalls nicht separat quantifiziert wird.

Geometrie

Der von links nach rechts durchstromte zweidimensionale Kanal, der in Bild 7.18 dargestellt
ist, hat eine Gesamtlinge von 2,0 m. Er besteht aus einem Einstrémsegment von 0,5 m Lénge
und einer konstanten Hohe von 0,12 m. Daran schliefft tangential ein kosinusférmiges Segment
der Lange 0,5 m an, iiber das die Kanalhéhe zunéchst von 0,12 m auf 0,07 m reduziert und
anschlieffend wieder auf 0,14 m erweitert wird. Daraus folgt ein 0,5 m langes Segment mit einer
konstantem Hohe von 0,14 m bis zum Ausstromrand. Es handelt sich also um eine typische,
kompressible Diisenstromung.
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Abbildung 7.18: Stark kompressible Kanalstromung, Geometrie.

Randbedingungen

Das Fluid ist thermisch und kalorisch ideale Luft, deren thermodynamische Eigenschaften in
Tab. 6.1 aufgelistet sind.

Am linken Einstromrand sind ein Totaldruck von 106445,63 Pa, eine Totaltemperatur von
305,41 K und ein Einstromwinkel von 0° also normal zum Einstrémrand, vorgegeben.

Am rechten Ausstrémrand ist der statischer Druck auf 1-10° Pa festgelegt. Da es sich um eine
reibungsfreie Euler-Rechnung handelt, sind Totaldruck und -temperatur im gesamten Rechen-
gebiet konstant.

Die obere und untere Kanalwand ist adiabat und hat eine Gleit-Randbedingung.

Ergebnisse: STAR-CCM+

Die Rechennetze von STAR-CCM+ bestehen aus polyeder-férmigen Zellen, sowie vier Schichten
prismatischer Zellen entlang der Wénde. Bild 7.19 zeigt beispielhaft das grébste Netz mit 6205
Zellen.

£x

Abbildung 7.19: Stark kompressible Stromung, STAR-CCM+, unstrukturiertes grobes Netz
(6205 Zellen).

Als Vorraussetzung fiir die folgende Auswertung zeigt Bild 7.20 die unnormierten Residuen der
Rechnungen auf drei unterschiedlich feinen Netzen. Alle drei Rechnungen sind soweit auskonver-
giert, dass keine weitere Reduktion des Iterationsfehlers erreicht wird. Um die Ubersichtlichkeit
zu verbessern, wurden in den Diagrammen die Residuen der Impulserhaltung in y-Richtung
entfernt.

Zur Abschitzung des Diskretisierungsfehlers werden die Ergebnisse auf mehreren, systematisch
verfeinerten Netzen verglichen. Bild 7.21 zeigt zum Vergleich jeweils denselben Ausschnitt der
verschieden feinen Netze an der engsten Stelle des Kanals. Die horizontale, durchgezogene Linie
am unteren Rand der Bilder ist der Mittelschnitt des Kanals.

Auch bei diesem Fall ist der statische Druck der Skalar, der fiir die Bestimmung des Diskreti-
sierungsfehlers verwendet wird. Dessen Verlauf entlang des Mittelschnitts des Kanals zeigt Bild
7.22.
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Abbildung 7.20: Stark kompressible Kanalstromung, STAR-CCM+, unnormierte Residuen.
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Abbildung 7.21: Stark kompressible Kanalstromung, STAR-CCM-+, systematisch verfeinerte

unstrukturierte Netze.
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7.2.2 Stark kompressible Kanalstréomung

STAR-CCM+, Stark kompressible Kanalstrémung, Mittelschnitt
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Abbildung 7.22: Stark kompressible Strémung, STAR-CCM+, Druckverlauf entlang des Mit-

telschnitts des Kanals auf dem feinsten Netz.

Die Vorgehensweise folgt wieder den Schritten, die in Kapitel 2.5.4 beschrieben sind. Daher
werden die Ergebnisse direkt in Tabelle 7.2.2 zusammengefasst.

Bezeichnung Formelzeichen Wert (sTAR-cCM+)
Mittlere ZellgroRe, feines Netz hy 2,683-107% m
Mittlere Zellgroke, mittleres Netz hs 4,058 1072 m
Mittlere Zellgroke, grobes Netz hs 6,088 -107% m
Verhéltnis der Zellgrofen, grobes/mittleres Netz T91 1,5133
Verhéltnis der Zellgrofen, mittleres/feines Netz T'39 1,5002
Minimale lokale Ordnung des Diskretisierungsfehlers — pin 0,0010
Mittlere globale Ordnung des Diskretisierungsfehlers  pg, 2,1870
Maximale lokale Ordnung des Diskretisierungsfehlers  p,,4. 19,5754
Geschitzter relativer Fehler, feines Netz el 0,0276 %
Geschitzter relativer Fehler, extrapolierte Losung el 0,0188 %

Grid Convergence Index, feines Netz GCI3,. 2,3431 %
Anteil der Zellen mit oszillatorischer Konvergenz fo 35,11 %

Tabelle 7.3: Stark kompressible Kanalstromung, Ergebnisse der Beurteilung des Diskretisie-
rungsfehlers fiir die Rechnungen mit STAR-CCM+-.

Die mittleren Zellgréfen h erhohen sich mit jeder Netzvergroberung systematisch etwa um den
Faktor » = 1,5. Die mittlere Ordnung des Diskretisierungsfehlers auf der Basis der lokalen
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7.2 Interne Strémung

Anderungen des statischen Drucks auf den unterschiedlichen Netzen p,, betriigt 2,19. Das liegt
nahe an dem fiir dieses Verfahren erwarteten Wert von 2,0. Der durchschnittliche Druckfehler
GC1 ist jedoch auf einem recht hohen Niveau von etwa 2,34 %. Die Ursache dafiir ist der hohe
Anteil an Zellen mit oszillatorischer Konvergenz f,, der bei rund 35 % liegt. Bedenkt man, dass
etwas mehr als die Hélfte der Zellen in den Segmenten mit konstantem Querschnitt am Anfang
und Ende des Kanals liegen, liegt also im iiberwiegenden Anteil der Zellen, in denen sich der
Druck iiberhaupt nennenswert &ndert, oszillatorische Konvergenz vor. Das wird bestétigt durch
den Vergleich der Druckdifferenzen zwischen zwei aufeinander folgender Netz-Niveaus in Bild
7.23.

STAR-CCM+, Stark kompressible Kanalstromung, Mittelschnitt
200
@ 150
s
N
$ 100
k]
5 50
=z
L)
-
a 0
-50
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
x (m)
p_grob -p_mittel ---p mittel-p fein ——p fein-p_ex

Abbildung 7.23: Stark kompressible Stromung, STAR-CCM+, Druckdifferenz der Losungen auf
den drei unstrukturierten Netzen.

Es ist deutlich zu erkennen, dass die Driicke in einem Grofteil des Bereichs zwischen 0,5 m < x
< 1,5 m stark oszillieren. Dementsprechend ist kaum eine Reduktion der Differenz der Losung
zwischen dem groben und dem mittleren Netz im Vergleich zu der Differenz zwischen dem
feinen Netz und den extrapolierten Werten zu erkennen, die mit p,, = 2,19 von der Losung
auf dem feinsten Netz extrapoliert ist. Auch die zweimalige systematische Netzverfeinerung
verbessert das Ergebnis also nur unwesentlich. Relativ zum Maximalbetrag der Druckdnderung
entlang des Mittelschnitts von 33719,03 Pa (siehe Bild 7.22) entspricht die maximale Differenz
des statischen Drucks zwischen dem feinen Netz und der extrapolierten Losung mit 133,22 Pa
jedoch trotzdem nur 0,4 %.

Dagegen ist der Fehler im Totaldruck in Bild 7.24, der eigentlich konstant 106445,63 Pa sein soll-
te, vergleichsweise gering. Die Werte liegen auf dem feinsten Netz alle innerhalb eines Korridors
von 14,21 Pa.

Die Totaltemperatur in Bild 7.25 weicht erwartungsgemif nur um maximal 3 - 107* K vom
korrekten Wert von 305,41 K ab.

Insgesamt ist deutlich zu erkennen, dass die Fehler bei starker kompressiblen Stromungen schnell
zunehmen. Trotzdem liegt die durch Diskretisierungsfehler bedingte Unsicherheit im statischen
Druck mit 2,34 % noch auf akzeptablen Niveau.
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STAR-CCMH+, Stark kompressible Kanalstromung,
Mittelschnitt
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Abbildung 7.24: Stark kompressible Stromung, STAR-CCM+-, Totaldruckfehler auf dem fein-
sten Netz.
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Abbildung 7.25: Stark kompressible Stromung, STAR-CCM+, Totaltemperaturverlauf auf dem
feinsten Netz.
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7.2 Interne Strémung

Ergebnisse: Stromlinien-Verfahren

Mit dem Stromlinien-Verfahren ist dieser Fall mit 4, 8, 16 und 32 Stromlinien gerechnet. s
werden kartesische Netze verwendet. Bei jeder Netzverfeinerung halbiert sich die Zellgrofte und

damit auch die mittlere Linge der Stromlinien-Segmente. Bild 7.26 zeigt beispielhaft das Netz
des Falls mit 8 Stromlinien.

e vV A A A e A A e A v e
PLAARERSES

Abbildung 7.26: Stark kompressible Stromung, Stromlinien-Verfahren, grobes Netz mit 8
Stromlinien.

Die Maximalanzahl der Iterationen ist in allen Féllen so gewahlt, dass keine signifikante weitere
Reduktion der Korrekturen erreicht werden kann. In Bild 7.27 sind die maximalen und mitt-
leren Druckkorrekturen sowie die maximale Verschiebung eines Stromlinien-Punktes iiber den

Iterationen aufgetragen.
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Abbildung 7.27: Stark kompressible Kanalstromung, Stromlinien-Verfahren, Korrekturen.
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7.2.2 Stark kompressible Kanalstréomung

Die Kurven der Rechnung mit 4 Stromlinien enden vor den Erreichen der vorgegebenen Ite-
rationszahl, da die Korrekturen gleich null sind, was auf einer logarithmischen Skala nicht
darstellbar ist.

Analog zur Auswertung der STAR-CCM+ Lésung wird auch hier der statische Druck verwen-
det um den rdumlichen Diskretisierungsfehler zu quantifizieren. Die Differenzen zwischen den
Losungen jeweils benachbarter Diskretisierungs-Nivaus zeigt Bild 7.28.

Stromlinien-Verfahren, Stark kompressible Kanalstromung,
Mittelschnitt
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Abbildung 7.28: Stark kompressible Stromung, Stromlinien-Verfahren, Differenz der Losungen
mit unterschiedlicher Stromlinien-Anzahlen und zur extrapolierten Losung.

Fiir die Extrapolation einer netzunabhingigen Losung ist es dabei sehr positiv, dass die Diffe-
renzen mit héherer Stromlinien-Anzahl bzw. Diskretisierungs-Genauigkeit systematisch kleiner
werden. Im Gegensatz zu den STAR-CCM+ Ergebnissen auf unterschiedlich feinen Netzen ist
hier eine deutliche Verbesserung des Ergebnisses bei einer Netzverfeinerung zu erkennen. Zudem
ist das Niveau der Differenzen bei hoherer Diskretisierungs-Genauigkeit niedriger. In Tabelle
7.2.2 sind die Ergebnisse der Ermittelung des raumlichen Diskretisierungsfehlers zusammen
gefasst.

Die Halbierung der Zellgroke spiegelt sich in den Verhéiltnissen der Segmentlingen r von etwa
2 wieder. Der arithmetische Mittelwert der lokalen Ordnungen des Diskretisierungsfehlers von
p = 2,7 wird fiir die Extrapolation der Werte des Falls mit 32 Stromlinien verwendet, um eine
netzunabhéngige Losung zu ermitteln. Auch hier liegt der Anteil der Zellen, mit oszillatori-
scher Konvergenz bei relativ hohen 19,03 %. Aufgrund der in Bild 7.28 deutlich erkennbaren
Verbesserung der Losung ist die Ursache hier eine andere. Die Losung mit 32 Stromlinien liegt
bereits sehr nahe der netzunabhingigen Losung, weswegen sehr geringe Restschwankungen der
Druckwerte zu diesem hohen Wert fiithren. Das wird auch untermauert durch den sehr niedrigen
Wert der Gesamtunsicherheit (GCI) von nur 0,042 %.

Der Fehler im Totaldruck bzw. der Totaltemperatur ist beim Stromlinien-Verfahren aufgrund
des Modellierungs-Ansatzes gleich null, da beide Gréfen direkt erhalten werden.
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7.2 Interne Strémung

Bezeichnung Formelzeichen Wert (Stroml.-Verf.)
Mittlere Segmentlinge, feines Netz hy 3,592-1073 m
Mittlere Segmentlinge, mittleres Netz ho 7,180-10% m
Mittlere Segmentlinge, grobes Netz hs 1,434-1072 m
Verhéltnis der Segmentldngen, grobes/mittleres Netz 79 1,9985
Verhéltnis der Segmentldngen, mittleres/feines Netz 739 1,9977
Minimale lokale Ordnung des Diskretisierungsfehlers — ppin 0,0048
Mittlere globale Ordnung des Diskretisierungsfehlers  pg, 2,7020
Maximale lokale Ordnung des Diskretisierungsfehlers  p,q. 12,2544
Geschétzter relativer Fehler, feines Netz el 0,0018 %
Geschétzter relativer Fehler, extrapolierte Losung el 0,0003 %

Grid Convergence Index, feines Netz GCI?,. 0,0420 %
Anteil der Segmente mit oszillatorischer Konvergenz  f, 19,03 %

Tabelle 7.4: Stark kompressible Kanalstromung, Ergebnisse der Beurteilung des Diskretisie-
rungsfehlers fiir die Rechnungen mit dem Stromlinien-Verfahren.

Vergleich der Ergebnisse

Grundsétzlich zeigt Bild 7.29, dass beide Verfahren fiir diesen Fall zu sehr &hnlichen Ergeb-
nissen kommen. Allerdings ist fiir diese stark kompressible Gasstromung der Anteil der Zellen
mit oszillatorischer Konvergenz bei STAR-CCM+ mit 35,11 % etwa dreimal so grof wie beim
Stromlinien-Verfahren, wo er bei 9,38 % liegt. Da sich die Druck-Oszillationen bei systemati-
scher Netzverfeinerung bei STAR-CCM+ nur unwesentlich reduzieren, ist auch die Unsicherheit

im Ergebnis auf dem feinen Netz mit 2,34 % erheblich héher im Vergleich zum Stromlinien-
Verfahren mit 0,07 %.

Die Differenz der extrapolierten Lésungen beider Verfahren ist in Bild 7.30 dargestellt. Sie liegen
in einem Korridor von 173,26 Pa. Allerdings ist dabei zu bedenken, dass bereits die Differenz
zwischen der Losung auf dem feinen Netz und der extrapolierten Losung mit STAR-CCM+- in
einem Korridor der Breite 133,22 Pa liegen. Dagegen liegen die Abweichungen der Lésung mit
32 Stromlinien zur extrapolierten Losung des Stromlinien-Verfahrens in einem Korridor von
nur 6,28 Pa Breite. Das deutet darauf hin, dass die Differenzen der Losungen beider Verfahren
nicht auf einen Fehler im Stromlinien-Verfahren zuriickzufiihren ist.
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Abbildung 7.29: Stark kompressible Stromung, Stromlinien-Verfahren, Druckverldufe im Mit-

telschnitt des Kanals mit STAR-CCM+- und dem Stromlinien-Verfahren.
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Abbildung 7.30: Stark kompressible Stromung, Stromlinien-Verfahren, Differenz der extrapo-

lierten Losungen mit STAR-CCM+ und dem Stromlinien-Verfahren.
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Vergleich der Rechenzeiten

Fiir den Vergleich der Rechenzeiten werden jeweils Losungen beider Verfahren herangezogen,
die relativ zu den extrapolierten Werten desselben Verfahrens die gleiche Differenz aufweisen.
Somit werden unabhingig davon, welches die richtige Losung ist, Ergebnisse gleicher Giite
verglichen. Bild 7.31 illustriert, dass die Abweichungen zu den extrapolierten Werten mit dem
feinen Netz bei STAR-CCM+ &dhnlich grofs sind, wie die Ergebnisse mit 8 Stromlinien.

STAR-CCM+/ Stromlinien-Verfahren, Stark kompressible
Kanalstromung, Mittelschnitt

150

100

(w]
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p_fein - p_ex (STAR-CCM+) ——p_8 - p_ex (Stromlinien-Verfahren)

Abbildung 7.31: Stark kompressible Stromung, Differenz zwischen der Losung auf dem feinen
Netz mit STAR-CCM+ und der extrapolierten Losung, sowie die Differenz
zwischen der Losung mit 8 Stromlinien mit dem Stromlinien-Verfahren und
der extrapolierten Losung.

Auf demselben Computer auf einem Prozessorkern dauert die Simulation mit STAR-CCM+
auf dem feinen Netz 2088,20 s, mit dem Stromlinien-Verfahren mit 8 Stromlinien 2,31 s. Fiir
ein Ergebnis dhnlicher Genauigkeit ist mit dem Stromlinien-Verfahren also nur rund 0,11 % der
CPU-Zeit erforderlich, die STAR-CCM+ benétigt.

Zusammenfassung

Insgesamt zeigt sich, dass das Stromlinien-Verfahren bei stark kompressiblen Stromungen deut-
lich besser konvergiert und deswegen auch zuverlassigere Ergebnisse liefert. Ein Grund hierfiir
ist sicher, dass Totaldruck und -temperatur beim Stromlinien-Verfahren (zumindest bei isen-
tropen Stromungen) entlang der Stromlinien konstant sind. Somit hat die Stromung zwei Frei-
heitsgrade weniger im Vergleich zum Finite-Volumen Ansatz, obwohl dieselbe Physik modelliert
wird.

Unter anderem deswegen liegt die Rechenzeit bei vergleichbarer Giite der Ergebnisse bei nur
0,11 % der von STAR-CCM-+ benoétigten CPU-Zeit.
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7.3.1 Kompressible Profilstromung - NACA 0012

Die Validierung des Stromlinien-Verfahrens fiir Aufsenstromungen erfolgt an einem symmetri-
schen NACA-Tragfliigelprofil mit 12 % relativer Dicke.

Geometrie
9m
soomt —A\EHE
«— >le e— >
6:5 m 1;0 m 6,5 m

Abbildung 7.32: Kompressible Profilumstrémung, Geometrie.

Aufgrund der Symmetrie des Profils wird, wie in Bild 7.32 gezeigt, nur die obere Hilfte der
Gesamtgeometrie vernetzt und gerechnet. Die Netzausdehnung mit jeweils 6,5 m vor und hinter
dem Profil in Stromungsrichtung und 9 m quer zur Stromungsrichtung ist nicht so grof, dass
an den Réndern des Rechengebiets kein Einfluss der Profilgeometrie mehr erkennbar ist. Zum
Einen ist er aber in dieser Entfernung bereits relativ klein und andererseits werden genau
dieselben Randbedingungen verwendet, so dass deren Effekt auf die Stromung in beiden Fallen
identisch ist und die Ergebnisse damit vergleichbar sind.

Randbedingungen
Das Fluid ist thermisch und kalorisch ideale Luft, deren thermodynamische Eigenschaften in
Tab. 6.1 zusammengefasst sind. Viskose Effekte werden wieder vernachléssigt.

Am linken Einstromrand sind ein Totaldruck von 106445,53 Pa, eine Totaltemperatur von
305,41 K und eine Einstromrichtung normal zum Einstromrand, vorgegeben.

Am rechten und oberen Rand ist ein statischer Druck von 1 - 10° Pa vorgegeben.

Die Einstrom-Machzahl betrigt bei diesem statischen Druck etwa 0,3, was einer Geschwindig-
keit von etwa 104,18 * entspricht.

Da es sich um eine reibungsfreie Stromung handelt, sind Totaldruck und -temperatur im ge-
samten Rechengebiet konstant.

Der untere Rand und die Profiloberfliche sind adiabat und haben eine Gleit-Randbedingung.
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Ergebnisse: STAR-CCM+

Fiir die Rechnung mit STAR-CCM+ werden Netze mit hexaedrischen Zellen verwendet, die
in bestimmten Bereichen lokal verfeinert sind. Bild 7.33 zeigt beispielhaft den staupunktnahen
Bereich der drei zur Abschéitzung des Diskretisierungsfehlers verwendeten Netze.

(a) Grobes Netz (6703 Zellen) (b) Mittleres Netz (15106 Zellen)

(c) Feines Netz (34029 Zellen)

Abbildung 7.33: Kompressible Profilumstréomung, Ausschnitte der STAR-CCM+ Netze mit
6670, 25782 und 101596 Zellen.

Als Vorraussetzung fiir die folgende Auswertung zeigt Bild 7.34 die unnormierten Residuen der
Rechnungen auf drei unterschiedlich feinen Netzen. Alle drei Rechnungen sind soweit auskon-
vergiert, dass keine nennenswerte weitere Reduktion des Iterationsfehlers erreicht wird.

In diesem Fall wird der Verlauf des statischen Drucks entlang der Wand fiir die Bestimmung
des Diskretisierungsfehlers verwendet. Die bereits aus den vorher beschriebenen Validierungs-
rechnungen bekannte Vorgehensweise aus Kapitel 2.5.4 ergibt die in Tabelle 7.3.1 zusammen-
gefassten Ergebnisse.

Die mittleren Zellgrofen h erhchen sich mit jeder Netzvergroberung systematisch etwa um den
Faktor » ~ 2,0. Die mittlere Ordnung des Diskretisierungsfehlers auf der Basis der lokalen
Anderungen des statischen Drucks auf den unterschiedlichen Netzen p,, betrigt wie bereits aus
den vorangegangenen Rechnungen erwartet einen Wert nahe zwei, hier 2,16. Der durchschnitt-
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7.3.1 Kompressible Profilstromung - NACA 0012
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Abbildung 7.34: Kompressible Profilumstrémung, unnormierte Residuen.
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Bezeichnung Formelzeichen Wert (sTAR-cCcM+)
Mittlere Zellgrofe, feines Netz ha 3,524-107%2 m
Mittlere Zellgréfie, mittleres Netz hs 6,995-1072 m
Mittlere Zellgrofse, grobes Netz hs 1,375-107' m
Verhéltnis der Zellgrofen, grobes/mittleres Netz o1 1,9851
Verhéltnis der Zellgrofen, mittleres/feines Netz 32 1,9661
Minimale lokale Ordnung des Diskretisierungsfehlers  p,,in 0,0061
Mittlere globale Ordnung des Diskretisierungsfehlers — pg, 2,1622
Maximale lokale Ordnung des Diskretisierungsfehlers  paz 8,6165
Geschitzter relativer Fehler, feines Netz el 0,0076 %
Geschétzter relativer Fehler, extrapolierte Losung ez, 0,0022 %

Grid Convergence Index, feines Netz GCI3,, 0,2781 %
Anteil der Zellen mit oszillatorischer Konvergenz fo 14,3058 %

Tabelle 7.5: Kompressible Profilumstréomung, Ergebnisse der Beurteilung des Diskretisierungs-
fehlers fiir die Rechnungen mit STAR-CCM-+.

liche Druckfehler GCT liegt bei recht niedrigen 0,28 %, was auf eine ordentliche Konvergenz
in Richtung netzungabhingiger Losung hinweist. Zudem weisen auch nur 14,31 % der Zellen
oszillatorische Konvergenz auf, was unter anderem auch darauf hinweist, dass die Losung auf
dem feinsten Netz noch nicht zu nahe der netzunabhéngigen Lsung liegt.

Das bestatigt auch Bild 7.35, dass die Unterschiede im Druckverlauf zwischen den L&sungen
auf den drei Netzen und der extrapolierten Losung dargestellt.

Nachdem die Darstellung aber insbesondere im Bereich des Staupunktes etwas uniibersichtlich
ist, wird in Bild 7.36 auf die Differenz der Losungen auf dem groben und dem mittleren Netz
verzichtet.

Der Unterschied zwischen der Losung auf dem feinsten Netz und der extrapolierten Losung
betrdagt immer noch etwa 217,68 Pa. Die Unterschiede beschrianken sich iiberwiegend auf den
Bereich um den Staupunkt und die Hinterkante des Profils und sind entlang weiten Teilen der
Profiloberfliche sehr klein. Allerdings sind vor Allem die Werte nahe des Staupunktes fiir den
Auftrieb (Saugspitze) und den Druckwiderstand des Profils entscheidend.

Laut Bild 7.37, weist sogar die Rechnung auf dem feinsten Netz mit STAR-CCM+ immer
noch einen Fehler im Totaldruck von maximal 365,27 Pa und minimal -497.34 Pa auf. Die-
ser beschrinkt sich auch nicht ausschliefslich auf den Staupunktbereich und die Hinterkante.
Nachdem z.B. bei x = 0,1 m der statische Druck zwischen der Losung auf dem feinen Netz
im Vergleich zur extrapolierten Losung kaum mehr variiert, der Totaldruck jedoch um etwa
180 Pa vom korrekten Wert abweicht, wirkt sich der Totaldruckfehler also in einer falschen
Stromungsgeschwindigkeit aus. Filschlicherweise ergibt sich durch den Totaldruckfehler jedoch
trotz reibungsfreier Rechnung ein Impulsverlust in der Nachlaufstrémung.

Die Totaltemperatur in Bild 7.38 weicht wie in den anderen Fillen nur um maximal -0,1 K vom
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Abbildung 7.35: Kompressible Profilumstromung, STAR-CCM+, Druckdifferenzen der Losun-
gen auf der Wand.
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Abbildung 7.36: Kompressible Profilumstrémung, STAR-CCM+, Druckdifferenzen der Losun-
gen auf der Wand der zwei genauesten Losungen.
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Abbildung 7.37: Kompressible Profilumstromung, STAR-CCM+, Totaldruckfehler auf der
Wand.

korrekten Wert ab. Dieser Fehler diirfte einen vernachlidssigbaren Einfluss auf das Gesamter-
gebnis (z.B. in Bezug auf die Machzahl) haben.
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Abbildung 7.38: Kompressible Profilumstromung, STAR-CCM+, Totaltemperaturfehler auf
der Wand.

Um auch den wandfernen Bereich des Stromungsfeldes vergleichen zu kénnen, wird der statische
Druck auch in einem vertikalen Schnitt 0,2 m hinter dem Staupunkt ausgewertet. Bild 7.39 zeigt
die Differenzen der Losungen auf den drei Netzen beginnend auf der Profiloberflache, die an
dieser Stelle bei bei etwa y = 0,057 m liegt.

Die Unterschiede sind grundsétzlich recht gering. Das die Differenz zwischen den Losungen
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STAR-CCM+, Kompressible Profilumstrémung, Schnitt
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Abbildung 7.39: Kompressible Profilumstrémung, STAR-CCM-+, Druckdifferenzen der Losun-
gen im vertikalen Schnitt bei x = 0,2 m.

auf dem groben und dem mittleren Netz deutlich kleiner ist, als die zwischen dem mittleren
und dem feinen Netz deutet jedoch darauf hin, dass auch auf dem feinen Netz noch keine
netzunabhéngige Losung vorliegt.

Ergebnisse: Stromlinien-Verfahren

Die drei Netze der Rechnungen mit dem Stromlinien-Verfahren in Bild 7.40 sind ebenfalls lokal
verfeinert und haben 43, 64 und 114 Stromlinien.

Die Korrekturen in Bild 7.41 weisen mehrere Spriinge auf. Im Fall (a) ist der Grund dafiir
nur die Aktualisierung der relativen Lage der Punkte auf den Nachbarstromlinien bzw. der
Wand, wie in Kapitel 4 beschrieben. Der Sprung im Fall (b) bei 500 Iterationen und im Fall (c)
bei 500 und 800 Iterationen sind dadurch begriindet, dass ein automatisiertes, geometrisches
Mehrgitterverfahren verwendet wird. Zuerst wird eine Losung auf dem grobsten Netz mit 43
Stromlinien berechnet, dann wird das Netz verfeinert und automatisch zusétzliche Stromlinien
eingefiigt, so dass der Stromlinienabstand in etwa gleich der Grofe der jeweils kleinsten, von
der Stromlinie durchquerten Zelle ist. Im Fall (b) wird dieser Schritt nur einmal durchgefiihrt,
in (c¢) noch ein weiteres Mal bei 800 Iterationen. Alle Rechnungen sind solange fortgesetzt, dass
keine weitere signifikante Reduktionen der Korrekturen erkennbar ist.

Analog zur Auswertung der STAR-CCM+ Ergebnisse, wird auch mit dem Stromlinien-Verfah-
ren die netzunabhingige Losung extrapoliert. Daraus ergeben sich die in Tabelle 7.3.1 zusam-
mengefassten Ergebnisse.

Dadurch, dass sich durch das Mehrgitter-Verfahren die Stromlinien-Anzahl nicht systematisch
erhoht, dndert sich die Referenzgrofse h bei jeder Netzverfeinerung um einen unterschiedlichen
Betrag, r3o = 1,64 und ry; = 1, 74. Die mittlere Ordnung des Diskretisierungsfehlers, auf der
Basis der lokalen Anderungen des statischen Drucks auf den unterschiedlichen Netzen p,,, hat
hier den recht hohen Wert von 2,98. Das deutet darauf hin, dass in diesem Fall der Fehler
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Abbildung 7.40: Kompressible Profilumstromung, Ausschnitte der Netze des Stromlinien-
Verfahrens mit 43, 64 und 114 Stromlinien.
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Abbildung 7.41: Kompressible Profilumstromung, Stromlinien-Verfahren, Korrekturen.
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Bezeichnung Formelzeichen Wert (Stroml.-Verf.)
Referenzgrofe, feines Netz ha 6,8345- 1072 m
Referenzgrofe, mittleres Netz hs 1,1870-107' m
Referenzgrofe, grobes Netz hs 1,9470 - 107! m
Verhéltnis der Zellgrofen, grobes/mittleres Netz 91 1,7368
Verhéltnis der Zellgrofen, mittleres/feines Netz 32 1,6403
Minimale lokale Ordnung des Diskretisierungsfehlers — p,,in 0,0022

Mittlere globale Ordnung des Diskretisierungsfehlers  pg, 2,9812
Maximale lokale Ordnung des Diskretisierungsfehlers  pjq. 13,3826
Geschitzter relativer Fehler, feines Netz el 0,0012 %
Geschétzter relativer Fehler, extrapolierte Losung el 0,0003 %

Grid Convergence Index, feines Netz GCI3,, 0,0373 %
Anteil der Zellen mit oszillatorischer Konvergenz fo 25,53 %

Tabelle 7.6: Kompressible Profilumstréomung, Ergebnisse der Beurteilung des Diskretisierungs-
fehlers fiir die Rechnungen mit dem Stromlinien-Verfahren.

durch die Druckapproximation erster Ordnung quer zur Stromungsrichtung kaum eine Rolle
spielt, sondern die Approximation dritter Ordnung der Stromlinienform dominiert. Der durch-
schnittliche Druckfehler GCT liegt mit 0,037 % etwa eine Grofenordung unter dem Wert von
STAR-CCM-+. Die hohe Anzahl von Zellem mit oszillatorischer Konvergenz von 25,53 % deutet
(auch im Vorgriff auf die weitere Auswertung) darauf hin, dass die Losung mit 114 Stromlinien
bereits recht nahe der netzunabhéngigen Ldsung liegt.

Die Bilder 7.42 und 7.43 zeigen die Druckdifferenzen der Losungen mit unterschiedlichen Strom-
linien-Anzahlen (in gleicher Skalierung, wie die entsprechenden Diagramme 7.35 und 7.36 der
Auswertung der STAR-CCM+ Rechnung).

Deutlich zu erkennen sind die wesentlich kleineren Unterschiede in den Druckverldufen an der
Wand zwischen den verschiedenen Rechnungen. Insbesondere im Bereich des Staupunktes ist
bereits die Losung mit 64 Stromlinien kaum mehr zu unterscheiden von der extrapolierten
Losung.

In dem vertikalen Schnitt bei x = 0,2 m weichen die Losungen mit 43 und 64 Stromlinien noch
deutlich voneinander ab, die beiden Rechnungen mit 64 und 114 Stromlinien zeigen jedoch laut
Bild 7.44 nur noch eine maximale Abweichung von 4,05 Pa auf.
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Abbildung 7.42: Kompressible Profilumstrémung, Stromlinien-Verfahren, Druckdifferenzen auf
der Wand.
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Abbildung 7.43: Kompressible Profilumstromung, Stromlinien-Verfahren, Druckdifferenzen auf
der Wand der beiden genauesten Losungen.
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Abbildung 7.44: Kompressible Profilumstréomung, Stromlinien-Verfahren, Druckdifferenzen der
Losungen im vertikalen Schnitt bei x = 0,2 m.

Vergleich der Ergebnisse

Der Druckverlauf entlang der Wand, gezeigt in Bild 7.45 wird von beiden Verfahren mit hoher
Ubereinstimmung wieder gegeben.

STAR-CCM+ / Stromlinien-Verfahren, Kompressible
Profilumstromung, Wand
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Abbildung 7.45: Kompressible Profilumstromung, STAR-CCM+ / Stromlinien-Verfahren, Ver-
gleich des Druckverlaufs der jeweils genauesten Losung entlang der Wand.

Nennenswerte Unterschiede gibt es nur im Bereich des Staupunktes und der Hinterkante des
Profils. Um das genauer zu beurteilen, ist in Bild 7.46 der absolute Unterschied der Losun-
gen mit bester rdumlicher Diskretisierung beider Verfahren im Vergleich zur jeweiligen netz-
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unabhéngigen Losung dargestellt. Im Bereich des Staupunktes weist die Rechnung mit 114
Stromlinien im Vergleich zur Losung auf dem feinsten Netz mit STAR-CCM+ eine deutlich
kleinere Abweichung zum extrapolierten Ergebnis auf. Allerdings sind diese Unterschiede bei
beiden Verfahren lokal sehr begrenzt. Entlang der iibrigen Profiloberfliche sind die Ergebnisse
praktisch identisch.
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Abbildung 7.46: Kompressible Profilumstromung, STAR-CCM+ / Stromlinien-Verfahren, Ver-
gleich der Druckdifferenzen der jeweils genauesten mit der extrapolierten Lo-
sung entlang der Wand.

Auch die maximale prozentuale Differenz der netzunabhéngigen Ergebnisse ist mit 0,84 %
akzeptabel, zumal auch die mittlere Abweichung deutlich unter diesem Wert liegt.

Im wandfernen Bereich ist die Ubereinstimmung der Ergenisse laut Bild 7.48 ebenfalls sehr gut.
Prozentual ist der Unterschied der jeweils am feinsten diskretisierten Rechnungen, dargestellt
in Bild 7.49 sogar nur bei maximal 0,0048 %.
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Abbildung 7.47: Kompressible Profilumstromung, STAR-CCM+ / Stromlinien-Verfahren, Ver-
gleich der Druckdifferenzen der extrapolierten Losungen entlang der Wand.
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Abbildung 7.48: Kompressible Profilumstromung, STAR-CCM+ / Stromlinien-Verfahren, Ver-
gleich des Druckverlaufs im vertikalen Schnitt bei x = 0,2 m.
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Abbildung 7.49: Kompressible Profilumstromung, STAR-CCM+ / Stromlinien-Verfahren, Ver-
gleich der prozentualen Druckdifferenzen der beiden genauesten Losungen im
vertikalen Schnitt bei x = 0,2 m.

Vergleich der Rechenzeiten

Fiir den Rechenzeitvergleich wird von beiden Verfahren wieder eine Rechnung ausgesucht, die
einen vergleichbaren Fehler zur netzunabhéngigen Losung hat. Bild 7.50 zeigt, dass dies fiir die
Rechnung auf dem feinen Netz mit STAR-CCM+ und dem Fall mit 64 Stromlinien gegeben ist.

Auf einem Prozessorkern desselben Computers dauert die Rechnung mit STAR-CCM+ 182,54
s und die Rechnung mit dem Stromlinien-Verfahren 95,51 s, also 52,32 % der CPU-Zeit von
STAR-CCM+-. Der Unterschied in der Rechenzeit ist in diesem Fall nicht so grof, wie bei
den anderen Validierungsfillen. Das liegt daran, dass einer der Hauptvorteile des Stromlinien-
Verfahrens hier nicht zum tragen kommt: die Anpassung des Totaldrucks im Rechengebiet.
Dieser ist hier theoretisch iiberall konstant.

Zusammenfassung

Die Ubereinstimmung der Ergebnisse des Stromlinien-Verfahrens ist auch bei diesem Beispiel
wieder sehr gut. Im Staupunktbereich ist die Qualitidt der Ergebnisse des Stromlinien-Verfahrens
bereits bei schlechter rdumlicher Diskretisierung besser, als mit STAR-CCM-+. Die Rechenzeit
betrigt 52,32 % der von STAR-CCM+ bendtigten Zeit.
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Abbildung 7.50: Kompressible Profilumstromung, STAR-CCM+ / Stromlinien-Verfahren, Ver-
gleich der Druckdifferenzen entlang der Wand zweier Rechnungen mit
dhnlich grofser Differenz zur jeweiligen extrapolierten Losung fiir den
Rechenzeitvergleich.
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7.4.1 Ebene Poiseuille-Stomung

In diesem Fall wird das iterativ berechnete Geschwindigkeitsprofil einer laminaren Strémung
in einem unendlich langen Kanal mit dem analytischen Ergebnis verglichen.

Geometrie

Der Vergleich des normierten Geschwindigkeitsprofils einer voll ausgebildeten laminaren Kanal-
stromung ist unabhingig von der Kanalhohe, dem Wert der Viskositidt oder anderen Fluidei-
genschaften, da es sich um eine Ahnlichkeitslésung handelt. Einzig entscheidend ist, dass der
Kanal parallele Wiande hat. Fiir einen unendlich langen Kanal stellt sich fiir jede Kanalhéhe
dasselbe normierte Geschwindigkeitsprofil ein. In diesem Fall, dargestellt in Bild 7.51 ist der
Kanal 0,02 m hoch. Obwohl das Geschwindigkeitsprofil flichensymmetrisch zum Mittelschnitt
des Kanals ist, wird trotzdem der gesamte Kanal simuliert, weil in der aktuellen Version des
Stromlinien-Verfahrens keine Symmetrierandbedingung implementiert ist (nur eine Wand mit
Gleit-Randbedingung; der Unterschied zwischen beiden ist, dass eine Symmetrierandbedingung
zusdtzlich null-Gradienten aller Grofen normal zum Rand verlangt). Die Liange des Kanals ist
nicht entscheidend, da eine periodische Randbedingung verwendet wird. Drei Zellen in Stro-
mungsrichtung sind daher eine mehr oder weniger willkiirliche Wahl.

¥

|

Stromungs-

richtung 0,02m

|| [FHEEHHHH T T T ]

le

A

Abbildung 7.51: Vollentwickelte Kanalstromung, Geometrie

Randbedingungen
Die oben und unten gelegenen Kanalwinde haben jeweils eine Haftbedingung. Der linke Ein-

stromrand ist iiber eine periodische Randbedingung mit dem rechten Ausstromrand verbunden.
Auf das Totaldruckprofil am Ausstromrand wird ein konstanter Skalierungsfaktor angewendet,
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der das Geschwindigkeitsprofil auf den vom Benutzer vorgegebenen Mittelwert skaliert. In die-
sem Fall wird eine Erwarmung durch viskose Effekte vernachléssigt. Das bedeutet, dass sich
zwar ein Temperaturprofil einstellt, die Totaltemperatur jedoch konstant ist.

Auswertung

In Bild 7.52 vergleicht das analytische Geschwindigkeitsprofil mit dem Ergebnis des Stromlinien-
Verfahrens.
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Abbildung 7.52: Vollentwickelte Kanalstromung, Profil der normierten Geschwindigkeit

In dieser Skalierung ist grafisch kein Unterschied zu erkennen. Um die Abweichungen genauer
untersuchen zu konnen, ist in Bild 7.53 die prozentuale Abweichung der Geschwindigkeit be-
zogen auf den normierten theoretischen Maximalwert von 1,5 fiir 24, 48 und 96 Stromlinien
aufgetragen.

Eine erste wichtige Erkenntnis aus diesem Bild ist, dass die Profile symmetrisch sind, da die
Differenz zum symmetrischen analytischen Profil ebenfalls symmetrisch sind. Das ist insofern
von Bedeutung, als das der gesamte Kanal und nicht nur eine Halfte mit einer Symmetrie-
Randbeingung gerechnet ist.

Zum Anderen ist deutlich zu erkennen, dass der Fehler mit jeder Netzverfeinerung systematisch
abnimmt. Eine perfekte Ubereinstimmung mit einem nicht-trivialen analytischen Ergebnis ist
mit einem numerischen Verfahren nur mit unendlich feiner Diskretisierung (und nur wenn alle
Modell- und Iterationsfehler gleich null sind) zu erreichen. Eine kleine Abweichung ist also mit
endlicher Diskretisierungsgenauigkeit unvermeidbar. Bei 96 Stromlinien betriagt die Abweichung
der normierten Geschwindigkeit von der analytischen Losung maximal -0,021 % der normierten
Maximalgeschwindigkeit von 1,5.

Der Fehler bei der numerischen Simulation entsteht in diesem Fall hauptsachlich dadurch, dass
der Gradient der Geschwindigkeit in der Mitte zwischen zwei Stromlinien-Stiitzpunkten erster
Ordnung, also durch eine Gerade, approximiert wird. Tatséchlich ist der Verlauf aber parabo-
lisch. Die exakte Steigung dieser Parabel in der Mitte zwischen zwei Stiitzpunkten ist jedoch
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7.4.1 Ebene Poiseuille-Stémung
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Abbildung 7.53: Vollentwickelte laminare Kanalstromung, Prozentuale Differenz der normier-
ten Geschwindigkeit der Rechnungen mit dem Stromlinien-Verfahren mit 24,

48 und 96 Stromlinien und der normierten Geschwindigkeit des analytischen
Profils.

nicht unbedingt gleich der Steigung der Sekante. Dadurch entsteht ein Fehler in der Berech-
nung des Geschwindigkeitsgradienten, der linear in die Berechnung der viskosen Kréfte eingeht.
Eine Approximation zweiter Ordnung des Geschwindigkeitsverlaufs zwischen zwei Stromlinien-
Stiitzpunkten hat sich in Tests jedoch haufig als zu instabil erwiesen.

Insgesamt zeigt dieser Fall, dass die Wirkung viskoser Kréfte auf das Geschwindigkeitsprofil kor-
rekt modelliert werden, zu symmetrischen Ergebnissen fiihrt und der Fehler bei systematischer
Netzverfeinerung ebenfalls systematisch kleiner wird.
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7.4 Reibungsbehaftete Stromung

7.4.2 Blasius-Grenzschicht

Zwar ist der Ansatz fiir die Modellierung viskoser Effekte bereits an der vollausgebildeten
laminaren Kanalgrenzschicht in Kapitel 7.4.1 verifiziert, allerdings ist in diesem Fall aufgrund
der periodischen Randbedingung keine Anpassung der Stromlinienform erforderlich. Mit diesem
Beispiel soll nun gezeigt werden, dass die Stromlinienform unter Beriicksichtigung viskoser
Effekte korrekt angepasst wird.

Als Testfall wird die Grenzschicht einer ebenen, parallel angestromten Platte verwendet, fiir
die wie in Kapitel 2.4 beschrieben, eine analytische Losung vorliegt.

Geometrie

Bild 7.54 zeigt die hierfiir verwendete Geometrie des Rechengebiets. Die Ausmafle des Rechen-
gebiets sind erforderlich, damit die Randbedingungen keine unphysikalischen Storungen der
Stromung verursachen.

4 4+ 512m
Druck-RB | |
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
— ! Druck-RB
Geschwindigkeits-RB : :
: :
1 1
1 1
Wand mit : :
Gleit-RB ! Haft-RB | |
:; : T : > B yz[}ro m
5,12 m x=0,0m| ! 2,56m
1

Vertikale Schnittebeix=0,5mundx=2,0m
Abbildung 7.54: Blasius-Grenzschicht, Geometrie.

Die Stromlinien-Form und die Geschwindigkeits-Konturen der Rechnung mit 82 Stromlinien
sind in Bild 7.55 qualitativ dargestellt.
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7.4.2 Blasius-Grenzschicht

Abbildung 7.55: Blasius-Grenzschicht, Stromlinien (Darstellung ist in Stromungsrichtung
gestaucht).

Randbedingungen

Das Fluid ist thermisch und kalorisch ideale Luft, deren thermodynamische Eigenschaften in
Tab. 6.1 zu finden sind. Allerdings wird in diesem Fall eine, im Gegensatz zu Luft bei 300 K etwas
erhohte dynamische Viskositdt von p = 5,0 - 107 Pa s verwendet, um die Grenzschichtdicke
etwas zu erhéhen.

Am linken Einstrémrand ist die Temperatur mit 300 K vorgegeben, sowie die Machzahl von
2,88-1073, die einer Einstromgeschwindigkeit von 1 “ entspricht. Der Einstromwinkel betrégt
0°, das Fluid strémt also normal zum Rand ein.

Am rechten und oberen Rand ist ein statischer Druck von 1-10° Pa vorgegeben.

Der untere Rand ist adiabat und hat im Bereich von —5,12 m < x < 0 m eine Gleit-
Randbedingung und von 0 m < z < 2,56 m eine Haft-Randbedingung.

Die Reynolds-Zahl von 148 646 bezogen auf die Gesamtlinge der Platte von 2,56 m und der
Anstrom-Geschwindigkeit von 1 2 fiir eine Viskositit von 5-107° Pa s und eine Dichte von

etwa 1, 16% liegt deutlich unterhalb der Grenze des turbulenten Bereichs von rund 350 000.

Ergebnisse: Stromlinien-Verfahren

Auch in diesem Fall sind Rechnungen mit drei verschiedenen rdumlichen Diskretisierungen
durchgefiihrt. Bild 7.56 zeigt, dass alle Rechnungen vollstédndig auskonvergiert sind.

In diesem Fall wird das Geschwindigkeitsfeld in zwei senkrecht zur Stromung bei x ~ 0,5
m (tatséichlich liegt der Schnitt bei x = 0,493 m, da an diesem Ort bei allen drei Netzen
eine vertikale Netzlinie verlauft, so dass die ausgewerteten Grofen nicht interpoliert werden
missen) und x = 2,0 m (auch bei dieser x-Koordinate verlduft bei allen Netzen eine vertikale
Netzline) gelegenen Schnitten ausgewertet, wie in Bild 7.54 durch die gestrichelten vertikalen
Linien angedeutet ist.

Im Gegensatz zu den anderen Validierungs-Fillen ist hier die Extrapolation einer netzunab-
hingigen Losung nicht moglich, bzw. nicht sinnvoll. Der Grund dafiir sind die beinahe iiberein-
anderliegenden Geschwindigkeitsprofile in beiden Schnitten fiir die drei unterschiedlich feinen
Diskretisierungen (siche Bilder 7.57 und 7.60). Die Extrapolation erhéht in diesem Fall nur
die Oszillationen ohne tatséchlich die durch die rdumliche Diskretisierung verursachten Fehler
zu eliminieren. Da fiir diesen Fall jedoch analytische Werte als Referenz vorliegen, konnen die
Fehler der Geschwindigkeitsprofile fiir alle Rechnungen direkt angegeben werden.
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7.4 Reibungsbehaftete Stromung

Stromlinien-Verfahren, Blasius-Grenzschicht,
46 Stromlinien, Korrekturen
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Abbildung 7.56: Blasius-Grenzschicht, Stromlinien-Verfahren, Korrekturen.
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7.4.2 Blasius-Grenzschicht

Tabelle 7.4.2 listet die Anzahl der Stromlinien auf, die fiir den jeweiligen Fall und beide Schnitte
innerhalb der Grenzschicht liegen. Die Grenzschichtdicke ist dabei als die Hohe definiert, in der
die Geschwindigkeit wieder 99 % des Wertes der Aussenstromung erreicht. Diese Dicke ist mit
099 bezeichnet.

Ges. Stromlinien | Stromlinien mit y < dgg

x~05bm x=20m

46 2 4
o8 3 6
82 4 9

Tabelle 7.7: Anzahl der Stromlinien innerhalb der Grenzschicht.

Bild 7.57 zeigt die Geschwindigkeitsprofile mit 46, 58 und 82 Stromlinien bzw. einer Zell-
Kantenlinge von 6,67 - 1073 m, 1-1072 m und 1,33 - 1072 m an der Wand und im Bereich
der Grenzschicht. Kleine Abweichungen sind insbesondere im Bereich der groften Kriimmung
des Geschwindigkeitsprofils zu erkennen. Das lasst sich dadurch erkldren, dass in der aktuellen
Version des Stromlinien-Verfahrens fiir die Massenstromberechnung (Gl. 2.23) zwischen zwei
Stromlinien ein linearer Geschwindigkeitsverlauf zwischen den Stromlinien angenommen wird
(siehe dazu auch die Disskussion in Kapitel 3.3). Eine Approximation zweiter Ordnung hat sich
jedoch insbesondere zu Beginn der Rechnung als recht instabil herausgestellt.

Stromlinien-Verfahren, Blasius-Grenzschicht,
vertikaler Schnitt bei x = 0,5 m

1,2
0
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0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030
y (m)
v 82 - - v 58 v_46

Abbildung 7.57: Blasius-Grenzschicht, Stromlinien-Verfahren mit 46, 58 und 82 Stromlinien,
Geschwindigkeitsprofile im vertikalen Schnitt bei x ~ 0,5 m.

Zur genaueren Beurteilung zeigt Bild 7.58 die Geschwindigkeitsdifferenz zum analytischen Ge-
schwindigkeitsprofil. Auch bei der geringen Grenzschichtdicke bei x ~ 0,5 m ist bereits eine
Verringerung der Differenz mit steigender Stromlinien-Anzahl zu erkennen. Im Fall von 82
Stromlinien liegt die maximale Abweichung vom analytischen Wert bei 5,00 - 10*3%.
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7.4 Reibungsbehaftete Stromung

Stromlinien-Verfahren, Blasius-Grenzschicht,
vertikaler Schnitt bei x = 0,5 m
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Abbildung 7.58: Blasius-Grenzschicht, Stromlinien-Verfahren mit 46, 58 und 82 Stromlinien,
Differenz der Geschwindigkeiten im vertikalen Schnitt bei x =~ 0,5 m zur ana-
lytischen Blasius-Losung.

Bei dieser Grenzschicht ist der Druckgradient normal zur Plattenoberfliche ndherungsweise null.
Dies wird in Bild 7.59 iiberpriift, dass die vertikalen Druckprofile innerhalb der Grenzschicht fiir
alle drei Rechnungen darstellt. Zwar sind bei x ~ 0,5 m noch deutliche Unterschiede zwischen
den Fillen mit unterschiedlichen Stromlinien-Anzahlen zu erkennen, insgesamt sind sie jedoch
auf einem sehr niedriegen Niveau unterhalb von 1-1073Pa. Bei einem Druck in der Aufen-
stromung von 1 - 10°Pa also ein Fehler in der neunten signifikanten Stelle. Erwartungsgeméf
verringert sich die Differenz mit zunehmender Anzahl von Stromlinien.

Die Geschwindigkeitsprofile im Schnitt bei x = 2,0 m in Bild 7.60 liegen deutlich nidher zu-
sammen. Der Grund dafiir ist, dass nach Tabelle 7.4.2 dort bereits mehr Stromlinien innerhalb
der Grenzschicht liegen, als bei x ~ 0,5 m und somit die Fehler in der Approximation der
Geschwindigkeitsgradienten normal zur Stromungsrichtung kleiner werden. Aufferdem ist die
Kriimmung des Geschwindigkeitsprofils aufgrund der gréfleren Grenzschichtdicke kleiner als im
Schnitt bei x & 0,5 m.

Die Abweichungen der Rechnung mit 82 Stromlinien zur Blasius-Losung in Bild 7.61 liegt mit
6,17- 10*3% in etwa auf demselben Niveau verglichen mit dem Schnitt bei x ~ 0,5 m. Insgesamt
liegen die Fehler aller drei Rechnungen bei x = 2,0 m in einem Korridor von 1,59 - 10*2% und
damit deutlich ndher beieinander, als noch bei x ~ 0,5 m, wo die Breite des Korridors der
Abweichungen aller Losung noch 4, 28-10_2% betrigt. Die Reduktion des Diskretisierungsfehlers
mit 82 statt 58 Stromlinien ist nur noch gering, daher ist auch die Differenz zur analytischen
Losung im Fall von 82 Stromlinien nur noch leicht geringer.

Das wird auch durch Bild 7.62 bestétigt, das die vertikalen Druckprofile bei x = 2,0 m darstellt.
Zum Finen ist die Differenz zwischen den drei Losungen geringer geworden, zum Anderen ist
aufgrund der héheren Stromlinien-Anzahl in der Grenzschicht auch der Unterschied zwischen
der Rechnung mit 58 und der mit 82 Stromlinien deutlich kleiner, bedingt durch einen geringeren
Diskretisierungsfehler. Ein Fehler-Niveau unter 4 - 10~*Pa bei einem Druck von 1 - 10°Pa ist
akzeptabel.
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7.4.2 Blasius-Grenzschicht

Stromlinien-Verfahren, Blasius-Grenzschicht,
vertikaler Schnitt bei x = 0,5 m
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Abbildung 7.59: Blasius-Grenzschicht, Stromlinien-Verfahren mit 46, 58 und 82 Stromlinien,
Druckprofile im vertikalen Schnitt bei x ~ 0,5 m.
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Abbildung 7.60: Blasius-Grenzschicht, Stromlinien-Verfahren mit 46, 58 und 82 Stromlinien,
Geschwindigkeitsprofile im vertikalen Schnitt bei x = 2,0 m.
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Stromlinien-Verfahren, Blasius-Grenzschicht,
vertikaler Schnitt bei x=2,0m
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Abbildung 7.61: Blasius-Grenzschicht, Stromlinien-Verfahren mit 46, 58 und 82 Stromlinien,
Differenz der Geschwindigkeiten im vertikalen Schnitt bei x = 2,0 m zur ana-
lytischen Blasius-Losung.
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Abbildung 7.62: Blasius-Grenzschicht, Stromlinien-Verfahren mit 46, 58 und 82 Stromlinien,
Druckprofile im vertikalen Schnitt bei x = 2,0 m.
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7.4.2 Blasius-Grenzschicht

Die Geschwindigkeiten in den Stromlinien-Stiitzpunkten in der Rechnung mit 82 Stromlinien
stimmen also mit dem analytischen Ergebnis innerhalb eines Fehlers von rund 0,6 % iiber-
ein. Das beweist aber zunéchst nur, dass das Verhéltnis von Totaldruck zu statischem Druck
innerhalb einer gewissen Toleranz korrekt ist. Bei diesem Testfall soll jedoch auch {iberpriift
werden, ob die Stromlinien-Form korrekt ermittelt wird. Bedenkt man, dass der Druck in einer
Stromrohre so berechnet wird, dass ein konstanter Massenstrom in einer Stromrohre erhalten
bleibt (gekoppelte Losung der Masseen-, Impuls- und Energieerhaltungsgleichung 2.29), hétte
eine kleinere Stromrohrenhohe ein Reduktion des statischen Drucks zur Folge und eine grofere
Héhe eine Druckerhéhung. Da der Druck aber mit einer Toleranz von 4 - 10~* Pa mit dem kor-
rekten Wert iibereinstimmt, muss die Stromrohrenhohe ebenfalls mit guter Genauigkeit korrekt
sein. Stimmen die Hohen aller Stromrohren, ist damit auch die Lage der Stromlinien korrekt
ermittelt.

Im Folgenden soll versucht werden, den Fehler in der Stromlinienform-Anpassung in diesem
Fall quantitativ abzuschitzen. Bei einem Druck von 1-10°Pa, einer spezifischen Gaskonstante
von R = 287,027J - kg=! - K~! und einer statischen Temperatur von 7' = 300K bewirkt
eine Erhohung des statischen Drucks von einem Ursprungswert von 1 - 10°Pa um den, bei der
Blasius-Grenzschicht beobachteten maximalen Wert des Druckfehlers von 4 - 107*Pa, einen
Anstieg der Dichte um 4,65 - 107%kg - m~3. Bei gleichem Massenstrom (berechnet fiir eine
Stromungsgeschwindigkeit von 1m - s7! und eine Stromrohrenhdhe von 0,01m) hitte das eine
betragsmifig ebenso groke Erhohung des Stromréhrenquerschnitts von 4, 65 - 10~%m zur Folge.
Daraus kann niherungsweise geschlossen werden, dass die Lage der Stromrohren in etwa mit
dieser Toleranz mit den analytisch korrekten Positionen iibereinstimmen.

Zusammenfassung
Dieser Testfall demonstriert, dass die Anpassung der Stromlinien-Form auch unter dem Einfluss

viskoser Effekte funktioniert und zu korrekten Geschwindigkeitsprofilen in der Grenzschicht mit
einem Fehler durchweg unter 1 % fiihrt.
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8 Erwelterungen

e Die

DAs WICHTIGSTE IN KURZE

e Folgende Besonderheiten sind bei der Berechnung von Uberschallstromungen
zu beachten (das Konzept ist bereits fiir eine frithere Version des Stromlinien-
Verfahrens erfolgreich verwendet worden):

Der statische Druck wird im Uberschall in Strémungsrichtung aktuali-
siert.

In einem Unterschall-Gebiet zwischen einem abgehobenen Bogen-Stoft
und der Schallinie wird der statische Druck, wie im Unterschall iiblich,
ausgehend von der Schalllinie, auf der der Druck bekannt ist, entgegen
der Stromungsrichtung bis hinter den Verdichtungsstofs angepasst.

Verdichtungsstoke werden diskret behandelt. Am Ort des Stoftes wird ein
Stokpunkt-Operator eingefiigt, in dem die Stromlinie einen Knick hat.
Er ist, dhnlich einem Ring, entlang der Stromlinie verschiebbar und stellt
den Startpunkt der stromabwértigen Stromlinie dar. Alle erforderlichen
Grofen in diesem Punkt kénnen analytisch mit den Rankine-Hugoniot
Gleichungen berechnet werden.

Der Abstand und die Form eines starken Stofses wird durch den Ver-
gleich des numerisch ermittelten statischen Drucks direkt hinter dem
Stof mit den analytischen FErgebnissen der Rankine-Hugoniot Glei-
chungen bestimmt. Ist der numerische Druck grofer/kleiner als der
analytische Druck, wird der Stofspunkt-Operator ein Stiick stromauf-
wiirts/stromabwérts geschoben.

Berechnung dreidimensionaler Stromungen wird in mehrere Teilschrit-

te zerlegt. Fiir jeden nahe gelegenen Nachbarpunkt wird jeweils eine Ebene
gebildet, deren Normalenvektor senkrecht zum Geschwindgkeitsvektor in ei-
nem Stromlinien-Stiitzpunkt und dem Richtungsvektor zu dem Nachbarpunkt
steht. In diese Ebene werden die Algorithmen fiir 2D-Strémungen angewendet.

e Die entkoppelte Modellierung der Transportmechanismen in und quer zur Stro-
mungsrichtung, wie sie das Stromlinien-Verfahren verwendet, eignet sich gut
zur Parallelisierung, da wenig Datenaustausch erforderlich ist.
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8.1 Uberschallstromungen

Zunichst folgt eine kurze Ubersicht, iiber die Grundlagen von Uberschallstromungen, die fiir
deren Behandlung mit dem Stromlinien-Verfahren relevant sind.

8.1.1 Grundlagen
Einflussgebiet

In einer Uberschallstromung werden die acrothermodynamischen Eigenschaften an einem Punkt
P im Stromungsfeld nur von dem Gebiet beeinflusst, dass in dem stromaufwérts gedffneten
Kegel liegt, dessen Rotationsachse gleich dem Anstrom-Vektor ist und dessen Mantellinien die
Mach-Linien sind. Im zweidimensionalen Fall, dargestellt in Bild 8.1, sind die Schnittlinien
dieses Kegels mit der Stromungsebene durch die beiden durch diesen Punkt stromaufwirts
verlaufenden Mach’schen Wellen gegeben.

Abbildung 8.1: Bereich in dem ein Punkt in einer Uberschallstromung von stromaufwiirts gele-
genen Storungen beeinflusst wird.

Eine Mach’sche Welle kann als ein Verdichtungsstoft der Starke null betrachtet werden. Deren
Winkel p zur Anstromrichtung, auch Mach’scher Winkel genannt, hingt nur von der Machzahl
Ma ab

Ma?sin® = 1, (8.1)
1

~ tan,u = m, (82)
J— ] 1

& p = arcsin (M_a) : (8.3)

Verdichtungs-StoRe

Da sich eine (schwache) Stérung, verursacht z.B. durch einen Knick in einer Wand zu der die
Stromung parallel verlduft, nur mit Schallgeschwindigkeit ausbreiten kann, hat sie in einer Uber-
schallstromung keinen Einfluss auf den stromaufwirts gelegenen Bereich. Daraus folgt, dass die
Anpassung der Stromungsrichtung an die Wandkontur schlagartig erfolgen muss. Das geschieht
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8.1 Uberschallstrémungen

Concave corner

Abbildung 8.2: Schiefer Verdichtungsstoft einer Uberschallstrémung um eine konkave Kante
(aus [53, S. 456]).

iiber einen anliegenden schrigen Verdichtungsstof, in Bild 8.2 illustriert, wenn eine Umlenkung
in die Hauptstromung hinein vorliegt. Dabei reduziert sich der Abstand der Stromlinien.

Der Umlenkungswinkel 6 fiithrt nach [53, S. 464| zu einem Stofwinkel 3, der sonst nur von dem
Verhéltnis der spezifischen Wéarmen v und der Anstrom-Machzahl abhingt

Ma?sin®f — 1

tanf = 2cot 3 . 8.4
Ma? (y + cos2f3) + 2 (84)
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Abbildung 8.3: Stokwinkel in Abhiingigkeit des Umlenkungswinkels einer Uberschallstromung
(aus [54, S. 37]).

Bild 8.3 skizziert die Abhéngigkeit des Stofswinkels von dem Umlenkungswinkel. Daraus kann
man zwei wichtige Eigenschaften einer Uberschall-Stromung ableiten. Erstens gibt es fiir jede
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8.1.1 Grundlagen

Machzahl einen maximalen Umlenkungswinkel 6,,,,, auch kritischer Winkel genannt. Zweitens
gibt es fiir jeden Umlenkungswinkel unterhalb des Maximalen zwei Losungen. Die sogenannte
schwache Losung entspricht dem Stofswinkel eines schiefen Stofses, hinter dem weiterhin eine
Uberschallstrémung vorliegt. Dieser Fall entspricht den beiden linken Skizzen des Bildes 8.4.
Die starke Losung entspricht dem Stofwinkel eines starken Verdichtungsstofies, der die Stro-
mung auf Unterschallgeschwindigkeit verzogert. Stromabwiirts eines starken Stofles ist in der
Unterschallstrémung jede Umlenkung der Strémung méglich. Ubersteigt der Umlenkungswinkel
also den Maximalwert fiir die Anstrom-Machzahl, entsteht der in den beiden rechten Skizzen
von Bild 8.4 gezeigte gekriimmte Verdichtungsstof, der von der Kérperkontur ablést und durch
den Staudruck ein Stiick weit stromaufwirts gedrangt wird, so dass der Abstand zum Korper
ausreicht, um die Stromung im Unterschall um diesen umzulenken. Der Stofwinkel ist dabei
im Bereich der Staustromlinie 90° und sinkt monoton mit steigendem Abstand von dieser bis
auf den Wert des Mach-Winkels ab, wenn der Einfluss des umstromten Kérpers in sehr grofer
Entfernung nur noch vernachléssigbar klein ist.
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y
i re

6>06

max
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Corner flow

Abbildung 8.4: Anliegende schiefe Verdichtungsstofe links oben an einem Keil und links unten
an einer Ecke; abgehobener gekriimmter Verdichtungsstofs rechts oben an einem
Keil und rechts unten an einer Ecke (aus [53, S. 467]).

In Bild 8.5 ist diese Situation noch einmal detaillierter skizziert. Das Unterschallgebiet im Be-
reich des Staupunkts ist durch gestrichelte Linien begrenzt. Im Punkt a auf der Staustromlinie
betragt der Stofswinkel 90°. Hier hat der Stok den Abstand J vom Staupunkt. Aufgrund des
starken Stofes wird die Stromung in den Punkten b und ¢ auf Unterschallgeschwindigkeit ver-
zogert. Der Punkt ¢ liegt an der Stelle des Stofes, an dem der maximale Umlenkungswinkel
Omae fiir die Anstrom-Machzahl vorliegt. Die Machzahl nach dem Stof ist hier, wie auch entlang
der gestrichelten Linien gleich eins. Der Punkt d liegt auf dem schwachen Teil des Stofes und
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M>1

M >1 ¢~

Abbildung 8.5: Abgeldster gekriimmter Stof vor einem stumpfen Kérper im Uberschall (aus
[53, S. 483]).
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8.1.1 Grundlagen

die Stromung bleibt auch nach dem Stok im Uberschall !.

Nach [37, S. 7| ist bei stationéren Stromungen die Totalenthalpie iiber einen Stof konstant,
also

htl - th, (85)

wobei sich der Index 1 entsprechend der Notation in Bild 8.2 auf den Zustand stromaufwérts
und 2 auf den Zustand stromabwirts des Stofes bezieht. Fiir ideale Gase ist damit auch die
Totaltemperatur {iber den Stofs konstant, also

Ttl = T;fw (86)

Das Verhiltnis der thermodynamischen Grofen iiber einen Verdichtungsstof ist durch die
Rankine-Hugoniot Beziehungen gegeben. Aus [37, S. 7| sind die fiir diese Anwendung relevanten
Gleichungen hier zusammen gefasst.

Die Machzahl hinter einem Stofs:
(v — 1) M%sin? 3 + 2

M2 (B —0)= . 8.7
R Ve oy 82)
Das Verhaltnis der statischen Driicke:
P2 _ 2yM?2sin® B — (y — 1). (8.8)
p1 v+1
Das Verhéltnis der Dichten:
P2 _ (v +1) M?sin? 3 (5.9)
pi (y—1) Misin® 8+ 2 '
Das Verhaltnis der statischen Temperaturen:
Ty, [2yMEsin® B — (v —1)] [(y — 1) M} sin® § 4 2] (8.10)
T (v +1)* M2sin? . .
Das Verhaltnis der Totaldriicke:
9 .. 2 g 1
‘@ — (7_{—]‘) Ml Sm /6 ! ’7"’1 et (8 11)
pe Lo -DMIsnti+2] 2B - (-1 |

Prandtl-Meyer-Expansion

Eine Uberschall-Expansion liegt vor, wenn die Strémung wie in Bild 8.6 skizziert, aus der
Hauptstromung hinaus umgelenkt wird. Dabei vergrofert sich der Abstand der Stromlinien.
Dieser Vorgang ist isentrop. Von einer scharfen Kante geht ein sogenannter Expansionsfacher
aus. Dessen Strahlen sind Machlinien, entlang denen der thermodynamische und stromungsme-
chanische Zustand des Gases konstant ist. Alle Stromlinien, die eine Machlinie schneiden, tun
dies unter demselben Winkel. Die Machlinien sind jedoch nicht immer Geraden.

!Die Skizze 8.5 hat jedoch einen kleinen Fehler. Die Stromlinien stromabwiirts des schwachen StoRes sowie
hinter dem Unterschallgebiet sind teilweise noch stetig konkav von der Kérperoberfliche weg gekriimmt. Das
wiirde einer isentropen Kompression entsprechen. Tatséichlich miissen alle Stromlinien im Uberschallgebiet
hinter dem Stofs konvex sein, da dort die Stromung wieder beschleunigt.
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My >1

Convex corner g

Abbildung 8.6: Expansionsficher einer Uberschallstrémung um eine konvexe Kante (aus [53, S.
456]).

Bei einer Expansion sind alle Zustandsgrofien nur von der Anstrom-Machzahl und dem Umlen-
kungswinkel abhéngig. Fiir die bekannten Grofen stromaufwérts der Expansion kann der Wert
der sogenannten Prandtl-Meyer-Funktion (siehe [53, S. 488]) berechnet werden

1 -1
v(Ma) = ”7‘1‘ . arctan \/V—H (Ma? — 1) — arctan vV Ma? — 1. (8.12)
T v

Addiert man dazu den Umlenkungswinkel 6, erhédlt man den Wert der Prandtl-Meyer-Funktion
hinter der Expansion

v(May) =v(May) +6. (8.13)

Daraus kann nach Gl. 8.12 implizit die Machzahl hinter der Expansion bestimmt werden. Da
der Totaldruck und die Totaltemperatur iiber die Expansion konstant bleiben, kann mit Hilfe
der Gleichung 2.15 der statische Druck und mit 2.14 die statische Temperatur stromabwirts
der Expansion berechnet werden.

Isentrope Expansion oder Kompression

Schiefe Stofse und Prandtl-Meyer-Expansionsfidcher haben ihren Ursprung jeweils an scharfen
Kanten. Ist die Konturdnderung jedoch stetig, sind die Machlinien einer Expansion wie in Bild
8.7 a) skizziert nicht in einem Punkt zentriert. Sie enden dann iiberall in dem gekriimmten Be-
reich der Oberflache (wobei die Machlinien selbst natiirlich theoretische Konstrukte sind, die im
Gegensatz zu Verdichtungsstofen in einer Stromung nicht diskret auftreten). An der Berechnung
dieser kontinuierlichen Expansion dndert sich jedoch nichts verglichen mit der Prandtl-Meyer-
Expansion. Relativ zur Anstromrichtung ist nur die Richtungsinderung entscheidend fiir den
thermodynamischen Zustand der Strémung.

Auch eine Richtungsinderung in die Hauptstromung hinein, wie in Bild 8.7 b), kann kontinu-
ierlich erfolgen. Die Umlenkung der Stromung erfolgt im Gegensatz zu den, in Bild 8.4 auf der
linken Seite skizzierten Fillen, hier nicht durch einen einzelnen Stofs, sondern durch unendlich
viele, unendlich schwache Verdichtungsstofe, die in ihrer Gesamtheit auch Kompressionsfa-
cher genannt werden. Schneiden sich diese Stofe schliefslich in einem wandfernen Punkt, ist
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Abbildung 8.7: Isentrope Expansion a), isentrope Kompression b) einer Uberschallstrémung bei
kontinuierlicher Richtungsinderung (aus [55, S. 176]).

die Umlenkung ab dort wieder schlagartig und der Kompressionsfacher vereinigt sich zu einem
diskreten schiefen Stofs. Da die unendlich vielen wandnahen Stéfe unendlich schwach sind, ist
die Zustandsdnderung ndherungsweise isentrop, wie iiber eine Machwelle hinweg. Der thermo-
dynamische Zustand nach einer Umlenkung wird ebenfalls mit der Prandtl-Meyer Funktion
berechnet, einzig das Vorzeichen des Umlenkungswinkels in Gl. 8.13 &ndert sich im Vergleich
zur Expansion.

8.1.2 Initialisierung des Stromungsfeldes

Die Initialisierung einer Uberschallstrémung ist identisch zu der in Kapitel 4.1 beschriebenen
Vorgehensweise fiir Unterschall. Zwar sind stetig gekriimmte Stromlinien um einen Korper her-
um im Uberschall eine deutlich schlechtere Naherung der korrekten Losung, es iiberwiegen aber
die Vorteile einer ausgewogenen Stromliniendichte, dass die Stromlinien sich nicht kreuzen und
einen dhnlichen Abstand zueinander haben. Sind die Stromlinien noch nicht vorldufig zuein-
ander ausgerichtet und um einen Koérper herum geleitet, haben diese an der Kérperoberfliche
scharfe Knicke und starke Querschnittsinderungen von einem Element zum néchsten und das
zunichst noch ohne die ,dazugehérigen® StoRe, was auch im Uberschall bei den Algorithmen
zur Anpassung des Drucks und der Stromlinienform leicht zu Fehlern fiihrt. Dar{iber hinaus hat
die stetige Form den Vorteil, dass eventuell entdeckte Stofe anfangs nur eine schwache Rich-
tugnsinderung verursachen und damit auch den Totaldruck nur gering beeinflussen, so dass
sich nicht schlagartig die Stromungstopologie dahingehend dndert, dass an mehreren Stellen
Unterschallgebiete nach starken Stofen auftreten. Im Verlauf der Anpassung werden dann erst
nach und nach aus schwachen starke Stofse, wenn der umliegende Bereich dieser Topologie auch
bereits etwas angepasst ist.

8.1.3 Randbedingungen

In einer Uberschallstrémung kann keine Information entgegen der Stromungsrichtung trans-
portiert werden. Daher miissen alle erforderlichen Randbedingungen am Einstrémrand festge-
legt sein, also Total- und statischer Druck, Totaltemperatur, Machzahl sowie die Stromungs-
richtung. Am Ausstromrand werden im Fall einer Uberschallstromung die Strémungsrichtung
und alle thermodynamischen Gréfen O-ter Ordnung extrapoliert. Fiir den Fall, dass die Stro-
mung beispielsweise hinter einem starken Stofs bis zum Ausstromrand unterhalb der Schallge-
schwindigkeit bleibt, wird die vom Benutzer fiir diesen Fall alternativ vorgegebene Umterschall-
Druckrandbedingung verwendet.
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Ein schwacher Verdichtungsstof entspricht einer Uberschall-Einstromrandbedingung. Stromab-
warts sind Totaldruck, statischer Druck, Totaltemperatur, Machzahl und Stromungsrichtung
wie am Einstréomrand eindeutig definiert, da die Anderungen dieser Grofen iiber den Stok mit
Hilfe der Rankine-Hugoniot-Beziehungen (Gleichungen 8.6, sowie 8.8 bis 8.11) bestimmt werden
kénnen.

Ein starker Verdichtungsstof entspricht einer Unterschall-Einstrombedingung. Totaldruck und
Totaltemperatur sowie Stromungsrichtung sind wieder iiber die Rankine-Hugoniot-Beziehungen
festgelegt. Der statische Druck kann zwar auch hinter dem Stoft berechnet werden, dieser wird
jedoch wie bei einer reinen Unterschallstromung entweder vom Ausstrémrand oder vom kriti-
schen Zustand am Beginn des Uberschallgebiets entgegen der Strémungsrichtung bis zum Sto%
transportiert und als Steuergrofe fiir die Anpassung der Stofform verwendet. Im kritischen
Zustand auf der Grenze zwischen Unter- und Uberschallgebiet hat die Strémung eine Machzahl
von eins, wodurch zusammen mit den bekannten Werten fiir Totaldruck und -temperatur alle
weiteren thermodynamischen Groken festgelegt sind. Durchquert eine Stromlinie sowohl Uber-
als auch Unterschallgebiete, &ndert sich also entsprechend die Richtung in der die Druckaktua-
lisierung durchgefiihrt wird.

8.1.4 Bestimmung der relevanten Punkte auf Nachbarstromlinien

Im Uberschall ist die Bestimmung des Strémungsquerschnitts der mit der Nachbarstromlinie
zusammen gebildeten Stromrohre etwas unterschiedlich zu der, fiir Unterschallstromungen in
Kapitel 3.2.2 geschilderten Vorgehensweise. Da die Informationsausbreitung im Uberschall auf
das durch die Machlinien begrenzte Gebiet beschrinkt ist, ist der am weitesten stromabwirts
gelegene Punkt auf der Nachbarstromlinie, von dem aus ein Stiitzpunkt S beeinflusst werden
kann, der Schnittpunkt der durch ihn stromaufwérts verlaufenden Machlinie und der Nachbar-
stromlinie. Dieser Punkt ist in Bild 8.8 mit N gekennzeichnet.
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Abbildung 8.8: Relevanter Punkt auf der Nachbarstromlinie in einer Uberschallstrémung.

Es wird angenommen, dass die Machlinie zwischen zwei Stromlinien Geraden sind. Diese An-
nahme ist mit dem iiblichen Diskretisierungsfehler behaftet, der umso geringer ist, je geringer
der Abstand der Stromlinien ist. Das arithmetische Mittel der Strémungsrichtung in beiden
Punkten S und N wird als die mittlere Stromungsrichtung iiber die Machlinie angenommen.
Der senkrecht durchstromte Abstand zur Nachbarstromlinie in Abhéngigkeit des bekannten
Abstandes L = SN betrigt also

h = Lsin p. (8.14)

Die genaue Strémungsrichtung in einem Stromlinien-Stiitzpunkt ist im Uberschall nicht wie im
Unterschall durch die Tangente an den Kriimmungskreis gegeben, sondern direkt durch den
Richtungsvektor des stromaufwérts bis zu diesem Stiitzpunkt hin verlaufenden Stromlinien-
Segments. Der stromabwiérts gelegene Punkt hat also keinen Einfluss auf die Stromungsrichtung.
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8.1.5 Aktualisierung des statischen Drucks

In Unterschallgebieten nach starken Stofen erfolgt die Aktualisierung des statischen Drucks
entsprechend dem, in Kapitel 4.2 beschriebenen, Algorithmus fiir die Druckanpassung im Fall
einer reinen Unterschallstromung. Wie im vorangegangen Kapitel erwdhnt, ist die stromabwérts
gelegene Druckreferenz entweder die alternativ am Ausstromrand vorgegebene Druckrandbe-
dingung oder der kritische Zustand auf der Schalllinie.

Stromungsrichtung und Machzahl sind im Startpunkt der Stromlinie durch die Eintritts-Rand-
bedingung festgelegt. Fiir einen stromaufwirts gelegenen Punkt sind also alle relevanten ther-
modynamischen Gréfen bekannt, so dass der Prandtl-Meyer-Winkel v (Ma;) nach Gl 8.12
berechnet werden kann. Die Umlenkung der Stromung ist gleich dem Winkel zwischen dem
stromaufwérts gelegenen und dem gerade betrachteten Stromlinien-Segment. Das Vorzeichen
des Umlenkungswinkels 6 in Gl. 8.13 ist positiv, wenn der Abstand zur Nachbarstromlinie im
betrachteten Stiitzpunkt grofer als im stromaufwirts gelegenen Stiitzpunkt ist. Dann liegt eine
isentrope Kompression vor. Hat sich der Abstand im Fall einer isentropen Expansion verringert,
ist das Vorzeichen negativ. Somit ist der Prandtl-Meyer-Winkel v (Mas) fiir den betrachteten
Stiitzpunkt bekannt, aus dem nach GIl. 8.12 implizit die Machzahl berechnet werden kann. Zu-
sammen mit den bekannten Werten fiir Totaldruck und -temperatur lassen sich daraus wieder
alle weiteren thermodynamischen Grofen ermitteln. Es werden also zunichst alle Richtungs-
dnderungen als isentrope Kompressionen oder Expansionen betrachtet, die keinen Einfluss auf
Totaldruck und -temperatur haben. Ob statt einer isentropen Kompression ein Verdichtungs-
stof vorliegt, ergibt die Anwendung eines im folgenden Kapitel 8.1.7 beschriebenen, separaten
Algorithmus. Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, dass nicht jede winzig kleine Richtungsén-
derung gleich einen schwachen Stof zur Folge hat.

8.1.6 Adaption von Stromlinienform im stoRfreien Uberschallgebiet

Die Anpassung der Stromlinienform wird analog zu dem in Kapitel 4.5 beschriebenen Algo-
rithmus fiir Unterschall-Stréomungen durchgefiihrt. Der einzige Unterschied ist die Bestimmung
des Abstandes zur Nachbarstromlinie, die im Uberschall nach der in Kapitel 8.1.4 erlduterten
Methode ermittelt wird.

8.1.7 Erkennen eines Stoles

Vom Benutzer wird ein Grenzwert vorgegeben, ab dem eine, durch eine Richtungsdnderung
einer Stromlinie verursachte isentrope Kompression, als ein diskreter Stof behandelt werden
soll. Dieser Grenzwert kann sich beispielsweise daran orientieren, ab wann der iiber einen ent-
sprechenden schwachen Stofl verursachte Totaldruckverlust nicht mehr vernachlissigt werden
kann. Ist ein solches Stromlinien-Segement identifiziert, werden die beiden moglichen Losungen
der Rankine-Hugoniot-Beziehungen (Gl. 8.4) fiir diesen Umlenkungswinkel bestimmt und die
daraus resultierenden statischen Driicke hinter dem Stof mit Gl. 8.8. Es wird dann die Lo-
sung ausgesucht, deren Differenz geringer ist im Vergleich mit dem statischen Druck, der direkt
hinter dem Stoft im Feld vorliegt. Direkt nach der Initialisierung ist das vorldufig immer die
schwache Losung. Die Lage des neu erkannten Stofles wird zunéchst in der Mitte des Elements
angenommen. Dort wird ein Stofpunkt, sozusagen als ,Scharnier” in das Element eingefiigt und
der stromabwirtige Teil des Segments entsprechend des Umlenkungswinkels ausgerichtet. Fiir
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alle Elemente stromabwirts des neu erkannten Stofles werden die Totaldriicke um den Betrag
reduziert, der {iber den Stols dissipiert wird.

Im Fall eines schwachen Stofes wird die Stomlinienanpassung wie direkt hinter einem Uber-
schalleinlass fortgesetzt. Moglicherweise folgen nun mehrere Elemente, auf denen ein schwacher
Stok liegt, bis der erforderliche Umlenkungswinkel erreicht ist.

Ein starker Stof tritt dann auf, wenn
e der Umlenkungswinkel den maximalen Umlenkungswinkel iibersteigt,
e der Druck hinter dem Stof die starke Losung erfordert oder
e der kritische Stromungsquerschnitt unterschritten wird.

Eine Querschnittsveringerung bewirkt im Unterschall eine Beschleunigung der Stromung und im
Uberschall eine Verzogerung. Der kritische Querschnitt ist der, in dem die Uberschallstrémung
so weit verzdgert, dass die Schallgeschwindigkeit erreicht wird. Eine weitere Reduktion des
Querschnitts fithrt nur zu einer Erhdhung des statischen Drucks, die Machzahl im engsten
Querschnitt dieser Stromrohre, die quasi als konvergenten Diise betrachtet werden kann, bleibt
jedoch unverdndert gleich eins. Wird nach einem oder mehreren schwachen Stofien entweder
der kritische Querschnitt der Stromrohre oder der maximale Umlenkungswinkel unterschritten,
ist ein starker Stof stromaufwirts erforderlich. Dieser muss auf jeden Fall in einem Bereich der
Stromlinie liegen, in dem der Stromrohrenquerschnitt stromabwérts, wie erlautert, nicht weiter
abnimmt. Dadurch ist es méglich, dass der starke Stok mehrere Elemente weit stromaufwérts
angesetzt werden muss.

Vor der eigentlich anstehenden Anpassung der Stromlinienform muss bei einem neu entdeckten
starken Stof zunédchst eine Zwischenanpassung des statischen Drucks im Unterschallgebiet nach
dem Stof vorgenommen werden, da die Werte der in der vorherigen Iteration noch vorliegenden
Uberschallstrémung sehr falsch sind. Dafiir wird zunichst der Anderung des Totaldrucks auf
den stromabwirts gelegenen Teil der Stromlinie angewendet. Die Druckanpassung hinter dem
Stof erfolgt dann wie in Kapitel 8.1.5 beschrieben.

8.1.8 Anpassung der Stollform und des StoBabstands

Zur Adaption von Stofform und -abstand wird der statische Druck im Stromungsfeld direkt
hinter dem Stof mit dem Wert verglichen, den die Rankine-Hugoniot-Beziehungen (Gl. 8.8)
hinter dem Stof liefern. Liegt der analytische Wert iiber dem aktuell im Feld vorliegenden
Druck, wird die Lage des Stofpunktes entlang der Stromlinie stromabwirts verschoben und
umgekehrt. Der Betrag der Verschiebung wird abgeschitzt, indem der Druckgradient entlang
der Stromlinie hinter dem Stof$ bestimmt wird und damit der Ort, an dem der Druck gleich dem
analytischen Wert wére. Die damit bestimmte Verschiebung wird pro Iteration limitiert und
unterrelaxiert angewendet. Da die Stromung stationér ist, handelt es sich bei der Verschiebung
jedoch nicht um eine Stokgeschwindigkeit. Die Anpassung geschieht in jeder Iteration. Die Lage
der Stofpunkte wird in baryzentrischen Koordinaten relativ zum Stromlinien-Segment gespei-
chert. Auf diese Weise hingt die Genauigkeit der Stofdiskretisierung nicht von der Linge oder
dem Abstand der Stromlinien ab. Er wird also nicht wie bei Finite-Volumen-Verfahren {iber
einige Zellen verschmiert (diese Aussage gilt nur fiir das iiblicherweise angewendeten Shock-
capturing Verfahren und nicht fiir den Shock-fitting Ansatz), weil nur kontinuierliche Anderun-
gen der Losungsvariablen berechnet werden konnen, da die Gradienten derselben Bestandteil
der Erhaltungsgleichungen sind. Der Stofs ist eine Diskontinuitét, {iber den die Ableitung nicht
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definiert ist. Auch sehr grofie Gradienten sind bereits grundsétzlich schwer zu behandeln. Beim
Stromlinien-Verfahren ist hingegen keine Anpassung der Stromlinien-Diskretisierung, also der
Segmentlinge oder der Stromliniendichte abhéngig von der Stoftlage erforderlich und Stofke
werden korrekt als Diskontinuitdten behandelt.

Durch die Verschiebung (und auch die Anpassung der Stromlinienform vor und nach dem
Stofs) ergibt sich ein anderer Umlenkungswinkel, der einen anderen Totaldruck nach dem Stofs
zur Folge hat. Nach der Adaption wird zunéchst der Totaldruck aktualisiert, anschliefend der
statische Druck bevor die Stromlinienform erneut angepasst wird.

Die Form des gesamten Stofes ist durch die Verbindung der einzelnen Stofpunkte gegeben. Er
endet fernab des Korpers, wenn die Umlenkung so gering wird, dass der vorgegebene Grenzwert
fiir den Totaldruckverlust iiber den Stof vernachldssigbar klein wird. Dann geht der Stof in
eine Machwelle iiber, die nicht mehr diskret behandelt wird.

Diese Funktionalitdt ist noch nicht in der aktuellen Version des Stromlinien-Verfahren enthal-
ten. Der Autor hat jedoch die grundsitzliche Vorgehensweise bereits in einer friitheren Version
des Stromlinien-Verfahrens (bzw. eines dhnlichen Stromrohren-Verfahrens) demonstriert (siche
Referenzen [56| und [57]). Bild 8.9 zeigt die Mach-Zahl und das Druckfeld hinter einer zweidi-
mensionalen, konvexen Doppel-Rampe fiir eine Anstrom-Machzahl von 3,5.
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Abbildung 8.9: Machzahl- und Druckfeld hinter einer zweidimensionalen, doppelt konvexen
Rampe (aus [56]).
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8.2 Dreidimensionale Stromungen

Die Berechnung der Kriimmung einer Stromlinie in einer dreidimensionalen Stromung erfolgt,
genal wie bei einer zweideimensionalen Stromung, ebenfalls iiber die Bestimmung des Kreises,
der durch den betrachteten Stiitzpunkt, sowie die beiden stromauf- und stromabwérts liegen-
den Punkte. Wird die Kriimmung der Stromlinie in einem Punkt zwischen zwei Stiitzpunkten
benotigt, wird sie wie in 2D linear zwischen den Kriimmungen beider benachbart liegender
Stiitzpunkte interpoliert. In 3D kommt dazu, dass auferdem der Normalenvektor der Ebene,
in der der interpolierte Kriimmungskreis liegt, ebenfalls durch eine lineare Interpolation der
Komponenten der Normalenvektoren der beiden Ebenen, in denen die Kriimmungskreise der
benachbarten Stiitzpunkte liegen.

Fiir die Berechnung des Massenstroms zwischen einer betrachteten und ihrer Nachbar-Stromli-
nie, muss wie in 2D segmentweise eine Stromrohre gebildet werden. Im dreidimensionalen Fall
ist die Vorgehensweise dafiir folgendermafien:

e Bestimmung der Schnittpunkte N aller Nachbarstromlinien mit einer Ebene, auf der ein
Stiitpunkt der betrachteten Stromlinie S liegt, deren Normalenvektor der Geschwindig-
keitsvektor im Punkt S ist. Die Lage der Schnittpunkte in dieser Ebene ist in Abbildung
8.10 dargestellt.

e Die Ebene wird in vier Quadranten unterteilt (vielleicht zeigt die Praxis, dass auch drei
120°-Sektoren ausreichend sind) mit dem Punkt S im Zentrum.

e In jedem Quadranten wird der néichstgelegene Schnittpunkt einer Nachbarstromlinie er-
mittelt N1 - N4.

@ @

@ @

Abbildung 8.10: Querschnittsfliche der Stromréhre zwischen einer Stromlinie und ihrer
Nachbarstromlinie fiir die Massenstromberechnung einer dreidimensionalen
Stromung.

e Berechnung der Mittelpunkte (Mo, Mag, Msy, Mys) der Verbindungslinien zwischen den
Nachbarpunkten Ny - Nj.
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e Die Stromrdéhre, die z.B. zwischen Punkt S und N; verlauft, wird durch die Punkte .S - M4
- Ny - My - S gebildet (die grau schraffierte Fliche in Bild 8.10). Thre Querschnittsflache
kann nach der Zerlegung in die beiden Dreiecke S - My, - Ny - Sund S - Ny - M5 - S
mit der Heron’schen Fliachenformel berechnet werden.

e Fiir die Berechnung des Massenstroms in einer Stromroéhre wird nun eine weitere Ebene
gebildet, deren Normalenvektor 7i; gleich dem Kreuzprodukt aus dem Geschwindigkeits-
vektor vs in Punkt S und dem Richtungsvektor 7} = ]\71 - S (Differenz der Ortsvektoren
der Punkte S und N;) zum Nachbarpunkt N; ist, also 77; = tls X 7. In dieser Ebene wird
ein lokales Koordinatensystem gebildet, dessen Ursprung im Punkt S liegt, dessen eine
Achse 2’ gleich dem Geschwindigkeitsvektor im Punkt S ist und dessen andere Achse ¢’
senkrecht dazu dem Richtungsvektor 7; entspricht.

e Die Kriimmungskreise der Stromlinie im Punkt S, sowie der Nachbarstromlinie im Punkt
N; werden in diese Ebene projiziert. Dadurch werden sie zu Ellipsen im lokalen t-n-
Koordinatensystem.

e Anschlieffend miissen wie in 2D radiale Gradienten der Lésungsvariablen p, p; und T,
gebildet werden. Dazu werden zunéchst die normierten Richtungsvektoren zu den Nach-
barpunkten 7; jeweils mit dem erster Ordnung approximierten Gradienten des Totaldrucks
beziehungsweise der Totaltemperatur multipliziert, also zum Nachbarpunkt N;

o T pt<Ni) —pt(S)
DPti = 75 -
|75 |73

Der mittlere Gradient des Totaldrucks, der fiir alle vier Teil-Stromréhren (zwischen S und
N1, S und Ny, S und N3, S und N,) verwendet wird, entspricht den vektoriell addierten
Gradienten zu den einzelnen Nachbarpunkten

(8.15)

4
Be=Y Pri (8.16)
=1

Der mittlere Gradient der Totaltemperatur wird analog ermittelt.

e Der radiale Gradient des statischen Drucks wird wie in 2D nach den Gleichungen 2.24
und 2.25 abhingig vom Kriimmungsradius der Ellipse im Punkt S in der z’-y-Ebene
berechnet.

e Nachdem die radialen Gradienten aller Losungsvariablen in der z’-3’-Ebene bekannt sind,
kann der Massenstrom zwischen beiden Stromlinien in dieser Ebene mit dem berechneten
Querschnitt ermittelt werden.

Die Massenstrome in den Teil-Stromrohren zwischen S und N; konnen dann entweder zur
Aktualisierung des statischen Drucks oder zur Anpassung der Lage des Stiitzpunktes S in
der jeweiligen x’-y-Ebene verwendet werden. Es wird also fiir jeden Nachbarpunkt N; der
entsprechende Verschiebungsvektor §; des Punktes S entlang der 3-Achse des jeweiligen lokalen
x'-y’-Koordinatensystems berechnet. Sind die §; fiir alle N; bekannt, wird der Stiitzpunkt S um
den Vektor

4

F=) 5 (8.17)
=1
verschoben.

Die Behandlung von Verdichtungs-Stoken ist identisch zu der in zweidimensionalen Strémun-
gen, da Stoke sind keine Linien in 2D und Flichen in 3D, sondern nur zusammengehorige
Ansammlungen der auf Stromlinien liegenden Stofipunkte sind.
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8.3 Parallelisierung

8.3 Parallelisierung

Da die Entwicklung zur Zeit tendenziell eher in die Richtung geht, eine immer grofere Anzahl
von eher giinstig zu produzierenden Prozessoren je Computer / Cluster zu verwenden, statt eine
eher gleichbleibende Anzahl immer leistungsfahigerer Prozessoren, gewinnt die Eignung eines
Simulations-Verfahrens zunehmend an Bedeutung, eine Aufgabenstellung effizient auf mehrere
(dutzende bis tausende) Prozessor-Kerne verteilen zu kénnen.

Abgesehen von Rechenzeit-Reduktionen durch Weiterentwicklungen im Bereich typischer Fla-
schenhélse auf der Hardware-Seite, wie z.B. der Kommunikation zwischen den Prozessorkernen
eines Mehrkern-Rechners oder Clusters, sind es hiufig prinzipielle Einschriankungen des Algo-
rithmus, der einer guten Skalierung entgegen steht.

Wenn ¢; die Rechenzeit ist, die zur Losung der Aufgabe auf einem Prozessor-Kern benotigt
wird und ¢,, die Rechenzeit derselben Aufgabe auf n Prozessor-Kernen, kann man einen Skalie-
rungsfaktor f definieren als

f= . (8.18)

Bei einem Skalierungsfaktor von f = 1 verkiirzt sich also die Rechenzeit mit n Kernen im
Vergleich zu einer Rechnung auf einem Kern n um den Faktor 1/n. Da jedoch die Kommunika-
tion der Prozessoren untereinander aktuell noch deutlich langsamer ist, als der Datenaustausch
zwischen Arbeitsspeicher und Prozessorkern, sinkt die Skalierung iiblicherweise mit steigender
Prozessorkern-Anzahl. Im Extremfall fiihrt die Verwendung von zusétzlichen Prozessoren zu
keiner weiteren Verkiirzung der Rechenzeit bzw. sogar zu einer Verlangerung. Um noch in dem
Bereich zu bleiben, in dem das Verhiltnis von eingesetzten Rechen-Ressourcen zur Rechenzeit-
Verkiirzung noch sinnvoll ist, gibt es abhédngig von der Problemgrofe eine mehr oder weniger
genau festlegbare sinnvolle Maximal-Anzahl von Prozessorkernen, auf die die Aufgabe verteilt
werden sollte. Auch mit beliebigen Ressourcen kénnte man eine Simulations-Aufgabe also nicht
in beliebig kleiner Zeit 16sen.

Vereinfacht gesagt, entscheidet also letztendlich die prinzipielle Parallelisierbarkeit des Algo-
rithmus, welche Skalierungen erreicht werden kénnen.

Wenn bei der Beurteilung der einzelnen Rechenschritte innerhalb einer Iteration von einer
idealen Skalierung bis zu einer Anzahl an Prozessen z.B. gleich der Anzahl der Stromlinien
die Rede ist, ist damit gemeint, dass dieser Rechenschritt so vorbereitet und aufgeteilt werden
kann, dass fiir die Durchfiihrung entlang einer Stromlinie keine Kommunikation erforderlich
ist. Das heift, es werden fiir die Berechnung keine Werte aus der aktuellen Iteration bendtigt,
sondern nur ,alte“ Werte aus der vorherigen Iteration, die in einem separaten Schritt vorher
ausgetauscht werden kénnen.

Bei der folgenden Bewertung der einzelnen Rechenschritte innerhalb einer Iteration werden
folgende Begriffe verwendet:

o [deale Skalierung auf Stitzpunktebene

Damit ist gemeint, dass fiir eine Operation, die fiir jeden Stromlinien-Stiitzpunkt durch-
gefithrt wird, keine Informationen aus der aktuellen Iteration von anderen Objekten (z.B.
anderen Stiitzpunkten oder Stromlinien) benétigt wird, sondern ausschlieflich ,alte Wer-
te aus der vorherigen Iteration, die in einem separaten Schritt vorab ausgetauscht wer-
den koénnen. Dieser Rechenschritt kann also auf so viele Prozesse verteilt werden, wie
es Stromlinien-Stiitzpunkte gibt, ohne dass die Berechnung fiir einen Stiitzpunkt auf

141



8.3.1 Aktualisierung des statischen Drucks

ein Frgebnis eines anderen Stiitzpunktes warten muss. Es muss also keine Reihenfolge
eingehalten werden und es ist keine Kommunikation zwischen den Prozessen fiir diesen
Rechenschritt erforderlich.

o [deale Skalierung auf Stromlinienebene

Fiir diesen Rechenschritt werden Informationen anderer Stromlinien-Stiitzpunkte dersel-
ben Stromlinie gebraucht. Die Berechnung muss also in einer bestimmten Reihenfolge
fiir die Stiitzpunkte einer Stromlinie durchgefiihrt werden, weil z.B. ein Raumschritt-
Verfahren verwendet wird. Es werden in derselben Iteration jedoch keine Informationen
von Nachbarstromlinien oder Stiitzpunkten benétigt. Bis zu einer Maximalanzahl von
Prozessen gleich der Anzahl von Stromlinien ist keine Kommunikation zwischen den Pro-
zessen fiir diesen Rechenschritt erforderlich, die den Skalierungsfaktor unter den Idealwert
von eins reduzieren wiirde.

8.3.1 Aktualisierung des statischen Drucks

Fiir die Aktualisierung des Drucks in einem Stromlinien-Stiitzpunkt (eine detaillierte Beschrei-
bung ist in Kapitel 4.2 nachzulesen) miissen zunéchst die radialen Gradienten der Losungs-
variablen (statischer Druck, Totaldruck, Totaltemperatur) berechnet werden. Dieser Schritt
erfordert vorher einmalig den Austausch von Informationen iiber die Lage der Punkte auf den
jeweiligen Nachbar-Stromlinien und die Werte fiir Totaldruck und -temperatur. Die Berechnung
der Gradienten skaliert ideal auf Stiitzpunktebene.

Anschliefend ist fiir die Massenstromberechnung, aufer den gerade berechneten Gradienten und
der Lage der Nachbarpunkte, der gerade aktualisierte Wert des statischen Drucks im strom-
abwirts gelegenen Stiitzpunkt erforderlich. Das ist die einzige Information aus der aktuellen
Iteration. Dieser Schritt skaliert daher nur ideal bis auf Stromlinienebene.

8.3.2 Aktualisierung des Totaldrucks und der Totaltemperatur

Die auf jeden Stiitzpunkt einer Stromlinie angewendete Korrektur des Totalzustandes zur Ein-
haltung der Einstrom-Randbedingung, die in Kapitel 4.3 beschrieben ist, erfordert eine Li-
mitierung derselben, abhingig von den entlang dieser Stromlinie vorliegenden Totaldriicken
und -temperaturen. Dadurch wird verhindert, dass z.B. Anderungen im Totaldruck angewen-
det werden, die zu Werten kleiner als dem statischen Druck fiihren wiirden. Da der minimal
erlaubte Wert jedoch fiir alle Stiitzpunkte gleichzeitig berechnet werden kann, ohne das da-
fiir Informationen von Nachbarpunkten erforderlich sind, skaliert dieser Schritt ideal bis auf
Stiitzpunktebene.

Die Anwendung der limitierten Korrekturen hingegen kann in allen Stiitzpunkten gleichzeitig
erfolgen und skaliert ebenfalls ideal bis auf Stiitzpunktebene.

8.3.3 Aktualisierung der Stromlinienform

Die Reihenfolge, in der die Lage der Stiitzpunkte aller Stromlinien angepasst wird, entspricht

ihrem Abstand zu einer Wand, die einer kinematischen Randbedingung entspricht. Zuerst kon-
nen also alle Stromlinien angepasst werden, die auf einer Seite eine Wand als direkten Nachbarn
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8.3 Parallelisierung

haben. In einem zweiten Durchlauf dann Alle, die die im ersten Durchlauf angepassten Stromli-
nien als direkte Nachbarn haben, da deren Verschiebung mit beriicksichtigt wird. Die Anpassung
erfolgt also Schicht fiir Schicht von den wandnahen zu wandfernen Stromlinien. Diese Reihen-
folge wird iiber die gesamte Simulationsdauer mehrmals aktualisiert. Falls zwei benachbarte,
wandnahe Stromlinien ,yerdrillt“ sind, wird die Reihenfolge in jeder Iteration getauscht.

Dieser Schritt limitiert die Maximalanzahl an Prozessen, bis zu der parallelisiert werden kann,
ohne dass Informationen wéihrend eines Rechenschritts ausgetauscht werden miissen.

Da jedoch iiblicherweise die Stromliniendichte in Wandn#he am groften ist (wie auch bei ei-
nem Finite-Volumen Netz die meisten Zellen in Wandnéhe liegen), stehen in den meisten Féllen
geniigend wandnahe Stromlinien zur Verfiigung, um die vorhandenen Prozessorkerne auszuniit-
zen. Ein konkretes Limit héngt hier aber vom jeweiligen Fall ab und kann daher nicht allgemein
angegeben werden.

8.3.4 Zusammenfassung und Bewertung

Grundsatzlich hat das Stromlinien-Verfahren gute Parallelisierungseigenschaften, bedingt durch
die stirkere Entkopplung der Transportmechanismen in und quer zur Strémungsrichtung. Ab-
gesehen von der Anpassung der Stromlinienform kann das Verfahren theoretisch ideal skalieren
bis zu einer Anzahl von Prozessen gleich der Anzahl von Stromlinien. Je grofser der Anteil
der wandnahen Stiitzpunkte im Vergleich zur Gesamtanzahl ist, desto besser skaliert auch die
Stromlinienform-Anpassung. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist recht hoch, da {iblicherweise in
Wandnéahe deutlich feiner diskretisiert werden muss, als fern eines Korpers.
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O Abgrenzung gegeniiber ahnlichen
Vertahren bzw. Verfahren mit
ahnlichem Anwendungsbereich

DAs WICHTIGSTE IN KURZE

e Existierende Stromlinien-Verfahren basieren héufig auf einer Potentialglei-
chung. Derartige Verfahren sind zwar sehr effizient, haben aber auch gravie-
rende Einschrinkungen beziiglich des Anwendungsbereichs. Die Wichtigsten
sind, dass sie streang genommen nur fiir isentrope Stréomungen anwendbar
sind, die keine Rezirkulationen oder Ablosungen aufweisen, reibungsfrei sein
miissen und keine Verdichtungsstéfie im Rechengebiet auftreten diirfen.

e Speziell fiir isentrope reine Uberschallstromungen ist das sehr effiziente
Charakteristiken-Verfahren anwendbar. Dessen Vorgehensweise ldsst sich sehr
gut mit dem Stromlinien-Verfahren kombinieren.

e Navier-Stokes Verfahren sind sehr vielseitig anwendbar und zusétzliche Mo-
dellierungen sehr einfach iiber Quellterme und Linearisierungen fiir die Er-
haltungsgleichungen zu integrieren. Ein Nachteil ist, dass das Rechengebiet
diskretisiert werden muss und die Qualitit der numerischen Losung stark von
der Giite der Diskretisierung abhangt. Da die Formulierung der Erhaltungs-
gleichungen nicht die Méglichkeiten zur Entkoppelung der Transportmecha-
nismen in und quer zur Stromungsrichtung ausniitzt, ist im Vergleich zum
Stromlinien-Verfahren mehr Datenaustausch erforderlich, was sich nachteilig
auf die Parallelisierbarkeit auswirkt.

e Speziell fiir die Berechnung in Turbomaschinen gibt es weit entwickelte Metho-
den, die auch auf einer Potential-Gleichung beruhen. Durch zusétzliche semi-
empirische Modelle kénnen diese jedoch erfolgreich auf spezielle Aufgabenstel-
lungen angewendet werden.

9.1 Potentialstromungs-Verfahren

Die zugrunde liegende mathematische Formulierung unterscheidet sich wesentlich fiir die Be-
handlung von inkompressiblen und kompressiblen Stromungen.
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9.1 Potentialstromungs-Verfahren

9.1.1 Inkompressible Stromungen

Fiir stationdre, quell- und drehungsfreie Stromungen kann das Geschwindigkeitsfeld als das
Gradientenfeld eines Potentials dargestellt werden. Fiir inkompressible Stromungen erhilt man
die Laplace-Gleichung

Ad = 0. (9.1)

Diese Gleichung ist linear, Losungen konnen superponiert, also addiert werden. Die Summe ist
dann wieder eine Losung der Laplace-Gleichung.

Definiert man eine Stromfunktion W, deren Linien konstanter Funktionswerte die Stromlinien
darstellen und fiir die (im Fall von zweidimensionalen Stromungen) gilt

oV
oV
v o= %, (93)

so erhdlt man die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

od oV
0P ov

Die Linien konstanter Werte der Stromfunktion stehen immer senkrecht zu denen konstanten
Potentials.

Der Vorteil der Laplace-Gleichung ist es, dass fiir die Losung eines Geschwindigkeitsfeldes nur
eine einzige Gleichung gelost werden muss. Da sie nur fiir isentrope (konstante Enthalpie) und
homentrope (konstante Entropie) Stromungen gilt kann der statische Druck in jedem Punkt
iiber die Bernoulli-Gleichung
2

% + ]_p) = const. (9.6)
bestimmt werden, da die Konstante auf der rechten Seite der Gleichung im gesamten Stro-
mungsfeld gleich ist, also auch z.B. iiber die vorgegebenen Einstrom-Randbedingungen berech-

net werden kann.

Zusammenfassend gelten folgende Einschrankungen fiir Verfahren, die auf dieser Formulierung
basieren:

e stationar,

e inkompressibel,

e drehungs- und deswegen auch reibungsfrei,
e homenstrop,

e homenthalp; aus den letzen beiden folgt, dass im Uberschall nur sehr schwache Verdich-
tungs-Stoke auftreten diirfen,

e das Fluid ist ein ideales Gas,

e ¢s liegen keine groferen Ablésungen vor,
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9.1.1 Inkompressible Stromungen

die Stérungen miissen klein gegeniiber der Anstromung sein, der umstrémte Kérper muss
also schlank sein,

e es muss entweder eine reine Unter- oder eine reine Uberschallstromungen vorliegen,

der transsonische Bereich zwischen 0,8 < Ma < 1,2 ist ausgeschlossen.

der hypersonische Bereich fiir Ma > 5,0 ist ausgeschlossen.

Singularitdten-Verfahren

Eine Singularitdt in dem hier verwendeten Sinn bedeutet ein Punkt, in dem die Potentialglei-
chung nicht gilt. Uberall aufer in diesen Punkten ist sie jedoch erfiillt. Um drehungsbehaftete
Stromungen oder Stromungen um Korper mit endlicher Dicke mit einem Potential-Ansatz be-
rechnen zu kénnen, werden folgende Singularitdten eingesetzt.

e Quelle / Monopol

Eine Quelle ist eine Singularitit, die die Bedingung divv = 0 der Potentialstrémung
verletzt. Sie kann eine positive oder negative Quellstirke haben. Letztere ist somit eine
Senke. Ohne eine {iberlagerte Anstromung hat eine Quelle oder Senke radiale Stromlinien,
die aus bzw. in die Singularitat laufen.

e Wirbel

Im Zentrum eines Wirbels ist rotv # 0. Die Stromlinien eines Wirbels sind konzentrische
Kreise.

e Dipol

Ein Dipol ist eine Kombination einer Quelle und einer Senke direkt nebeneinander. Er
fiihrt zu flichensymmetrischen kreisformigen Stromlinien, die alle durch die Singularitit
verlaufen und die Dipolachse als gemeinsame Tangente haben.

e Quadrupol

Ein Quadrupol ist eine Kombination aus zwei antiparallel liegenden Dipolen. In der Ae-
roakustik wird mit ihm z.B. die Schallabstrahlung eines Freistrahls modelliert.

Singularititen-Verfahren arbeiten mit der Uberlagerung von Singularititen und eventuell einer
ungestorten parallelen Anstromung. Das Ergebnis ist wieder eine Potentialstromung, abgesehen
von den Punkten, in denen die Singularitdten liegen.

Der iiberwiegende Teil der auf dieser Basis entwickelten Verfahren dienen ausschlieflich der
Berechnung von Profilumstrémungen im Unter- und Uberschall. In diese Gruppe gehéren z.B.
rein zweidimensionale Verfahren wie die Skelett- oder Profil- Theorie. Ebenso das einfache oder
erweiterte Traglinien- Verfahren, das Tragflichen-Verfahren sowie das Wirbelleiter- Verfahren,
welche mit in dieser Reihenfolge steigender Modellierungs-Genauigkeit fiir die Berechnung
der Eigenschaften dreidimensionaler Fliigel (-Kombinationen) teilweise sogar heute noch im
Flugzeug-Vorentwurf Anwendung findet.

Da in dieser Arbeit nur Verfahren mit einem #hnlich allgemeinem Anwendungsbereich wie der
des Stromlinien-Verfahrens verglichen werden sollen, wird diese Klasse von Methoden hier nicht
detailliert beschrieben.
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9.1.2 Kompressible Stromungen
Vollstindige und linearisierte Potentialgleichung

Um kompressible Stromungen behandeln zu kénnen, muss eine vollstindige Potentialgleichung
gelost werden, die z.B. nach [58, S. 237| folgendermafen lautet:

1_u2 82<I>+ 1_1)2 82<I>+ 1_w2 0*®
a? ) Ox? a? ) 0y? a? ) 0z?

2uv 0?®  2vw 0*°®  2wu I*P

a? 0x0y a2 Yoz a2 920z

10°0 2u 0?°® 20 0°® 2w 0*®

a? Ot a®0xdt  a®Oydt  a® 920t

= 0. (9.7)

mit der Schallgeschwindigkeit a. Es handelt sich dabei um eine nichtlineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung.

Die vollstéandige Potential-Gleichung 9.7 kann auf Stromungen angewendet werden, die folgende
Voraussetzungen erfiillen:

e drehungs- und deswegen auch reibungsfrei,
e homentrop,

e homenthalp; aus den letzen beiden folgt, dass im Uberschall nur sehr schwache Verdich-
tungs-Stofke auftreten diirfen, was die Anwendbarkeit in der Praxis auf Machzahlen vom
maximal etwa 1,3 beschréinkt,

e das Fluid ist ein ideales Gas,

e es liegen keine Ablosungen vor,

e es muss entweder eine reine Unter- oder eine reine Uberschallstromungen vorliegen,
e der transsonische Bereich zwischen 0,8 < Ma < 1,2 ist ausgeschlossen.

e der hypersonische Bereich fiir Ma > 5,0 ist ausgeschlossen.

Sie ldsst sich unter den folgenden zusatzlichen Voraussetzungen weiter vereinfachen
e die Stromung ist stationér,

e die Storungen miissen klein gegeniiber der Anstromung sein, der umstromte Korper muss
also schlank sein.

Fiir Unterschall-Stromungen lautet die linearisierte Potentialgleichung dann

ou Ov Ow
1-Md®) —+ —+— = :
( a)8x+8y+8z 0 (98)
und fiir Uberschall-Strémungen
Oou Ov Ow
Ma*—1) —+ —+ — =0. .
(Ma )8$+8y+8z 0 (9.9)
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Kompressibilitdts-Korrekturen

Da die linearisierte Potentialgleichung (Gl. 9.8 und 9.9) zur Berechnung von kompressiblen
Stromungen mathematisch vom gleichen Typ ist wie die Laplace-Gleichung (Gl. 9.1), die fiir
inkompressible Stromungen gilt, ist es durch eine affine Transformation der Kérpergeometrie fiir
eine bestimmte Machzahl mdoglich, beide ineinander zu iiberfiihren. Diese Korrekturen erweitern
den Anwendungsbereich der Singularitdten-Verfahren auf kompressible Stromungen.

Gothert-Regel
Unterschall:

Wird der Korper z.B. in x-Richtung angestrémt, muss die Kérpergeometrie in y- und z-Richtung

mit dem Faktor
B =+vV1— Ma? (9.10)

skaliert werden. Anschliefsend wird die inkompressible Vergleichs-Stromung um diese Geometrie
berechnet. Die kompressible Losung um die Original-Geometrie entspricht dann der riicktrans-
formierten Losung.

Uberschall:
Im Uberschall ist der Faktor 3 definiert als

B =+vMa*—1. (9.11)

Fiir Uberschall-Strémungen ist es erforderlich, eine Uberschall-Vergleichsrechnung durchzufiih-
ren. Da die linearisierte Potential-Gleichung im Uberschall hyperbolischer Natur ist und die
Laplace-Gleichung elliptischen Typs, konnen beide nicht iiber eine lineare Transformation in-
einander iiberfiihrt werden.

Es wird daher eine Uberschall—Rechnung fir Ma = V2 durchgefiihrt. Fiir diese Machzahl ist
der Skalierungsfaktor nach Gl. 9.10 gleich eins. Fiir diese unverdanderte Geometrie wird dann die
kompressible Vergleichs-Rechnung durchgefiihrt. Um die Werte einer kompressiblen Stromung
fiir eine andere Anstrom-Machzahl zu bekommen, miissen die Ergebnisse der Vergleichsrechnung
mit dem Faktor 1/3? skaliert werden.

Prandtl-Glauert-Regeln

Die Prandtl-Glauert-Regeln kombinieren die Gothert-Regel mit weiteren Vereinfachungen fiir
inkompressible Stromungen. Dabei ist zu beachten, dass die kinematische Randbedingung (Stro-
mung verlduft parallel zur Korperoberflache) fiir die inkompressible Vergleichs-Stromung nicht
eingehalten ist. Es wird also eine Strémung um eine leicht andere Geometrie berechnet.

1. Prandtl-Glauert-Regel
Bleibt die Korpergeometrie unveréindert, miissen Druck, Auftrieb und Moment mit dem Faktor
1/ skaliert werden, um den Einfluss der Kompressibilitit zu beriicksichtigen.

2. Prandtl-Glauert-Regel
Sollen Druck-, Auftriebs- und Momentenbeiwert fiir die kompressible und inkompressible Stro-
mung gleich sein, miissen sich die Geometrien um den Faktor § unterscheiden.
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Panel-Verfahren

Das Panel-Verfahren ist fiir dreidimensionale Stromungen um beliebig geformte Korper geeignet,
fiir die die entsprechenden Einschrankungen der zugrunde liegenden vollstindigen Potential-
Gleichung 9.7 gelten.

Bedingt durch die Komplexitit des Verfahrens wird an dieser Stelle auf die Erlauterung der Her-
leitung verzichtet und auf die Referenzen [53| oder [59] verwiesen. Eine qualitative Beschreibung
der Vorgehensweise reicht jedoch aus, um die Vor- und Nachteile dieser Methode im Vergleich
zum Stromlinien-Verfahren beurteilen zu kénnen.

Die Losungs-Prozedur eines Panel-Verfahrens folgt prinzipiell den folgenden Schritten (ange-
lehnt an [58]):
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Diskretisierung

Die Oberfléche eines dreidimensionalen Korpers wird iiblicherweise durch viereckige und/
oder dreieckige Panels diskretisiert. Dabei gilt wie bei jeder rdumlichen Diskretisierung,
dass die Grofe der Panels an die Kriimmung der Oberfliche angepasst werden sollte.
Limitiert ist die Anzahl der Panels nur durch die Leistungsfihigkeit des verwendeten
Computers. Die Bilder 9.1 und 9.2 zeigen Beispiele fiir diskretisierte Korper-Geometrien.

Singularitaten-Verteilung

Anschliekend wird die Art der Singularitit(-en) festgelegt, die auf jedem Panel angewen-
det werden. Ausschlaggebend hierfiir ist die Aufgabenstellung. Mit einer reinen Quell-
verteilung kann im Unterschall nur ein Verdréngungsproblem berechnet werden. Soll
ein Auftriebsproblem gelost werden, sind Dipol- oder Wirbel-Singularititen bzw. eine
Kombination beider erforderlich. Auch wenn Ansatzfunktionen héherer Ordnung fiir die
Singularitdaten-Verteilung auf den Panelen verwendet werden kénnen, so wird die Starke
der Singularitit iiblicherweise konstant angesetzt und falls erforderlich, eher die Oberfla-
che feiner diskretisiert.

Kontrollpunkte

Auf jedem Panel muss mindestens ein Kontrollpunkt festgelegt werden. In den {iblicher-
weise im Flachenschwerpunkt liegenden Kontrollpunkten wird die kinematische Randbe-
dingung erfiillt, d.h. dort ist die Strémung parallel zur Panel-Oberflache.

Einfluss-Koeffizienten

Da die Potential-Gleichung elliptischen Typs ist, beeinflusst jeder Punkt eines Stromungs-
feldes jeden anderen. Dieser Einfluss der Singularitdten untereinander wird durch einen
rein geometrieabhingigen Einfluss-Koeffizienten beschrieben, der einmalig vor Beginn der
Rechnung ermittelt werden muss.

Lineares Gleichungssystem

Die Einfluss-Koeffizienten bilden die Koeffizienten-Matrix die zusammen mit den Randbe-
dingungen auf der rechten Seite das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der Quell-,
Dipol- und/oder Wirbelstéirken bilden. Dabei handelt es sich um eine vollbesetzte und
iiblicherweise nichtsymmetrische Matrix, die mit direkten oder iterativen Verfahren gelost
werden kann.

Auswertung

Bei der hiufig verwendeten Geschwindigkeits-Formulierung kann nun an jedem Punkt
des Rechengebiets der Geschwindigkeits-Vektor ermittelt werden. Die Bernoulli-Gleichung
liefert den statischen Druck in diesem Punkt. Da entsprechend der Voraussetzungen des



9.1.2 Kompressible Stréomungen

Verfahrens sowohl Entropie, als auch Enthalpie im gesamten Rechengebiet konstant sind,
konnen anschlieffend alle weiteren thermodynamischen Grofen abgeleitet werden.

ot
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Abbildung 9.1: Verteilung von Quell-Panelen auf einem beliebig geformten Koérper (aus |53, S.
221]).

Abbildung 9.2: Panel-Verteilung auf einer Boeing 747 mit dem Space-Shuttle Orbiter huckepack
(aus [53, S. 386]).
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9.2 Charakteristiken-Verfahren

Vergleich der Panel-Methode mit dem Stromlinien- Verfahren:

Keine, der fiir die vollstindige Potential-Gleichung 9.7 genannten Einschrinkungen, gelten fiir
das Stromlinien-Verfahren (einzige Ausnahme: in der aktuellen Version kénnen ebenfalls nur
Stromungen idealer Gase berechnet werden, was jedoch keine grundsétzliche Einschriankung ist,
sondern nur eine noch nicht implementierte, grundsétzlich aber mogliche Funktionalitit). Des
Weiteren ist die Problemgrofie beim Panel-Verfahren u.U. durch die Grofe des Arbeitsspeichers
begrenzt, da das linearisierte Gleichungssystem zur Losung vollsténdig im Arbeitsspeicher ver-
fiiggbar sein sollte (temporires Auslagern auf die Festplatte ist zwar mdoglich, wiirde aber die
Rechenzeit vervielfachen). Beim Stromlinien-Verfahren werden die Stromlinien sequenziell be-
handelt. Es reicht also, wenn jeweils eine in den Arbeitsspeicher passt.

9.2 Charakteristiken-Verfahren

Diese Methode erlaubt die vereinfachte Berechnung stationirer, reibungsfreier und isentroper
also stokfreier Uberschall-Strémungen.

Hintergrund dieses Ansatzes ist die Vereinfachung der exakten Euler-Gleichungen fiir statio-
ndre, reibungsfreie und isentrope Stromungen entlang der Charakteristiken. Ist eine Stromung
drehungsfrei, gibt es zwei Charakteristiken in jedem Punkt. Im Fall einer zweidimensionalen
Stromung sind das die nach links und rechts verlaufenden Machlinien, in 3D die entsprechenden
kegelformigen Flachen. Ist die Stromung drehungsbehaftet, kommt die Stromlinie als dritte Cha-
rakteristik hinzu. Die partielle Differentialgleichung lasst sich entlang der Charakteristiken zu
einer gewdhnliche Differentialgleichung vereinfachen (eine detaillierte Herleitung ist z.B. in [54,
S. 581 ff] zu finden). Fiir den Spezialfall einer drehungsfreien zweidimensionalen Stromung ldsst
sich diese sogar weiter zu einer rein algebraischen Gleichung vereinfachen. Die Zustandsgréfsen
eines Uberschallgebiets lassen sich, ausgehend von stromaufwiirts liegenden bekannten Daten-
punkten, in den Schnittpunkten links- und rechts-laufender Charakteristiken vergleichsweise
einfach berechnen. Da die Zahl der Charakteristiken unbegrenzt ist, ldsst sich jede gewiinschte
Diskretisierungs-Genauigkeit erreichen.

Die Ausgangsbasis einer Rechnung ist eine Linie bzw. Fliche, die komplett in der Uberschall-
stromung liegt, z.B. hinter einem schiefen Verdichtungsstof oder hinter der kritischen Linie, die
das Unterschallgebiet hinter einem abgehobenen gekriimmten Stofs begrenzt. Diese Linie darf
selbst keine Charakteristik sein. Auf dieser Linie miissen alle Zustandsgrofen bekannt sein. Das
bedeutet, dass die Losung dort zunichst auf anderem Weg ermittelt werden muss. Fiir achsen-
oder flichensymmetrische Stromungen hinter einem schwachen Stofs gibt es exakte Losungs-
methoden. Anders sieht es hinter einem abgehobenen starken Verdichtungsstofs aus. Fiir das
Unterschallgebiet zwischen Stofs und Staupunkt sowie seitlich bis zur kritischen Linie, die das
Unterschallgebiet begrenzt (siehe hierzu Bild 8.5), gibt es keine vereinfachten Verfahren.

Dies ist eine ziemlich starke Einschrankung dieses Verfahrens, da sie eine sehr wichtige Aufga-
benstellung betrifft - die Stromung um einen stumpfen Kérper im Uber- oder Hyperschall. Der
Grund dafiir soll in einem Einschub kurz erlautert werden.

Betrachtet man einen Wiedereintritts-Flugkorper, hat dieser in groker Hohe eine hohe Ge-
schwindigkeit und nach der Landung die Geschwindigkeit null. Auf dem Weg durch die Luft-
hiille muss also die gesamte kinetische Energie in Warme umgewandelt werden, die zum Teil an
die Luft abgegeben wird und zum Teil den Korper erwiarmt. Ist das Fluggerit spitz, entstehen
schwache anliegende Stofe, tiber die die Temperatur des Gases nur wenig ansteigt. Dementspre-
chend muss also mehr Wirme an das Fluggerit abgegeben werden. Uber einen abgehobenen
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gekriimmten, also starken Stofs hinweg wird die Luft deutlich stirker erhitzt. So kann mehr
Wiérme an die Luft abgegeben werden und vom Fluggerdt muss weniger aufgenommen wer-
den. Tatséchlich ist nach [54, S. 256] der Wandwérmestrom im Staupunktbereich umgekehrt
proportional zur Wurzel des Nasenradius, also
1
Qu X —=. (9.12)

VR

Vergleich der Charakteristiken-Methode mit dem Stromlinien- Verfahren:

Da das Charakteristiken-Verfahren einerseits beschrinkt ist auf reine Uberschall-Strémungen,
andererseits jedoch nur stoffreie Stromungen behandeln kann, wird es in der Praxis nahezu
ausschlieflich fiir isentrope Diisenstromungen verwendet. Dafiir ist es wiederum ein ziemlicher
Nachteil, dass keine Reibungseffekte beriicksichtigt werden kénnen. Diese Einschriankungen gel-
ten nicht fiir das Stromlinien-Verfahren.

Diisenstromungen kénnen auch mit dem Stromlinien-Verfahren berechnet werden, wie der Va-
lidierungsfall in Kapitel 7.2.2 zeigt.

Abgesehen davon ist das Charakteristiken-Verfahren jedoch in Bezug auf Rechenaufwand,
Speicherbedarf und Effizienz prinzipiell mit dem Stromlinien-Verfahren vergleichbar.

9.3 Navier-Stokes Verfahren

Fiir eine kurze Beschreibung dieses Ansatzes wird auf Kapitel 7.1 verwiesen. Im Fokus des
Vergleichs stehen Finite-Volumen Verfahren, grundsétzlich gelten alle folgenden Aussagen auch
fiir Finite-Differenzen- und Finite-Elemente Diskretisierungen.

Vergleich von Navier-Stokes Verfahren mit dem Stromlinien-Verfahren:

Hierzu werden drei Punkte herausgegriffen:
e Riumliche Diskretisierung

Die Netzerzeugung ist heutzutage vergleichsweise einfach geworden, da aktuelle kommer-
zielle CFD-Programme iiblicherweise auch mit unstrukturierten Netzen arbeiten kénnen,
deren Erstellung stark automatisiert werden kann. Ein wirklich gutes Netz fiir eine kom-
plexe Simulation zu erstellen erfordert jedoch immer noch viel Erfahrung, da auch die
Stromungstopologie mit beriicksichtigt werden muss. D.h., man weifl erst nach der Rech-
nung sicher, ob das Netz gut ist bzw. wie es eigentlich idealerweise hétte aussehen sollen.
Zwar lisst sich auch eine Adaption abhingig von Stromungsgrofen automatisieren, das
ist aber noch nicht unbedingt allgemeiner Stand der Technik. Aufer dem rein geometri-
schen Problem der Zellgrofen-Anpassung (es miissen weiterhin wichtige Qualititskriterien
eingehalten werden wie z.B. das Verhiltnis der Volumina benachbarter Zellen oder das
Seitenverhéltnis) kommt noch hinzu, dass es nicht in jedem Fall trivial ist, die Losungsva-
riablen so auf die neue Diskretisierung zu interpolieren, dass die Diskretisierungsinderung
keinen negative Einfluss auf die Erhaltung wichtiger Gréfsen bei transienten Simulationen
hat.

In diesem Punkt hat das Stromlinien-Verfahren einen groften Vorteil, da kein Rechen-
netz benotigt wird. Die Algorithmen fiir die automatisierte Anpassung des Stiitzpunkt-
Abstands sind sehr einfach. Wird beispielsweise ein Grenzwert fiir die Kriitmmung oder
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9.4 Stromlinien-Kriimmungsverfahren fiir Turbomaschinen

einen Gradienten iiberschritten wird ein Stiitzpunkt eingefiigt oder umgekehrt entfernt.
Das Einfiigen oder Entnehmen eines Stiitzpunktes hat keinerlei Einfluss auf die Diskreti-
sierung der benachbarten Stromlinien. Ebenso kénnen neue Stromlinien eingefiigt werden,
wo die lokale Diskretisierungsgenauigkeit zu gering ist. Die Anpassung der Stromlinien-
Dichte und des Stiitzpunkt-Abstands sind in Kapitel 3.2.5 detailliert beschrieben.

e Parallelisierbarkeit

Ein grundsétzlicher Nachteil eines Finite-Volumen-Verfahrens ist es, dass innerhalb einer
duferen Iteration mehrere innere Iterationen zur Losung des linearen Gleichungssystems
erforderlich sind. Das hat zur Folge, dass auch innerhalb einer Iteration mehrmals Werte
zwischen Prozessorkernen ausgetauscht werden miissen. Der hohe Anteil der Kommunika-
tion stellt zumindest bei der heutzutage {iblichen Architektur von Hochleistungs-Rechnern
ein prinzipiellen Nachteil in Bezug auf die Parallelisierbarkeit dieser Methode dar.

Wie in Kapitel 8.3 erldutert, weist das Stromlinien-Verfahren giinstige Eigenschaften be-
ziiglich der Parallelisierung auf, da Transportmechanismen in und quer zur Stromungs-
richtung entkoppelt behandelt werden kénnen, was den Umfang der Kommunikation in-
nerhalb einer Iteration reduziert. Ist die Skalierbarkeit der Stromlinienform-Anpassung
nicht der limitierende Faktor, kann das Stromlinien-Verfahren zumindest theoretisch eine
Skalierung nahe eins bis zu einer Anzahl an Prozessorkernen gleich der Stromlinien-Anzahl
erreichen.

e Vielfalt der Modellierung

Hier ist der Finite-Volumen-Ansatz im Vorteil, da sich zusédtzliche Modelle meist sehr
einfach iiber Quellterme und entsprechende Linearisierungen zu den Erhaltungsgleichun-
gen hinzufiigen lassen. Diese Flexibilitdt hat zu einer grofsen Vielfalt an physikalischen
Prozessen gefiihrt, die mit diesem Verfahren abgebildet werden kénnen.

Es ist zwar schwer bei dem aktuellen Entwicklungsstand des Stromlinien-Verfahrens in
diesem Punkt eine endgiiltige Aussage zu treffen, die Struktur scheint jedoch im Vergleich
nicht ganz so flexibel beziiglich Erweiterungen zu sein.

9.4 Stromlinien-Kriimmungsverfahren fiir
Turbomaschinen

In Referenz [23| ist erstmals ein Stromlinien-Kriimmungsverfahren beschrieben, das fiir die
Auslegung und Nachrechnung von axialen Verdichtern und Turbinen geeignet ist. Der Kern
dieses Ansatzes ist die Berechnung der Stromung mit Hilfe von Stromlinien auf zwei Gruppen
zweidimensionaler Flichen. Die eine Gruppe ist zylindrisch, verlauft parallel zur Rotationsachse
und schneidet die Schaufeln in etwa senkrecht, die andere ist eben und enthélt die Rotations-
achse. Diese Vorgehensweise ersetzt fiir bestimmte wichtige Aufgabenstellungen, insbesonde-
re der (Vor-) Entwurfsphase von Turbomaschinen, zumindest teilweise eine dreidimensionale
Rechnung mit einem Navier-Stokes-Verfahren. Es basiert auf den Erhaltungsgleichungen fiir
stationdre, achsensymmetrische, adiabate und reibungsfreie Strémungen, also einer probleman-
gepassten Form der Euler-Gleichungen.

Im Fall einer Auslegungsrechnung werden wichtige geometrische Eigenschaften der Schaufeln in
Abhéngigkeit vorgegebener Grofen wie der spezifischen Umfangsarbeit (in Form der Totalent-
halpieinderung je Verdichter- oder Turbinenstufe) ermittelt. Eine Kennfeldrechnung dient der
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Berechnung der spezifischen Umfangsarbeit und des Geschwindigkeitsfeldes fiir eine gegebene
Geometrie.

In [60] sind einige Erweiterungen des seit den 60er Jahren intensiv benutzten Verfahrens aufge-
zahlt, um es fiir die Simulation von Betriebszustdnden im Teillastbereich anzuwenden, die vom
Auslegungspunkt abweichen (off-design analysis). Diese betreffen z.B. die Beriicksichtigung der
Verdrangungsdicke der Grenzschichten, Profil- und Stofverluste, Sekundarstromungen, Spalt-
verluste und Versperrung. Beziiglich der viskositdtsbedingten Verluste wird in dem haufig ver-
wendeten Programm von Novack und Hearsey [61] ein dhnlicher Ansatz wie bei dem in dieser
Arbeit vorgestellten Stromlinien-Verfahren gewéhlt, da sie generell in Form von Totaldruckver-
lusten je Verdichterstufe in die Rechnung mit eingehen. Beim Stromlinien-Kriimmungsverfahren
fiir Turbomaschinen werden diese Verluste jedoch iiber den gesamten Stromungsquerschnitt
,verschmiert und wirken nicht nur lokal, verursacht durch entsprechende Geschwindigkeitsgra-
dienten in Grenz- oder Scherschichten.

Auferdem ist dieses Verfahren nach [60, S. 10] in Bezug auf Korrekturen der idealen, reibungs-
und stokfreien Stromung ohne Ablésung sehr auf empirische Abschitzungen der Verluste ange-
wiesen.

Vergleich des Stromlinien- Krimmungsverfahren fiir Turbomaschinen mit dem in dieser Arbeit
vorgestellten Stromlinien-Verfahren:

Die Formulierung, auf der das Stromlinien-Kriimmungsverfahren fiir Turbomaschinen basiert,
reduziert die Anwendbarkeit auf eine ganz bestimmte Aufgabenstellung. Alle iiber die Behand-
lung von stationdren, achsensymmetrischen, adiabaten und reibungsfreien Strémungen hinaus
gehenden Modellierungen erfolgen iiber teils physikalisch herleitbare oder empirische Korrek-
turen und sind kein inhérenter Bestandteil der Formulierung. Aufgrund des eng umrissenen
Einsatzgebiets werden jedoch trotzdem ausreichend gute Ergebnisse erzielt, die eine Verwen-
dung z.B. im Rahmen von Optimierungen oder des Vorentwurfs erlauben.

Das hier vorgestellt Stromlinien-Verfahren ist dagegen wesentlich allgemeiner anwendbar. Die
typische Aufgabenstellung des Stromlinien-Kriimmungsverfahrens kann auch mit dem Strom-
linien-Verfahren gelost werden (vergleichbare Validierungsfille sind in den Kapitels 7.2.1 und
7.2.2 beschrieben). Auch beispielsweise der Einfluss der Viskositét ist physikalisch korrekt mo-
delliert und geht nicht nur iiber vorgegebene Korrelationen und empirische Modelle in die Stro-
mungsberechnung mit ein. Auch die im Rahmen der Stofs-Expansion-Theorie exakte Behand-
lung von Verdichtungsstéfsen ist ein Vorteil gegeniiber dem Stromlinien-Kriimmungsverfahren.
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10 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird ein iteratives Verfahren fiir stationdre, kompressible, reibungsbehaftete,
dreidimensionale, Unter- und Uberschallstromungen mit Verdichtungsstofen vorgestellt, dass
auf der Basis von Stromlinien funktioniert. Prinzipiell wird kein Rechennetz, sondern nur eine
diskretisierte Form der Rinder des Rechengebiets benotigt. Die Erhaltungsgleichungen kdnnen
entlang einer Stromlinie zu einer impliziten, algebraischen Gleichung (Massen-, Impuls- und
Energieerhaltung) entlang der Stromlinie und zu einer expliziten, algebraischen Gleichung quer
zur Stromlinie (Massen- und Impulserhaltung) vereinfacht werden.

Die Vorgehensweise besteht aus drei Schritten je Iteration: zuerst wird der statische Druck
entlang der Stromlinien aktualisiert. Zugrunde liegt die Annahme eines konstanten Massen-
stroms in einer Stromrdhre, die abschnittsweise mit Nachbarstromlinien gebildet wird. Dann
werden Totaldruck und -temperatur entlang der Stromlinie so angepasst, dass die Einstrém-
Randbedingung erfiillt ist. Anschliefend wird die Stromlinienform so angepasst, dass das Ver-
hiltnis der Massenstréme zu benachbarten Stromlinien entlang der Stromlinie abschnittsweise
konstant bleibt.

Die Implementation wird an fiinf Beispielen mit analytischen Losungen verifiziert. Im Rah-
men von vier Validierungsfillen zweidimensionaler Stromungen wird das Verfahren auf schwach
und stark kompressible Kanalstromungen, eine kompressible Profil-Auftenumstromung und eine
ebene Plattengrenzschicht angewendet und die Ergebnisse entweder mit analytischen Losungen
verglichen oder mit denen der kommerziellen Navier-Stokes CFD-Software STAR-CCM+ der
Firma CD-adapco. Die Ubereinstimmung ist durchweg sehr gut. In den meisten Fillen kann

eine deutliche Reduktion der Rechenzeit bei dhnlicher Giite der Ergebnisse im Vergleich zu
STAR-CCM+ erzielt werden.

Die Algorithmen fiir Erweiterungen des Verfahrens auf trans-, supersonische und dreidimen-
sionale Stromungen werden detailliert beschrieben. Verdichtungsstofse werden diskret und im
Rahmen der Stok-Expansions-Theorie exakt behandelt. Auch die Vorgehensweise zur Paralle-
lisierung dieser Methode wird vorgestellt. Die separate Behandlung von Transportmechanis-
men in und quer zur Stromungsrichtung reduziert den Informationsaustausch innerhalb eines
Rechenschritts, was einen positiven Effekt auf die Effizienz der Parallelisierung hat. Der An-
satz erlaubt auch eine einfach automatisierbare Anpassung der rdumlichen Diskretisierung der
Stromlinien.

Abschliefend werden &hnliche Verfahren und solche mit vergleichbarem Anwendungsbereich
kurz erlautert und die Unterschiede zu der hier vorgestellten Methode hervorgehoben.

Mogliche nachste Schritte zur Weiterentwicklung des Stromlinien-Verfahrens wéren:

e Aufgrund der Entwicklungsvorgeschichte wird in der aktuellen Version immer noch ein
kartesisches Hintergrund-Netz zur Festlegung der Stromlinien-Stiitzpunkte verwendet. Ei-
ne sinnvolle Erweiterung wire es daher, das Verfahren dahingehend zu modifizieren, dass
auf dieses Netz ganz verzichtet werden kann. Mit dieser Anderung koénnte eine automati-
sierte Anpassung des Stiitzpunkt-Abstandes einher gehen. Eine automatische Anpassung
der Stromlinien-Dichte ist auch schon in der vorliegenden Version enthalten.
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Erweiterung auf dreidimensionale Strémungen, wie in Kapitel 8.2 beschrieben.
Implementation des in Kapitel 8.1 erlauterten Algorithmus zur Stofbehandlung.

Die Behandlung von molekularer Viskositét ist bereits Bestandteil der aktuellen Version.
Darauf aufbauend konnten einfache Wirbelviskositéts-Turbulenzmodelle implementiert
werden.

Dariiber hinaus kénnten z.B. einfache 1D Modelle zur Beschreibung von Nichtgleichge-
wichts-Effekten hinter starken Verdichtungsstdften im Hyperschall entlang der Stromlinien
angewendet werden.
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11 Anhang

11.1 Tabellierte Losung der Blasiusgleichung

no|f f f

0.0 | 0.4696000 | 0.000000 0.000000

0.1 | 0.4695632 | 4.6959084E-02 | 2.3480002E-03
0.2 ] 0.4693061 | 9.3905307E-02 | 9.3914503E-03
0.3 | 0.4686087 | 0.1408056 2.1127595E-02
0.4 | 0.4672542 | 0.1876051 3.7549283E-02
0.5 | 0.4650303 | 0.2342275 5.8642782E-02
0.6 | 0.4617344 | 0.2805755 8.4385693E-02
0.7 1 0.4571774 | 0.3265323 0.1147449

0.8 | 0.4511899 | 0.3719632 0.1496747

0.9 | 0.4436280 | 0.4167177 0.1891150

1.0 | 0.4343791 | 0.4606325 0.2329903

1.1 | 0.4233687 | 0.5035348 0.2812079

1.2 ] 0.4105653 | 0.5452464 0.3336576

1.3 |1 0.3959845 | 0.5855885 0.3902115

1.4 1 0.3796921 | 0.6243862 0.4507238

1.5 ] 0.3618045 | 0.6614737 0.5150318

1.6 | 0.3424871 | 0.6966994 0.5829565

1.7 1 0.3219508 | 0.7299305 0.6543052

1.8 1 0.3004453 | 0.7610572 0.7288724

1.9 1 0.2782512 | 0.7899966 0.8064436

2.0 | 0.2556692 | 0.8166946 0.8867971
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2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
4.0
4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
2.0

0.2330096

0.2105800

0.1886739

0.1675605

0.1474751

0.1286131

0.1111247

9.5113710E-02
8.0637693E-02
6.7710705E-02
5.6307815E-02
4.6370879E-02
3.7815072E-02
3.0535800E-02
2.4415394E-02
1.9329311E-02
1.5151579E-02
1.1759285E-02
9.0360725E-03
6.8746405E-03
5.1783156E-03
3.8618280E-03
2.8514217E-03
2.0844571E-03
1.5086439E-03
1.0810414E-03
7.6693692E-04
5.3868972E-04
3.7461024E-04
2.5791870E-04

0.8411279
0.8633042
0.8832614
0.9010654
0.9168077
0.9306012
0.9425760
0.9528752
0.9616498
0.9690544
0.9752428
0.9803647
0.9845628
0.9879701
0.9907084
0.9928874
0.9946044
0.9959438
0.9969784
0.9977697
0.9983687
0.9988179
0.9991513
0.9993963
0.9995746
0.9997030
0.9997946
0.9998592
0.9999045
0.9999357

0.9697072
1.054947
1.142294
1.231528
1.322439
1.414825
1.508498
1.603284
1.699023
1.795569
1.892793
1.990582
2.088835
2.187468
2.286407
2.385592
2.484970
2.584500
2.684149
2.783888
2.883696
2.983557
3.083456
3.183384
3.283333
3.383297
3.483273
3.583256
3.683244
3.783236
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no|f f f

5.1 | 1.7581212E-04 | 0.9999571 | 3.883231
5.2 | 1.1865282E-04 | 0.9999716 | 3.983227
5.3 | 7.9281395E-05 | 0.9999814 | 4.083224
5.4 | 5.2448042E-05 | 0.9999880 | 4.183223
5.5 | 3.4352062E-05 | 0.9999923 | 4.283222
5.6 | 2.2276283E-05 | 0.9999951 | 4.383221
5.7 | 1.4302107E-05 | 0.9999969 | 4.483221
5.8 | 9.0912981E-06 | 0.9999980 | 4.583220
5.9 | 5.7216521E-06 | 0.9999988 | 4.683219
6.0 | 3.5652340E-06 | 0.9999993 | 4.783219
6.1 | 2.1995147E-06 | 0.9999996 | 4.883220
6.2 | 1.3435056E-06 | 0.9999998 | 4.983220
6.3 | 8.1250766E-07 | 0.9999999 | 5.083220
6.4 | 4.8651094E-07 | 1.000000 | 5.183221
6.5 | 2.8842751E-07 | 1.000000 | 5.283221
6.6 | 1.6930186E-07 | 1.000000 | 5.383222
6.7 | 9.8394260E-08 | 1.000000 | 5.483222
6.8 | 5.6619125E-08 | 1.000000 | 5.583222
6.9 | 3.2258509E-08 | 1.000000 | 5.683223
7.0 | 1.8197667E-08 | 1.000000 | 5.783223
7.1 | 1.0164365E-08 | 1.000000 | 5.883224
7.2 ] 5.6213532E-09 | 1.000000 | 5.983224
7.3 | 3.0782270E-09 | 1.000000 | 6.083224
7.4 | 1.6690254E-09 | 1.000000 | 6.183225
7.5 | 8.9604801E-10 | 1.000000 | 6.283225
7.6 | 4.7633170E-10 | 1.000000 | 6.383225
7.7 ] 2.5072722E-10 | 1.000000 | 6.483226
7.8 | 1.3068074E-10 | 1.000000 | 6.583226
10.0 | 6.6008343E-18 | 1.000000 | 8.783235

Tabelle 11.1: Zahlenwerte der Losung der Blasiusgleichung (aus [41]).
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